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MOZLIWOSC UPROSZCZENIA METOD WYZNACZANIA TRASY DROGI
NA ODCINKACH POLOZONYCH W tUKU

1. Wstep

Przejscie trasy drogowej z odcinka prostego w tuk, w mysl obowigzu-
jacych przepiséw, wymaga zastosowania krzywej przejSciowej. Jako krzy-
wa przejsciowg stosuje sie przewaznie klotoide. Jezeli kat zwrotu tra-
sy N rowna sie podwojonemu katowi zwrotu stycznej Tj, w koncu krzywej
przejSciowej, to odcinek trasy drogowej potozony w tuku sktada sie z
dwoéch symetrycznych krzywych przejsciowych. Natomiast, jezeli® - 2Tk> O
to caty odcinek trasy drogowej potozony w tuku sktada sie z dwoch krzy-
wych przejsciowych, miedzy ktérymi umieszczony jest tuk kotowy o pro-
mieniu R.

Wyznaczanie wspétrzednych punktéw trasy drogi, lezacych na krzywej
przejsciowej badz na krzywej przejsciowej i na tuku kotowym, wykonywa-
ne dotychczas stosowanymi metodami wigze sie z duzym naktadem pracy ra-
chunkowej, sprzyja powstawaniu szeregu pomytek, najczes$ciej wymaga row-
niez dokonania zmiany ukfadu wspétrzednych.

Wniniejszej pracy przedstawiono pewne koncepcje uproszczenia do-

tychczas stosowanych metod.

2. Wyznaczanie wspo6trzednych prostokatnych dowolnych punktow klotoidal-

nvoh krzywej arze.isciowe.i

Réwnanie klotoidy me postac:

@
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gdzie:
1 - diugo$¢ tuku klotoidy, liczona od poczatku tuku do danego punk-
tu wn,
a - parametr klotoidy w m,
i} - promien krzywizny, ktéry zmienia si¢ od § =00na poczatku krzy-

wej przejsciowej do () = R na koncu krzywej przejsciowej, w m.

Podstawowe zalezno$ci pomiedzy poszczegdélnymi wielkoSciami wystepu-
jacymi wrownaniu (1), a ktore maja praktycze zastosowania przy projek
towaniu krzywej przejSciowej podano w pracach ra. ra. dd CO ra.
Z zaleznos$ci tych wynika, ze w réwnaniu klotoidalnej krzywej przejs$cio-
wej najistotniejszg sprawg jest przyjecie warto$ci parametru a.

Jak wiadomo z pracy O] 100* wartos¢ parametru a dobieramy z uwa-
gi na 6 warunkéw. Poprawnie mozemy te wartos¢ okresli¢, korzystajac z
nomogramu podanego w pracy jjQ .

Majac przyjetag dtugos¢ promienia tuku poziomego B oraz dobrang

warto$¢ parametru a mozemy obliczyé:
12)

13)

gdzie

1~ - catkowita dtugos$¢ krzywej przejsciowej w n.

Postugujac sie powszechnie znanymi wzorami lub tablicami mozemy na-
stepnie wyznaczy¢ dalsze potrzebne elementy, to-jest:
- przesuniecie tuku kotowego H,
- dtugosé stycznej t,
- ditugos¢ stycznej T,
- odlegtos¢ f Srodka tuku przesunietego od wierzchotka W kata zwro-

tu trasy.

Powyzsze elementy krzywej przejsciowej uwidoczniono na rysunku 1.
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Jezeli chodzi o wyznaczenie wspotrzednych prostokatnych dowolnych
punktow klotoidalnej krzywej przejSciowej, to powszechnie korzysta sie
z metod podanych w pracy Po doktadnym przeanalizowaniu dotychcza-
sowych metod okazuje sie, ze mozna upros$ci¢ technike wyznaczania wspot-
rzednych punktéw krzywej przejsciowej o ksztatcie klotoidy. Zilustru-
jemy to przy pomocy ponizszego rozumowania, zaznaczajgc, Zze poczatek
uktadu pokrywo sie poczatkiem krzywej przejSciowej, za$ 0$ Qx - z jed-

na ze stycznych dc tuku kotowego nieprzesunietego.
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Jezeli jako parametr przyja¢ katt , jaki styczna do krzywej w danym
punkcie tworzy z osig 0xs to rownania parametryczne okre$lajagce wspot-

rzedne prostokatne tego punktu majg, zgodnie z [9], postac:

ost
’fp -« (4)

. ®)

Powyzszych catek nie da sie wyrazi¢ w sposéb elementarny. Pozostajg do
dyspozycji tylko metody przyblizone.
Korzystajac z rozwiniecia funkcji podcatkowych na szereg potegowy i

catkujgc wyraz po wyrazie otrzymamy:

x " ~ +~6 “ 9360 + *e*) (6)

y = aYH' (3 - 42 + 1320 - 77600 +...) (7)

lub po uwzglednieniu zaleznos$ci (3):

u.«jL + igp“ Skt ooey 1 8y
40a* 3456a 5990403

i3 i i11 i13
9)
63" 33656 42240al0 96?6800aU

Ze wzordw (8) i 4-9) mozna obliczy¢é x i y z dowolng doktadnoscig.
Bioragc pod uwage,ze szeregi Cs) i (9) sa szybkozlbiezne i uwzgledniajac
potrzebng w tyczeniu trasy drogi doktadno$¢, poprzestano na 3 pier-

wszych sktadnikach rozwiniecia. Wdalszych rozwazaniach przyjete za-

tem:
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110)

111

(11)

6a2  336ar  42240a-°

Prezentowana koncepcja wyznaczania punktéw klotoidy sprowadza sie
do zbudowania tablic, przy pomccy ktérych dla ustalonego parametru a,
przyjmujac rowne, "okragte" wartosci x mozna znalez¢ wartosci rzed-
nych y.

Realizacja powyzszego zamiaru wymagata, by przy ustalonym a, dla
kazdej przyjetej wartosci x rozwigza¢ rownanie (.10) ze wzgledu na 1,
a otrzymang warto$¢ 1 wstawi¢ do réwnania (11) dla uzyskania wsp6t-
rzednej y.

Wtym oelu réwnanie (10) przeksztatcono do postaci:

Zwigzek (12) jest - przy ustalonym Xx i a - wyrazeniem o postaci
1 =1f(1l), gdzie f oznacza pewng funkcje, a wiec stanowi juz dogodng
forme wyjsciowa do zastosowania metody iteracji (kolejnych przyblizen)
dla rozwigzania réwnania (10) lub (12).

Z ksztattu klotoidy wiadomo, ze jest x ™ 1, a wiec 1 = x moze sta-
nowi¢ zerowe przyblizenie (z niedomiarem) poszukiwanego pierwiastka na-
szego réwnania.

Przy konstruowaniu tablic ograniczono sie dc takiego przedziatu, by
zachowaé ograniczenie na wynikajgce z warunku estetyki 8Tj, a miano-
wicie; 3°< £ < 29° lub dla miary tukowej 0,052360" 1<(0,30614i>.

Ktadac zatem do (6) x - 0,506146 otrzymamy x = 0,974683a.Udowodnio-
no (dowdd pomijamy), ze w interesujgcym nas przedziale proces itera-

cyjny jest zbiezny.
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Przy powyzszych zatozeniach opracowano oryginalny program dla EMC
"Odra 1013" pozwalajacy dla dowolnych warto$sci a z przedzigtu
<40,400> i dla dowolnych warto$ci x z przedziatu <0j 0,974683a>
wyliczaé 1, a nastepnie y. Przyjeto doktadno$¢ obliczen réwng 0,0001 m
Ustalono wydruk wynikéw z doktadnos$cig do 0,01 m.

Dla ilustracji niniejszej pracy zestawiono tablice 1 - przyjmujac
dla x krok Ax =5 m, za$ dla a 1z przedziatu <110, 140> stopnio-
wanie co 10 m.

Jezeli oznaczymy przez:

- odcietag konca krzywej przejSciowej w m,

yk - rzedng konca krzywej przejsciowej w m,
za$ przez 1, i 12,x2,y2 warto$ci (odpowiednio) z niedomiarem

i nadmiarem dtugos$ci po krzywej, odcietej i rzednej punktow klotoidy,

to korzystajac z tablicy 1 wypiszemy nastepujace nier6wnosci:

11 < Ik < 2*
Xl1< xk < v

yl< yk < y2

Postugujac sie interpolacja liniowa (rys. 1) otrzymujemy:

x2 ~ X1 _ (X2-X1 A 0k~117~ _ Ax '1k ~ V

Vo1l 2 - 1, » " N-1, = 12 - 1,

i ostatecznie

gdzie
& - poprawka dla odcietej (13).
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110
V

0.00
0.00
0.01
0.05
0.11
0.22
0.37
0.59
0.88
1.26
1.73
2.30
3.00
3*82
4.78
5-91
7.21
8.70
10.40
12.34
14-56
17.07

W artosci x,y i

1
0.00
5.00
10.00
15.00
20.00
25.00
30.00
35.01
40.02
45.03
50.05
55.09
60.13
65.20
70.29
75-42
80.58
85-79
91.06
96.41
101.86
107.42
109.92

Par ame mr a
120

Y 1 y
0.00 00.00 0.00
0.00 5.00 0.00
0.01 10.00 0.01
0.04 15.00 0.03
0.09 20.00 0.08
0.18 25.00 0.15
0.31 30.00 0.27
0.50 35.01 0.42
0.74 40.01 0.63
1.06 45.02 0.90
1»45 50.04 1.23
1.93 55*06 1.64
2.51 60.09 2.14
3.20 65.14 2.72
4.00 70.21 3.40
4.94 75.29 4.20
6.02 80.40 5.10
7.25 85.55 6.14
8.65 90.74 7.32
10.23 95-98 8.64
12.02 101.28 10.13
14.04 106.65 11.80
16.31 112.12 13.67
ie.87 117.69 15.75
i119*92 18.06
20.67

1 dla parametru a

= 110f140

130

0.00
5.00
10.00
15.00
20.00
25-00
30.00
35.00
40.01
45-02
50.03
55-04
60.07
65.10
70.15
75-21
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90.53
95.70
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106.17
111.50
116.90
122.38

127,97
i129.911
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Tablica 1
1410
5 1
0.00 0.00
0.00 5.00
0.01 10.00
0.03 15-00
0.07 20.00
0.13 25-00
0.23 30.00
0.36 35-00
0.54 40.01
0.78 45.01
1.06 50.02
1.42 55.03
1.84 60.05
2.34 65-08
2.93 70.11
3-61 75-16
4.39 30.22
5.28 85-29
6.28 90.39
7-41 95.52
8.68 100.67
10.09 105-86
11.66 111.10
13*40 116.38
15.34 121.73
17.48 125-15
19.85 132.65
22.47 138.25

h 39.90}
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Rys. 2

Rys. 3

Podobnie, korzystajac z rys. 3 otrzymamy:

Ny y2 ~yi &~ S _ N2 ~yl~rlk~V
Ik - V 3 - N y = x - Xt
i ostatecznie
yy = y*» +S » gdzie - poprawka dla rzednej (14)

Tak wiec, w proponowanej metodzie wyznaczenie wspoOtrzednych punktow

klotoidalnej krzywej przejSciowej sprowadza sie, przy znanym paranie-
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trze a, do obliczenia wartosci xfc, y» ze wzoru (13) i (14) oraz wy-
pisania odpowiednich kolumn z tablicy 1 z przedziatu <0,

Wten sposéb dla ustalonego a oraz 1" mozemy okres$lic wspot-
rzedne punktéw i dtugosci tuku na catym odcinku klotoidy.

Jezelia=n- 217~= 0, to klotoida przechodzi w klotoide symetrycz-
ng i przy pomocy podanej metody mozemy wyznaczy¢ wspdirzedne punktéw
dla catego odcinka trasy drogowej potozonego w tuku.

Natomiast jezeli a'=fi- 2Tk>0, to pojawia sie dodatkowo problem
wyznaczenia wspo6trzednych punktéw tuku kotowego o promieniu R, zawar-

tego miedzy tukami klotoidy.

3« Wyznaczanie wspdtrzednych prostokatnych punktéw tuku kotowego  za-

wartego miedzy dwoma klotoidalnymi krzywymi przejsciowymi

Dla wyznaczania wspoétrzednych prostokatnych punktéw tuku kotowego
korzysta sie na og6t z pracy DI- Wprzypadku gdy odcinek drogi sktada
sie ztuku klotoidy i tuku kota, wigze sie to z wprowadzeniem nowego
uktaduodniesienia, ktorego poczatek pokrywa sie z koncem krzywej przej
sciowej (kkp). Ponizej podana zostanie koncepcja wyznaczania wspot-
rzednych, wzgledem tego samego uktadu odniesienia, punktéw lezgcych na
odcinku trasy drogowej ztozonym z tuku klotoidy i tuku kota.

Przyjmujac uktad odniesienia jak w punkcie 2, réwnanie okregu prze-

sunietego (rys. 1) ma postac

(x - t)2 +fy - H+ R)]2 =R2 (15)

Zaktadajac, ze kat zwrotu trasy f speinia warunek

0<*«<l (16)

otrzymujemy w postaci wyraznej rownanie interesujacej nas potowy okre-
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gdzie:
H=yk - RL - cosT k) (18)
t*\ “Rsir7 k* (19)

Przyjmujac okragte wartos$ci odcietej x = xn takie, ze:

xk<xn = n. Ax<R + t, gdzie n - naturalne (20)

mozna ze zwigzku (17) znalez¢ odpowiadajace in wartosci y , czylirzed-
ne punktow lezagcych na tuku kotowym.

tatwo wykazac¢, ze dla x = xk ze zwigzku (17) otrzymujemy vy = yk-
Wspdtrzedne korica krzywej przejsciowej sg rownocze$nie wspotrzednymi
poczatku efektywnie wykorzystanego tuku kotowego.

Wten sposéb istnieje mozliwo$¢ wyznaczania metodg ortogonalng punk-
tow na odcinku trasy, ztozonym z tuku klotoidy przechodzacej w tuk ko-
towy, wykorzystujac ten sam uktad odniesienia i utrzymujgc ten sam Krok
dla zmiany odcietej.

Dla jednolitego potraktowania klotoidy i tuku kotowego, ze wzgledu
na kilometrat (hektometraz) nalezy jeszcze podaé spos6b liczenia dtu-
gos$ci tuku kotowego.

Wiadomo, ze diugo$é tuku krzywej danej zwigzkiem y = f(x),gdzie f
oznacza funkcje ciggta wraz z jej pierwszg pochodng w przedziale <a,b>

oblicza sie¢ ze zwigzku:

&)

Dla okregu (17) i przedziatu xk, x po przeksztatceniach otrzymu-

jemy:

= R(arc sin X—_g S (22)
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Przyjmujac za x warto$ci spetniajgce (20), ze zwigzku (22) mozna
znalez¢ odpowiadajgce im wartosci dtugosci tuku kotowego, liczone

od konca krzywej przejsciowej. Nalezy zwr6ci¢ uwage, ze suma:
L + 4, (23)

oznacza dtugos$¢ liczong po krzywych, od poczatku krzywej przejSciowe]j
do danego punktu, lezgcego juz na tuku kotov«ym.

Realizacja przedstawionej koncepcji wigze sie jednak z powaznymi
trudno$ciami rachunkowymi. Dlatego, zachowujac przedstawiony wyzej tok
postepowania, opracowano oryginalny program na maszyne cyfrowg reali-
zujacy, dla danych R i a, nastepujgce zadania:

- wyznaczenie wartosci 1 ~ ., , "c* H

- dla zadanych warto$ci odcietej x”, zaleznych od przyjetego kroku,
wyznaczenie dtugosci tuku klotoidy In, wartos$ci rzednych yfi(punktow
klotoidy, a nastepnie punktow tuku kotowego) oraz dtugosci ¢ tuku
kotowego, mierzonych od konca krzywej przejsciowej do danego punktu.

W programie przewidziano mozliwo$¢ wprowadzenia dowolnego kroku dla
zmiany promienia R, parametru klotoidy a oraz odcietej Xx.

Obliczenia wykonane w os$rodku obliczeniowym Kielecko-Radomskiej WSI
w Kielcach na rn.c. "Odra 1013"» Zastosowano doktadno$¢ 0,0001 m.dla pro-
cesu iteracyjnego oraz petng doktadnos$¢ dla pozostatych obliczen.

Tablice wspo6trzednych punktow oraz diugos$ci tukéw (klotoida, ckrag)
wydrukowano (w rezultacie automatycznych zaokraglen) z dwoma  znakami
po przecinku, czyli z doktadnos$cig do 0,01 m.

Dla ilustracji niniejszej pracy zestawiono tablice 2, dla R = 400 i
a = 150 oraz 200 m, przy kroku Ax = 10,00 m.

Tablicowane warto$ci, zwigzane z koncem krzywej przejSciowej poczat-

kiem tuku kotowego ujeto - dla wyr6znienia - w ramki.

4. Uwani koncowe i wnioski

1. Metoda wyznaczania wspdtrzednych punktéw klotoidy przy znanym para-
metrze a, przedstawiona w punkcie 2 eliminuje wszelkie prace ra-

chunkowe, a tym samym zmniejsza prawdopodobieristwo pomytek.
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a

Zk = 0,0700

X y
0.00 0.00
10.00 0.01
20.00 0.06
30.00 0.20
40.00 0.47
50.00 0.93
56.22 1.32
60.00 1.60
70.00 2.53
80.00 3.71
90.00 5*14
100.00 6.84
110.00 8.80
120.00 11.02
130.00 13.52
140.00 16.29
150.00 19*35
160.00 22.70
170.00 26.34
180.00 30.29
190.00 34.55
200.00 39.14
210.00 44.07
220.00 49-36
230.00 55-01
240.00 61.06
250.00 67-51
260.00 74.40
270.00 81.75
280.00 89.59
290.00 97.97
300.00 106.93
310.00 116.53
320.00 126.82
330.00 137.90
340.00 149-87
350.00 16286
360.00 177-05
370.00 192-68
380.00 210.12
390.00 229-91
400.00 253.00
410.00 281.30
320.00 320.14
Uwaga:

t

tuku klotoidy, tuku kotowego i

150

= 28,12

-0.00

3.79
13-83
23.90
34.00
44.15
54.34
64.58
74.89
85.27
95-72

106.27
116-91
127.66
138.5}
149-54
160.69
172.00
183*49
195-17
207.06
219%22
231.63
244.34
257.39
270.82
284.67
299-03
313.95
329.55
345.94
363-30
381.86
401.97
424.14
449.31
479-33
519.46

Czestaw Lewinowski,

H =0,33

1+4

56.25

60.04

70.08

80.15

90.25
100.40
110.59
120.83
131-14
141.52
151-97
162.52
173*16
183.91
194.78
205.79
216.94
228.25
239-74
251.42
263-33
275.47
287.88
300.59
313-64
327.07
340.92
355-28
370.20
385.80
402.19
419.55
438.11
458.22
480.39
505.56
535*58
575.71

W artoéci R,a,t H.y.l + podano w

metrach,

wrad. Wartosci uje-

te wramki dotycza konca krzy-
wej przejsciowej

=0
’ X

0.00
10.00
20.00
30.00
40.00

50.00
"60.00

70.00
80.00
90.00

99.84

100.00
110.00
120.00
130.00
140.00
150.00
160.00
170.00
180.00
190.00
200.00
210.00
220.00
230.00
240.00
250.00
260.00
270.00
280.00
290.00
300.00
310.00
320.00
330.00
340.00
350.00
360.00
370.00
360.00
390.00
400.00
410.00
420.00
430.00
440.00

Zdzistaw Trylski

Tablica 2
Tablica wspétrzednych punktéw klotoidy i tuku kotowego oraz diugosci

ich sum
a = 200
1250 t = 49,97 H=
y 1 t
0.00 0.00
0.00 10.00 -
0.03 20.00 -
0.11  30.00 -
0.27 40.00 -
0.52 50.00 -
0.90 60.01
1.43 70.03
2.14 80.05
3-04 90.09
4-16 100.00 0. 00
4.18 — 0.16
5.57 - 10.25
7.22 - 20.39
9.13 - 30.57
11.30 - 40.80
13.75 - 51.10
16.47 - 61.46
19.47 - 71.90
22.76 - 82.43
26.35 - 93.06
30.24 - 103.79
34-45 - 114.64
38.98 - 125.61
43-84 136.74
49-06 - 148.02
54-65 - 159.47
60.62 - 171.12
66.99 - 182.98
73-80 - 195*07
81.06 - 207.43
88.81 - 220.09
97-09 - 233.07
105.94 - 246.42
115.41 - 260.20
125.57 - 274.45
136.50 - 289.26
148.29 - 304.73
161.08 - 320.96
175.03 - 338.13
190.37 - 356.44
207.44 - 376.23
226.74 - 397.97
249*12 422.48
276.22 451*38
312.27 488.61

1,04
1+4

100.00

100.16
110.25
120.39
130.57
140.80
151*10
161.46
171-90
182.43
193.06
203.79
214.64
225.61

236.74
248.02
259-47
271.12
282.96
295.?
307.43
320.09
333-07
346.42
360.20
374.45
389.26
404.73
420.96
438.13
456.44
476.23
497.97
522.48
551-38
588.81
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2.

Tablica wspo6trzednych i diugosci tuku klotoidy o danym parametrze
a moze by¢ wykorzystana do wyznaczenia punktéw posrednich krzywej
przejsciowej dla dowolnego promienia R, czynigcego zados¢ jedynie
warunkowi a *>R<3a. Ma to istotne znaczenie w przypadku tyczer

nia nie tylko osi, ale réowniez obu krawedzi jezdni.

3. Operowanie "okragtymi" wartosciami odcietej x wutatwia znacznie ty
czenie punktow krzywej w terenie.

4. Mozna wskaza¢ szereg przestanek Swiadczacych o tym, ze rozdzielanie
zagadnienia wyznaczania wspo6trzednych punktéw lezacych na klotoi-
dzie i na tuku kotowym jest niekorzystne. Operowanie jednym uktadem
wspoOtrzednych stanowi istotne uproszczenie, szczeg6lnie dla tukéw o
matych promieniach.

5. Postugiwanie sie metodg i tablicami omoéwionymi w punkcie 3 ograni-
cza projektanta do stosowania takich wartosci promieni i parametru,
jakie zawarte sg w tablicach.

6. Postugiwanie sie interpolacjg liniowg przy wyznaczaniu warto$ci po-
Srednich nie powoduje przekroczenia odchytek dopuszczalnych w prak-
tyce budownictwa drogowego. Dotyczy to obu rodzajow tablic zaprezen-
towanych w niniejszym opracowaniu.
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NnPOCTHIUUE MLTUfIU OIPEBEJIKHVUI TPACCLI flIOPOnNi
HA HACTH PACIIOJIQSEHOM HA pyrE

Pe 3due

U pafioTe npe~CTaBJieHO Hjec ynpozeHHX npnMeHseuux ueTOA onpejejieHua ue-
To* To>ieK TpaccH topora Ha lacm cocTaBJienctf hb kpmboS nepexoxHok txxo-
tohah) h xpyrosok xyru.

OnucaHo cnocoOK oTxexbHoro X coBuecTHoro TpaxTOBaHHS Taxok ibct« Tpac-
CU, c coxpaHeHHeit BTott ze cauok npauoyrolJibHok KoopxMHaTHok CHCTeuu.

"IpHBejeHO TaCJIHUH CBHSBHU C COOTBeTCTByBUHMH HeTOABHM OOpexeAeHHB XO0-

OPAHHBT npOUezyTOHHUX Tonex, JJHHIL AyrH XJIOTOMAU u XXHHH XpyrOBOk XyrH B
iiecTe ¢ hx cyuuauH.

3th npocTekume MeToxu hjijidctphpobbho mhcbobhm npHxepoH.

POSSIBILITIES 0? SIMPLIFYING THE METHODS OF ASSIGNING
THE HIGHWAY LOCATION K THE STRETCHES SITUATED HI THE ARC

Summa ry

The conception of simplifying the existing methods of assigning the
highway location points on tne stretch that consists of the clothoida!
easement curve and of the circular arc was presented in this work.

There was desribed the procedure of separate and combiend handling
such a route stretch keeping the same rectangular coordinate system.

The adequate tables for assigning the intermediate points coordi-
nates, the clothoide arc length, the circular arc length and their

sums were inserted

The simplified methods were illustrated by the numerical example.



