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OBLICZ AliIE POPRAWEK DO CHARAKTERYSTYK 
SHUNTÓ» W STANIE ROTCOWAGI GRANICZNEJ

POLA NAPRĘŻEŃ

S tr e sz e z e n ie . W pracy przedstaw iono wzory do 
o b lic z e n ia  poprawek dla p arab oliczn ej aproksyma­
c j i  charakterystyk* dla równań równowagi gran icz­
nej gruntu.

Podstawową r o lę  w rozwiązywaniu zagadnień równowagi‘gran icznej grun­

tów metodą całkowania różniczkowych równań równowagi g ra n iczn e j, s p e ł-

charakterystyk  ic h  stycznym i w otoczen iu  rozpatrywanych węzłów s ia t k i

W rozważanych zagadnieniach t e o r i i  równowagi gran iczn ej gruntów głów­

nym problemem‘o b liczeń  numerycznych. j e s t  dokładność rozw iązań. Decydu­

ją c e  znaczenie posiada tu  w ie lk ość  wyjściowego kroku obliczeniow ego.W y  

n ik i  o b liczeń  przedstawione na r y s . 1 i lu s tr u ją  w jakim stopn iu  w ie l­

kość wyjściowego kroku ob liczen iow ego H wpływa na jakość rozw iązania  

^ p rzyjęcie  H = 2 daje p r o f i l  skarpy odpowiadający zu p ełn ie  innemu ob- 

; ią ż e n iu y .
W m etodzie Massau dokładność ob liczeń  dodatkowe progresywnie maleje 

wzdłuż całkowanych charakterystyk  z  powodu s ta le  rosnącego kroku. W 

lic zn y ch  przypadkach, nawet dla n iezb yt od leg łych  węzłów s ia t k i ,  krok 

ten  wzrasta k ilk a k ro tn ie  (r y s . 2 / .  Pakt ten  j e s t  dodatkowym źródłem  

n ied ok ład n ośc i o b lic z e ń .
•7 p rak tyce , aby ter.u za ra d zić , s to su je  s ię  lokalne za gęszczan ie  s ia t ­

k i  o b liczen io w ej. P oniżej przedstawimy inny sposób polegający  na wpro­
wadzeniu poprawek uw zględniających krzyw oliniow ość charakterystyk  mię­

dzy węzłami s ia t k i  oraz n ie lin io w o ść  poszukiwanych fu n k c ji na tych  od­

cin k ach .

n ia  numeryczna metoda Mass w. [ i ] .  Metoda ta  polega na odwzorowywaniu
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Rys. 1 . Wpływ w ie lk o śc i kroku ob liczen iow ego H na p r o f i l  obliczanego
zbocza skarpy
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H ys. 2 . Wzrost kroku obliczeniow ego H

a -  schemat ob liczeniow y s ia t k i ,  b -  fragmenty s ia tk i  we współrzędnych 
bezwymiarowych dla przykładu: <̂ = 30 •, = 1 ,5 i = tg  30

Sposób ten  wynika z zasady aproksymacji n ie lin io w e j , k tórej przy­

datność d la o b liczeń  numerycznych wyjaśniono w pracach 00 i  00 • Po­
prawki pomyślane ta k , ażeby można je  było  łatw o wprowadzać do o b liczeń  

d la  dowolnych wewnętrznych węzłów s ia t k i ,  w szczeg ó ln o śc i tam, gd zie  

następ u je  nadmierny wzrost kroku obliczen iow ego.

Proponowany n iż e j  sposób należy traktować jako aparat pomocniczy w o- 

b lic z e n ia c h  numerycznych. P rzy jęte  w tra k c ie  wyprowadzenia poprawek u- 

proszczen ia  n ie  zawsze gwarantują s ta b iln o ść  rozw iązania.

2 . Wzory do o b l i c z a n ia  poprawek d la  współrzędnych s i a t k i  c h a ra k te ry s ty k

2 .1 .  Rozwiązanie dla zagadnienia brzegowego Cauchy’ego
( 1 1 ( 1 )Wzory dc o b licza n ia  współrzędnych x T ' oraz ŷ T kolejnego węzła N 

s ia t k i  charakterystyk  p ó l naprężeń gruntu w s ta n ie  równowagi g ra n icz -
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n e j ,  metodą Massau (stycznych) d la przypadku zagadnienia brzegowego ty­

pu Cauchy’ego mają postać:

( 1 ) y 2  ~  y 1 *  X1 t g  ~  x 2
tg(© 1 +¡15 -  tg(@2 -¿i) ’ (2.1)

( 1 ) ( 1) -  x^ tg  (0 1 + j i ) .

g d z ie  

x1 ,y 

9 , ,91 *x2 , y 2

1'

-  znane współrzędne danych węzłów s ia t k i  1 i  2 ,
-  w a rtośc i fu n k c ji kąta nachylenia w iększego napręże­

nia głównego względem o s i  x w punktach 1 i  2 ,

<P -  kąt ta r c ia  wewnętrznego gruntu,

j i -  k  | - f >

Rys 3« Schemat ob liczeniow y dla  
zagadnien ia brzegowego 

Cauchy’ego

Indeksem (1) we współrzędnych wę­

z ła  podkreślono fa k t odwzo­

rowania stycznym i, traktowanego' 
jako pierw sze p rzy b liżen ie  rozwią­

zania (r y s . 3 /* '
W r z e c zy w is to śc i l in ie  charakte­

rystyk  na odcinkach wyznaczonych 

o d le g ło śc ią  węzłów 1 i  N oraz .2 i  

N dla zwiększonego H, odbiegają  

od kierunków stycznych do charak­

te r y sty k . Wprowadzimy więc odpo­

wiednie poprawki uwzględniające ten 

fa k t na b azie  aproksymacji parabo­
l ic z n e j .  Poprawki przyjmujemy na­

stępująco:
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Występujące w (2 .2 )  poprawki £ oraz £ wyznaczają p rzesu n ięc ie  punktu
(1) X N względem N • W ielkość tych  poprawek obliczymy z wzorów podanych w

pracy W  przy zastosow aniu metody Newtona 0 .  Odpowiednie wzory wyj­

ściow e w tym przypadku mają postać:

(M * - i ó  + { t g ( 0 1+/* ) - t s ( 0 2- / )  -  2 Cm“  Xl -  m£ x 2 ) J  ^  +

+ { y 1-y 2- x 1tg ( 0 1-^} + x2 tgC6 Z - J Ł )  + m *^2 -  x22J = o, (2 .3 )

yN = y i + cV x i ) tg  (0 i +̂ } + i  (xn"xi )2>

ot y ,  -  y , -  Cx - x  ) t g 10 )
g d z ie : M. =  1---------------  -------

I \Cx3~X l;

(2.„;
‘2 " (x 4 -  x2

Zakładamy, że współrzędne dodatkowych węzłów 3 i  4 , odpowiednio dla cha­
rak terystyk  OC i  p> , wyznaczono z w ystarczającą dokładnością .
O bliczona stąd w ie lk ość  poprawki £ x wynosi:

/ ,  (1) ,2  _ / ( C1) _ x2
p  li;2 ( \ '  2 y V ' U  V n

X tg(© 1+/ ) - t g  C02- ^  + 2 £m̂ 3 ^ 1)- x1) -  x2)]

Wzór (2 .5 /  podaje wartość pierw szego przybliżeniaC x* D alsze p rzy b liże ­

n ia  otrzymuje s ię  i te r a c y jn ie  zgodnie z zasadą

Ci/ ( i - 1 )  .c C i-i)
\ t = ^  + e x

Na podstawie znajom ości £.„ w ie lk ość  drugiej poprawki otrzymujemy bez­

pośrednio  w p o s ta c i:

£  = -  X l) 2 + [ t g l 0 1+/4>+ 2 M*Cx^14 x1[ [£ x (2 .6 )

Proces itera cy jn y  o b l i c z e n i a na °S°* j e s t  szybko zbieżny t 7 ] .
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2 .2 .  Rozwiązanie d la zagadnienia brzegowego typu mieszanego

W przypadku zagadnienia brzegowego typu mieszanego (r y s . 4) wzory 

do o b licza n ia  współrzędnych poszukiwanego węzła metodą Massau mają po­
stać:

(1) y l" y2 + X2 
^  " tg ( Q 2~JJ-j -  tg^ 1

(2 .7 )

yNl)=  y l + X1JtgVl ’

g d z ie ś   ̂ j e s t  w ie lk o śc ią  znaną.

Aproksymację paraboliczną w tym przy­

padku przyjmujemy, ty lk o  d la charaktery­
styk  rod zin y (d , pozostaw iając odwzoro- 

y  wanie krzywej n iech arak terystyczn ej f* 

stycznym i. IV wyniku podobnego postępo­

wania jak poprzednio, o s ta te c z n ie  otrzy­
mano:

¿ ( 1 )  = “2 (aNl ) -  X2 ) 2

t g * l - t g { @ 2y i ) - 2  x? )

(2 .8)
oraz

U),
Rys. 4 .  Schemat o b lic z e n io ­
wy dla zagadnienia brzego -

wego mieszanego £  =£')‘w tgi?.1y uc i

j e s t  w ystarczająco dokładnym przybliżeniem  te j  w ie lk o śc i.
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3« Wzory do o b licza n ia  poprawek dla w artośc i funkc.ii w węzłach s ia t k i  
charakterystyk

3 .1 .  Rozwiązanie d la zagadnien ia brzegowego Cauchy’ ego

W m etodzie Massau w ie lk o śc i węzłowe (ł^ 1 ‘ oraz o b licza  s ię  na
podstaw ie wzorów:

g  (O  ¿2*1 + *1 w2 
N (6 , + ̂  ) tg  2 ji’

, 0 )  W1 -  W2
N 2{8^+É¡2 )'

( 3 . U

g d z ie :

W1 =6'1 (20., + tg  2jl) -

(3 .2 )

[ x s i n (6 -  Y cosCe^jU)^ (x^1/ -  xJ])

co s 2̂ f cos (0  , )

[X sin(S„-ęW) - Y  cos(© -ha) 1 ( x , 1^- x )

W2 = " 2^2®2 “ t s  + co s 2jx cos(® 2- / )

W ielkości X oraz Y w (3*2) oznaczają składowe s i ł  objętościow ych  

gruntu . W ielkości oraz 6 ^  oznaczają tu  w artości d la punktów 1 i  

2 fu n k c ji średniego sprowadzonego naprężenia normalnego:

j  (¿ x + # y ) + 2 cctg<p ,

g d z ie  $  oraz i) składowe stanu n ap rężen ia ,zaś c spójność grur.- x y
tu .

D okładniejsze w artości fu n k c ji w oraz 0  w w ęźle N obliczymy wychodząc 

z następujących z a le ż n o śc i:

(3 -3 )



\

£ cizie:
\

¿ fa te  - poprawki dla f u n k c j i  & oraz®  wyrok ,ąca z p r z e s u n ię c ia

węała '! 1' w n i e j  see !! i r y s .  2),
£ * £ e  -  poprawki d la  f im k c j it f  oraz® ob?Jczor.ych w rur.kcie K wy­

n ik ające z n ie lin io w eg o  odwzorowania tych fu n k c ji.

O b liczen ie  w yrzczorólrionych w C 3 -3) poprawek -pclo.ta na wykorzystaniu

wzorów L i ] :

* t  ■ «1 * i  lV i r ' ł  T ^ r E> [ 4 . ( "2D2 * c ' *£ ^  *

04 le sz e l: Litwinowzcz

♦ < 2Ib,», -  2«,o2[J.

i  - i  * » 3-®.} ♦ iarfe> Q*ac2 - V* * Vi - v® «O

(3 .4 ,'

r a z ie :

X- - V

" 1 ',

X 3  -

V
“ 1

X. - 
4 £

A2 = i „  “ ) , 13*5.

B1 = ixT; -  x ^ O  - N ^ ) .

B2 = (x,, -  x , )  (1 - V T ^ ) ,

C, = V 6! -  V W + V W ’

c„ = e ,-®  -  a ie  -® ) + ć ¿ 1  1 3 1 2 4 £

X s in i® i“/*) - 1  cosi®^.-^)

1̂ ~ cos2/A cosiO^ +jti. )

X s in  [9 2+jm) -  Y cos(0-+f*)

~*2 ~ co a 2 ji  c o s [ 9 )



o’ 3 '"i ~o" onJu c rawieraiącyck (£ . " or  *• '■ x

rryuilu: y-."-~ic mienia (2.2) vre wzorac’. (¿*4), po odpowicdrio:- 
k z z ta ic e n iz c i. i 

ni» ctrs.yrtanos

S. p  4 i 2 D,

6= T S ~ T ^ 7 ) x?~2j i  ex*

r . ■ ‘i ”  '  £x
e= = •

tf * * P ? ,V' A' 6 1 "2 "2
O w a. +0_ . . . ;  + 2£ + — , 'S r  •

• 1 * '  | j 4  -  o  { ¿ ' t - * . : .

. r v-* a i______________

L ii I U ć

, *  *(V/, A. -

? c z :lq:

V1

«
v/2  =

¿U  + 2 ^  ( 0 . - 0 , .  -  (x .-x ^ D ,

lV * 2 Jt :y - -  2 6 2 i 0 - - 02 ;_ ( V V ' V

We wzorach (3 .6 )  i  (3 .7 )  oznaczenia (3 . 5 ) o b lic z a  s ię  dla x,T( 1 ,

3 .2 .  Rozwiązanie d la zagadnien ia  brrefoweco typu m ieszanego.

Dla przypadku sa ca d r ien ia  brzegowego typu n ieszan ego przy; 
że wzdłuż krzywej P  (r y s . 3) sp ełn ion y  j o s t  warunek fł = 6 .  =

(1 'i
W ielkość 0  d la  tego  przypadku o b lic z a  s ię  z wzoru:

© ( o .  4 - H a ' - «

N L  1
2jx + ¿6 28., -  D2 2 2 ( 4 1 } -  X2 }]

s t a t a e s -  

(3 * 6 x

>1

>

(3 -7 .

•mujemy, 

c o n s t .

(3 .8 )
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Poszukiwane poprawki zgodnie z założeniem :

0 N = 0 M1) + £ ®+£0  C3*9)

obliczymy z wzoru [4] :

■ ®2 * ń~2 {^4 -*2  4 4  ii - B2D2 * 4  *2 »4 4'}
O sta teczn ie  otrzymano:

£e= W 2 | [ a2 + 2^  ^ 2 (04- 0 2 ) - t g  2̂ - * , ) ]  +

[ c4 1)-  x2 } + 2^ ] ] *
41) -  + D 3  2

2 X4"X2

Wzory do o b licza n ia  poprawek d la  współrzędnych mogą być stosowane 

sam od zieln ie . W w ie lu  przypadkach ob liczeń  dawało to  dobre r e z u lta ty .
Na ogół zastosow anie w o b liczen ia ch  poprawek daje wyniki n ieco  gor-;  

sze od omówionych w 0 -  Stwierdzono to  na w ie lu  przykładach. Jednak­
że j e s t  to  sposób d ok ład n iejszy  od metody Massau i  łatw y do zapropago- 

wania.
Należy p o d k reś lić , że jakkolwiek metoda Massau w zastosow aniu do za­

gadnień równowagi granicznej gruntu j e s t  już dobrze rozeznana, to  za­

stosow anie aproksymacji wyższego stopn ia  do ob liczeń  numerycznych wy­

maga je sz c z e  zbadania i  przeanalizow ania przydatności w ielu  różnych wa 

riantów .

Dotychczasowe doświadczenia w tym kierunku 0. 0 wskazują na ce­
lowość ta k ich  poszukiwań.
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CORRECTION ANALYSIS FOR STRESS ARCA CHARACTERICS 
OF SOIL IN LIMIT EQUILIBIUI.’ STATE

S u m m a r y

In t h i s  paper the problems of decreasing of num erically  computation  

accuracy a is  con sid er .


