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ZASTOSOWANIE ROWNAN FOKKERA - PLANCKA - KO#t6OGOROWA DO WYZNACZANIA
NIEZAWODNOSCI METROLOGICZNEJ PRZYRZADOW POMIAROWYCH

Streszczenie. W pracy uzasadniono i pokazano przykdtad zastosowa-
nia"~eTo3y-r3wnad kinetycznych Fokkera - Pianka - Kodmogorowa do
wyznaczania wskaznikéw niezawodnosci metrologicznej przyrzadéw po-
miarowych. Przedstawiono wzory obliczeniowe w celu praktycznego wyz-
naczania omawianych wskaznikow.

1. WST~P

W pracy [ wykazano” ze proces zmian dokd#adnosci wskazan s(t) wybra-
nych przyrzadéw pomiarowych moze by¢ aproksymowany niestacjonarnym Jedno-
rodnym procesem Markowa. Zmiana doktadnosci wskazan przyrzadéw w funkcji
ozasu spowodowana Jest zmiang ich wkasciwosci metrologicznych. Stad naj-
istotniejsza charakterystyka eksploatacyjng Jest ich niezawodnos¢ ze wzgla-
du na wymagane wkasciwosci metrologiczne, a w szczegdélnosci na wymagang
dok¥tadnos¢ wskazan w okreslonym czasie t.

Problemy niezawodnosci metrologicznej zostaty oméwione w praoy autora

H.

W niniejszym opracowaniu zaproponowano i uzasadniono metode réwnan
Pokkera - Plancka - Kokmogorowa (PIK) do wyznaczania wskaznikéw niezawod-
nosci metrologicznej: gestosci rozkdadu trwatosci dokkadnosciowej F(t)
oraz funkcji niezawodnosci R(t).

2. UZASADNIENIE METODY ROWNAN FPK

Przy badaniu niazawodnosci przyfzadéw pomiarowych ich stan sprawnosci
metrologicznej Jest okreslony poprzez ustalenie wartosci parametru uogél-
nionego (np. dokd#adnosci) w stosunku do wczesniej przyjetych ograniczen
na ten parametr. Zwykle Jest to gdérna granica nieprzekroczenia wartosoi
tego parametru w okreslonym czasie t. Model uszkodzenn w tym przypadku kon-
struuje sie na podstawie analizy uszkodzen doktadnosol w rozpatrywanym
ozasie praoy przyrzadu pomiarowego. Analiza ta moze dotyczy¢ statystycz-
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nyoh wynikéw badan reprezentatywnej probki losowej okreslonych przyrzadow
pomiarowych [j] - Mozna réwniez zbudowa¢ model uszkodzen na podstawie ana-
lizy kinetyki uog6lnionego parametru badanych przyrzadéw pomiarowych.
Rozpatrzmy odpowiadajacy unormowanemu rezimowi pracy proces zmian do-
k#adnosoi S(t), ktérego wartos¢ Srednia i wariancja rosng z czasem (rya. D).

Rys. 1. Proces zmian doktadnosci wskazan s(t)
Pig. Process of variety of accuracy of indication sCt)

Proces ten pokazuje przefiltrowany, zkagodzony przebieg poszczegdélnych
realizacji procesu s(t), ktéore wskutek krétkiego czasu (czas pojedynczego
pomiaru) nie doprowadzajg do uszkodzenia doktadnosci przyrzadu pomiarowe-
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go. Mozna jednak zauwazy¢, ze struoien pojedynczych pomiaréw z niedokdad-
noscig przewyzszajaca granice krytyczng s”, stale rosnie wskutek wzrostu
wartosci oozekiwanej i wariancji biedow.

Biorac, pod uwage ten fakt oraz to, te proces S(t) moze by¢ aproksymo-
wany procesem markowskim dyfuzyjnego typu mozna przyja¢, ze kinetyka ba-
danego procesu zmian dokkadnosci w czasie dla bardzo ogélnego przypadku
moze by¢ opisana stochastycznym rézniczkowym réwnaniem pierwszego rzedu
0 postaci:

ds(t) = a(t)dt + b(t)dE (v) @

gdzie:
a(t) i1 b(t) - pewno deterministyczne funkcje, charakteryzujace zmiane
wartosci S$redniej i intensywno$¢ procesu Wienera,
£(Y) - funkcja losowa.

Funkcja losowa £(t) jes.t to funkeja powstata w wyniku sumowania sie cate-
go szeregu nieskorelowanych i1 stabo skorelowanych mechanoelektrycznyoh i
fizykochemicznych proceséw towarzyszacych tarciu i zuzyciu, przeptywowi
pradu oraz dziataniu pél magnetycznych i elektrostatycznych.

Jako uogdélnione procesy, ktore mogg by¢ zwigzane z powstawaniem btedow
przyrzadéw pomiarowych, mozna wymienié¢ nastepujace: mechaniczne, procesy
(deformacje) w warstwaoh poszczegélnych elementéw przyrzadéw, zmiany na
powierzchni metali powstate wskutek dziatania obciazen statych i cyklicz-
nych, procesy dyfuzyjne, przemieszczenie i rozmnazanie sie dyslokacji,
prooesy elektrolityczne i inno.

R6znorodnos¢ i licr,ba statystycznie sumujgacych 3ie fluktuacji tworzag-
cych proces £(t) pozwala przyja¢, ze ma on rozkdad normalny o wartosci
oczekiwanej "0" i1 wariancji liniowo rosngcej z czasem. Ze wzgledu na po-
wyzsza mozna zatozyé, ze réwnanie (1) jest stochastycznym rézniczkowym
réwnaniem typu Ito, ktérego rozwigzaniem jest losowy markowskl proces
dyfuzyjnego typu.

Biorac pod uwage przeprowadzong analize, problem okreslenia analitycz-
nych zaleznosci dla wskaznikéw niezawodnosci mozna przedstawié¢ w nastepu-
jJacy sposdb.

Gestos¢ rozkdtadu prawdopodobienistwa poprawnej praoy bezposrednio zwig-
zana jest z gestos$ciag prawdopodobienstwa znajdowania sie uogdlnionego pa-
rametru w tym przypadku doktadnosci s, w zadanym przedziale wartosci do-
puszczalnych. Natomiast prawdopodobiernistwo przekroczenia zadanego poziomu
wyraza sie znang zaleznoscig dla warunkowej gestosci prawdopodobienstwa
przejscia procesu dyfuzyjnego otrzymuje sie jako rozwigzanie drugiego
(prospektywnego) rownania FPK dla okreslonych warunkéw poczatkowo-brzego-
wych.

N

lub Stratanowlcza
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Réwnanie PHC dla warunkowej gestosci prawdopodobienstwa przejscia
w (s,t/s0,t0)f odowiadajacej jednorodnemu procesowi (1), ma postac¢: [5]

IpE + "k [a(t,s)co] - ° [b(t,s) ©¥] =0, )

gdzie:
a(t,s) - wspéiczynnik przenoszenia,
b(t,s) - wspétczynnik dyfuzji.

Warunki poczatkowo-brzegowe dla rozwigzania réwnania ruchu strumienia
prawdopodobienstwa przejscia okreslone sg, wychodzac z ograniczen fizycz-
nych badanego procesu. W ogélnym przypadku jako warunek poczatkowy mozna
przyjac:

w(s,t/a0,tQ) =Wq(s), t = tg (D)

Dla funkcji Wq(s) powinien by¢ spedniony warunek unormowania.
Warunki brzegowe, odpowiadajace badanemu procesowi zmian dokdadnosci
s(t), analitycznie mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposob:

3w (s,t/a0,t0)
o P— =0, s =0 (4)

U<S,t/sQt0J = 0, S = 8", (5)

Gestos¢ prawdopodobienstwa osiggniecia przez proces losowy S(t) poziomu
krytycznego zwigzana jest z gestoscig prawdopodobienstwa przejscia zalez-
noscia: [5]

,t/en,
fO X - [ 3w (sy ten tn) ds ©

- S
3. ROZWIAZANIE ROWNANIA FIK 1 WYZNACZENIE WSKAZNIKOW NIEZAWODNOSCI

Réwnanie FIK (2) jest liniowym rézniczkowym réwnaniem o pochodnych
czastkowych typu parabolicznego drugiego rzedu, o zmiennych wspoétczynni-
kach a(.) 1 b(.). Metody rozwigzywania réwnan FIK sga znane (patrz np. [3],
[4], >o1» [SBl, [7]1. [Bli tu nie beda omawiane. W dalszej czesSci pracy
pokazemy przykdad znajdowania rozwigzania réwnania FPK dla okreslonych
wspotczynnikéw a(.) 1 b(.) oraz warunkéw poczgtkowo-brzegowych.

Zak¥adamy, ze a(t,s) x m, b(t,s) 3 g2, wéwczas (2) przyjmuje postac:
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3to in3u)  S232to

Q)
Przez podstawienie [3]
m T ) m2+
W= whes@ 8 o ”%é (8)

réwnanie (7) daje sie sprowadzi¢ do postaci réwnania typu dyfuzyjnego

3w 62d2w*
= {9)

gdzie wW™ - nowa zmienna zalezna.
Rozwigzaniem szczeg6lnym réwnania (9) jest gestos¢ normalna

* | r ($392 )

ar=—n | — exXp--——-i=-==
SV23r(t-10) L 2(t-t0) &=

Przeksztakémy warunki brzegowe (4) i (5) zgodnie z (8)-
Otrzymamy:

k8= to”Cs), t = tQ
<AL*+ ». L, >#).. 0, 8=0 (11)
03*= O, 8 =28

kr

Dalej, dla uproszczenia obliczen, przyjmujemy tQ = O, = 1. Wéwczas
rozwigzanie og6lne réwnania (9) bedzie wyrazato sie wzorem:

“re:?ferj{*w [-4 fer])-- 1-iP f21]]¢

[=«[- - ««i- °*« 2).

Ktadac Wq(s) = 8 (.s) dla Sq = O po pewnych przeksztatceniach, uwzglednia-
jac (8) oraz wzér

w(s,t/s0,t0) = cO*(sst/e0,t0) , (13)
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gdzie:
-f(s,t) = a*, t* = <f(®

“fC.) - odwrotna do (8)

otrzymamy:

«(e.t/0.0) = -1— j - 1721 -« -12=]=BT¢ al|l.
N > eysre 19° F it ) PLtesd el

2m
is ? HJ3M < <14)

edzie & (=) - funkcja Laplace’a.

Gestos¢ trwatosci doktadnosciowej F(t) nietrudno Juz obliczyé ze wzoru
(6) (catkujac dla uproszczenia w granicach od 0 do 1).

f(t) ,, ——+ p _ expr. --4 3>(-~)T (¢
26t 2aftd 23 sry™

Jezeli uwzgledni sie tylkogérnag granice dla procesu S(t), otrzymamy:

f(t) =—-—-1m-mmexp [- ilzSII!] ae6)
$-t V2Jt t’ L 20 -t

Dla jednorodnego procesu Markowa z niemonotoaicznymi realizacjami praw-

dopodobienistwo niewyjscia uogélnionego parametru z przedziatu dopuszczal-
nego otrzymamy natychmiast ze wzoru (16):

km p(t>,) . & <if£SU ., (@)

Czton drugi we wzorze (15) zwykle mozna pomingé, wowczas

R(Y) =~(-1=Si). as)

4. WNIOSKI

Niezawodnos¢ metrologiczna jest wazng eksploatacyjna charakterystyka
urzadzen pomiarowych. Wyznaozenie jej wskaznikéw jest zwigzane z analiza
losowego procesu zmian wkasciwosci metrologicznych w czasie badanych przy-
rzadéw pomiarowych. Jedna z metod pozwalajacych na wyznaczenie wskaznikow
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niezawodnosci moze by¢ metoda réwnan PK w zastosowaniu do analizy mar-
kowskich proceséw dyfuzyjnego typu*”, bedacych modelami proceséw zmian
doktadnosci pomiaru. Niezbedne sg przy tym opisane w pracy zatozenia i
uproszczenia dotyczace procesu £ (t), ktéry w tym przypadku musi byé
"biatym szumem', a wiec procesem o przyrostach niezaleznych.

Nalezy wreszcie zwroci¢ uwage na fakt, Zze stosowanie réwnan FIK dla
rozwigzywania podobnego problemu, gdy wymiarowo$¢ n>1, napotyka na znacz-
ne trudnosci, gdyz dla réwnania

I§+ 2 ~~Qi*w)-4 2 2 0 =0 a>1 (19)
=1 28 i 1=1 j=1 O

do dzi$ nie otrzymano rozwigzania ogélnego.
Czesto jednak rozwigzuje sie go numerycznie.
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X Dla przypadku monotonicznyoh realizaoji procesu S(t) spos6b otrzymania
f(t) 1 R(t) zostat pokazany w [Z] -
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fPHVEHERHE yPABHEHH/ iOKKEPA - IUIAHKA - KOJEIOrOPOBA ARB r.nPE,DEJIEHH
METPOJIOrHHECKOIT  JUAfIKHOCTH H3MEPaTEJIbHUX [IPHEOP03

Peas»me

B paOoie oroBopesiu ycxoBHii nh noKa3aH npHMep npnMeneHHa ueio™a KHHeTHvec-
khx ypaBHeHHit OoKKepa - njiamca - KoxuoropoBa ajia onpeflejieHHH noKasaiejiett
MeipoaoragecKoii HaaeacHocTH H3MepHTexbHnx npn6opoB. npnse,5eHti pacveiHue tjjop—
Myjiw flxa npaKTH"ecKoro nojib30Banime

THE USE FOKKER - ELANCK - KOLMOGOROV EQUATIONS FOR ASSESSMENT OF
METHROLOGICAL RELIABILITY OF MEASUREMENT EQUIPMENT

Summary

Conditions of the application and an example of the use of the method
of kina"tic Fokker - Planck - Kolmogorov equations for the assessment of
performance indices of methrological reliability of measurement equipment
are presented in the paper. Computational formula for praotical assignment
of the indices discussed in the paper are given.



