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ZASTOSOWANIE ROWNAN FOKKERA - PLANCKA - KOłtóOGOROWA DO WYZNACZANIA 
NIEZAWODNOŚCI METROLOGICZNEJ PRZYRZĄDÓW POMIAROWYCH

Streszczenie. W pracy uzasadniono i pokazano przykład zastosowa­
ni a"^eTo3y-r3wnaó kinetycznych Fokkera - Pianka - Kołmogorowa do 
wyznaczania wskaźników niezawodności metrologicznej przyrządów po­miarowych. Przedstawiono wzory obliczeniowe w celu praktycznego wyz­
naczania omawianych wskaźników.

1. WST^P

W pracy [i] wykazano^ że proces zmian dokładności wskazań s(t) wybra­
nych przyrządów pomiarowych może być aproksymowany niestacjonarnym Jedno­
rodnym procesem Markowa. Zmiana dokładności wskazań przyrządów w funkcji 
ozasu spowodowana Jest zmianą ich właściwości metrologicznych. Stąd naj­
istotniejszą charakterystyką eksploatacyjną Jest ich niezawodność ze wzglą­
du na wymagane właściwości metrologiczne, a w szczególności na wymaganą 
dokładność wskazań w określonym czasie t.

Problemy niezawodności metrologicznej zostały omówione w praoy autora
H .
W niniejszym opracowaniu zaproponowano i uzasadniono metodę równań 

Pokkera - Plancka - Kołmogorowa (PIK) do wyznaczania wskaźników niezawod­
ności metrologicznej: gęstości rozkładu trwałości dokładnościowej f(t) 
oraz funkcji niezawodności R(t).

2. UZASADNIENIE METODY ROWNAN FPK

Przy badaniu niazawodności przyfządów pomiarowych ich stan sprawności 
metrologicznej Jest określony poprzez ustalenie wartości parametru uogól­
nionego (np. dokładności) w stosunku do wcześniej przyjętych ograniczeń 
na ten parametr. Zwykle Jest to górna granica nieprzekroczenia wartośoi 
tego parametru w określonym czasie t. Model uszkodzeń w tym przypadku kon­
struuje się na podstawie analizy uszkodzeń dokładnośol w rozpatrywanym 
ozasie praoy przyrządu pomiarowego. Analiza ta może dotyczyć statystycz-



34  J .  Kałuski

nyoh wyników badań reprezentatywnej próbki losowej określonych przyrządów 
pomiarowych [j] . Można również zbudować model uszkodzeń na podstawie ana­
lizy kinetyki uogólnionego parametru badanych przyrządów pomiarowych.

Rozpatrzmy odpowiadający unormowanemu reżimowi pracy proces zmian do- 
kładnośoi S(t), którego wartość średnia i wariancja rosną z czasem (rya. 1).

Rys. 1. Proces zmian dokładności wskazań s(t) 
Pig. Process of variety of accuracy of indication sCt)

Proces ten pokazuje przefiltrowany, złagodzony przebieg poszczególnych 
realizacji procesu s(t), które wskutek krótkiego czasu (czas pojedynczego 
pomiaru) nie doprowadzają do uszkodzenia dokładności przyrządu pomiarowe-
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go. Można jednak zauważyć, że struoień pojedynczych pomiarów z niedokład­
nością przewyższającą granicę krytyczną s^, stale rośnie wskutek wzrostu 
wartości oozekiwanej i wariancji błędów.

Biorąc, pod uwagę ten fakt oraz to, te proces S(t) może być aproksymo- 
wany procesem markowskim dyfuzyjnego typu można przyjąć, że kinetyka ba­
danego procesu zmian dokładności w czasie dla bardzo ogólnego przypadku 
może być opisana stochastycznym różniczkowym równaniem pierwszego rzędu 
o postaci:

dS( t) = a(t)dt + b(t)d£ ((t) (1)

gdzie:
a(t) i b(t) - pewno deterministyczne funkcje, charakteryzujące zmianę 

wartości średniej i intensywność procesu Wienera,
£(t) - funkcja losowa.

Funkcja losowa £(t) jes.t to funkęja powstała w wyniku sumowania się całe­
go szeregu nieskorelowanych i słabo skorelowanych mechanoelektrycznyoh i 
fizykochemicznych procesów towarzyszących tarciu i zużyciu, przepływowi 
prądu oraz działaniu pól magnetycznych i elektrostatycznych.

Jako uogólnione procesy, które mogą być związane z powstawaniem błędów 
przyrządów pomiarowych, można wymienić następujące: mechaniczne, procesy 
(deformacje) w warstwaoh poszczególnych elementów przyrządów, zmiany na 
powierzchni metali powstałe wskutek działania obciążeń stałych i cyklicz­
nych, procesy dyfuzyjne, przemieszczenie i rozmnażanie się dyslokacji, 
prooesy elektrolityczne i inno.

Różnorodność i licr,ba statystycznie sumujących 3ię fluktuacji tworzą­
cych proces £(t) pozwala przyjąć, że ma on rozkład normalny o wartości 
oczekiwanej "0" i wariancji liniowo rosnącej z czasem. Ze względu na po­
wyższa można założyć, że równanie (1) jest stochastycznym różniczkowym 
równaniem typu Ito, którego rozwiązaniem jest losowy markowskl proces 
dyfuzyjnego typu.
Biorąc pod uwagę przeprowadzoną analizę, problem określenia analitycz­

nych zależności dla wskaźników niezawodności można przedstawić w następu­
jący sposób.

Gęstość rozkładu prawdopodobieństwa poprawnej praoy bezpośrednio zwią­
zana jest z gęstością prawdopodobieństwa znajdowania się uogólnionego pa­
rametru w tym przypadku dokładności s, w zadanym przedziale wartości do­
puszczalnych. Natomiast prawdopodobieństwo przekroczenia zadanego poziomu 
wyraża się znaną zależnością dla warunkowej gęstości prawdopodobieństwa 
przejścia procesu dyfuzyjnego otrzymuje się jako rozwiązanie drugiego 
(prospektywnego) równania FPK dla określonych warunków początkowo-brzego- 
wych.
jr )lub Stratanowlcza
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Równanie PHC dla warunkowej gęstości prawdopodobieństwa przejścia 
w (s,t/s0,t0)f odowiadającej jednorodnemu procesowi (1), ma postać: [5]

2
IpE + "Js [a(t,s)co] - ^ [b(t,s) to] =0, (2)

gdzie:
a(t,s) - współczynnik przenoszenia,
b(t,s) - współczynnik dyfuzji.
Warunki początkowo-brzegowe dla rozwiązania równania ruchu strumienia 

prawdopodobieństwa przejścia określone są, wychodząc z ograniczeń fizycz­
nych badanego procesu. W ogólnym przypadku jako warunek początkowy można 
przyjąć:

w(s,t/a0,tQ) = W q(s ), t = tg (j )

Dla funkcji Wq (s ) powinien być spełniony warunek unormowania.
Warunki brzegowe, odpowiadające badanemu procesowi zmian dokładności 

s(t), analitycznie można wyrazić w następujący sposób:

3w ( s , t / a 0 , t 0 )
 £5------------ = 0, s = 0 (4)

U < S , t / s Q, t 0 J = 0 , S = 8^ ,  (5)

Gęstość prawdopodobieństwa osiągnięcia przez proces losowy S(t) poziomu 
krytycznego związana jest z gęstością prawdopodobieństwa przejścia zależ­
nością: [5]

3w (s,t/en,tn)f(t) X - [  y t ds (e)
- s

3. ROZWIĄZANIE RÓWNANIA FIK I WYZNACZENIE WSKAŹNIKÓW NIEZAWODNOŚCI

Równanie FIK (2) jest liniowym różniczkowym równaniem o pochodnych 
cząstkowych typu parabolicznego drugiego rzędu, o zmiennych współczynni­
kach a(.) i b(.). Metody rozwiązywania równań FIK są znane (patrz np. [3] , 
[4], D>] » [S] , [7], [8] i tu nie będą omawiane. W dalszej części pracy 
pokażemy przykład znajdowania rozwiązania równania FPK dla określonych 
współczynników a(.) 1 b(.) oraz warunków początkowo-brzegowych.

Zakładamy, że a(t,s) x m, b(t,s) 3 g 2, wówczas (2) przyjmuje postać:
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3to in 3 u) S 2 32to (7)

Przez podstawienie [3]

m _2  +_ f n - n  ) m S* ttz'8 o' rr?W = w • e s <̂S ( 8 )

równanie (7) daje się sprowadzić do postaci równania typu dyfuzyjnego

3w* 6 2d 2u>* „
= { 9 )

gdzie w"* - nowa zmienna zależna.
Rozwiązaniem szczególnym równania (9) jest gęstość normalna

(s-sj2* 1 r (s-soar= — ■ ■ —  . e x p ----------
SV23r(t-t0) L 2(t-t0) &•

(10)

Przekształćmy warunki brzegowe (4) i (5) zgodnie z (8). 
Otrzymamy:

l«S* = to^Cs), t = tQ

<^L*+ ». „>#).. 0, 8 = 0 ( 1 1 )

03*= O, 8 = 8kr

Dalej, dla uproszczenia obliczeń, przyjmujemy tQ = O, = 1. Wówczas
rozwiązanie ogólne równania (9) będzie wyrażało się wzorem:

“*• ;?fer j { * w  [ - 4  f e r J  -  - 1- i P f 21] ] ł
o

[•«[- - ««i- • *« (1 2).

Kładąc Wq(s) = 8 (.s) dla Sq = O po pewnych przekształceniach, uwzględnia­
jąc (8) oraz wzór

w(s,t/s0,t0) = cO*(sst/e0,t0) , (1 3 )
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gdzie:
•f(s,t) = a*, t* = <f(t)

'fC.) - odwrotna do (8) 
otrzymamy:

«(e.t/O.O) = -1—  jexp [- Í ^ 2 Í ¿ ]  - « p [ - Í 2 = | = B Í ¿ + á||l. 
e ySrt \  L zs¿ ■ t J L z<s¿ ■ t

2m
i5 ?  H J 3M  • ?  <14)

edzie c£> (•) - funkcja Laplace’a.
Gęstość trwałości dokładnościowej f(t) nietrudno Już obliczyć ze wzoru

(6) (całkując dla uproszczenia w granicach od 0 do 1).

f(t) „ ---1± p _  exp r. - -4  3 > ( - ^ ) f (15)
26t 2 er 42 t J 2<j sry^

Jeżeli uwzględni się tylko górną granicę dla procesu S(t), otrzymamy:

•f(t) =-----1 ■■-■■■■■ exp [- ilzSll!] (16)
ś-t V2Jt t’ L 2o • t

Dla jednorodnego procesu Markowa z niemonotoaicznymi realizacjami praw­
dopodobieństwo niewyjścia uogólnionego parametru z przedziału dopuszczal­
nego otrzymamy natychmiast ze wzoru (16):

k m  ,p( t > ,) . Sf, < i £ S U  . „  (.7)

Człon drugi we wzorze (15) zwykle można pominąć, wówczas

R(t) = ̂(-l=Si). (18)

4. WNIOSKI

Niezawodność metrologiczna jest ważną eksploatacyjną charakterystyką 
urządzeń pomiarowych. Wyznaozenie jej wskaźników jest związane z analizą 
losowego procesu zmian właściwości metrologicznych w czasie badanych przy­
rządów pomiarowych. Jedną z metod pozwalających na wyznaczenie wskaźników
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niezawodności może być metoda równań P K  w zastosowaniu do analizy mar- 
kowskich procesów dyfuzyjnego typu*^, będących modelami procesów zmian 
dokładności pomiaru. Niezbędne są przy tym opisane w pracy założenia i 
uproszczenia dotyczące procesu £ (t), który w tym przypadku musi być 
"białym szumem", a więc procesem o przyrostach niezależnych.

Należy wreszcie zwrócić uwagę na fakt, że stosowanie równań FIK dla 
rozwiązywania podobnego problemu, gdy wymiarowość n>1, napotyka na znacz­
ne trudności, gdyż dla równania

|§ + 2  ~~ (Qi*w ) - 4 2  2  0_— = 0 a>1 (19)
i=1 28 i 1=1 j=1 0xi‘axj

do dziś nie otrzymano rozwiązania ogólnego.
Często jednak rozwiązuje się go numerycznie.
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x Dla przypadku monotonicznyoh realizaoji procesu s(t) sposób otrzymania f(t) i R(t) został pokazany w [2] .
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METPOJIOrHHECKOi'i JUAfiKHOCTH H3MEPaTEJIbHUX IIPHE0P03

P e 3 »  m e
B paO o ie  oroB opesiu ycxoBHii h noKa3aH npHMep npnMeneHHa u e io ^ a  KHHeTHvec- 

kh x  ypaBHeHHit OoKKepa -  njiam ca -  K oxuoropoB a ajia onpeflejieHHH n o K asa ie jie tt 
M eipo ao raq ecK o ii HaaeacHocTH H3MepHTexbHnx npn6opoB . npnse,5eH ti p ac v e iH u e  tjjop— 
Myjiw flxa npaKTH^ecKoro nojib3OBanim•

THE USE FOKKER - ELANCK - KOLMOGOROV EQUATIONS FOR ASSESSMENT OF 
METHROLOGICAL RELIABILITY OF MEASUREMENT EQUIPMENT

S u m m a r y
Conditions of the application and an example of the use of the method 

of kina'tic Fokker - Planck - Kolmogorov equations for the assessment of 
performance indices of methrological reliability of measurement equipment 
are presented in the paper. Computational formula for praotical assignment 
of the indices discussed in the paper are given.


