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STEROWANIE OPTYMALNE W PROBLEMIE L Q S*J

Streszczenie. W pracy przedstawiono synteze praw sterowania opty-
malnego w problemie L Q S , scharakteryzowany» przez liniowe dys-
kretne réwnania tranzycji Jednokrokowej, wyjscia i kwadratowy suma-
cyjny wskaznik Jakosci. W odréznieniu do klasycznego LQG pro-
blemu w rozpatrywanym zatozono zbiorowy model niepewnosci. Pokazano,
ze otrzymane prawa sterowania i okreslajace Je macierze sg analo-
giczne do znanego rozwiazania problemu LQO .

1. WPROWADZENIE

W teorii sterowania optymalnego w warunkach niepewnosci podstawowe
rezultaty analityczne uzyskano dla tzw. problemu LQG (liniowy model, ,kwa-
dratowy wskaznik Jakosci, gaussowskie zakkécenia). W dyskretnej wersji te-
go problemu zakkada sie liniowo$6 réwnan tranzycji Jednokrokowej i wyjscia
dla modelu procesu. Niepewno$S¢ reprezentowana Jest przez wystepujace w
réwnaniach nieskorelowane zakkdcenia o rozkkadzie gaussowskim i zerowej
wartosci Sredniej. Jakosé sterowania Jest wyrazona przez Sredniag wartosd
kwadratowego sumacyjnego wskaznika Jakosci .

Pokazuje sie, ze przy powyzszych zatozeniach, argumentem liniowej fun-
kcji, reprezentujacej prawo sterowania optymalnego, Jest ocena stanu wyko-
nana na podstawie informacji biezacej. Dodatkowo funkcja ta Jest tozsama
z funkcja przedstawiajacg prawo sterowania dla przypadku deterministycz-
nego, otrzymanego z omawianego przez pominiecie wszystkich zakd6cen loso-
wych.

Przyjety w problemie LQQ Ulosowy model niepewnosci powoduje w zastoso-
waniach szereg watpliwosci co do zasadnosci korzystania z rezultatéw teore-
tycznych. Sprawdzenie czy wystepujace w realnym procesie zaklécenia sa lo-
sowe, maja postulowany rozkdad normalny i w koncu okreslenie ich parametréw
wymaga duzego r«kdadu pracy, a niekiedy jest wprost niewykonalne. W przy-
padku odpowiedzi negatywnej stosowanie wynikéw teoretycznych Jest heurys-
tyczne.

X)Praca_czesciowo finansowana z projektu badawczego RP .1, 02 ! t 8\@-~.
rowania 1 optymalizacji ciagtych uktaddow dynamicznych i procesow dyskret-

nych.
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W pracy proponuje sie inny, tzw. zbiorowy, model niepewnosci. Model ten
zaktada, ze wartosci wystepujacych zakddcen naleza do znanego wypukdego i
ograniczonego zbioru. Proponowany model niepewnosci Jest prostszy od lo-
sowego, a jednoczesnie blizszy sytuacjom praktycznym.

Praca pokazuje, ze dla przyjetego modelu niepewnosci zbiorowej przy
niezmienionych zatozeniach odnos$nie do liniowosci réwnan tranzycji i wyjs-
cia oraz kwadratowego wskaznika jakosci uzyskadé mozna wyniki o strukturze
analogicznej jak w problemie 1QG. Przez analogie do powyzszego rozpatry-
wany problem nazywa sie w pracy LQS (liniowy model, kwadratowy wskaznik
jakosci, zaktocenia o zbiorowym modelu niepewnosci).

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Ogélnie, zatozony liniowy dyskretny model sterowanego procesu mozna
przedstawi¢ w postaci»

*k+l " ?*k + G uk + "k * *o

?k+1 " H*k+1 + Vk+1 @

gdzies
?i, Wi, ?1 - zmienne niepewne,
u™ - sterowanie deterministyczne,
F, G, H - macierze deterministyczne.

Wskaznik jakosci, oceniajacy efekt sterowania, ma postac»

N
3'- 2 A~AKTQ *k + ukT R uk)>
kel
gdzie»
] - zmienna niepewna,
Q, - deterministyczne, dodatnio okreslone macierze wag,

R
N - indeks ostatniej chwili rozpatrywanego horyzontu sterowania.

W zapisach (1), (@), (3 dodatkowego okreslenia wymagaja wystepujace
w nich dziatania na zmiennych niepewnych. Poniewaz w pracy rozpatruje sie
jedynie zmienne niepewne o modelu zbiorowym, ograniczymy sie do dziatan
na tych zmiennych.

Zaktada sie, ze charakterystyke zmiennej niepewnej o modelu zbiorowym
przedstawia zbidér, stad w dalszym ciggu stosowany bedzie zapis»

a<A»ja(t) »a(t) €r\ teTC rd @)
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Dla wprowadzonego typu zmiennych niepewnych okreslamy nastepujace dzia-
+ania dodawania tych zmiennych i mnozenia ich przez zmienne determinis-
tyczne (skalarne,wektorowe lub macierzowe)
i) t £A A»~a(t)}teTj-j oc¢A»|oea(t):teTj

we R1, A » ja(t): a(t)eRl, t e t]j

WrA » wN a(t) - te t]

i) A « Ja(t): a(t)eR1l, t e t], B - jbh(e) :b(l)eR1l, | eTjj
A+B»ja(t)+b(t) :t€T, 1e3%}

Dziatanie ii) bywa nazywane sumg wektorowg zbiordw.
Dodatkowo wprowadza.sie operneje agregacji okreslona nastepujaco:

SA» SA » Jada/ J da»-— \ ada o)
A A A a

przy zatozeniu, ze element okreslony przez wyrazenie (5) istnieje i nale-
zy do zbioru A. Zatozenie to Jest speknione, jesli zbiér A jest ogra-
niczonym i wypukdym podzbiorem przestrzeni RI.

Po powyzszych wyjasnieniach model (1), (@) i wskaznik jakosci (3) prze-
pisa¢é mozna w postaci:

Xforl - P Xk +0 uk A i Xo ®)

Yk+1 “H Xk+H#  Vk+l <>
N

i -2 (xk Q\ +uk R uk) ®

Poniewaz z zatozenia sterowanie ma by¢ wielkoscig deterministyczng,
wskaznik (8) zastepujemy wyrazeniem

i - sJ ©

Sprecyzowania wymaga struktura sterowania. Zakdada sie tu analogicznie
Jak w problemie LQG, ze poszukiwane na kolejnych etapach sg prawa stero-
wania optymalnego, rozumiane jako funkcje informacji biezacej w procesie.
Mamy -

ui I {&xi-r yi)}~-*u*
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gdzie przez JXi-1, y*H oznaczono zbiér par, w ktérych element pierwszy
jeBt zbiorem Xi_1 ‘“podsumowujacym™ informacje biezacg do chwili i-1
whacznie, element drugi oznaczony przez y”~- informéeje uzyskiwang w chwil;
i-tej. Przez U okreslono zbidér wartosci sterowan..

Poszukujac optymalnych praw sterowania bedziemy zakdada¢, ze réwnania
®), (7) obowigzuja réwniez dla informacji, tj. aktualna informacja bie-
zaca lub stan niepewny okreslaja przyszdte informacje juz jako zmienne nie-
pewne. Inaczej zaktadamy’, ze sterowanie posiada strukture CL (petla zam-
knieta).

Ostatecznie sformutowanie przyjete do dalszych rozwazan ma postac:

min S J o
w

przy ograniczeniach (6), (7) z dodatkowymi upraszczajacymi rozwigzanie

warunkamim

SWi-0, S Vitl -0 i -0....N-1 an

3. SYNTEZA PRAWA STEROWANIA

Do rozwigzania problemu optymalizacji (10) przy ograniczeniach (6), (@)
wykorzystuje sie metode programowania dynamicznego w warunkach niepewnosci .

Mamy :

min SJ mmin S(X?2 DX. + u?lRu.+...+X? , QX -+
(@) w 1 1 1 1 n-1

+ un-1 fiun-1 + Xn Q Xn + un R un +“" +

+ XN Q XN + UN R UN>

Poniewaz operacja S okreslona przez (5) Jest: i) daczna, ii) rozdzielna
wzgledem dodawania skalaréw, zas Bterowanie jest z zatozenia funkcjg sta-
nu niepewnego na danym etapie, mozna dalej napisac:

min SJ m S min S &HQ X1+ uT Ru, + ... +
W Y1|xo ul(X0,yl) |X6,yi

S min S *x? ,0 X, ,vu» , Ru . +
Xn-1 IXn-2 un-1<Xn-2’yn-1> Xn - 2 * V 1 ~
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, 3 min S xXrQ X +u™ Ru +... +
Y] Xn-1 V. Xn-1,yn> IXn-1,yn " "

,S min S &I[Q X,, +u* RuN) - 12
Xn IXN-1 un XN-v V IXN-1, n

W powyzszym zapisie zastosowano dla przejrzystosci oznaczenia:

S f(A, B) - S(f(A,B) |B)
alp

S Tf(A,B,C) - S F(A,B,C) - S(F(A,B,C) |O
BIC Ic

Podstawowe dla dalszych rozwazsn réwnanie optymalnosci ma w rozpatrywanym
przypadku postac:

jO# _ T T
5n_1 = S min S &, -QX, ,+u, - Ru, .+
Xn-11Xn-2 un-1~Xn-2"yn-P Xn-2,yn-1

+ £°*F<Xn »

Zaktadajac:
9 < *L KnvVv + fY <V=* (¢%))

'n-1 'n-1

gdzie, réwniez z zatozenia, S (An) nia zalezy od un i uwzglednla-

in-1
jac, ze:
m S X* Q XN)

JAN-1

mozna Indukcyjnie pokaza¢ Btusfnosé postaci (13), co zamieszczono w Dodat-
ku. Wynikajace stad prawo sterowania optymalnego ma postac:

un-1 " - (R + cT Kn °> "1 °T Kn" 9r <Xn-1>~
Xn-2,yn-1
gdzie deterministyczna, tiisnne wraz z numerem etapu macierz spetnia

réwnanie:
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Kn-1 - FTKn P - PTKn G(R + GT Kn G) “1 GTKn F € Q{ Kj, « Q (5)

4. WNIOSKI

Prawo sterowania optymalnego dla problemu LQS przedstawia wyra-
zenie (14) wraz z dodatkowym réwnaniem (15)- Otrzymany wynik jest w pedni
analogiczny do rozwigzania problemu LQG pomimo tego, ze modele nie-
pewnosci przyjmowane w problemach LQG i L QS, gaussowski 1 zbio-
rowy, s$ rézne.

Otrzymany wynik uzasadnia stosowanie prawa sterowania (14) w realnych,
odno$nie do zatozen o zak#béceniach, przypadkach praktycznych, przy czym
dodatkowe przyjete w pracy zatozenie, méwigce, ze Srodki ciezkosci zbio-
row Wif V+ lezg w poczatku ukdadu wspodrzednych, ma charakter upraszcza-
jacy i przytoczone rozwazania datwo rozBzerzyé na przypadek dowolnego ich
potozenia.

Problem wyznaczania na podstawie informacji biezgcej Srodka ciezkosci
zbioru nie jest w pracy rozpatrywany. W swojej strukturze logicz-
nej jest on analogiczny do klasycznego problemu filtracji.

Pewne przyktadowe rozwigzanie tego problemu dla zbiorowego modelu nie-
pewnosci mozna znalezé w [3] -

Dodatek

Podstawiajac (13) do réwnania programowania dynamicznego otrzymamy«

i N + -+
‘n-1 v Sy min S r Qi Q Xigr + Upps RUup g

y
n-11n-2 n-1 V-2,yn-1

Yy R8Oy @D ®-
n-1

1n-1

W powyzszym réwnaniu i dalej przez u rozumie sie wartosé funkcji dla
pewnego nie wymienionego jawnie argumentu. Argumentem tym jest warunek w
wewnetrznej operacji S, (pordéwnaj z (12)).

Odpowiednio dla zapisu S w postaci (D.1), X wyrazamy przez
I*n-1
Xn-1* Wn-1 un-1~ wykorzyBtu3nic réwnanie:
Xo W F X - +Gu, - +W_4 (0.2

Po podstawieniu (D.2) do (D-1), wykonaniu odpowiednich operacji oraz przy
ze>ozeniu i
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S Wn 1™'S S Wn 1" SW
k-1 1 Yn \NI1Vvyn n-1 N1

wyrazajacym niezaleznos¢ zbioréw wn_ie wvn_i oraz
ii) s wl - Q
majacym uprosci¢ wyniki, otrzymujemy:

J°-1% 1, Sx - Xn-1(?\ P + Xn-1 +
"n-2 n-1 An-2* yn—l ¢ ¢ R

+ un-1 (°T Kn O + R) un-1 + S<Wn-1 Kn Wn-1> +

+ 2 un-1 °T Kn P Xn-1 + 1<V >

Przyréwnujac do zera pochodng wzgledem un_j yjrazenia objetego minima-
lizacjg mamy:

un-1 - " (R + °T Kn G)~1 <*Kn ; o©-3)
gdzle:
£ . -
n-1 Su, v rn—'l
1n-2,yn-1
Stad uwzgledniajac, ze S S .), otrzymu-
Yn-11Xn-2 n-27 : 2

Jemy dalej i

,0* . /€T /»T
cr " *L N-1<P Kn P + «>Xn-1> ~
Kn-2
+Y L <*n-1 pT KN O (* + °T *n = P *.-1> +
n-1 1 n-2
+ S(Wr"nc-llén Wn—1)>¢£L 2

1n-2 n-1

" x KL ( pTV - pT Kn °{R + qT Kn ©)7"1 GT KnP +
“h-2
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+ «)Xn-1-7 <*£-1 Pn *n-1> +
n-2

+ S<Wn-1 Kn Wn-1> + L * An D .4)
1n-2 "n-1

W ostatnim przeksztalceniu wykorzystano nastepujaca tozsamosc:

Y fx 5n-1 Pn "n-1-S An-1 M Xn-1> " "N-1 ~n-1>"
n-1JAn-2 1 n-2 ,An-2

gdzie:
Pn “ pT Kn G(R+ &T Kn Q)_.1 °T Kn P

Xnor ™ hoor — g

Oznaczajac w wyrazeniu (D.4)

Kn-1 - ?T Kg P - PT Kn C(R + GT Kn G)“1 OT Kn P + Q

SAn-1 - S(GSEL Pnxn-1> + % MV + s<in-1 Kn wn-1>

Kn-2 ph-2 ' el
s Av m 0
KN-1 ©.5)

otrzymuje sie zgodno$¢ z zatozong postacia (13)» co konczy dowdd indukcyj-

ny, Jesli dodatkowo pokazaé¢, ze Sly An’—i’ nie zalezy od U e
‘n-2

W tym celz rozpatrzmy sk#adniki: S (*n-1 Pn Xn-1n* An*
*Xn-2 Xn-2 °

W pierwszym z nich wystepuje réznica Xn_1 okreslona Jako

Xn-11 Xn-27 yn-1 " $n-11Xn-2" yn-1 ~ Xn-1 | Xn-2
Mamy :
*n-11 Xn-2,yn-1 “ <L y <<Xn-11 Xn-2> n (*a-llyn-1>> *
‘'n-27n-1
m X vV o ((X"-1 * Un-2IXn-2>n <Xn-1+C Un-21"n-1 +

n-2"yn-1
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THGUM)) ~ B «tiw n -ilyn-i»—+
n-27 n-1
+ 0 un-2 " xn-1 + 0 un-2
oraz Xn-1 1 Xn-2 * P Xn-2 + G un-2*
Stad rozpatrywana réznica nie zalezy od un-1 i wynosit
Xn—l ” n-1 n-1-~
gdzie:
Xn-1 > P Xn-2
Wobec powyzszego skdadnik S OCE_, iP" nX" m) nie zalezy-od Un_c
Pozostaje do rozpatrzenia skdadnik S (A ). Z zatozenia (13) ni9 za-

i.n-2
lezy od un-1.

Istotnym do rozwazahn sktadnikiem zmiennej niepewnej An jest

Xn Pn+l Xn* «dziek

Xn1Xn-2

nl Xn-2* yn-1’ yn " xnIXn-2* yn-1’ yn "
Mamy :
ontoon = U .
xnIXn-2’yn-1’yn 0 y Vv iP« P Xn-2 + Gun-2>n <P Xn-2 +
n-2’ n-1’n
+ Gun-21lyn-1>> + G U -Jn Xn-2 +
+p°un_2 + Gua_,)|yi
gdziei

P((P Xn_2 + G un_2)0 (P Xn_2 + G un_2]yn_?) +G uQ_1 -

P<P Xn-2n P Xn-2lySn-1)+ P G un-2 + G un-1 “XnlXn-2’yn-1

(P2 Xn_2 + P G nn_2 + Gun_1) lyn -

?2 Xn-2lyn + P Gun-2 +G un-1“ XnlXn-2’ yn*
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stad :

(xnlIxn_2* yn-1" n ynh

Biorac pod uwage, ze jednoczesnie:

otrzymujemy, ze rozpatrywana roéznica nie zalezy od un_2. Rozumowania po-
dobne do przedstawionego dla réznic N powtarzaja sie dla

W o> Xij, gdzie XN - O
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OI1THHAJIbHOE yUPABJIEHHE B OPOBJIEJIE

PeawoMe

B padoie ash CHHie3 npaaaa oniHMajibHoro ynpaBjieHHa b npoOJieue L Q S
oxapaKTepaaoBSHHoro jiHHeanuMH _EHCKpeiHtooi ypaBHeHaaua o”HonaroBott TpaHsagHH,
ypaBHeHaauH Bioco”a u Kpa”paiHim noKa3aiejieu Ka".ecTBa b bhac cyuuu. B otjihvkh
ot KnaccH"iecKoS LQ.G moOaeMu b paccMaTpaBaeMoS rroeflncwioxeHa MHOxecTseHHas mo-
ABUb HeyBepeKHoeTH. IloKasaHO, itonoay”~eHHHe npaBHaa u onpeflejiamniHe hx Jiaipa-
au aBJtaBTca aaajiorHWHMH b oiHomeHHH x H3BeciHOMy pemeHH» npoOJieuy L Q s
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OPTIMAL CONTROL IN LQS PROBLEM

Summary

In thé paper optimal control law design in the LQS problem ia
presented. The problem is described by a linear discrete one-step transi-
tion equation, output equation and quadratic additive performance index.
In the contrary to the classical L Q O problem the set-memberahip mo-
,del of uncertainty is considered. The control law is proved to be analo-
gical to the solution of the LQO problem.



