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STEROWANIE OPTYMALNE W PROBLEMIE L Q S*J

Streszczenie. W pracy przedstawiono syntezę praw sterowania opty- 
malnego w problemie L Q S , scharakteryzowany» przez liniowe dys
kretne równania tranzycji Jednokrokowej, wyjścia i kwadratowy suma- 
cyjny wskaźnik Jakości. W odróżnieniu do klasycznego L Q G pro
blemu w rozpatrywanym założono zbiorowy model niepewności. Pokazano, 
że otrzymane prawa sterowania i określające Je macierze są analo
giczne do znanego rozwiązania problemu L Q 0 .

1. WPROWADZENIE

W teorii sterowania optymalnego w warunkach niepewności podstawowe 
rezultaty analityczne uzyskano dla tzw. problemu LQG (liniowy model,,kwa
dratowy wskaźnik Jakości, gaussowskie zakłócenia). W dyskretnej wersji te
go problemu zakłada się liniowośó równań tranzycji Jednokrokowe j i wyjścia 
dla modelu procesu. Niepewność reprezentowana Jest przez występujące w 
równaniach nieskorelowane zakłócenia o rozkładzie gaussowskim i zerowej 
wartości średniej. Jakośó sterowania Jest wyrażona przez średnią wartośd 
kwadratowego sumacyjnego wskaźnika Jakości.

Pokazuje się, że przy powyższych założeniach, argumentem liniowej fun
kcji, reprezentującej prawo sterowania optymalnego, Jest ocena stanu wyko
nana na podstawie informacji bieżącej. Dodatkowo funkcja ta Jest tożsama 
z funkcją przedstawiającą prawo sterowania dla przypadku deterministycz
nego, otrzymanego z omawianego przez pominięcie wszystkich zakłóceń loso
wych.

Przyjęty w problemie LQQ losowy model niepewności powoduje w zastoso
waniach szereg wątpliwości co do zasadności korzystania z rezultatów teore
tycznych. Sprawdzenie czy występujące w realnym procesie zakłócenia są lo
sowe, mają postulowany rozkład normalny i w końcu określenie ich parametrów 
wymaga dużego r«kładu pracy, a niekiedy jest wprost niewykonalne. W przy
padku odpowiedzi negatywnej stosowanie wyników teoretycznych Jest heurys
tyczne.

x)Praca częściowo finansowana z projektu badawczego R P . 1 , 0 2 ! t 8A®~. 
rowania i optymalizacji ciągłych układów dynamicznych i procesów dyskret
nych.
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W pracy proponuje się inny, tzw. zbiorowy, model niepewności. Model ten 
zakłada, że wartości występujących zakłóceń należą do znanego wypukłego i 
ograniczonego zbioru. Proponowany model niepewności Jest prostszy od lo
sowego, a jednocześnie bliższy sytuacjom praktycznym.

Praca pokazuje, że dla przyjętego modelu niepewności zbiorowej przy 
niezmienionych założeniach odnośnie do liniowości równań tranzycji i wyjś
cia oraz kwadratowego wskaźnika jakości uzyskaó można wyniki o strukturze 
analogicznej jak w problemie 1QG. Przez analogię do powyższego rozpatry
wany problem nazywa się w pracy LQS (liniowy model, kwadratowy wskaźnik 
jakości, zakłócenia o zbiorowym modelu niepewności).

2. SFORMUŁOWANIE PROBLEMU

Ogólnie, założony liniowy dyskretny model sterowanego procesu można 
przedstawić w postaci»

*k+1 " ? *k + G uk + "k * *o

?k+1 " H *k+1 + Vk+1 (2)

gdzieś
?i, v?i, ?i - zmienne niepewne,

u^ - sterowanie deterministyczne,
F, G, H - macierze deterministyczne.

Wskaźnik jakości, oceniający efekt sterowania, ma postać»

N
3" - 2  ^ k T Q *k + ukT R uk)>

k«1
gdzie»

j - zmienna niepewna,
Q, R - deterministyczne, dodatnio określone macierze wag,

N - indeks ostatniej chwili rozpatrywanego horyzontu sterowania.
W zapisach (1), (2), (3) dodatkowego określenia wymagają występujące 

w nich działania na zmiennych niepewnych. Ponieważ w pracy rozpatruje się 
jedynie zmienne niepewne o modelu zbiorowym, ograniczymy się do działań 
na tych zmiennych.

Zakłada się, że charakterystykę zmiennej niepewnej o modelu zbiorowym 
przedstawia zbiór, stąd w dalszym ciągu stosowany będzie zapis»

a • A » ja(t) » a(t) € r \  t e T C rJ (4 )
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Dla wprowadzonego typu zmiennych niepewnych określamy następujące dzia
łania dodawania tych zmiennych i mnożenia ich przez zmienne determinis
tyczne (skalarne,wektorowe lub macierzowe)

i) t £ fi A»^a(t)}teTj-j o ćA »| oea(t):teTj 

w e  R1, A » ja(t): a(t)e R1, t e t|j

w^A » |w^ a(t) : t e t|

ii) A « ja(t): a(t)e R1, t e t|, B - jb(£) : b(l)e R1, l  eTjj

A + B » j a ( t ) + b ( t )  : t € T, I e 3"}

Działanie ii) bywa nazywane sumą wektorową zbiorów.
Dodatkowo wprowadza. się operneję agregacji określoną następująco:

S A »  S A  » J a d a /  J d a » —  \ a d a  (5)
A A A a

przy założeniu, że element określony przez wyrażenie (5) istnieje i nale
ży do zbioru A. Założenie to Jest spełnione, jeśli zbiór A jest ogra
niczonym i wypukłym podzbiorem przestrzeni R1".

Po powyższych wyjaśnieniach model (1), (2) i wskaźnik jakości (3) prze
pisać można w postaci:

Xfc+1 - P Xk + o uk + \  i  Xo (6)

Yk+1 “ H Xk+1 + Vk+1 <?>

N
i - 2  (xk Q \  + uk R uk) (8)

k-1

Ponieważ z założenia sterowanie ma być wielkością deterministyczną, 
wskaźnik (8) zastępujemy wyrażeniem

i - S J (9)

Sprecyzowania wymaga struktura sterowania. Zakłada się tu analogicznie 
Jak w problemie LQG, że poszukiwane na kolejnych etapach są prawa stero
wania optymalnego, rozumiane jako funkcje informacji bieżącej w procesie. 
Mamy:

ui ! {(xi-r yi)}~*u*
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gdzie przez J(Xi— 1 , y^H oznaczono zbiór par, w których element pierwszy 
jeBt zbiorem Xi_1 "podsumowującym" informację bieżącą do chwili i-1 
włącznie, element drugi oznaczony przez y.̂  - informéej ę uzyskiwaną w chwil;
i-tej. Przez U określono zbiór wartości sterowań..

Poszukując optymalnych praw sterowania będziemy zakładać, że równania 
(6), (7) obowiązują również dla informacji, tj. aktualna informacja bie
żąca lub stan niepewny określają przyszłe informacje już jako zmienne nie
pewne. Inaczej zakładamy’, że sterowanie posiada strukturę CL (pętla zam
knięta ).

Ostatecznie sformułowanie przyjęte do dalszych rozważań ma postać:

min S J (10)
(u)

przy ograniczeniach (6), (7) z dodatkowymi upraszczającymi rozwiązanie 
warunkami■

S Wi - 0, S Vi+1 - 0 i - 0....N-1 (11)

3. SYNTEZA PRAWA STEROWANIA

Do rozwiązania problemu optymalizacji (10) przy ograniczeniach (6), (7) 
wykorzystuje się metodę programowania dynamicznego w warunkach niepewności. 
Mamy:

min S J ■ min S(X? I) X. + u?1 R u. +...+ X? , Q X . +(u) (u) 1 1 1 1  n-1

+ un-1 fi un-1 + Xn Q Xn + un R un +‘"  +

+ XN Q XN + UN R UN>

Ponieważ operacja S określona przez (5) Jest: i) łączna, ii) rozdzielna 
względem dodawania skalarów, zaś Bterowanie jest z założenia funkcją sta
nu niepewnego na danym etapie, można dalej napisać:

min S J ■ S min S (x!F Q X 1 + uT Ru, + ... +
(u) Y1|X0 u1(X0,y1) |Xó,yi

S min S (X? ,Q X„ ,+u^ , R u .  +
Xn-1 I Xn-2 un-1<Xn-2’yn-1> Xn - 2 ' V l ^
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, 3  min S (X^ Q X + u^ R u + ... +
YJ Xn - 1  V Xn - 1 , yn> l Xn - 1 , yn "  "

,S min S (x][ Q X„ + u* R uN) . (12)
Xn IXN-1 u n (XN-v V  lXN-1, n

W powyższym zapisie zastosowano dla przejrzystości oznaczenia:

S f(A, B) - S(f(A,B) | B)
a |b

S f(A,B,C) - S f(A,B,C) - S(f(A,B,C) | C)
A,B|C |C

Podstawowe dla dalszych rozważsń równanie optymalności ma w rozpatrywanym 
przypadku postać:

j O# T T
¡)n _ 1 = S min S (X„ . Q X„ , + u„ . R u„ . +

Xn - 1 lXn -2  u n - 1 ^ Xn - 2 ’ yn - P  ^Xn - 2 , y n-1

+ ¿°*<Xn »

Zakładając:

C  ‘ *L Kn V  + fY < V *  (13)
' n - 1  ' n -1

gdzie, również z założenia, S (An) nia zależy od un i uwzględnla-
1^-1

jąc, że:

■ S (X* Q XN)
|AN-1

można Indukcyjnie pokazać Błusfność postaci (13), co zamieszczono w Dodat
ku. Wynikające stąd prawo sterowania optymalnego ma postać:

un-1 ' - (R + cT Kn °> "1 °T Kn' S] r <Xn-1>’
lXn-2,yn-1

gdzie deterministyczna, tiisnne wraz z numerem etapu macierz spełnia
równanie:
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Kn-1 - FTKn P - PTKn G(R + GT Kn G) “1 GTKn F -t- Q{ Kj, « Q (15)

4. WNIOSKI

Prawo sterowania optymalnego dla problemu L Q S przedstawia wyra
żenie (14) wraz z dodatkowym równaniem (15)- Otrzymany wynik jest w pełni 
analogiczny do rozwiązania problemu L Q G pomimo tego, że modele nie
pewności przyjmowane w problemach L Q G i L Q S, gaussowski i zbio
rowy, sś różne.

Otrzymany wynik uzasadnia stosowanie prawa sterowania (14) w realnych, 
odnośnie do założeń o zakłóceniach, przypadkach praktycznych, przy czym 
dodatkowe przyjęte w pracy założenie, mówiące, że środki ciężkości zbio
rów Wif V± leżą w początku układu współrzędnych, ma charakter upraszcza
jący i przytoczone rozważania łatwo rozBzerzyó na przypadek dowolnego ich 
położenia.

Problem wyznaczania na podstawie informacji bieżącej środka ciężkości 
zbioru nie jest w pracy rozpatrywany. W swojej strukturze logicz
nej jest on analogiczny do klasycznego problemu filtracji.

Pewne przykładowe rozwiązanie tego problemu dla zbiorowego modelu nie
pewności można znaleźó w [3] .

Dodatek
Podstawiając (13) do równania programowania dynamicznego otrzymamy«

“ s m in s (X^ , Q X_ , + u„ , R u - +°n -1  v Iy  u y  -.r n -1  n -1  n -1  n -1
n -1  I n -2  n -1  V - 2 , y n-1

+ S (X"' K X ) + S (A]Y n n a ' lY ' n
1 n-1 n-1

(A )) (D.1)

W powyższym równaniu i dalej przez u rozumie się wartośó funkcji dla 
pewnego nie wymienionego jawnie argumentu. Argumentem tym jest warunek w 
wewnętrznej operacji S, (porównaj z (12)).

Odpowiednio dla zapisu S w postaci (D.1), X wyrażamy przez
l*n-1

Xn-1* Wn-1 un-1’ wykorzyBtu3ńc równanie:

X ■ F X . + G u . + W (D.2)n n-1 n-1 n-1 '

Po podstawieniu (D.2) do (D.1), wykonaniu odpowiednich operacji oraz przy 
ze>ożeniu i
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i) S Wn 1 " S S Wn 1 " S W
k - 1  1 Yn \ l V v y n n ~ 1 n “ 1

wyrażającym niezależność zbiorów wn_i• vn_i oraz

ii) s wn-1 - 0,

mającym uprościć wyniki, otrzymujemy:

J°-1 %  I, Sx -y (Xn-1(?\  P + Q) Xn-1 +n-1'n-2 n-1 An-2* n-1

+ un-1 (°T Kn 0 + R) un-1 + S<Wn-1 Kn Wn-1> +

+ 2 un-1 °T Kn P Xn-1 + 1 < V >

Przyrównując do zera pochodną względem un_j yjrażenia objętego minima
lizacją mamy:

un-1 - " (R + °T Kn G)~1 <** Kn ; (D-3)

gdzle:
£ 1  - S r ,n - 1  u, v n—11 n-2,yn-1

Stąd uwzględniając, że S S .), otrzymu-
Yn-llXn-2 n-2’ : 'i 2

Jemy dalej i

,o* „ /tT /»T
C l  " *L ^ - 1 < P Kn P + «>Xn-1> ’

■ n-2lXn

+ Y L  <*n-1 pT Kn 0 (* + °T *n • . P *.-1> +
n-1 I n-2

+ S(W* K W . ) +n - 1 Kn Wn-1>+£L  ?„
1 n-2 n-1

" f x (XL ( pT V  - pT Kn °{R + qT Kn
' n-2

C)"1 GT KnP +
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+ « ) Xn - 1 - ^  <*£-1 Pn *n-1> +
n-2

+ S<Wn-1 Kn Wn-1> + Ł  * An tD.4)
1 n-2 'n-1

W ostatnim przekształceniu wykorzystano następującą tożsamość:

Y fx 5n-1 Pn " n - l - S  <Xn-1 ?n Xn-1 > " ^ - 1  ^ n - 1 > ’
n-1|An-2 I n-2 ,An-2

gdzie:

Pn “ pT Kn G(R + &T Kn Q)_1 °T Kn P

X„ , ■ I . - it, , n- 1  n-1 n-1

Oznaczając w wyrażeniu (D.4)

Kn-1 - ?T Kq P - PT Kn C(R + GT Kn G)“1 0T Kn P + Q

,S An-1 - S((S£_1 Pn Xn-1> + %  V + S<Wn-1 Kn Wn-1> 
lXn-2 |Xn-2 ' n“1

S Av ■ 0
lXN-1 (D.5)

otrzymuje się zgodność z założoną postacią (13)» co kończy dowód indukcyj
ny, Jeśli dodatkowo pokazać, że S A„ , nie zależy od uIy n— i n— c

' n - 2

W tym celz rozpatrzmy składniki: S (*n-1 Pn Xn-1^* An‘
*Xn-2 lXn-2 °

W pierwszym z nich występuje różnica Xn_1 określona Jako

Xn-11 Xn-2’ yn-1 " $n-llXn-2' yn-1 ~ Xn-1 I Xn-2

Mamy:

*n-11 Xn-2,yn-1 “ <L y <<Xn-ll Xn-2> n (*a-llyn-1>> *
‘ n-2’ n-1

■ IX V ((X"-1 “ Un-2lXn-2>n <Xn-1+C Un-2I ̂ n-l +' n-2'yn-1
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+ H G u ^ ) ) ^  vs « t i w n  ^ - i lyn -i»+
n-2 ’ n-1

+ 0 un-2 ' xn-1 + 0 un-2

oraz Xn-1 I Xn-2 * P Xn-2 + G un-2*
Stąd rozpatrywana różnica nie zależy od un-1 i wynosił

X *n-1 n-1 n-1 ’
gdzie:

Xn-1 ’ P Xn-2

Pozostaje do rozpatrzenia składnik S (A ). Z założenia (13) ni9 za-
n-2

Wobec powyższego składnik S (X"; , P„ X„ ,) nie zależy-od uii— i n n- 1  n—c

i.

leży od un-1.
Istotnym do rozważań składnikiem zmiennej niepewnej An jest 

Xn Pn+1 Xn* «dzieł

^nl Xn -2 *  y n - 1 ’ y n "  xn l Xn -2 *  y n - 1  ’ y n "  Xn l Xn - 2

Mamy:

x n l Xn - 2 ’ y n - 1 ’ y n “ % y  v  i P « P Xn - 2  + G un - 2 > n  <P Xn - 2  + 
n - 2 ’ n - 1 ’ n

+ G un - 2 ly n-1>> + G Un - J n  Xn - 2  +

+ p ° un_2 + G ua_,) | y j  ,

gdziei
P((P Xn_2 + G un_2)0 (P Xn_2 + G un_2|yn_?) + G uQ_1 -

P <P Xn - 2 n  P Xn - 2 l y S n - 1 ) + P G un - 2  + G un - 1  “  Xn l Xn - 2 ’y n -1

(P2 Xn_2 + P G nn_2 + G un_1) | yn -

? 2  Xn - 2 l y n  + P G u n - 2  + G un - 1  “  Xn l Xn - 2 ’ yn*
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stąd :
( x n l xn_2* y n - 1 ^  n  y n^

Biorąc pod uwagę, że jednocześnie:

otrzymujemy, że rozpatrywana różnica nie zależy od un_2. Rozumowania po
dobne do przedstawionego dla różnic i ^  powtarzają się dla
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OIlTHHAJIbHOE yUPABJIEHHE B  OPOBJIEJIE 

P e a 10 M e
B paóoie a s h  CHHie3 npaaaa oniHMajibHoro ynpaBjieHHa b npoÓJieue L Q S , 

o x a p aKTepaaoBSHHoro jiHHeanuMH .ĘHCKpeiHtooi y p a B H e H a a u a  o^HonaroBott TpaHsaąHH, 
y p a B H e H a a u H  Bioco^a u K p a ^ p a i H i m  n o K a 3aiejieu Ka'.ecTBa b bhac cyuuu. B otjihvkh 
ot KnaccH'iecKoS LQ.G m o O a e M u  b pacc M a T p a B a e M o S  rroeflncwioxeHa MHOx e c T s e H H a s  mo- 
ABUb HeyBepeKHoeTH. IloKasaHO, ito noay^eHHHe npaBHaa u onpeflejiamniHe h x  Jiaipa- 
ąu aBJŁaBTca aaajio r H W H M H  b oiHomeHHH x H 3Beci H O M y  p emeHH» npoÓJieuy L Q S .

W • • • » Xjj, gdzie XN - 0

Recenzent: Prof. dr inż. Tadeusz Puchałka
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OPTIMAL CONTROL IN L Q S  PROBLEM 

S u m m a r y
In thé paper optimal control law design in the L Q S  problem ia 

presented. The problem is described by a linear discrete one-step transi
tion equation, output equation and quadratic additive performance index. 
In the contrary to the classical L Q 0 problem the set-memberahip mo- 
,del of uncertainty is considered. The control law is proved to be analo
gical to the solution of the L Q 0 problem.


