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BŁĄD BYHAMICZHY PHZY POMIARACH SIŁY EAHMOHIGZSKT

Streszczenie. Przeanalizowano przebieg czasowy odpowiedzi prze
twornika przy pomiarach siły harmonicznej działającej na swobodny 
brzeg elementu sprężystego, którego drugi brzeg jest kolejno zamoco
wany sztywno, swobodny lub jest dopasowany falowo do podstawy prze
twornika siły.

1. Wprowadzenie

W artykułach ¡3, 43 wykazano, że błąd dynamiczny przy pomiarach siły spo
wodowany falami odbitymi, zależy od przebiegu czasowego siły, a zwłaszcza 
od prędkości narastania naprężenia oraz od sposobu mocowania brzegów ele
mentu sprężystego w podstawie przetwornika siły.

Siłę o dowolnym przebiegu można przedstawić za pomocą szeregu składają
cego się w ogólnym przypadku ze składnika stałego i sumy harmonicznych o 
różnych pulsaojach [1̂ . Odpowiedź przetwornika siły na skok (składnik sta
ły) przeanalizowano w artykule ¡4].

Ten artykuł będzie dotyczyć zjawiska falowego występującego w elemen
cie sprężystym, wymuszonego siłą harmoniczną, dla różnych sposobów mocowa
nia brzegów elementu sprężystego w obudowie przetwornika siły.

2. Odpowiedź czasowa przetwornika siły na wymuszenie harmoniczne

2.1. Slament sprężysty przetwornika siły o jednym brzegu swobodnym, a dru
gim ssstymaym

Założone, że siła harmoniczna f(t) © amplitudzie P, pulsaeji co o po
staci

f(t) • T i(t) sincot (1 )

działa na swobodny brzeg (x*0) idealnego, bezstratnego elementu sprężyste
go, wykonanego w postaoi jednorodnego waloa o przekroju poprzecznym A, 
długości 1, gęstośoi 9 1 module sprężystości podłużnej X. Drugi brzeg 
(xal) jest sztywno utwierdzony w podstawie przetwornika siły (rys. 1).
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t*C i-i

Bys. 1. iiodel elementu spręży« ■tego

Założono, te granica sprężystości nie 
została przekroczona, a ruch poszcze
gólnych cząstek walca określony jest 
równaniem falowym [2, 3]

- a2 ■ o (2)
3t Sr2

gdziet
“ przemieszczenie cząstek walca,

K  - prędkość rozprzestrzeniania się fali naprężeniowej 
• walca-

w ośrodku

Fostępująo podobnie jak w pracy [4], to znaczy rozwiązując równanie
(2) z uwzględnieniem wymuszenia (1) metodą operatorów Łaplace'a i przecho
dząc z powrotem na postaó czasową, dla zerowych warunków początkowych i 
następujących warunków brzegowych [2]

cix
1=0 

Kl.t) - O
(3)

otrzymano wyrażenie określające rozprzestrzenianie się fali naprężeniowej 
w elemencie sprężystym przetwornika siły

<5(x,t) - | . y  (-0 * i [t - alna(t „ .

+ V  (-1)k f (t-aflJJE) sincoit -asi-i-5)!
k«0 J

(4)

Naprężenia w trzech charakterystycznych przekrojach wynosząc

a )  x «0 | S ( o , f )  -  j  ^ ( t )  a ln co t,

b) *-0 ,5 1 »  S (0 ,5 1 » t)  -  |  [ | ( t  - 2 |5 Ł ) sin co(t -  % & )  +

+ i ( t  - -^*51) s in  co(t - -2̂ 22,) - i (i - ̂ 5 ł ) Bin co (t - -

- 1(t- ■2*5Ł)sinw(t- i (t- &*5ł)0inco(t- AaSi),,,J
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o) x ■ 1| <5(1,1:} “ -j—  ̂  (1- sin co (t - i) - i (t - |i).

. ®inco(t - |i) + i (t - |i) sin co (t - |Ł)--- ] .

Przebiegi czasowe naprężeń w przekrojach z • 0| 0,5111 .1 oraz przebieg 
siły, przedstawiono na rys» 2,,3 i 4»
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Rys. 2. Przebiegi czasowe naprężeń (j^t) * 6(t) . ^ w przekrojach a) i>0, 
b) x ■ 0,51, c) x ■ 1 oraz d) przebieg eiły f(t) <■ P . j (t) . eincot, je

żeli u>m 2 ST f 
■ *

Z zależności (4) oraz rys. 2, 3 SP4 wynika, że tylko w przekroju x •> 0 
przebieg naprężenia ma kształt przebiegu działającej siły i jest z nią w 
fazie. W przekrojach s f 0 wskutek nakładania się fal odbitych od brzegów 
elementu sprężystego^pierwotna fala sinusoidalna naprężeniowa jest znie
kształcona.

Stopień zniekształcenia przebiegu naprężenia wypadkowego, a tym samym 
stopień zniekształcenia przebiegu sygnału wyjściowego przetwornika siły 
jest funkcją stosunku pulaacji co siły mierzonej do pulsaojl własnej w Bpr 
elementu sprężystego» Hp. naprężenie w środku długości elementu sprężyste
go (x*C,51) dla co a is|!LS a 4« r przedstawia opóźnione o T/2 fragmenty si
nusoidy o amplitudach kolejno P/A, 2P/A oraz serc i pulsaojl co, powta
rzające się cyklicznie s pulsaoją co^ (rys. 2b). W przypadku co* —’’j™ s 
■ 2 w Bp>. naprężenie dla x»0,51 stanowi opóźnione © 1/4 połówki ainueoi- 
d*lo amplitudzie P/A, pulsaojl co, powtarzające się cyklicznie z pulsaoją
Sspr k*** ^b). W przypadku rezonansu, ożyli dla «  « i* cospr* dla
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Rys. 3» Przebiegi czasowa naprężeń ̂ tt) ■ ^(4) » ^ » przekrojaob a) x*0, 
b) x « 0,51, c) x • 1 oraz d) przebieg siły f(t) ■ P .'i (t) . sin«t, je-

żeli cok SF|

Rys. 4* Przebiegi czasowe naprężeń 6^4) «* 6(4) . ^ w przekrojach a) x «0, 
b) x m 0,51, o) x a 1 craz d) przebieg siły f(*) * ? . f(4) . siacot, Je

żeli co-aF|j
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x ■ 0,51 praabiag naprężania rozpoczyna ai? opóźnioną o f/8 mocno znie
kształconą sinusoidą o znacznie narastającej amplitudzie na skutek nakła
dania alę fal odbitych od brzegów elementu sprężystego {rys. 4b).

2.2. Blement sprężysty przetwornika siły o brzegach swobodnych
Model elementu sprężystego o brzegach swobodnych przedtawia rys. 5» 
Postępując podobnie jak w p. 2.2 artykułu ¡V], to znaczy rozwiązując 

równanie falowe (2) przy zerowych warunkach początkowych i następujących 
warunkach brzegowych [2]

f«

x=0

f(t
x»0

x«l
Bys. 5. Model elementu sprężystego o brzegach swobodnych

(5)

po uwzględnieniu równania (1) otrzyma
no następujące wyrażenie określające 

rozprzestrzenianie się fali naprężeniowej w elemencie sprężystym przetwor
nika siły o brzegach swobodnych

6 (x,t) Sin oJ(t - ~ t £ )  -
r oo

• i f Z  4 «
lk-0

-  -  giŁ +_m --g J  a ln  o [ t  -  ż ftą JO Ł g j j . (6)

Naprężenia w trzech charakterystycznych przekrojach wynosząt

a) x ■ 0| <3(0,t) ■ j -j(t) sincot,

b) x - 0,51| 6 (0,51|t) - J [i (t - 2*51) aia (t - 2*|1) -

- 1(t- 1*51) sin«o(t - 1*51) ♦ 4(t- ■2*51) sin co (t- £¡51)- ... J ,

c) x » lt ó(l,t) - 0.

Przebiegi czasowe naprężeń w przekrojach x ■ Oj 0,51 i 1 oraz przebieg mi
ły, przedstawiono na rys. 6, 7 i 8.

Z relacji (6) oraz z ry®. fi, 7 i 8 wynika, że tylko w przekroju x ■ 0
przebieg naprężenia ma kształt przebiegu działającej siły i jest z nią w 
fasie. V przekrojach x ■ 0 na okuthk nakładania się fal edbltybh od brze
gów elementu sprężystego, przebieg naprężenia zsaoenie różni się od prze
błaga miły mierzeń#j.
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Rys. 
b) x

U *  W

W W U \ i - f
**" a

-i— bŁ 8 Ł’Jkrr^^jTJb ~ r zkr
¿«w d

at
1 2 3 * 5 6  i g  T"

W  4$

>. Przebiegi czasowe naprężeń » <J(t) . przekrojach a) *•> 0,
■ 0,51, e) x * 1 oraz d) przebieg siły f (t) - F . 4 (t) . sin co t, Je

żeli co. ^
¿•W
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Rys. 7» Przebiegi czasowe n a p r ę ż e ń •> £>(t) • y w przekrojach a) x „0, 
»1 x ■ 0,51, o) x * 1 oraz d) przebieg siły f(t) ■ F . 4 (t) . sincot, Je

żeli co .
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(¿»W

Bys. 8. Przebiegi czasowe naprężeń ■ *»(t) > y t  przekrojach a) x » O,
b) x ■ 0,51» e) x m 1 oraz d) przebieg Biły f (t) - V . f (t) . eincOt, je

żeli co ■

Ponieważ pulsacja własna elementu o brzegach swobodnych jest dwa razy 
większa niż elementu o jednym brzegu swobodnym a drugim sztywnym, więc re
zonans występuje przy &  » W gpr * (por.rys.4 z rys.7 ). W przypadku re
zonansu naprężenie w środku długości elementu sprężystego (x * 0,51) za
czyna z opóźnieniem o T/4 zmieniać aię sinusoidalnie, przy czym amplitudy 
kolejnych połówek sinusoidy wzrastają o wartość ampliŁudy naprężenia fali 
pierwotnej.

2.3. Blement sprężysty przetwornika siły o brzegu dopasowanym falowo
Model elementu sprężystego o jednym brzegu swobodnym a drugim dopaso

wanym falowo do podstawy przetwornika siły przedstawia rys. 9* Postępując
podobnie jak w p. 2.3 artykułu [4],

T

ĄtC 
2 <bs* 0

Hyo. 9. Modol elementu sprężyste- go dopasowanego falowo

to znaczy przedstawiając rozwiązanie 
równania falowego (2) w postaci funk
cji opisującej fale wędrowna, azyli

e?(s,s) * • “fm
"ftt T1m

_ s I -s J k S
. * - * 2  • “ 
  --- (7)
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gdziet
Zfm ” '* Z2m

X1 “ x 2 " T"“T T "  “ ̂ P^łczynaiki odbicia fali naprężę-
1ra ia **B niowej odpowiednio od początku (1 ) i

końca (2) elementu sprężystego,
Z1b’ g2a ” inpońeooje mechaniczne mocowania, od

powiednio początku i końca elementu 
sprężystego w obwodzie przetwornika 
siły

Zf!E - Ampedaacja mechaniczna falowa ele
mentu sprężystego.

Zakładając, że początek (x®0) elementu sprężystego jest swobodny 
(Z1n ■ 0) a koniec (x®l) jest dopasowany falowo (Z2o ® Zfa) i uwzględnia
jąc równanie (1) otrzymano E1 m 1, S2 ® 0,

¡5(x,s) ® e ® (8)
G +03

Po przejściu aa postaó czasową otrzymano

6 (x,t) « 1  i (t - |) sin «  (t - |). (9)

Baprężenia w trzech charakterystycznych przekrojach wyaossąs

a) x » Oj 6(0,&) ® ̂  -j (t) sJUsoot,

b) x - 0,51« <5(0,51« t) - | i (t - £g&) sin(t ~ 2*Sl),

c) x ■ 1« 6 (1 ,t) « j ^(t - “ ) sin oc*(t - 

Przebiegi czasowe naprężeń w przekrojach x«Q« 0,51 i 1 oraz przebieg

Rys. 10. Przebiegi czasowe na«- 
prę żeń <5^t)«G(t). f; w przekro
jach a) x»0, b) x®0,51, c) x®l 
oraz d) przebieg siły f(t) » P. 
-i (t).sincot, jeżeli co -

siły przedstawiano aa zys. 10. 
»¿•(fi

i
•ś* w

/¿Sa/TNjr-rr~T-
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Z« wzoru (9) wysika, że przebieg czasowy naprężenia w dowolnym przekro
ją ras kształt przebiegu działającej siły niezależnie od wartości pulsacji 
co i jest opóźniony o czas t ■ potrzebny na przejście fali naprężenio
wej Gd początku (xk0) elementu sprężystego do danego przekroju oddalonego 
o z.

3* SatóiM.

Z przedstawionych rozważań wynika istotny wniosek, że tylko przetwor
nik siły e eleraencie sprężystym dopasowany« falowo do podstawy przetworni
ka (p. 2.3), mierzy siłę harmoniczną baz błędów amplitudowych, niezależ
nie od wartości pulsacji {wzór (9) i rye. to). Sygnał wyjściowy przetwor
nika siły jest opóźniany w stosunku do siły działającej na wejściu, nie
zależnie od wartości pulsacji o czas t « j» potrzebny aa przejście fali od 
miejsca przyłożenia siły do danego przekroju oddalonego o x.

W przypadku braku dopasowania falowego (p. 2,1 i 2-2), błąd dynamiczny 
pomiar« siły o dużej prędkości narastania naprężenia [3] jest znaczny. i 
zależy od stosunku impedancji mechanicznej mocowania brzegu do impe-
dancji mechanicznej falowej Z^a elementu sprężystego oraz od zasady dzia
łania przetwornika siły [4]. Szczególnie dużym błędem dynamicznym obarczo
ne są pomiary siły harmonicznej o pulsacji równej pulsacji własnej elemen
tu sprężystego przetwornika aiły (rys. 417)» Duży błąd dynamiczny ist
nieje również wtedy, gdy pulsaoja n-tej harmonicznej siły mierzonej jeat 
równa pulsacji własnej elementu sprężystego. Udział n-tej harmonicznej w 
sygnale wyjściowy® jest wtedy nadmierny, więc przebieg czasowy sygnału 
wyjściowego różni się znacznie od przebiegu siły mierzonej.
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DYEAMIC ERROR IK MEASURE!® SHE HAKKOMIC FORCE 

S u m m a r y

The time course of transducer reply in measuring the harmonic force 
effecting the free edge of the elastic element has been analysed. She se
cond edge of the element in turn is fixed stiffly, free or wave adjusted 
to the base of the force transducer.


