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rdHKCJE KORELAOYJB3 WYZSZYCH RZEDOW 1 ICH WLASCIWOSCI

Streszczenie. W artykule przedstawiono definicje i podstawowe
whasciwosci Tuinkcji autokorelacyjnych wyzszych rzedéw ,pozwalajgacych
uogoélni¢ znane dotychczas metody analizy korelacyjnej .

1. Wstep

Jedng z podstawowych funkcji charakteryzujgcych dynamiczne wkasciwosci
procesow stochastycznych jest funkcja autokorelacji, zdefiniowana jako

R(LIF 12) - *~X(t,) X(T2)j- )

gdziet
(™), Z(t2) - zmienne losowe x okreslone w chwilach t1 i t2,
E - operator wartosci oczekiwanej .

W przypadku procesow stacjonarnych i ergodycznych funkcje autokorela-
cji mozna przedstawic¢ jako
T

gdzie:x(t), x(t+F) - wartosci jednej realizacji procesu X.

funkcja autokorelacji speknia wazng role w analizie procesow przypadko-
wych. Wykorzystujac jednak mozliwosci, jakie on® daje, nalezy zdawa¢ so-
fcie sprawe z pewnych ogranicza¢ w jej stosowaniu. Zdefiniowana poprzez
rownania (@) 1 (@) funkcja autokorelacji okresla w pedni tylko procesy o
rozktadzie normalnym. W przypadku proceséw o innym rozktadzie funkcja au-
tokorelacji daje zbyt mato informacji do pednego okreslenie procesu.
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2. Punkcie korelacY-Ino wyzszych rzedéw

Wieksze mozliwosci interpretacyjne 1 wiekszy zasob informacji o proce-
sie dajg funkcje korelacyjne wyzszych rzedéw. Jezeli funkcje autokorela-
cji (@) nazwiemy drugim momentem dgcznym, to momentem 4acznym rzedu n+l
bedzie

R(to»*1...." *"[1(0)I1(t1).. X(M)j-. (©)
Ola proceséw stacjonarnych (w sScistym sensie) i ergodyoznyob

T
H(rit...frn) - iim f x(O)x(t+r,)...x(t+rn)dt, (@)

T-*oo

Wyrazenia (3) 1 (@) okreslaja funkcje autokorelacji n-tego rzedu (AKP
n-tego rzedu). Wobec tego trzeci moment #aczny nazywany jest funkcja au-
tokorelacji 2 rzedu (AK? 2 rzedu), czwarty moment daczny to AKP 3 rzedu,
itd. Analogicznie definiuje sie funkcje korelacji wzajemnej wyzszych rze-
déw.

Kazda funkcja korelacyjna n-tego rzedu jest funkcjg n zmiennych. Powo-
duje to duze trudnosci w przedstawianiu wynikéw pomiaréw tych funkcji oraz
w ich prawiddowej interpreracji. Z tych wzgledéw znane dotychczas prace
ograniczaty sie do badan wkasciwosci funkcji korelacyjnych rzedu, co naj-

wyzej 2.

3* Podstawowe wkasciwosci Ffunkcji autokorelacji wyzszych rzedow

3*1« Symetria

W celu zbadania wkasnosci symetrii AKP n-tego rzedu najwygodniej jest
interpretowac¢ ja, jako uogélniong gestos¢ masy w przestrzeni R®. Tak rozu-
mujac mozna funkcje B(F) przedstawi¢ jako gestos¢ masy rozdozonej na pro-
stej T , funkcje B(T, i*g) jako gestos¢ masy rozdozonej na  plaszczyznie

12» Atd.

Z definicji ), (¥ wynika bezposrednio wkasnosci symetrii AKP n-tego
rzedu wzgledem zamiany zmiennych. Oznacza to, ze dla kazdej perjnutacji ar-
gumentow wartos¢ funkcji jest jednakowa. Przyk#adowo dla AKP 3 rzedut

HGiT* r2* r3> - R(Ti* r3e r2) * E(r2* r3e *I> *
(5)_
n *j) m R “ R(Ir3» roprox
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Oznacza to, ze AK? 3 rzedu jest symetryczna wzgledem trzecb plaszczyzn
ty mTg, Tg ®» Tj, 2y m Tj, a jednoczesnie wzgledem prostej przeciecia
sie tych plaszczyzn, danej rdéwnaniem t, m m <

Ola okreslenia tej funkcji wystarczy zatem pomiar jej wartosci w obszarze
ograniczonym nieréwnoscig

(6)

ktory stanowi 1/6 catego obszaru okraslonosci tej funkcji. Pozostate war-
tosci funkcji sa takie same dla wszystkich permutaeji argumentow (5).

Analogicznie postepuje sie w przypadku AKP n-tego rzedu. Wystarczy wte-
dy wyznaczy6 wartosci funkcji w obszarze ograniczonym nieréwnoscig

ty Ss-tg A ... Sa—fh @)

Stanowi to 1/ ni calego obszaru okreslonosci funkcji.
Wartos¢ al! jest to liczba permutaeji n zmiennych (argumentéw AKP n-tego
rzedu).

Nalezy podkreslio, ze AK? n-tego rzedu nie jest symetryczna wzgledem
zadnej z osi ty, Tg,.=.,in, [3] z wyjatkiem przypadku

VL(ty ,--- ,F ) m conet. ®

3.2. Ograniczonosc¢

Wykazuje sie £I], ze jesli proces X spekbnia warunek

(C)
to momenty rzedu n tego procesu sa skonczone dis wszystkich n~p. Twier-
dzenie to stosuje sie takze do AK? n-tego rzedu, ktéra w punkcie ~«0, ...,
t ,mo stanowi moment zwykdy rzedu n+l procesu Xt

@o)

Innymi stowy, jezeli dla kazdej realizacji proces X posiada skonczo-
ny moment absolutny rzedu p, to wartosci AK? rzedéw nsgp-1 w poczgtku u-
k#adu wspétrzednych sa skoriczone.

Mozna takze pokaza¢, ze AK? n-tego rzedu procesu nieujamnego ma sSwojg
najwiekszg wartos¢ w poczatku ukdadu wspotrzednych!

(11)



#4 A. Waramzek
Wiasnosé te mozna zsplaa€ inaczej™*
(12)
gdzie pozioma kreska oznacza operacje usredniania po czasie.
Aby udowodni¢ wkasnosci (11), (12) nalezy zastosowa¢ nierownos¢ HSlde-
ra dc funkcji

xa+"(t), 17*1(t+t, xn+l ()

na odcinku -Tg;t< T

1
AT j *()x(t+rl)...x(t+rn)dt
T
T T IV’n+1
Ixn+l(t)dt~f  § xn+l(t+rl)dt... [ xa*1(t+ra)at
T T T
~i11/n+l
N\ = Tij ® n e
y J a3
-1 «1l+N
Dla T drzacego do nieskorczonosci
i im »,5; X(OX(EH1). . x(t+7dt
T L, T Va1
i e ji@Ll(dt ) xerl(tide...r | s**1(ode %)
-T -j+il “ —at'n
Poniewaz
St.J
I.im ee fxBvi(t)dt » lim ~ J xat+l (Bdt «...
T+r
=~ 1(bdt - sa+1l(® M R(0,0,...,0) a5)
-T+T

w wyniku otrzynuje sie nieréwnos¢ (11) i (12).



Funkcje korelacyjne wyzszych rzedéw.»

3.3» Ciggtosc

Mech proces X spednia nastepujace warunkii

1° b ] |x Ip}«coo
2° AKF 1 rzedu procesu X istnieje i jest wszedzie ciagla.

Wykazemy, ze AKP n-tego rzedu procesu X jest wssedzie ciaggha,
nsSp/2. W tyra celu rozpatrzy¢ nalezy roznice

A « JR(T.],**=*N) “ R(E] + lcp—*=» *

» JXIOXUHr—, )oo.r(CEHM) - XEOXCHTIL + K1;.. + Kn)]

W celu uproszczenia obliczen wprowadza sie nastepujgce oznaczeniat

x(t) - a0 » bQ,

x(t ti,) ms,, x(E+T, + « b1(
x(t + tg) “ ag, x(t+%g mkg) » bg,
x(t +Tn) - aa, x(t+TB+V "V

Boznice (16) mozna zapisac¢ teraz jako
A “ |80al* ™ an " 0N M|
Dodanie i odjecie skladnika ao***aB-i"% n2e zmienia wartosci Ai

A - a0==*a0 - @or ™°n-TA + a0”*an-1n “ S ** |\

0

Jroaienan-i PRSI et 0]

35

gdy

(16)

@

[14)

Rozwijajac w ten spos6b dalej prawg strone rownania (19> dochodzi sie do

wyrazenia
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Pociwaz
IV, +y2 +...+V IMIvd + TVJI+...+ |Vn] D
IT.1 + §v2] +...+ [Va|<[T1]+]T2]+...+ [Vn] @
nozna napisac
AN Jaoal***8n-1 + jglal""*an-2"an-1 “ bn-1/~n| +***
eeet JAO (i - \H 2 _eebn j @)

Do kazdego skdadnika powyzszej sumy stosuje sie kolejno nierownos¢ Scbwar-

1za
r i_lL/ B

alal***an-1lan ” bn~j” pOal<,,an-1 . ®n-“n

@5
‘J
Wyrazenie jaQal...an_1j okresla AKP rzedu 2n-1 i jego wartos¢ jest ogra-

niczona pod warunkiem, ze 2n<p.(zak. 1°). Drugi czynnik prawej strony nie-
rownosci (24) mozna zapisa¢ w formie

an “ °n 5 +1 -2anV 5>
gdzie»
an»n " slt+rn)«:leim+kn) - RON), (26)
czyli
on "ot - 2[R(0) - R [27)

Punkcja R(kc) Jest ciagta (warunek 2°), zatem kazdy ze skdadnikéw sumy
po prawej stronie nieréwnosci (23) mozna uczyni¢ dowolnie makym przez od-
powiedni dobor wartosci kN (i*l,...,n). Tak wiec AKPn-tego rzedu procesu
spedniajgcego warunki 1° 1 2° jest ciggta w sensie definicji Caucby"ego,
gdy 2n< p.

3-4- Zwiazki AKP wyzszych rzeddéw z innymi charakterystykami procesu

Poprzez odpowiedni dobor wartosci poszczegélnych argumentéw AKP n-tego
rzedu mozna uzyska¢ wiele informacji o innych parametrach procesu przy-
padkowego. Np. podstawiajac za wszystkie argumenty zero otrzymuje sie
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HG, O 0 - &jxn*1}- mn+1, (28
czyli wartos¢ AKP n-tego rzedu w poczatku ukdadu wspotrzednych réwna jest
momentowi zwykdemu rzedu m+1, oznaczonemu jako mn+1.

Zakkadamy, te wartosci realizacji procesu X po updywie dostatecznie
dhugiego czasu F (t«») sa niezalezne. Wartos¢ oczekiwana iloczynu dwcéch
niezaleznych zmiennych losowych jest réwna iloczynowi wartosci oczekiwa-
nych tych zmiennych. Na tej podstawie mozna napisaci

R(0,0,««»,00) b R(CJPO]...,00) * ~ “(®} e {x 00)}

E-jlI(t)j*E Jxn (00)j» <« Ojj mr (29)

Podstawiajac za2lub n-1 argumentéw T «co , przyroéwnujac Jjednoczesnie
reszte argumentéw do zera otrzymuje sie«

R(0,0, ... 00 00) « R(0,00,*«. 0O) m BYX (@@>. o)l -
- &|x2 ®F B|xn“1(©0)j-« mn_., m2. @0

Podstawiajac dalej wmiejsce poszczegdlnych argumentéw zera i nieskonczo-
nosci otrzyma¢ mozna wartosci AKP n-tego rzedu réwne mn_2 a,, En_3 az
do “n/P “ (n/2)+1_ dIB n Parzy8teS° 1 m(n+l/2 m(n+l)/2 " m(n+l)/2 " Przv-
padku, gdy n jest nieparzyste. Przykdadowo dla AKP 4 rzedu»

R(0,0,0,0) « &jx5()} « m5
R©0,0,0,0) m R(oojc-0too,c»0) w S™"x4 (©)j- E -jx(00)j- -
« SIx(®j- - M4 m,

R(e0,00,Q,0) - R(00,co,e0f0) » &jx3 ®)J- glx2()j- «
e Bjx3 Ro)J-E-I (OJ» « m3 m2.
Natomiast dla AKP 5 rzedni
R(0,0,0,0,0) « E|]I6(®j- « m6

R(c0,0,0,0,0) = R(00 ,00,00,00,00) « &(I"™ (Y &Jx(00)J. «

(o)™ m BN B®
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R(oo0 ,00,0,0,0) » R(©0,00,00,00,0) " @y Jilzv©0)j- =

. m4 m2
R(00,00.00,0,0) - s|z3®)» b|z3 (CO™ - my

Zaleznosci te sg wazne takze dla wszystkich permutacji argumentéw.
Zaktadajac teraz, ze AKF n-tego rzedu ma postaci

+ ko, 12 + KN+ kg, *™" *kn * ML+, 3D
gdzie k™, .«. k™ - stale, mozna uzyskaC nastepujace zwigzkil
dla K] =cx3, "2 A3 “ ee* Apn “ A " oAg m kN =0l
R + k1, i2 ¥ k1 + kg,.*=, +k, + kg +eeet+ k n ,
dla ki «kg»00,Tj« ... mt®» « kKN« ... mjjmOl

RCtN + k™, ag + K™ makg,..., Ta + K® + kg +»..+ 1) = ar*

dla kM » kg m ... wk*wooi
N + kM + kg,...,i*" + k1l + kg +.#.+ kjj) = . (32)

Znajac zatem wartosci AKF n-tego rzedu w powyzszych punktach mozna obli-
czy¢ wszystkie momenty zwykde badanego procesu, az do rzedu n.

Inng ciekawg wkasnoscig AKF n-tego rzedu jest fakt, ze zawiera ona w
sobie informacje o wszystkich AKF rzedéw mniejszych, niz n. Jezeli w wy-
razeniu na AKF n-tego rzedu warto$6 jednego z argumentdw bedzie dazyta do
nieskoriczonosci, to na podstawie zatozenia o niezaleznosSci procesu przy
przesunieciu o dostatecznie diugi czas mozna napisaci

®("M» ™2 **'ogcNh " Si4)feeet~a_i) Ble (33)
Gdy wartosci dwoch argumentéw beda dazyty do nieskonczonosci, toj
» 1j2¢ * ¥ * t<50»00) m R("*j 1o 2/ m2* (34)
Postepujac dalej w ten sposob otrzymaj« sie!l

u(“1,00#...,»C) « uefyar . 35)
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Znajac z poprzednich wywodéw wszystkie momenty zwykde procesu, mozna wy-
znaczy¢ wszystkie AKP rzeddéw saniejszych, niz n. Podobnie, jak w poprzed-
nim przypadku, zaleznosci powyzsze wazne sg takze dla wszystkich permuta-
cji argumentoéw

4« Wnioski

W artykule przedstawiono niektére wkasciwosci funkcji autokorelacyj-
nych wyzszych rzedéw. Hiektére z nich sg analogiczne do wkasciwosci AKP 1
rzedu, a niektére wykazujg, ze AK? wyzszych rzedow zawierajg wiecej infor-
macji o procesie przypadkowym.

Pomiar AK? wyzszych rzedéw w cakym zakresie zmiennosci argumentow jest
trudny technicznie i kkopotliwy, szczegdlnie ze wzgledu na ddugi czaa po-
miaru. Wykorzystujac wkasciwosci symetrii mozna ten czas wydatnie ograni-
czy¢. Jezeli czas pomiaru AK? 1 rzedu procesu przypadkowego wynosi T, 1o
czas pomiaru AK? n-tego rzedu wynosi TIl» Stosujgc jednak wyniki rozwazan
zawartych w p. 3*1 mozna ten czas zredukowa¢ do wartosci Tn/nl.

AK? wyzszych rzeddw sg funkcjami ujmujgcymi syntetycznie wiele parame-
trow procesu przypadkowego. Miedzy innymi analizujac wartosci AK? n-tego
rzedu mozna obliczy¢ wszystkie momenty zwykde procesu, az do momentu rze-
du n+tl wlkacznie. Znajac momenty zwykde, mozna na podstawie znanej zalez-
nosci [8] obliczy¢ wszystkie momenty centralne, az do rzedu n+l wlacznie:

dn - V. ED»-k )N mf* + (1) 1(n-1) = (€5)
k»2

gdziei

- moment centralny rzedu n
Eg - moment zwykdy rzedu n.

Mozliwe jest takze obliczenie z AK? n-tego rzedu wartosci  wszystkich
AK? rzedow mniejszych od n. Wystarcza wtedy ustalenie dostatecznie duzej
wartosci odpowiednich argumentéw.

Przytoczone powyzej niektore wkasciwosci AK? wyzszych rzedow sSwiadczg
0 duzej roli, jaka moga one spedniac w kompleksowej analizie sygnatow.
Swiadcza o tym takze niektdre ich zastosowania oméwione w pracy jiiJ.
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HIGHER ORDER CORRELATION PONCTIONS AND THEIR PEATORES

Su

mmary

The paper presents a definition and main features of higher order co-

rrelation functions, which allow to generalize the known methods of co-
rrelation analysis



