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MINIMALIZACJA WRAŻLIWOŚCI I ROZRZUTU 
WARTOŚCI PARAMETRÓW ELEMEWTÓW OBWODU

Streszczenie, w artykule przedstawiono algoryta oparty na koacep- 
eji układów cięgla równoważnych 1 aa prograaowaeio linżswya, pozwa
lający alnlaalizować jednocześnie wskaźnik wrażliwości i wskaźnik 
rozrzutu paraastrów aleaantón obwodu.

1. Wstęp * w

Teoria sforaułowana przez Cauera Cli 1 Hewitta j[2] daje sposób gene
rowania równoważnych obwodów RLC przez transformację aacierzy węzłowej. 
Teorię tę aożna rozazerzyć na obwody pasywne, nieodwracalne o strukturze

Obwód RLC Żyrator o N węzłach niezależ
nych na aacierz węzłowę Y . , którą aożna za

pisać następująco:

Y i - p c i ♦ Gi * - 9i fi)

gdzie: p Jest częstotliwością zespoloną,
C, . Gj , , 3j sę stsłynl (NxN) aacierzaal

paraastrów elenentó* - C^ dla pojetmości, 
Gj dla konduktancji, Pj dla odwrotności ta- 
dukcyjności i dla konduktancji źyracj i

żyra torów idealnych. Macierze Cj, Gi <rł1 sę syaetryezna, natoaiast aa
cierz gj Jest skośnie syaetryezna.

Zgodnie z teorię obwodów równoważnych aacierz Yj obwodu pierwotnego 
aoże być transforaowana w innę aacierz Yg nowego obwodu - równoważnego, 
który na tę sanę aacierz adnitancyjnę, odniesione do wrót utworzonych 
przez węzły 1, 2 n i węzeł odniesienia n ♦ 1 (n < M).

podanej na rys. 1 [3],

IH *

Rys. 1
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Transforaaeja sa postać:

A Y Ł A, ( 2 )

gdzie A Jest na da rz y kwadratowy rzeczywisty, nieosobliwy (NxN) o po

staci:

(3)

gdzie i
U - aacierz Jednostkowa (nxn),

0 - aacierz zerowa,
P,R - dowolne podaacierza.

Wychodząc z zależności (2) Schoefflar wykazał J4], 2e rozwiyzanie rów
nania różniczkowego

d^ - - - B* Y(x) + Y(x) Bdx

Y«S)
( 4 )

także reprezentuje obwód równoważny.
Macierz B (NxN) w równaniu (4 ) aa postać:

0 0 ... 0 '

B - bl b2 •** bN

\
* •** tyl

)

K I  < * • 1 - 1 . 2 .....y.

Można wykazać [3], że jeśli

det A > 0,

y - N(N-n)

(5)

( 6 )

to aożna znaleźć aacierz B taky, że transforaaeja (2)1. rozwiyzanie rów
nania (4) reprezentujy ten saa zbiór obwodów równoważnych. Dest to waru
nek konieczny, gdy n - N-i 1 warunek wystarczajycy, gdy n <  N-l.

Z zależności (l) wynika, że równanie (4) słuszne jest dla każdego typu 
elM«*t" obwada. Okreólajyc wektor E(x) - [®1#2 -**evQt dla każdego ro
dzaju eleaeatu obwodu, nożna uprościć zależności (4). Wektory: Eq(x) dla 
koadaktancji, Eę(*) dla pojcaaości oraz Ep(x) dla indukcyjaośei aajy
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1 A • _ '
wymiar v̂ łs ^  N(N+l)# Wektor E (x) dla kcaduktawcj 1 źyracji ea wyalar 
? = |  N(N-l).
Można wtedy napisać równanie:

dE(x)
dx

E (0) »

ME (x)

(7)

gdzie Ej jest odpowiednia wektorea paraaetrów (G ,P , C) obwodu pierwot
nego. Macierz M jest rzeczywista Ov,x'?), a Jej eleaenty sę liniowo za
leżne od eleaentów aacierzy B, tJ.

N
■ u  “ S  ^k-k (8 )

k=l

W przypadku wektora Eg (x) w równaniu (7) występuje inna nacierz K(7xi) 
o tej saaej własności.

Równanie (7) reprezentuje obwód zwany cięgle równoważaya [4]].
Dokładne rozwięzenie równania (7) aa postać

E(x) « exp(Mx)E
1 ’ [B + f i  h

k»l
(9 )

W praktyce rozwięzanie uzyskuje się, wwzględniejęc tylko pewnę liczbę wy
razów szeregu (9).

Zaletę tej aetody jsst także te, żs pozwala ona obliczać prosto wraż

liwości dowolnej funkcji H( p) (transaltancj1, iaaitancji) generowanego 
obwodu. »

Dla rozważanych obwodów spełnione Jest bowien równanie:

- -M* Q(x)
dx

Q(0) - Q
(10)

gdzie Q(x) • JqŁ ,q2 .. .q<ł]ł oznacza wektor wrażliwości półwzględnych funk 
cjl H względna paraaetrów eleaeatów określonego typu

1 3 H
qi " iT * 3 ^ * (11)

C, jest odpowiednia wektorea wrażliwości ebwodu pierwotnego.
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Rozwięzaiaie równania (7) pozwala poprzez odpowiedni dobór aacierzy M, 
na kształtowanie własności obwodów równoważnych według przyjętych kryte

riów jakości. Krytsrlanl tyni nogę być: nlnlnalna wrażliwość funkcji H 
obwodu na zwiany wielu paranetrów oraz nininalny rozrzut wartości paraae- 
trów eleaentów.

2. Wakaźnlki jakości

Śako wskaźnik wleloparanetrowaj wrażliwości funkcji obwodu H(p), przy 
określonej częstotliwości, przyjnuje się wielkość

, i - i S  ki N 2 ' (12)
i-i

gdzie kj oznacza współczynnik wagowy, natonlast

S1 " TT * " ei«i (13)

względnę wrażliwość funkcji H na zniany paranetru a±. Tak określony
wskaźnik stanowi wiarę rozrzutu nedułu względnych znian funkcji H, po
wodowanych przypadkowyni zwiananl wartości noninalnych paranetrów eleuen- 
tu obwodu [5], a w przypadku obwodów rezystancyjnych określa także pozion 

szusów cieplnych [6].
Chcęc alnlaalizować różnica więdzy wartośeianl paranetrów alanentów 

pewnej grupy alanentów obwodu, przyjnujany jako wskaźnik wielkość

• O

®  ■ S  Ś  (,i“ #o )2'
i-1

gdzia e0 oznacza średnlę arytnetycznę wartości paranetrów wybranej gru

py alanentów lub zadanę wartość, wokół której winny się one skupiać.
Z poprzednich uwag wynika, ża odpowiedni wybór zniennej x 1 współrzęd

nych wektora
»

b - [bjb2 ... (15)

winien zapewnić, ża rozwlęzanla równania (7) reprezentuja obwód flzycznla 
realizowalny o nlninalaych wskaźnikach fi 1 0 .  llwzględnlajęc jedynie 
część llnlowę rozwinięcia w szereg Taylora w punkcie x « O dla para-
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aetrów elementów e±(x,b) oraz wskaźników f (x,b) i @ (x,b) obwodu rów
noważnego, otrzymany £3]:

e^z.b) ■ e^(o) ♦ ¿i (b)x,

§ ( x , b )  m $(0) * $(b)x, (16)

0(x,b) » 0(0) ♦ 0(b)x,

gdzie e^O), <£ (o), 0(0) odnoszą się do obwodu pierwotnego, netoaleet 
(*) oznacza pochodne względów x. Z równania (7) wynika, że

®i(b ) - 2  •i3V ° >  " 2  fi3 (El )bi' (17>
J-l J-l

1 ■ 1,2 • , %?(^ ) ,
gdzie f^iEj) - koabinac3e liniowe paranetrów eleaentów obwodu pierwot
nego.
Zauwsżay również, iż

,  ® ( b )  ■  2  h ( o )  ■  * o ] [ * 3 ( b )  ■  ś ]  ■  2  V E * ) b 3 ,  ( 1 8 )

j-i j-i

gdzla (Ej) - funkc3e pereaetrów eleaentów obwode pierwotnego. Ne pod- 
stewle równań (7^ i (10) nożna wykazać £4}, że:

* <b> ■ 2  (,i*jM2 ♦ *i(v J  * -,«,*> ■ S  V W v  <19)
J-l J-l

•
gdzie - funkc3e pereaetrów eleaentów i wrażliwości półazględ-
nych obwodu pierwotnego.
Oak widać, pochodne rozważanych wskaźników i paranetrów wszystkich eleaea- 
tów obwodu sę foraeal llalowyai współrzędnych wektora b. Na przykład, dis 
czwórnlka (n»3, N»3) pokazanego na rys. 2, otrzyau3eay:



“ (e3'Teo )(2e3+e5+e6 ) * e5 (e5"Bl ) + e6 (86_e2 );

= G ± lub « C i lub ©i * P i

X'-
lub dla żyratorów

tfjfEj) “ ~(9i-90 )93 .

^ 2 (E1 ) “ (9l"9o )g2'

■’V E1 ) " {®2-flo )92 + (»3‘8o )93-

b) . 4 ( b )  - f Jb1 + r 2b2 + f3b3 ,
' . 1  ;

gdzie:

f l (El'Qa ) ■ "llql|2(e3'B5 )'_ e2lq2|2 *6 + e3 lq3|2(e3+e5+e6 ) *

♦ •3(Re{q5"qr q3} Re{q3} + 1-{q5'qr q3} 1*{q3}) +

+ e4lq4|2 e6-e5 |q5|2(e3+e5+e6 ) *. ei (Re{ql+% - q3}R"{q5}  *
V ’ -

+ i»{q1+q5-q3} I-{q5} > ♦ e^ Re{q2+g5"q3'qj-Re{q6} +

+ I -{q 2+q5-q 3-q 4}  » { s } 3'"  91®3 |qg J  ? +

♦ » : " • { " = , } *  “ W H y } ’- ,
' ■* . *

t ^ 2 (El*Ql } ' - l K I 2 e5 + 02lq2|2(e3"e6 ) * «3 N  2 (V  V 6G > +

♦ e2 (Re{q6-q2-q^ R e { q 3|  + +

+ ®41 q412 ®5 + e5(Re{ql+q6"q3'q4}Re{qs} +

+ l.{qi+q6-q3-q4}l.{q5}) - e& |q6|2(e3+e5 ) ♦

♦ 4 (Re{q2+q6-q3} Re{q6}  + l8{q2+q6“q3} 1,{q6}) +

♦ »Iq2 |q9l| 2 - 4 (Re{ q9l}-Re{qflj- * I . { q J ) .

40 , # Z. Garczarczyfc
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3
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' 92 .

1
) (

1
) (

1 :
W s > ci + P ri

Rye. 2

V3 (Ei * V  ■ - • l l <’l | 2 e5~®21 qz\ 2 •6 +e3 h 3 | 2 ( *5+ ,6_ e3 ) +

* 4 K |2 ♦ 4 (Re{ql'q3_q5} *9{q5} + 1-{ql'q3'q5} + 

ł °6 !q6 r (Ro{q2-q3~q6} ReK }  + 1*{q2-q3-q6} 1“{q6 > ) +

♦ 9293 (|qg2 |2 * j R g J 2 ) - 92 h g 2 |2 ~ 9^ |«*gj 2 .

“i £  { G1< ci - r’i}
i - 1,2.....6.

q i £  { qG l ‘ q r J

3. Zadanie programowania liniowego

Z zależności (17), (18), (19) wynika, ż# ainlaallzację rozważanych 
wskaźników jakości nożna sprowadzić do rozwięzeais zadania progranowania 
liniowego (ZPL). Oeśli chceny, aby zachodziło

#  (Q) lab 0 ( x , b ) <  0(0), (20)

należy r«x»i#seć na et «wij «ee C Ł »



a) przy ograniczeniach:

Jb^l <  1 3“1.2..... ¡i (21a)

ei( b ) > 0  Jeśli et(*,b)> e ^ O )  1-1,2......p, (21b)

eł(b) - O jeśli e Ł(x,b) - e ^ O )  1-1,2......r, (2ic)

« / b K  O Jeśli ei(x,b) <  e±(0) 1-1,2......a, (21d)

b) znaleźć niezerony wektor, bQ taki, że:

Z1 - * « * • >  “ " * « $ < » > *  °}" (21e)

lub
z2 - 0 ( b o ) - nin{0 (b) 4 o}.

Łatwo zauważyć. Ze jeśli chcewy, eby

# ( x . b ) 4 $ ( 0 )  i 0(x, b) <  0 (o) (22)

wyatarczy zbiór ograniczeń (21) rozezerzyć o jeden z warunków

$ ( b K  O _ (23a)

0  (b )$  O (23b)

w zależności od przyjętej funkcji celu ZPL.
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Tak sforaułowane ZPL. pozwala na jednoczeanę ainiaallzację obydwu wakaźnl-
ków.
Aby zadanie (21) sprowadzić do postaci kanonicznej ZPL Q7].konieczne jest 
wprowadzenie nowych znlennych:

«' bi + 1 1-1,2....,^. (24)

Ograniczenia postaci (2ib) i (2id) sprowadza »1« do równości przez odję
cie i dodanie tzw. zslennych dopełniających x#. W ograniczeniach > i » 
wprowadza się przez dodanie tzw, znieana sztuczne x# po to, by w n a d a 
rzy współczynników ssyatępiła escibrz jednostkowa. Pozwala to zasto
sować netodę -eysaplsksów da rozwięzania ZPL. - Zadanie (21) przyj na j a wtedy 
poatać [3}:

*a ) ograniczenia:

*3 * x»3 “ 2 3-1'2 .....^

- ' V

(25a)
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f c  fiJXJ " Xsi + xai " di icl'2  P- (ź5b)
J-l

it fU  *3 * X«i ' di 1=1,2 r ' (25c)

b  fiJXj + X»1 “ di 1=1,2 8l (25d)
3=1

gdzie:

di ■ b  fij > °* 
i-1

xj > °*

b) funkcja celu:

z " i b  hjxj
3-1

gdzie:
hj « I?1 Jeśli minimalizuj eny wskaźnik 0 ,
hj * 'fj dla wskaźnika^

Dogodnę net odę rozwiązania tak znodyfikowanego ZPL Jest netoda dwufazowa 
Dantziga-Ordena. Poleg8 ona na zastosowaniu netody syapleksów w dwóch fa
zach.

Faza I

Mininalizuje się funkcję celu

p+r
xaJ. (26)

J-l

Oeżeli nin z'> O, to zbiór ograniczeń jest sprzeczny. Jeśli natoaiast 
nin z'= 0, to uzyskane rozwięzanie jest poczętkowyn rozwiązaniem bazowya 
zadania (25).

p S p+r /
Ź  x»j • E s , + I] Xaj * (25 e)
3-1 3=1 3=1
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Faza II

Oeżell faza I zostania zakończona ponyślnyn rezultat en, t j . nln z'« 0, 
to poszaknja się alnlnnn funkcji celu

Y l  * Xed S  x.j* (27)
> 1  J-l J-1

Oeźsll liczba ograniczeń typu - jest równe

r < ¿t - 1 - N(N-n) - 1, (28)

to zbiór ograniczeń ZPL nie jest sprzeczny i istnieje nożliwość uzyska

nia jako rozwlęzanla niezeronego wektora bQ . Uzyskany n wyniku rozwiąza
nia ZPL obwód równoważny stanowi obwód pierwotny dla drugiego kroku na
stępującej procedory:

a) obliczyć wybrany Wskaźnik w(o) obwodu pierwotnego,
b) rozwięzać ZPL,

c) w oparciu o równanie (7) znaleźć obwód równoważny,
d) obliczyć wskaźnik w(x,b) obwodu równoważnego,
o) jeśli uzyskany spadek wartości wskaźnika jest większy od żędanej do-

kładnościi poszukiwań powraca się do punktu a), jeśli nie, poszukiwa
nia obwodu równoważnego zostaje zakończone.

Na rys. 3 przedstawiono uproszczony scheuat blokowy naszynowej reali
zacji togo algorytnu napisanej w języku FORTRAN dla naszyny cyfrowej ODRA 
1305 w celu nlnlnalizacji wskaźnika $ . Zależnie od liczby węzłów obwodu 
1 ograniczeń dotyczęcych obwodu równoważnego występuję różne bloki: for- 
nułowania ZPL i obliczania nacierzy M(K).1 Blok rozwlęzywanla ZPL oparte 
na netodzle M (Big M Metbod) [8], w której funkcja celu na postać

u  P*r
z- - £  bj*J ♦ H £  x-j .

p+r

(29)
_ _ **J

j-1 J-1

gdzie M jest liczbę rzeczywiatę dostatecznie duźę, by zapewnić, że war
tości zaiennyeh x#  ̂ sę równe zoro w punkcie optynalnyn. Metoda ta atano- 
wlęea koobinację faz I 1 II netody dwufazowej zapewnia w wielu przypad
kach krótszy czas rozwlęzywanla ZPL aniżeli netoda dwufazowa [9].

*• Przykład

Należy znaleźć czwórnlk (rys. 4b) o traaenitancjl Uj/ U j , gdy I2 ■ O, 
równaj transaitancji danego czwórnlka RC (rys. 4a), tak aby wartości kon-
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Rys. 3
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b)
%

Rys. 4

duktancji oporników układu równoważnego były równe lub zbliżone. Czwórnik 
równoważny nie powinien zawierać dodatkowych pojeaności, a pojeaność kon
densatora C, należy zaniejszyć.O
- ob wó d  p i e r w o t n y

G2 - 2,0 S C4 = 1.0 F

H (p) =
G 3 - 3,0 S C5 = 2,0 F

G6 - 5,0 S C6 = 5,0 F

u2 Cp)

Ul tp; p^~ + 2 ,76p + 1,82
p + 1.06 p

6

I
1*1

0(0) - ^  (Gi-Go ) - 4,666; G ^ O
i=l

- warunki eforaułowane dla obwodu równoważnego prowadzę do następującego 
w

zadania (21)

hi
xi * *.1 - 2

< 1 —> xo * ■ 2
2

x, + x * 2 
3 a3

C1 = c2 - c3 - O xx + x2 + x3 + x9l * 3

C, <  O (C +C )x_ - C,x —  x + X * C6 * 5 5 2  6 3  2 "

g A >  0 V l  * G5X2 - xa5 + xi3 .* G5 + G6

G5 >  O (G3+G3+G6 )x 1 - G5x 2 + x#6 - G3 + G6
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2 = VV l  + V 2 + ^3*3 + 2  V  ł S  V  •
1=1 1=1

\  gdzie: ' v

r w wyniku zastosowania przedstawionej procedury winlwallzacj1 , otrzywano 
dowód równoważny o tej saaej strukturze co pierwotny. W tabeli zestawiono 
wartości paraeetrów eleaentów oraz wskaźnik.

Liczba 
iteracj i C4 °5 C6 G2 G3 G6 ©  . aln

18 1 ,329 1,670 3.213 2 ,494 2 ,505 3,075 0,221

29 1 ,503 1,496 2,422 2,755 2,244 2,234 0,177

Obliczenia trwały ok. 3 B i n  (przy pozioaie śledzenia prograau wynikowego
określonya instrukcję TRACE 2).
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SSHHHMHSAl5ifl H/BCTBHTEJIBHOCTH H PA3EP0CA 3HA'ffiHHft 
HAPAMETPOB 3JIEMEHT0B UEIlEii

P e 3 b m e

B cTaTs>e npeiciaBJieH aaropHtu, hcxo*h H3 KOHiienqHH HenpepHBHoft bkbhbb—✓
JIq h t h o S cxewu h ZHHeBHoro nporpaMUHpoBaHaa, no3Boaa»iiHii paHOBpeiieHHO m h h h - 
MH3apyei KoaijxiiHHHeBT <jyBOTBHieabHocTH a pa36poca 3HaaeHH0 napameTpoB sze- 
Keatos nena.

MINIMIZATION OF SENSITIVITY AND CIRCUIT ELEMENTS SPREADING 

S u a a a r y

An algoritha based on the theory of continuously equivalent circulte 
and linear prograaaing is presented in this paper. The algorltha allows 
for 8iaultanous alnlaizatlon of sensitivity and circuit eleaents spreading 
indices.


