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ANALIZA POLA ELEKTRYCZNEGO POD SKRZYŻOWANIEM 
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Streszczenie. W artykule skonstruowano aodel aateaatyczny pola 
elektrycznego quasi-statycznego w otoczeniu krzyżowania się dwóch 
torów trójfazowych. Wyprowadzono podstawowe wzory na paraaetry elip
sy zakreślonej w cięgu okresu przez wektor natężenia pola elektrycz
nego, zaczepiony w dowolny» punkcie rozpatrywanego obszaru.

1. Wstęp

Linie przesyłowe usytuowane względea siebie pod kętea prosty» występu
ję przede wszystkie Jako fragaenty stacji transforaatorowo rozdzielczych.
Z punktu widzenia ochrony środowiska Jest to przypadek bardzo ważny, gdyż 
na obszarze pod skrzyżowaniea należy spodziewać się znacznych wartości na
tężenia pola elektrycznego. Badania tego pola na aodelach fizycznych pro
wadzone sę w Instytucie Energetyki oraz "Energopoalarze" Gliwice (patrz 
"P- Cs]). W niniejszej pracy postawiono sobie za cel opracowanie aodelu 
aateaatycznego pola elektrycznego w obszarze skrzyżowania dwóch torów 
trójfazowych.

*

2. Model wateaatyczny

Punktea wyjścia przy konstrukcji aodelu aatswatycznego pola elektrycz
nego w obszarze skrzyżowania dwóch torów trój fazowych będzie założenie 
stałej gęstości liniowej ładunków qk (t) wzdłuż poszczególnych przewodów, 
wynikających z oddziaływania quaoi-stetycznego przewodów prowadzonych rów
nolegle. Pózy takia założeniu poalnięto wpływ oddziaływania przewodów usy
tuowanych względea siebie pod katea proetya. Należy się spodziewać, że za
łożenie to będzie prawdziwe przy dostatecznie dużej odległości aiędzy prze
wodowi prowadzonyai względea siebie pod kętea proetya. Ponadto zakłada 
się, że potencjały poszczególnych przewodów linii sę sinusoidalnie zalen*



vk (ł) = V^sinfcot+f^) (k = 1,... ,n), (la)

natoniast potencjał zieni przyjnujs się jako zerowy, tj.

v(0,y,z,t) = 0. (ib) V

Przy oddalaniu eię do nieskończoności nusi być spełniony warunek regular
ności potencjału. Oeżeli warunki brzegowe sę sinusoidalnie znienne, to na
leży poszukiwać rozwiązania równania Laplace'a

Av(x,y,z,t) = 0

w postaci

v(x ,y ,z ,t) = VB (x,y,z)sin|ćot + <f(x,y,zij. (2)

Łatwo wykazać, że jeżeli spełnione Jest równanie Laplace'a dla funkcji 
(2) z warunkani bn.egowyni (l), to zachodzi również równanie Laplace'a

AV(x,y,z) * 0 (3 )

dla funkcji zespolonej

v( x.y ,z ) = eJf(x.y.z) (4)

z warunkani brzegowyni w postaci potencjałów zespolonych poszczególnych 
przewodów linii

y = J Ł  ełfk (5a)
“ k 1/21

oraz na powierzchni zieni

v(0,y,z) = 0. (5b)

Na nocy zasady superpozycji oraz przyjętych założeń upraszczających, Bo
żeny potencjał zespolony v(x,y,z), stanowiący rozwiązanie równania (3 ) z 
warunkani brzegowyni (5 ), przyjąć [2] w postaci

* « * • * >  • -2*  ¿  ¿  <r>•
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1 S T  V  >/«») 'i(xłX(d)k)2 * (z"2 (d)k}"
cki' vr in

k=l 1-1 Í(x-x (d)k)2 + (z“z (d)k

gdzie:
n^ , n^ - liczba przewodów w -torze dolny« tf górny«

- pojeaności wzaje«ne (k/1) i własne Ck=l) toru dolnego (d) 
i górnego (g); (patrz wzory w pracy [2]),

-1*^' “ potencjały zespolone przewodów toru dolnego i górnego.

Rys. 1. Linie przesyłowe usytuowane względe« siebie pod kptea prosty»

Składowe wefctoro zespolonej« natężania pola elektrycznego wynoszą wówczas
8V(x.y,z) _ , , jMjf(x.y,z) ^
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3y(x,y,z) j (x,y,z)
Ęy (x,y,z)  ------ ^ ---  - Ey (x,y,z) e W  (8)

3V(x,y.z) ,
E2 (x,y,z)  ----- -------  - Ez (x,y,z) e f  , (9)

natoaiast odpowiadające la wartości chwilowe sę równe:

Ex (x,y,z,t) - - ̂ U ^ Z i t )  “ i/21 Ex (x.y,z)sin|«t *«px (x ,y,z)] , (10)

Ey (x,y.z.t) ■ - . \f? Ey (x ,y ,z )ainfot+fy (x ,y .z)] , (ll)

Ez(x,y,z,t) . _ '$*(*  ̂ z , t )  o ̂  Ez (x.y.z)ainfot*V,z (x,y.z)j. (12)

W dalszej kolejności przebadane będą pewne własności gsonetryczne wektora 
natężenia pola elektrycznego E(x,y,z,t) o składowych określonych wzora-

ei (10), (ll) i (12). '

3. własności geoaetryczne pola elektrycznego guesi-ątatycznego. 

sinusoidalnie zalennego

Oowolneau punktowi rozpatrywanego obszaru o współrzędnych prostokąt
nych x,y,z przyporządkowany jest wektor

E(x ,y ,z ,t) « hxEx (x,y,z,t) ♦ |*yEy (x ,y,z,t) ♦ kzEz (x .y.z.t). (13)

gdzie składowe: Ex , Ey , Ez określone sę wzoraai (lO), (ll) i (12). na
toaiast: kx > k y , k z - wektory jednostkowe na osiach prostokątnego ukła
du współrzędnych. Przy tya założeniu przebadane będzie aiejace geoaetrycz- 
ne, Jakie zakreśla wektor E  zaczepiony w ustalonya punkcie (x,y,z) w 
czasie t w przedziale jednego okresu T. W celu zbadania własności krzy
wej zakreślonej przez wektor E(x,y.z,t) w Czasie t należy wyznaczyć 
położenie trójścienów Frerteta wzdłuż tej krzywej. Wektor jadaostkowy 

styczny do rozpatrywanej krzywej wynosi

t  „ kiŁćLtZull (14)
|É(x ,y ,z,t )|
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É ( x , y , z , t )  ■ ” **kEax^x<y•2' ^5c os J“ t  * ^ ( x . V . z ^ J

k y E ^ x . y . z f c o c o a j w t  + <fy (x ,y . z ) J  + I ^ E ^ Í x  ,y ,z )cocos[tot ♦ <¡?2 (x ,y ,z  .

(15)

Wektor blnoraalny Jako wektor jednostkowy noraa lny do płaszczyzny ściśle 
stycznej wyraża się [7] wzorea

b « Ę(x,y,z,t) x g,(,X>y,z,t.) 
|É(x.y,z,t) x E(x ,y,z, t )j

(16)

gdzie

M(x,y.z,t) - (x,y,z)cJ2sln[co t ♦ ^(x.y.z)] -
■a*

(17)

- ICyE^iż ,y ,z)io2sinjcJt ♦ f y (x ,y.z)J - k2E> 2 (x ,y .zk^ainfwt ♦ <fz (x ,y ,z)] . 

Tworzęc iloczyn wektorowy wektorów (15) i (17), otrzyauje się

txC K  S  “ z
E>j((ocoe Lat + <fx ) E ^ypcosto t ♦ * y > EB¡¿ocos(<*>t ♦ <fz )

-EBx6328 in(<ot ♦'(’„) EByU2ain4ót + <f’y) EBzCo2ain(ut (* <f2 )

*xw  E.yE.z8i" (* V  - *z> + kytó E« E.x8in(^z ‘ * x } +

♦ kz-3 E.xE.y8i" ^ x  - (18)

Oznacza to, że wktor blnoraalny wzdłuż krzywej zakreślonej przez wektor 
E(x,y,z,t) w czasie t jest wektorea stałya w czasie. Ola pełniejszego 
zbadania rozpatrywanej krzywej należy wyznaczyć wzdłuż niej tzw. skręce
nie [7] wyrażaj ęce się wzorea

X m  [K(x.V.ł.t) x j(x,y.z.t J  W(x ,y_,z_,_t_) 
|ć(x,y,z,t) x E(x ,y ,z,t )|

Uwzględniajęc wyniki iloczynu wektorowego (18) oraz pochodnę E 

|f(x,y,z,t) » 13 e (x . -hęoEM « 3coe(u>t + <fx ) -

-kyE^yC^?cos(cot ♦ <py ) - k2Eł|z'̂ 3cos(cot ♦ f z ),

(19)

(20)



otrzymuje się
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(ExE)I = E co cos (co t + <p ) E cocos (cot + ' f  ) E cocosiwt + <f
* X  X K! V V  H Z  Z

-E >xcO2sin (c0 t + *f’x ) EByp2 sin (co t + tf> ) E ^ o / s i n f o t  ♦

-E W 3cos(cot + ) E co3cos(wt + <f ) E u?cos(tot + *P ) (2 1 )

Oznacza to, że w każdym punkcie rozpatrywanej krzywej jej skręcenie jest 
równe zeru (‘t - 0). Wiadomo natomiast [7], że warunkiem koniecznym i wy- 
starczajęcym na to, by krzywa była płaska jest zerowanie się Jej skręce
nia. Dla krzywej płaskiej wektor binormalny Jest stały (wzory (16) i (18) 
i prostopadły do Jej płaszczyzny. Z przeprowadzonych rozważań wynika, że 
wektor natężenia pola elektrycznego quasl-statycznego E(x,y,z,t) okreś
lony wzorem (13), zaczepiony w punkcie o współrzędnych (x,y,z), zakreśla 
w czasie t krzywę płaskę, której płaszczyzna wyznaczona Jest przez sta
ły w czasie wektor binormalny (16).

Wprowadzajęc w ustalonym punkcie 0(x,y,z) nony lokalny układ współ
rzędnych prostokętnych x', y', z', powstały przez' obrót pierwotnego układu 
w ten sposób, że oś z' jest równoległa do wektora binornalnego b otrzy
muje się składowę Ez wektora E równę zeru (E , « 0).

W nowym układzie współrzędnych x', z' krzywa zakreślona przez wek
tor E(x,y,z,t) w czasie t leży w płaszczyźnie x‘ Oy', a składowe tego 
wektora E ^ , E , sę również sinusoidalnie zmienne. 3ak wykazano w pracy
[2], w przypadku dwuwymiarowym wektor natężenia pola elektrycznego o dwóch 
składowych sinusoidalnie zmiennych zakreśla w czasie T elipsę. W świst» 
le przeprowadzonych rozważań wynika, że ogólnie rzecz bioręc, wektor na
tężenia pola elektrycznego o trzech składowych sinusoidalnie zmiennych 
(wzory (ll), (ll) i (12)) zakreśla w czasie okresu T elipsę leżęcę w 
płaszczyźnie wyznaczonej przez wektor binormalny b, określony wzorem (16)

4. Własności modułu wektora E(x,y.z.t) Jako funkcji czasu t

W celu określenia natężenia pola elektrycznego quasi-statycznego sinu
soidalnie zmiennego w punkcie o współrzędnych x,y,z należy oprócz wyzna
czenia płaszczyzny wirowania wektora £(x,y,z,t) w czasie t, obliczyć 
składowe wektora natężenia pola elektrycznego E0 (x,y,z) i E^iż.y.z) od
powiednio w kierunku półosi dużej i małej elipsy pola wirujęcego. Składo
we Eo i E k wektora wirujęcego E(x,y,z,t) można obliczyć poprzez wy- 
znaczenie parametru t, przy którym Jego moduł |E(x,y,z,t)| Jako funkcja 
czasu osięgnie odpowiednio maksimum i minimum.
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Pochodna częstkowa aodułu wektora E względe* czasu t wynosi

ł  ■ i T T T  <& •32"' - i*«-32“ '). ( K )

gdzie

A . (E )2 + (E )2 + (E )2 - A « V a , —  —x -~y —z

przy czya składowe zespolone Ex , E ^ , Ez wyrażaję się odpowiednio wzore-
■i (7), (8) i (9).
2 warunku zerowania się pochodnej (22) wynika

4cat + 2<Pa  = 2k3T (k » 0,1)

V a

(23)

Ola k = O z równania (23) waay cotj - - ~  oraz

(T IEI

cot

w  >0, (24)

Oznacza to, Ze dla cjtj = - —  noduł wektora E(x,y,z,t) osięga ainiBue 
odpowiadajęce składowej wektora w kierunku półosi małej elipsy pola wi- 

rujęcego

, . . r o pi rA (* .y.z >l
E.(x,y,z)= win — !e(x ,y ,z ,t )j « -{ E (x ,y ,z)sin lf (x,y,z)- ---- =----  +

t e (o ,t] L J

+ Ey (x,y,z)sin (x,y,z) -
i’A n . y  ,z)

(25)

natoaiast odpowiadajęcy «u wektor wydzielony przez wynosi

1 T ^A (x,y,z)l
E b (x,y,z) = p E ( x , y , z , t 1 ) ■= kxEx (x ,y ,z )sin |V:’X (x ,y ,z) -------^---- J  +

+ k y Ey (x,y,z)slnJyy (x,y,z)
fA (x ,y ,z) 

2

<PA (x

-J + k zE z (x ,y . z j s i n j v ^ x  ,y ,z) -

(26)

gdzie Ex (x,y,z), E (x,y,z), Ez (x,y,z) przedstawiaję wartości skuteczne 
sinusoidalnie zmiennych składowych wektora E(x ,y ,z ,t) w kierunku osi x,y,z.
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Dla k = 1 z równania (23) otrzyauje się

V’a jr 
W t 2  2 + 2

^ - - w r < 0 - (27)

<^A OTOznacza to, że dla w t 2 “ - ~  + f  ®°duł wektora E osięga aaksiaua od
powiadaj ęce składowej tego wektora w kierunku półosi dużej elipsy pola 
wirujęcego

E (x,y,z) = sax _1 ]E(x,y,z,t)| * 4 e 2 (x ,y ,z )cosŁ <p-(x > Y ”
t£(0,T] ^  L V

^(x.y.z)' 
  j ] + Ey (x,y,z) cos2 [fy (x.y,z) - t^ ~ l ] /  E2 (x ,y ,z)co9:

f  <f’ (x.y.z)]
[^(x.y.z) -  --- -̂---j

natoaiast odpowiadajęcy nu wektor wydzielony przez ¡¡2' wynosi

Ea (x,y.z) - ~  E(x,y,z,t2 ) » kxEx (x,y,z) cosjVx (x,y,z) -

VAx.y,z)~] r - ^A (*.y.2 h
 § -J ♦ kyEy (x,y.z) c o s [ V M x . y , z ) --------§--- J  +

[ u>. (x,y,z)"j 
f2 (x,y,z)-------g---- J. (29)

/
Można wykazać, że iloczyn skalarny wektora Eg i E b Jest równy zeru. 
Ponadto, ze względu na to, że wektory Eg i E b leżę w jednej płaszczyź
nie, pozwalaję one na wyznaczenie płaszczyzny wirowania wektora E(x,y,z,t). 
E(x,y,z,t). Zachodź

E h x
| E / x E  , “ b - (30)

gdzie b  jest wektore® blnoraalnyn, określonym wzoren (16). Opracowany w 
punkcie 3 i 4 algorytn obliczeniowy, dotyczęcy natężenia pola elektrycz
nego quasi-statycznego sinusoidalnie zmiennego. jest ogólny i noże być do-
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łęczony do dowolnego zadania, w który« punkte« wyjścia Jest potencjał si
nusoidalnie z«lenny określony wzorea (2), spełniający równanie Laplace'a 
Av(x,y,z,t) » 0 z warunksai brzegowy«! danyei w postaci sinusoidalnie 
znlennych potencjałów przewodów (v^ » VBi sin(oot ♦ )J o «ałej pulsacji 
u. W dalszej kolejności zastosowany on będzie do badania rozkładów na
tężenia pola elektrycznego pod skrzyżowanie« dwóch torów trójfazowych.

5. Wyniki obliczań rozkładów natężania pola elektrycznego 
pod skrzyżowanie« dwóch torów linii 758 kV na wysokości 

1.8 n nad zleaię

Do obliczeń wybrano skrzyżowanie dwóch torów z projektu stacji 750 kV 
Es], Stanowi ono skrzyżowanie dwóch torów trójfazowych prostopadłych do 
siebie i równoległych do powierzchni zleni, a usytuowanych na wysokości 
10 ■ i 21 ■ nad zienię. Przewody fazowe sę więzkaal 4 x AFL-525 o odstę
pie przewodów w więzce 400 ««. Odl^łość przewodów fazowych w torze dol
ny« wynosi 12 «, a w torze górny« 16 ■ (rys. l).

Rys. 2. Rozkład natężenie pola elektrycznego pod skrzyżowania«! dwóch to
rów trójfazowych 750 kV wzdłuż przekrojów (rys. 1)

Pid, P 3 d , 3 - P 2 d , 4 - poza skrzyżowanie« pod tors« górnya

Dla powyższych danych obliczono rozkłady natężenia pola

Ee (x y.z) (28)
elektrycznego

przekrojachzgodnie ze wzorssl (6), (7), (8), (9) i 
x» l,8 u

Plg, P2g, P3g, Pld, P2d, P3d zaznaczonych «6 rya. 1. Wyniki obliczeń po
dano ne rys. 1 i 2. Z obliczeń tych wynika, Ze w aiejuca krzyżowania się 
faz JednoiBlennych występuje wzroęt natężenia pola elektrycznego szczegół 
nie widoczny dla faz skrajnych, a wynoszący dwadzieścia kilka procent w 
odniesieniu do rozkładu natężenia pola elektrycznego w przekroju poprzecz1 
nv« toru dolnego pozo skrzyżowanie«!, w «ię-fssu skrzyżowań faz różnoisirn- 
nych występuje natoniast z«niajszenie natężenia pola elektrycznego, które 
np. dla fez skrajnych wynosi dwadzieścia kilka procent.
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Rys. 3. Rozkład natężenia pola elektrycznego pod skrzyżowanie» dwóch to
rów trójfazowych 750 icV wzdłuż przekrojów

1 - Plg, 2 - P3g, 3 - P 2 g , 4 - poza skrzyżowanie» pod teren dolny®

Przeprowadzona analiza teoretyczna pod skrzyżowanie» dwóch torów trój
fazowych dla danych zaczerpniętych z pracy D>] pozwala również na porówna
nie otrzymanych wyników (rys. 2 i 3) z wynikami badań modelowych (patrz 
praca [5], rys. 22 i 23) dokonanych na urządzeniu AMPE 76 [3̂ J. Z porówna
nia tego wynika, że w obszarze maksymalnych natężeń pola elektrycznego wy
stępuje różnica między obliczeniami teoretycznymi a badaniami modelowymi, 
nie przekraczająca Jednego procentu wartości obliczeniowej. Oznacza to, 
że przyjęty model matematyczny pola elektrycznego pod .skrzyżowaniem dwóch 
linii trójfazowych, dostatecznie odległych względem aiebie, wystarczająco 
dokładnie opisuje rzeczywistość. Można go więc zastosować przy ustaleniu 
usytuowania przewodów krzyżujących się torów trójfazowych ze względu na 
dopuszczalne natężenie pola elektrycznego przy powierzchni ziemi.
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THE ANALYSIS OF THE ELECTRIC FIELD UNDER THE CROSSING 
OP THE TWO TRIPI -PHASE CIRCUITS

S u m m a r y

The paper p r e s e n t s  a mathematical model for electric quazi-static field 
within the crossing of the two triple-phase circuits. Basic equations for 
the parameters o f  the elipses drawn during the period by a field tension 
vector being caught at any electrical point of the analysed zone were de
rived.


