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POTENCJAŁ WEKTOROWY NA GRANICY ŚRODOWISK POWIETRZA 
I PRZEWODNIKA METALOWEGO; DYSKUSJA POPRAWNOŚCI 
POSTAWIONEGO PROBLEMU BRZEGOWEGO

Streszczenie. Artykuł jest kontynuację zagadnienia podjętego w 
pracy C5J. Przeprowadzono dowód jednoznaczności rozwlęzania proble- 
■u brzegowego sformułowanego w pracy [5]. Artykuł podaje równie! 
Interpretację flzycznę pewnego rodzaju gęetoścl prędów, jakie nogę 
płynęć na brzegu obszaru.

1. Jednoznaczność rozwiązania potencjału wektorowego w przestrzeni

Problen brzegowy został postawiony w pracy [5] (punkt 3).Sprowadza eię 
on do obliczenia pola potencjału wektorowego w przestrzeni ([5j rys. l), 
w układzie cewka - bryła wetalu zasilanym prędem o częstotliwości do kil­
kudziesięciu tys. Hz. Rozpatrujemy etan ustalony sinusoidalnie zmienny. 
Potencjał wektorowy jest więc wektorowę funkcję punktu w przestrzeni trój- 
wyalerowej (zespolonę amplitudę).

Należy udowodnić jednoznaczność rozwlęzania problemu brzegowego. Załóż- 
my, że wbrew naszym przypuszczeniom, Istnieję dwa różne rozwlęzania poten­
cjału wektorowego Aj i A2 w całej przestrzeni ([5] rys. 1). Obie funk­
cje Aj i Ag spełnlaję Identyczne postulaty sformułowanego problemu. Ich 
różnica

spełnia w obszarze zajmowanym przez metal równania f5] (11), (14) 1 w ob­
szarze odpowiadajęcym przestrzeni powietrznej (ll), (20). Jeżeli udowed- 

/niny, że funkcje Aq znika tożsamościowo w całej przestrzeni, to dowód 
jednoznaczności będzie zakończony. Wykorzystany wektorowy niesymetryczny 
wzór Greena dla potencjału wektorowego A 1 sprzężonej wartości A*. w 
przypadku obszaru Va metalu 1 Vp powietrza (uwzględniajęo odpowiednio 
wzory C*] (14), (20) oraz znikanie oałki po sferze K dla R**oo , ([$]
rys. 2)), W przypadku powierzchni cewki zastosujemy powierzchnię K^flden-
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tycznio. Jak przy wyprowadzaniu wzoru [5] (27)), Całka powierzchniowa po 
Kc sprowadzi się do dwukrotnego całkowania po obu stronach powierzchni cew­
ki Sc. Otrzymujemy dla obszaru Vn zajmowanego przez metal /

J f f  (| V x  A|2 - k2|A|2 )dV . f f ( . A * x ( V x  A)^) . . nBdS (l)

V. 3

oraz obszaru Vp opisujęcego przestrzeń powietrznę

f f f l W  A|2 dV - f j (A*x (V  x A) ) , npdS +

VP

* t(A** ( V X  A)i ) - " + (A* X < V X  A),) • " ]
dS . (2)

W związku z nieciągłością wektora rotacji potencjału na S i S , odpo-c
Wiednie granice jednostronne wartości w obszarach VB 1 Vp oznaczono in­
deksem “n" i "p", a po obu stronach cewki i" (identycznie, Jak w pracy
[5] (25), (26)).
Prawe strony równań (l), (2) przekształcany wg wzoru

t

(A x B).C - A.(B x C) - B.(C X A). (3)

Dodatkowo, w przypadku całki powierzchniowej, we wzorze (l) wykorzystuje­
my zależność Q5] (33)

J j ( # x  (V  x A)- ) . nBdS * J J  A* . (( V x  A)^ x nB )dS ■

■ i A*- ' - ¡ ź , v x  * ’» * V ds • ' " * V  • V s -

Uwzględniając powyższe możemy do równania (2), zamiast całki powierzchnio­
wej po S, wprowadzić całkę objętościową z równania (i). Dodatkowo wy­
korzystujemy w przypadku całki po Se wzory (3) i [5] (26). Otrzymujemy

f f f l V x  A|2 dV - J J  A * . p  0IdS - - p i  J f f ( \ v x  A|2 - k2|A|2 )dV. (4 )

VP Sc *  V.

Gdyby rozwiązanie potencjału było wewnątrz obszarów VB i Vp niejedno­
znaczne, to różnice dwu rozwiązań Aq też spełniałaby równość (4 ), z u- 
względnlenien, że w całce po lewej stronie we wzorze (4 ) należałoby przy­
jąć I ■ 0 (funkcja Ae spełnia równość [5] (26) a równocześnie I * 0).
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»Ze wzoru (4 ) wynika również, że funkcja Aq spełnia:

- w obszarze VB równanie

Aq -  0 (5)

a więc 1 V  x A q « 0, (6)

- w obszarze V
P

V  X Ao « 0, (7)

W przeciwny« wypadku nie zachodziłaby równość części rzeczywistej i uro­
jonej obu stron zależności (4 ). Powyższe oznacza, że wefćtor Aq nożna w ob­
szarze Vp przedstawić Jako

A, - - V ? o. (8)

Ze wzorów (5 ), [5] (22), (34) wynikaję dla następujące wartości gra­
niczne :

-g-2' m o (dla punktów powierzchni s) (9)
° n

oraz w nieskończoności

v ¥’o R— 00 . (10)

CJak wynika ze wzorów (8) i Qs3 (ll) funkcja 'f0 Jest harnoniczna. Z po­
wyższego oraz z warunków (9 ) i (10) wynika dla zewnętrznego probleau Neu-
■anna zerowanie się funkcji V?0 < a i A0 (8), D 3  a. 52. Uwzględnia­
jąc (8), (9), (10) oraz (5 ) «ożeny stwierdzić, że Jeżli rozwiązanie przed­
stawionego w pracy £53 probleau brzegowego istnieje, to Jest jednoznaczne.

2. Sprawdzenie rozwiązań potencjału wektorowego [5]
pod kąte« spełniania postulatów problenu brzegowego [5]

Obecnie będziesy się starali wykazać, te uzyskane w pracy [5jwzory cał­
kowe (17), (28) spełniają w przestrzeni żądane równania różniczkowe £5]
(li), (14), (20). Pole gęstości H i SI £5], (i8), (19^ (klasy CQ ) są stycz­
ne do powierzchni S »¡sialu (iloczyny wektarowe, w których Jednys z czyn­
ników jest wektor n). Wartetó *ed«ł» pól wektorowych M I N  należy do
klasy ftrakcji stałych przy saiąnie współrzędnej lf  (pole N «a kierunek
w s p ó łr s ę d a a j V1 a H p p e e to p e tf ły  do V9 ) .
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Z twierdzeń podanych w pracach [3] s. 212, 214, [4] 3. 319, 462 wynika, 
że przy obliczaniu pochodnych potencjałów [5] (17), (28) dla X / Y aoż-

potencjał od gęstości M [5] (18) w całce £5] (2*) jest'sunę wektorowę 
pochodnych potencjału waretwy pojedynczej, będęc^go funkcję klasy C04 dla 
X ¡t Y ([3] s, 214). Obllczaay dywergencję potencjału [5] (17) (uwzględnie-
Jęc wzory (13), (14), (15))

d) N » ¡N|t, t(Y) - wektor Jednostkowy o kierunku współrzędnej V7, L - 
krzywa powstała z przecięcia się półpłaszczyzny 'f  = 0 z powierzch­
nię S.

Przy obliczaniu całki iterowanej względea współrzędnej p w wyrażeniu llb) 
funkcja |Nj jako stała (wg przyjętych założeń) noże być wyprowadzona przed 
znak całki. Korzystamy następnie z własności całki krzywoliniowej

C - krzywa zawknięta, 
t - wektor Jednostkowy styczny do C.

Na podstawie powyższego stwierdzany, ża całka [5j (17) spełnia równanie 
[5] (ll) w obszarze Vn opisujęcya bryłę aetalu, a [5] (28) spełnia [5] 
(li) w obszarze Vp odpowiadaj ęcya- przestrzeni powietrznej. Przy oblicza­
niu dywergencji potencjału [E] (28) wany, w porównaniu z [5] (17), dodat-

na przenieść różniczkowanie pod znak całki. Przykładowo, uwzględnlajęc 
zależność

V X • A - (Nv)dS » 0, (ll)

gdzie:

b> V x . (M x VyV) m M . (Vx x (Vxv )) - Vxv . (vx x M) » 0 (lla)

S L 0

gdzie:
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kowę całkę po powierzchni cewki o Identycznych własnościach, Jak wyraże­
nie (llb). w zależności (ll), Jak i dalej, rozszerzany funkcje M i N do 
określonych Jako stałe względem punktu X. Od rozszerzenia tego nie zależy 
określenie funkcji A wzoranl [5] (17), (28).

Przystępujemy do sprawdzenia czy wzór [5j (17) spełnia równanie [5 3 
(14). Obliczany rotację z potencjału Ls] (17)

V X x A ■ af iTvx x (M x v Yv)ds + b t  ffv x x (Nv)ds (12)
s s

gdzie punkt X należy do obszaru netalu (zbiór spójny i otwarty), a Y£ S 
Korzystajęc ze wzorów: ,

?x(A x B) » A V.B - BV.A + (B.V)a  - (A.V)B, (13)

V'A.B) - (A.V)B + (B.V)A + A'x(Vx B) + B x ( V x  a ), (14)

V x  C fA) - V f x  A ♦ r V x  A, (15)

otrzywuJeBy

V x X(M x VyV> = k2 Mv - V x( M. (Vyv) ). (16)

V x x(Nv) « V xv X N. (17)

Ponieważ interesuje nas Vx V x  A wyrażenia [5] (17), należy obliczyć 
rotację funkcji podcałkowych (16), (17). Zachodzi (uwzględniając wzory 
(13), (11), (15)): . * t

V x x (Vx x(m x Vyv)) « k2 V xv x M «. k2M x V yv, (18)

x (<7X x (N v )) = k2 Nv * Vx (n .(v xv )5. (19)

Zależności (16), (19) uzyskano, wykorzystując tożseność (13) (w przypadku 
wzoru (19) skorzystano pośrednio ze wzoru (17)). Drugie człony suw (16), 
(19) sę wynikien dodatkowego przekształcenie wg wzoru (ll)

-(M.Vx )Vxv - - V x («.Vxv).

Przy obliczaniu wyrażania V  x v  x A z potencjału [5j (17) wykorzystujeay 
wzory (18), (19)



V x * V x x A - k2 ( ^ / / n  X V YvdS + y f f r ^ S y
s s

+ v x ( ^ i i rM • ( v xv ) d s )* (20)
s

Uwzględniaj«e wzory (llb) i [5] (17), równość (20) przyjwoje postać
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V  x X * Vx x A . k2 A + Vx Jvx . ^fNvdS)j - k2A. (21)

(
Wzór (21) Jest identyczny z [5 J  (14), co wskazuje, że funkcja -[5 ] (17)
spełnia go tożaaaośclowo.

W wyrażeniu [ 5 ]  (28) w porównaniu z [5] (17) współczynnik k2 równy
Jest zeru. Operacja v x V x A z potencjału [5] (28) (uwzględniajęc wżo- 
ry (13), (14), (15)) przyjwuje następujęcę postać

V x x Vx x A = Vx f ^ / / N -vx (? )ds ♦ 33rii/‘oI*vx (r“ )dscl “ °* 
L 8 Sc

Funkcja w nawiasie kwadratowy* posiada Identyczne własności Jak (llb),a 
więc równa się zeru. Wyrażenie [5] (28) spełnia w przestrzeni powietrznej 
równanie różniczkowa [5] (20).

3. Interpretacja fizyczna pól gęstości prądów M I N

Poszczególna całki występujęce w równaniach [5] (17), (28) *aję cieka- 
wę interpretację flzycznę. Rozważny powierzchnię 2  z pętlanl prędów z o- 
kreślonę na »»iej powierzchnlowę gęstościę noaentu nagnetycznego M# [2J. 
Potencjał wektorowy od takiej powierzchni wyraża się wzoren ([2] s. 222)

A <x) " 4  JfV^ r \ x y) * Me dS(Y)' (22)

Porównujęc wyrażenia £5] (17), (28) z (22) dochodziny do wniosku, że pole 
gęstości warstwy pętli prędu M £5] (18) Jest pojęcie* analogiczny*, ‘je­
żeli chodzi o wywoływane skutki, z powierzchnlowę gęstościę *o*entu *a-
gnetycznego M .9

M - i o V (23)
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Różnica polega jedynie na tyn, że wektor M jest etyczny dó powierzchni 
S a wektor Mg we wzorze (22) proetopadły doZ-, Zależność (23) tłunaczy 
przyjęte wcześniej nazwę wektora gęstości warstwy pętli prędu M [5] (18). 
Gęstość warstwy pojedynczej prędu [5] (19), określona na powierzchni S B e ­
telu, Jest równa

N - y .1 , (24)

gdzie: ¿1 - przenikalneść nagnetyczna środowiska, I - gęstość powierzchnio­
wa prędu.

Nazwę gęstości warstwy pojedynczej prędu N przyjęto specjalnie w od­
różnieniu od gęstości warstwy podwójnej prędu L, którą zdefiniujeny obec­
nie. Przekeztałćny w tyn celu całki w wyrażeniach [Ś3 (17), (28) zwięzane
z wektorea M, wykorzystujęc tożsaaość wektorowę

A x (B x C) - (A.C)B - (A.B)C. (25)

Otrzynujeay

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

r
t - pole wektorów jednostkowych o kierunku potencjału A (w tya przy­

padku pole wersorów współrzędnej ¥  ).

W prawej stronie wzoru (26) rozpoznajeay całki podobne do wyrażeń związa­
nych z warstwę podwójną ładunku elektrycznego. W zwlęzku z powyższym funk­
cje wektorowe (29) i L ||(30), określone na S, otrzynuję nazwę gęsto­
ści warstwy podwójnej prędu elektrycznego. Przypuszczany, że całka (26) z 
funkcję L 11(30) przedstawia potencjał od warstwy podwójnej prędu, na któ­
rej gęstości powierzchniowe prędów I (24) sę wektorani równoległyni do po­
wierzchni S - rys. 1, (stęd indeks "II" we wzorze (30)). W zwlęzku z powyż­
szy» rozutowanien, całka (26) z funkcję L ±  (29) przedstawia potencjał od 
szeregu warstw podwójnych prędu prostopadłych do powierzchni S, określo­
nych na S - rys. 1 (stąd indeks "1“ we wzorze (29)). Logicznyn wnioskien 
wynikający« ze wzoru (26) 1 rys. 1 jeat fakt, że suae potencjałów warstwy

h r f f (A * n)x(vYv/)ds - w f f w  Llds + h r j j $ %  L ||ds
s s s

gdzie:

-j kr
v »(----- ) w przypadku wzoru C5] (17),

r (X ,Y )

v ■ ( —) w przypadku wzoru [5] (28),
V (X ,Y)

t-j, - |A|n.

L i r  "A *
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prądów o gęstościach L-p (29) i L ̂  (30) daje potencjał od gęsto­

ści warstwy pętli prądów M (23) (rys. l).

n n n n n h L i

H -U -u -N *  -n

Aby powyższe nie było tylko przypuszczenie», wy­
prowadzimy pewien związek łączący gęstość warstwy 
podwójnej prądu L|| z rzeczywisty»! gęstościawl war­
stwy pojedynczej prądu N (24). Załóżny, że weny 
dwa eleeentarne, identyczne płaty powierzchni
dSjfYj^) i dSg(Yg), równoległe i odległe od sie­
bie o A  n. Odległość A n  oraz wyeiary liniowe pła- 

5 - 4 4 4 5 - 4 4 4  M  ta dS są dużo enlejsze od elniealnych proeieni 
♦ * * * * •  krzywizny powierzchni Sj 1 S2 w punktach obli­

czeń Yj i Y2 (powierzchnie Sj i S2 są klasy
Rys* 1 Cg). W punkcie Y 1 na Sj określa« wektor gęsto­

ści warstwy pojedynczej prądu N (24), naprzeciw­
ko zaś w Y2 na Sg gęstość z przeciwny« znakle«, tj. -N. Potencjał li­
czony w dość dużej odległości w porównaniu zAn, oddzielnie od płatów ds^
1 dSg, w przestrzeni powietrznej wynosi:

. dS.(y . ) . dS_(Y_)
dA(x) ’ 4j-n r1,(v.y1‘? • w N rg-ry.Yg) -

“ ^f-N(An)^a (--rf-y p  - 7- n i7- T)ds(Y) -

- ^ N ( A » ) A »  Ir (i)(x Y)dS(Y). (31)

- wektor Jednostkowy prostopadły do S , Sg skierowany od dSg
do dSj.

rfZ.Yj) - odległość punktów X i Y j ,
Y - punkt leżąoy na odcinku Yj - Yg.

Zastosowano tutaj twierdzenie o wartości średniej pochodnej ,(p) w

punkcie Y odcinka Y^ - Yg. Wyrażenie (31) Jest analogiczne z drugą cał­
ką prawej strony równości (26), przy czym zakładany Istnienie następują­
cej grąniey J>

P
L„ - 11« N(An) An. (32)
B A n — 0 ,

gdzie:
n

(gęstość warstwy pojedynczej prądu N(An) jest funkcją odległości An).
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Tak więc gęstość warstwy podwójnej prędu L tj na zwięzek z dwiema warstwa­
mi rzeczywistych gęstości powierzchniowych prędu I (24) równoodległych 
od S, o przeciwnych kierunkach prędu - rys. 1.

LITERATURA

£lj BOCHENEK K.: Metody analizy pól elektroaagnetycznych. PWN Warszawa - 
Wrocław 1961.

[2j LITWIN R.: Teoria pola elektromagnetycznego. WNT Warszawa 1973.
[33 MARCINKOWSKA H . : Wstęp do teorii równań różniczkowych częstkowych.PWN 

Warszawa 1972.
[4] TICHONOW A.N., SAMARSKI A.A.: Równania fizyki aatenatycznej. PWN War­

szawa 1963. x
[53 WILCZYŃSKI E.: Problen brzegowy analizy pola elektromagnetycznego si­

nusoidalnie zmiennego w przestrzeni powietrznej i objętości metalu. 
Zeszyty Nauk. Pollt. Sl. Elektryka z. 75, 1981.

BEKTOPHŁia nOTEHigiŁJl HA rPAHHHE B03JPTIIH0Í} CPEHH 
H METAJUHHECKOrO nPOBOflHHKA,
AHCKyCCHH 0  HPABHJIbHOCTH HOCTABJIEHHOtł KPAEBOH I1P0EJIEMMH 

P e  3 b  m a

Ciatka aBzaeica npoAoxxeHaeu HCCAexoaasma npoCzemu, npexnpaaazoro a pa- 
fioTe [5]. npozabsasho xoKasazexkCTBo oxB03Ha*Hocza peaeaka c<t>opuyzHposaBBOB 
a paOoze [5] apaeBott 3axaw. Csazaa coxepxaz zoxe $H3B<iecKyB BHzepnpezamB 
HeKoioporo poxa haozboczh tokob, zozopue moryt npozezazt aa Kpab odxaczz.

S u m m a r y  ,

The paper is a follow-up problem taken up in the reference [5]. It has 
been proved that there is an explicit solution of the boundary problem for­
mulated in the reference [5]. The paper also present the physical inter­
pretation of a certain type of current density which can flow on the boun­
dary of the area.
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