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POTENCJAL WEKTOROWY NA GRANICY SRODOWISK POWIETRZA
I PRZEWODNIKA METALOWEGO; DYSKUSJA POPRAWNOSCI
POSTAWIONEGO PROBLEMU BRZEGOWEGO

Streszczenie. Artykut jest kontynuacje zagadnienia podjetego w
pracy C5J. Przeprowadzono dowdéd jednoznacznosci rozwlezania proble-
mu brzegowego sformutowanego w pracy [5]. Artykud podaje réwnie!
Interpretacje flzyczne pewnego rodzaju geetoscl predéw, jakie noge
ptyne¢ na brzegu obszaru.

1. Jednoznaczno$¢ rozwigzania potencjatu wektorowego w przestrzeni

Problen brzegowy zostat postawiony w pracy [5] (punkt 3).Sprowadza eie
on do obliczenia pola potencjatu wektorowego w przestrzeni ([5) rys- 1),
w uktadzie cewka - bryta wetalu zasilanym predem o czestotliwosci do kil-
kudziesieciu tys. Hz. Rozpatrujemy etan ustalony sinusoidalnie zmienny.
Potencjat wektorowy jest wiec wektorowe funkcje punktu w przestrzeni tréj-
wyalerowej (zespolone amplitude).

Nalezy udowodni¢ jednoznaczno$¢ rozwlezania problemu brzegowego. Zat6z-
my, ze wbrew naszym przypuszczeniom, Istnieje dwa rézne rozwlezania poten-
cjatu wektorowego Aj i1 A2 w catej przestrzeni ([5] rys. 1). Obie funk-
cje Aj i1 Ag speinlaje Ildentyczne postulaty sformutowanego problemu. Ich
roznica

spednia w obszarze zajmowanym przez metal réwnania 5] (11), (14) 1 w ob-
szarze odpowiadajecym przestrzeni powietrznej (I1l), (20). Jezeli udowed-
/niny, ze funkcje Aq znika tozsamosciowo w calej przestrzeni, to dowdd
jednoznacznos$ci bedzie zakonczony. Wykorzystany wektorowy niesymetryczny
wzér Greena dla potencjatu wektorowego A 1 sprzezonej wartosci A*. w
przypadku obszaru Va metalu 1 Vp powietrza (uwzgledniajeo odpowiednio
wzory C*] (14), (20) oraz znikanie oatki po sferze K dla R**oo , ([$]
rys. 2)), W przypadku powierzchni cewki zastosujemy powierzchnie K flden-
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tycznio. Jak przy wyprowadzaniu wzoru [5] (27)), Catka powierzchniowa po
Kc sprowadzi sie do dwukrotnego catkowania po obu stronach powierzchni cew-
ki Sc. Otrzymujemy dla obszaru Vn zajmowanego przez metal /

Jtf (VX Al2 - k2]A]2)dV ff(.A*x(Vx A)*).. nBdS m
V. 3

oraz obszaru Vp opisujecego przestrzen powietrzne

fFEEIW  AJ2 dV - fj (A*x (V X A) ) , npdS +

VP

* tA** (VX A)i ) - " + (A* X <VX A),) = "] as . @)

W zwigzku z nieciagtoscig wektora rotacji potencjatu na S i Sc' odpo-
Wiednie granice jednostronne wartosci w obszarach VB 1 Vp oznaczono in-
deksem “n"™ 1 "p", a po obu stronach cewki I (identycznie, Jak w pracy

Bl (25). (26))-

Prawe strony roéownan (1), (2) przeksztatcany wg wzoru
(A x B).C - A.(B x C) - B.(C X A). ©))

Dodatkowo, w przypadku catki powierzchniowej, we wzorze (1) wykorzystuje-
my zalezno$¢ Q5] (33)

Jj(#x (VxA)-) . nBdS *33 A*. ((Vx A)» x nB)dS =m

A "-jZ,ux *’» *V ds e TPV eV s-

Uwzgledniajac powyzsze mozemy do réwnania (2), zamiast catki powierzchnio-
wej po S, wprowadzi¢ catke objetosciowg z réwnania (i). Dodatkowo wy-
korzystujemy w przypadku catki po Se wzory (3) 1 [5] (26). Otrzymujemy

FEEIVX AJ2 dV -3 A*.p O1dS --pi Jff(\vx A]2 - K2JA[2)dV.  (4)
VP Sc * V.

Gdyby rozwigzanie potencjatu byto wewngtrz obszaréw VB i Vp niejedno-
znaczne, to ro6znice dwu rozwigzan Aq tez spedniataby réwnosé¢ (4), =z u-
wzglednlenien, ze w catce po lewej stronie we wzorze (4) nalezatoby przy-
ja¢ 1 m 0 (funkcja Ae speknia réwnos¢ [5] (26) a roéwnoczesnie 1 * 0).
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»Ze wzoru (4) wynika réwniez, ze funkcja Aq speknia:

- w obszarze VB réwnanie

Ag - O (5)
a wiec 1 V x Aq « O, ()

- w obszarze VP
V x Ao « o, Q)

W przeciwny« wypadku nie zachodzitaby réwnos$¢ czesci rzeczywistej i uro-
jonej obu stron zaleznosci (4). Powyzsze oznacza, ze wefctor Aq nozna w ob-
szarze Vp przedstawi¢ Jako

A, - -V?0. ®

Ze wzoréw (5), [5] (22), (34) wynikaje dla nastepujace wartosci gra-
niczne :

2" m 0 (dla punktéw powierzchni s) (©))
°n

oraz w nieskonczonosci

V¥0 R—o00 . (10)
Clak wynika ze wzoréw @)1 Qs3 (Il) funkcja -fo Jestharnoniczna.Z po-
wyzszego oraz z warunkéw () i (10) wynika dla zewnetrznego probleauNeu-
manna zerowanie sie funkcji VD< a i AO (8), D3 a. 52. Uwzglednia-

jac (8), (9), (10) oraz (5) «ozeny stwierdzi¢, ze Jezli rozwigzanie przed-
stawionego w pracy £53 probleau brzegowego istnieje, to Jest jednoznaczne.

2. Sprawdzenie rozwiagzan potencjatu wektorowego [5]
pod kate« spedniania postulatéw problenu brzegowego [5]

Obecnie bedziesy sie starali wykazaé¢, te uzyskane w pracy [5jwzory cat-
kowe (17), (28) spetniajg w przestrzeni zadane réwnania roézniczkowe £5]
(li), (14), (20). Pole gestosci H i I £5], (i8), (19" (klasy CQ) sg stycz-
ne do powierzchni S »jsialu (iloczyny wektarowe, w ktérych Jednys z czyn-
nikéw jest wektor n). Wartetdé *ed«#» pol wektorowych M 1 N nalezy do
klasy ftrakcji statych przy saignie wspétrzednej ¥ (pole N «a kierunek
wspéirsedaaj Vlia H ppeetopetfly do \9).
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Z twierdzen podanych w pracach [3] s. 212, 214, [4] 3. 319, 462 wynika,
ze przy obliczaniu pochodnych potencjatéw [5] (17), (28) dla X / Y aoz-
na przenies$é¢ roézniczkowanie pod znak cakki. Przyktadowo, uwzglednlajec
zaleznos¢

potencjat od gestosci M [5] (18) w catce £5] (2*) jest"sune wektorowe
pochodnych potencjatu waretwy pojedynczej, bedec”go funkcje klasy Coadla
X it Y ([3] s, 214). Obllczaay dywergencje potencjatu [5] (17) (uwzglednie-
Jec wzory (13), (14), (15))

VX A - (Nv)dS » 0, an

gdzie:

b>Vx . (M xVyV) mM . (W x (Vxv)) - Vxv . (wx x M) » 0 (11a)

S L 0

d) N » jNJt, t(Y) - wektor Jednostkowy o kierunku wspotrzednej V7, L -
krzywa powstata z przeciecia sie potptaszczyzny 'f= 0 z powierzch-
nie S.

Przy obliczaniu catki iterowanej wzgledea wspédrzednej p w wyrazeniu Ilb)
funkcja |Nj jako stata (wg przyjetych zatozen) noze by¢ wyprowadzona przed
znak catki. Korzystamy nastepnie z whasnosci catki krzywoliniowej

gdzie:
C - krzywa zawknieta,
t - wektor Jednostkowy styczny do C.

Na podstawie powyzszego stwierdzany, za catka [5J (17) spednia roéwnanie
[51 ({11) w obszarze Vn opisujecya bryte aetalu, a [5] (28) spetnia [5]
(li) w obszarze Vp odpowiadaj ecya- przestrzeni powietrznej. Przy oblicza-
niu dywergencji potencjatu [E] (28) wany, w poréwnaniu z [5] (17), dodat-
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kowe catke po powierzchni cewki o ldentycznych wkasnosciach, Jak wyraze-
nie (Ilb). w zaleznosci (Il1), Jak i dalej, rozszerzany funkcje M i N do
okreslonych Jako state wzgledem punktu X. Od rozszerzenia tego nie zalezy
okreslenie funkcji A wzoranl [5] (17), (28).

Przystepujemy do sprawdzenia czy wzér [5)] (17) spednia réwnanie [53
(14). Obliczany rotacje z potencjatu Ls] (17)

VX x A m af iTvx x (MxvYv)ds + bt ffvx x(Nv)ds 12)
s s

gdzie punkt X nalezy do obszaru netalu (zbiér spéjny i otwarty), a YE S
Korzystajec ze wzorow: .

?x(A X B) » AV.B - BV.A + (B.V)a -(A.V)B, (13)
V*A.B) - (A.V)B + (B.V)A + A"x(Vx B) + B x(VX a), (14)
Vx CcfA) - VFx A ¢ rVx A, (a5)
otrzywuJeBy

Vx XM xVyV> = k2 Mv - Vx(M. (Wyv) ). (16)
VX X(NV) « Vxv x N. an
Poniewaz interesuje nas Vx Vx A wyrazenia [5] (17), nalezy obliczy¢
rotacje funkcji podcatkowych (16), (17). Zachodzi (uwzgledniajgc wzory

(13), (A1, 19): -t
Vx x (Vx x(m X Vyv)) « k2 Vxv x M « k2M x Vyv, (18)
X X x(Nv)) = k2 Nv * Vx (n.(vxv )5. 19

Zaleznosci (16), (19) uzyskano, wykorzystujgc tozsenos$¢ (13) (w przypadku
wzoru (19) skorzystano posrednio ze wzoru (17)). Drugie cztony suw (16),
(19) se wynikien dodatkowego przeksztatcenie wg wzoru (1)

-(M.VX)Vxv - - Vx(«.Vxv).

Przy obliczaniu wyrazania V x v x A z potencjatu [5] (17) wykorzystujeay
wzory (18), (19)
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VX *Vx x A - k2(~//n xVYvdS + yFfr~Sy
s s

+vx (~NiirM « (vxv)ds)* (20)
S

Uwzgledniaj«e wzory (llb) i [5] (17), roéwnos¢ (20) przyjwoje postac

Vy X VX X A . K2 A + VXX . AFNVAS)J - k2A. 1)

Wzér (21) Jest identyczny z [53 (14), co wskazuje(, ze funkcja -[5] an
spednia go tozaaaosclowo.

W wyrazeniu [5] (28) w pordéwnaniu z [5] (17) wspoétczynnik k2 rowny
Jest zeru. Operacja vx Vx A z potencjatu [5] (28) (uwzgledniajec wzo-
ry (13), (14), (15)) przyjwuje nastepujece postac

VX XVX XA = VXen s/ Noux (@ )ds # 33rii/ o 1*vx (r )dscl “ °*
L 8 sc

Funkcja w nawiasie kwadratowy* posiada ldentyczne wkasnosci Jak (llb),a
wiec rowna sie zeru. Wyrazenie [5] (28) spei#nia w przestrzeni powietrznej
réwnanie roézniczkowa [5] (20).

3. Interpretacja fizyczna pél gestosci pradéw M I N

Poszczegb6lna catki wystepujece w réwnaniach [5] (17), (28) *aje cieka-
we interpretacje flzyczne. Rozwazny powierzchnie 2 z petlanl predéw z o-
kreslone na »»iej powierzchnlowe gestoscie noaentu nagnetycznego M# [2J.
Potencjat wektorowy od takiej powierzchni wyraza sie wzoren ([2] s. 222)

AX) "4 JIFVATr\xy) * Me dS(Y)" 22)

Poréwnujec wyrazenia £5] (17), (28) z (22) dochodziny do wniosku, ze pole
gestosci warstwy petli predu M £5] (18) Jest pojecie* analogiczny*, “je-
zeli chodzi o wywotywane skutki, z powierzchnlowe gestoscie *o*entu *a-
gnetycznego M9

M -ioV 3
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Ré6znica polega jedynie na tyn, ze wektor M jest etyczny dé powierzchni
S a wektor Mg we wzorze (22) proetopadty doZ-, Zaleznos$¢ (23) thunaczy
przyjete wczesniej nazwe wektora gestosci warstwy petli predu M [5] (18).
Gestos¢ warstwy pojedynczej predu [5] (19), okreslona na powierzchni S Be-
telu, Jest rowna

N -y.1, @4)

gdzie: (1 - przenikalne$¢ nagnetyczna S$rodowiska, | - gestos$é¢ powierzchnio-
wa predu.

Nazwe gestosci warstwy pojedynczej predu N przyjeto specjalnie w od-
réznieniu odgestosci warstwy podwéjnej predu L, ktorgzdefiniujeny obec-
nie.Przekeztakény wtyn celucatki w wyrazeniach [$3(17), (28)zwiezane
z wektorea M, wykorzystujec tozsaao$¢ wektorowe

A x (B xC) - (A.C)B - (A.B)C. (25)
Otrzynujeay
h . i, (26)
rff(A nx(vYwW)ds - w f fw Llds + hrjj$% L]|ds
s s s
gdzie:
-jkr
vV »(———- ) w przypadku wzoru C5] (17), @n
r XY
vV E( ) w przypadku wzoru [5] (28), (28)
Vo X,Y)
tj, - |AIn. (29)
30
Lir "A* 0

r

t - pole wektoréw jednostkowych o kierunku potencjatu A (w tya przy-
padku pole wersoréow wspédrzednej ¥ ).

W prawej stronie wzoru (26) rozpoznajeay catki podobne do wyrazeh zwigza-
nych z warstwe podwéjng +adunku elektrycznego. W zwlezku z powyzszym funk-
cje wektorowe (29) 1 L |1(0), okreslone na S, otrzynuje nazwe gesto-
Sci warstwy podwéjnej predu elektrycznego. Przypuszczany, ze catka (26) z
funkcje L 11(30) przedstawia potencjat od warstwy podwéjnej predu, na ktoé-
rej gestosci powierzchniowe predéw 1 (24) se wektorani réwnolegtyni do po-
wierzchni S - rys. 1, (sted indeks "II'" we wzorze (30)). W zwlezku z powyz-
szy» rozutowanien, catka (26) z funkcje L+ (29) przedstawia potencjat od
szeregu warstw podwéjnych predu prostopadtych do powierzchni S, okreslo-
nych na S - rys. 1 (stad indeks "1* we wzorze (29)). Logicznyn wnioskien
wynikajacy« ze wzoru (26) 1 rys. 1 jeat fakt, ze suae potencjatéw warstwy
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pradéw o gestosciach Lp (29) i L~ (30) daje potencjat od gesto-
Sci warstwy petli pradow M (23) (rys. D).

Aby powyzsze nie byto tylko przypuszczenie», wy-
prowadzimy pewien zwigzek 4gczacy gestos¢ warstwy
podwéjnej pradu L||] z rzeczywisty»! gestosciawl war-
stwy pojedynczej pradu N (24). Zatdézny, ze weny
dwa eleeentarne, identyczne ptatypowierzchni

dSjfyj~) i1 dSg(Yg), roéwnolegte i odlegte od sie-
bie o A n. Odlegtos¢ An oraz wyeiary liniowe pta-

nnnnnh Li

H-U-u-N* -

5-4445-444M ta dS sa duzo enlejsze od elniealnych proeieni

¢ F T K. krzywizny powierzchni Sj 1 S2 w punktach obli-
czeh Yj 1 Y2 (powierzchnieSj iS2 sa klasy
Rys* 1 Cg). W punkcie Y1 na Sj okresla« wektor gesto-

Sci warstwy pojedynczej pradu N (24), naprzeciw-
ko zas w Y2 na Sg gestos¢ z przeciwny« znakle«, tj. -N. Potencjat li-
czony w dos$¢ duzej odlegtosci w poréwnaniu zAn, oddzielnie od ptatéw ds?
1 dSg, w przestrzeni powietrznej wynosi:

ds.(y-) . as_(¥.)
dA(X) 7 4)-n rl(v.yl? « w N rg+y.YQ)-

“ NfF-N(An)?a (--rfy p - 7-n 17-T)ds(Y) -

- ANCA»)A» Ir (1)(x Y)dS(Y). (31)
gdzie:
n - wektor Jednostkowy prostopadty do S , Sg skierowany od dSg
do dSj-
rfZ_Yj) - odlegtos$¢ punktéw XiYj,
Y - punkt lezgoy na odcinku Yj - Yg.
Zastosowano tutaj twierdzenie o wartosci Sredniej pochodnej (P w

punkcie Y odcinka Y~ - Yg. Wyrazenie (31) Jest analogiczne z druga cat-
ka prawej strony réwnosci (26), przy czym zaktadany lIstnienie nastepuja-
cej graniey J>

P

L, - 11« N(CAn) An. (32)
B An-o0 ,

(gestos¢ warstwy pojedynczej pradu N(An) jest funkcja odlegtosci An).
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Tak wiec gestos¢ warstwy podwéjnej predu LY na zwiezek z dwiema warstwa-
mi rzeczywistych gestosci powierzchniowych predu 1 (24) réwnoodlegtych
od S, o przeciwnych kierunkach predu - rys. 1.
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BEKTOPHLia nOTEHigitJl HA rPAHHHE BO3JPTIIHOI} CPEHH
H METAJUHHECKOrO nPOBOfIHHKA,
AHCKyCCHH 0 HPABHIIbHOCTH HOCTABIIEHHOtt KPAEBOH [1POEJIEMMH

Pe3bma

Ciatka aBzaeica npoAoxxeHaeu HCCAexoaasma npoCzemu, npexnpaaazoro a pa-
fioTe [5]. npozabsasho xoKasazexkCTBo oxB03Ha*Hocza peaeaka ctquyzHposaBBOB
a palOoze [5] apaeBott 3axaw. Csazaa coxepxaz zoxe $H3B<iecKyB BHzepnpezamB
HeKoioporo poxa haozboczh tokob, zozopue moryt npozezazt aa Kpab odxaczz.

THE ATMOSPHERE AND E COND

THE COR R GENES PR 1 AFEACPEETEBUNDARY OF THE TWO MEDIA
UCTOR: DISCUSSION OVER THE
BOUNOARY PROBLEM

Summary ,

The paper is a follow-up problem taken up in the reference [5]. It has
been proved that there is an explicit solution of the boundary problem for-
mulated in the reference [5]- The paper also present the physical inter-
pretation of a certain type of current density which can flow on the boun-
dary of the area.



