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Streszczenie. Artykut wieze sie z tematyke prac [4), [5]- dal-
szy» ciegu przeprowadza sie dyskusje poprawnosci problemu brzegowe-
go postawionego w pracy £4j. Zaistniata konieczno$¢ doktadnego spre-
cyzowania wszystkich nieregularnosci wzoréw catkowych przedstawio-
nych w pracy Uzyskany uktad réwnan catkowych jest punktem wyjs$-
cia w zagadnieniu istnienia rozwlezania problemu brzegowego.

1. Réwnania potencjatu wektorowego w przestrzeni

Potencjat wektorowy A obliczamy w przestrzeni [4] (rys. 1). Przypu-
szczany, ze uzyskane wzory catkowe [4] (17) (28) potencjatu A pozwole na
rozwiezanle sformutowanego w pracy [4j problemu brzegowego. Ze wzorami ty-
mi zwlezane se powierzchniowe pola gestosci warstwy pojedynczej i podwéj-
nej predow M i N [4] (18). (19):

M = A X n (1)

Ne (VxA) xn . (2)

Ich Interpretacje fizyczne oraz zwlezek z rzeczywistymi gestos$ciami pre-

doéw powierzchniowych opisano w pracy [5], punkt 3. Z warunku symetrii o-

alowo-obrotowej potencjatu wektorowego A ([4], punkt 3), wynikaje warunki
symatrii dla p6l gestosci M (1) i N (2), ([53. punkt 2).

W pracy [5} zdefiniowano roéwniez powierzchniowe pola gestosci warstwy
podwéjnej predow Li*1 L ([s) (29), (30)):

LM« Ja ] « , 3)

i»n *(4)
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Wielkosci (3), (4) zwiezane 3? z gestosci? pradu M (1), £5], Zaktadamy, ze

pola (3), (4) klasy CQ nalez? do klasy funkcji statych przy zeianie wspét-
rzednej “fF(pole Ly aa kierunek wspétrzednej Y*a L~ kierunek pola wek-

toréw noraalnych do S). Przepiszemy wzory catkowe [4] (17), (28), wykorzy-
stujac zaleznos$¢ [6J (26) oraz zdefiniowane wielkosci (2), (B), (4):

A<x) m® |\ I<Yy>W TAT-)" Y) d8<Y> *

e» | 1«(V) ") (x-rj ds(y> *

¢ 3B-~ATM. fY>(a-F- ) (x VJ dS,YI' - - <>

X(X) 3 * | VY>«™(r) (x,y)ds(y>* ffi|fVyY>

«$* Lh<Y>5 A~ ) (XY ds® x* IV (4), TF<h>e <8’

Pole gestosci warstwy pojedynczej predu we wzorze (5) jest wartosci?

graniczne rotacji potencjatu (2) w punkcie Y g S, pr?y zblizaniu sie

punktu obliczen Y do S z wnetrza obszaru aetalu, natoaiast Np we wzo-
rze (6) wartos$ci? graniczne przy zblizaniu sie punktu Y do S z prze-

strzeni powietrznej. Wzér (5) podaje rozktad potencjatu wewnetrz aetalu a
(6) w przestrzeni powietrznej.

2. Regularnos$¢ wzoroéw catkowych (5). (6) w przestrzeni

Funkcja [53 (28) Jest tzw, rozwigzaniem podstawowya réwnania skalarnego
Laplace’s [5] (27) rozwiagzaniem podstawowy« roéwnania Jednorodnego Helmhol-
za. Ola punktéow X / Y rozwiezenia podstawowe [5] (27), (28) se funkcja-
si analitycznymi. Zaktadaay, ,ze gestosci L~, Lj(, N*, Np sa klasy CQ.
Tak wiec funkcje podcatkowe we wzorach (B) i (6) se rowniez funkcjami®ana-
litycznymi wzgledem punktu X g Y £S. .Na podstawie powyzszego oraz twier-
dzen odnos$nie kiesy clegtosci potencjatu warstwy pojedynczej i podwéjnej
(&] s. 212, 214) twlerdzley, za funkcja (5), (6) s? klasy C,_ w zbiorze
R - S 1 Sc. Oezeli chodzi o kwestie regularnosci rozwiezan (5), (6),
przy zblizaniu sie punktu obliczen X do powierzchni S. istniej? twier-
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dzenia dotyczace zastosowan teorii potencjatu przy rozwigzywaniu réwnan
rézniczkowych czastkowych eliptycznych drugiego stopnia [3]. Catki we wzo-
rach (5), (6) o gestosciach [I/MSTN~, 1I/45TNp, 1/451~1 maja charakter tzw.

potencjatu warstwy pojedynczej. Posiadajag nastepujace whasnosci £3], S.
319, 462: / /
- poza punktami powierzchni S potencjat warstwy pojedynczej spednia w

przestrzeni odpowiednie réwnanie Jednorodne [4] (14) lub (20) (funkcja
klasy Cx) ,

- potencjat Jest okreslony w punktach powierzchni S Jako catka niewtasci-
wa bezwzglednie zbiezna 1 Jest funkcjg ciagta w catej przestrzeni.

Catki we wzorach (5), (6) o gestosciach 1/4STL|] maja charakter potencja-
+ow warstwy podw6éjnej w(x) o nastepujacych whasnosciach ([3j , s- 316,461):

- poza punktami powierzchni S potencjat W(x) spetnia w przestrzeni od-
powiednie roéwnanie Jednorodne f£4] (14) lub (20) (funkcja klasy C<J,
- catka jest zbiezna w punktach brzegu. Jezeli powierzchnia S Jest klasy

Q-

- funkcja W(x) na skok w punktach powierzchni S i zachodzag zwigzki:

Ww(x#) = W(X0> & 2JT-

(N
~ Ly(X )
Wz(xo) = W(XO) - ZST"!\S'F
gdzie:
y 'y 2 P
aCT - gestos$¢ warstwy podwdjnej.
Ww(XQ) - wa.rto$¢ graniczna potencjatu przy dazeniu punktu X do X z
wnetrza obszaru,
Wz (XQ) -Jak wyzej tylko z zewnatrz,
w(xo) - TSt JIJILNCY) ds(Y)- @)
S
v(X,Y) -Tfunkcje [6]1 (27) lub (28),
n -pole wektoréw Jednostkowych, normalnych .skierowanych do wne-
trza obszaru,
S -brzeg obszaru ograniczonego, spedniajacego dlapewnejnatu-
ralnej liczby k warunek W?) £1], s. 212,
Ww*Wz*W,LN” funkcje wektorowe o wspodrzednych skalarnych.
Pozostat problsm regularnosci potencjatéw z gestosciag we wzorach

(5), (6). Oak wspomniano powyzej sa to funkcje ciggt.e w przestrzeni poza
brzegiem S obszaru. Nalezy okres$li¢ potencjat (5), (6) od gestosci w
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punktach X 6 S. Wektor okreslony na powierzchni S w tréjwymiarowej
przestrzeni eiiklidesowej , posiada najog6lniej trzy skalarne sktadowe. Po-
tencjat Vv(xX) od jednej takiej sk#adowej, np. \ , w przypadku wzoru (6)
przyjmie posta¢ (dla X 4 Y)

Potencjat wektorowy od gestosci we wzorze (6) jest wiec wektorem o
wspotrzednych typu (9), okreslonych wzgledem trzech osi przyjetego ukta-
du wspétrzednych. Nieregularnosci potencjatu (9) od gestosci ~dotycze w
takim samym stopniu potencjatu od gestosci . Oprzemy sie tutaj na wy-
nikach pracy [2] odnos$nie potencjatu

u(x) - J dsqy). (10)

Okreslajec w poblizupowierzchni S pole (10) oraz jego pochodne prze-
strzenne, zaktadano, ze S sktada sie ze skoniczonej ilosci ptatéw anali-
tycznych oraz 5\,(Y) rowniez Jest funkcje analityczne [2j. Przy tych zato-
zeniach Prof. E. Martensen [2] udowodni4 Istnienie na S lokalnych wspét-
rzednych 0f.G), nazwanych w pracy [2] M-wspdé4rzednyml. Postaramy 3ie zde-
finiowa¢ te wspodrzedne w dostatecznie matym otoczeniu punktu PQ, leze-
cego wewnetrz ptata S. Oezeli z punktu PQ zatoczymy sfere SGo promie-
niu G dostatecznie matym, to wspdélna czes¢ SfISg utworzy dla0O” s< eo
Jednoparametrowe rodzine krzywych zamknietych. Przyjmujemy na ptaszczyz-
nie stycznej SC do S w PQ pewien ustalony kierunek oraz wektor Jed-
nostkowy e, tworzecy z tym kierunkiem ket f . Wektor I wyznacza orto-
gonalne trajek-torie rodziny krzywych Sf] Sg. M-wspétrzedne(f,G) opisuje
jednoznacznie kazdy punkt P6 S otoczenia punktu PQ dla 0 7 < 0Q.

Tak Jak w pracy [2] musimy zakozy¢, ze gestos¢ X we wzorze (9) jest
funkcje analityczne, a powierzchnia S metalu - powierzchnie analityczne.
W punkcie P~ES (w granicach sfery Sg) wprowadzamy M-wspétrzedne (Y’,<?).
Sfera Sg wycina woké+ punktu P ptatek SG powierzchni S. Uwzglednia-
jac powyzsze mozna udowodnié¢, ze:

- potencjat (9) od gestosci 'K Jest funkcje ciegte dla X.f Y6 S,

- przy zdezaniu punktu X do PQ «S po prostej nachylonej pod pewnym ketem
do wektora n(Q) normalnego do S, potencjat (9) w PQ jest réwniez
funkcje ciegte, niezaleznie od keta nachylenia tej prostej,

- wartos$¢ potencjatu (9) w Po Jest okreslona w sensie wartosci gtownej
Cauchy’ego (pierwsza cze$¢ wzoru (I1) dla (?-»0, S®-— 0).

Potencjat (9) dla punktu P 6S liczymy oddzielnie dla powierzchni S-S®
1 sC. Otrzymujemy
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VP ) . WY) O ds(y) -
0 G)  (pay)

SJtt . (g8 ir78 ?|S *VI)G * o(G2) (11)

Dla pronienia G 0 ptatek SG oraz druga czes¢ wzoru (Il) deze do ze-
ra. Wielkosci ¢g8* .77, rj3 oznaczaj? odpowiednio tensor odwrotny pod-
stawowego tensora ptata S, symbol Christoffela oraz pochodne czestkowe wek-
tora wodzecego powierzchni S wzgledem wspédrzednych parametrycznych ptata
S. Szczeg6towy dowdd powyzszego twierdzenia zostanie przedstawiony w in-
nej publikacji. Biorec pod uwage wynik (Il) aozeay stwierdzié, ze poten-
cjat wektorowy (5), (6) od gestosci wektorowej Lx(Y)# bedecej superpozy-
cje skalarnych gestosci typu X(Y), nalezy uzna¢ clegtya dla punktéw XSS

3. Sprawdzenie rozwigzan potencjatu wektorowego (S), (S)
pod katea spedniania postulatéw probleau brzegowego

Obecnie wykazeay, ze rozwlezanla (5), (6) spekniaj# zatozone w probls-
aie brzegowym ([4] punkt 3) warunki brzegowe ([4] (25), (26)) na powierz-
chni  Sc cewki. Wektor Jednostkowy n, noraalny do So> we wzorach[4](25}
(26) posiada zwrot w kierunku do powierzchni cewki (w wielkosciach ozna-
czonych znaczkiem®™ Jak i "). Dek wynika z rozwazan punktu 2, potencjaty
(5). (6) se funkcjami ciggtymi w catej przestrzeni, z wyjetkiea punktoéw
Rowierzchni S aetalu, a wiec spedniaj# w punktach POS S c warunek [4}
(25). Nieciegtosc pela indukcji elektromagnetycznej okreslona warunkiem

[4] (26) ma zwlezek z potencjatem A we wzorze (6)
VvV X) “4-]1FIQ)r) ) ds(Y)- (2)

Pozostate catki wzoru (6) naleze do klasy dla X£ Sc - punkt 2. Dak
wynika z uwag w pracy [5], punkt 2, przy obliczaniu pochodnej z potencja-
+u (12) aozeay przenielé¢ rozniczkowanie pod znak catki (dla X § Y fi §$).
Obliczamy wyrazenie (vx X ) x n(P0O) potencjatu (i2), korzystajac ze
wzorow [5] (15), (25):
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(Vx x Ac(X)} x n(Po) = JILvx(@i) x 1(Y)] x n(Po) dsS(Y) =
Sc
(i I\ _9A iX)
ary P e P on BN T aGy “
C

Pochodny (i?.} obliczamy w punkcie X nie lezgcym na S , w dostatecznie
matym otoczeniu punktu PQ 6 Sc, w ktorym okreslono state pole wektorow
normalnych. Jednostkowych n(PQ). Wkasnosci pochodnej w kierunku normal-
nym do Sc (13) fiotencjatu (12), okresla twierdzenie podane w pracy fl]
s. 220, Dotyczy ono potencjatu warstwy pojedynczej V(X)

V(X) = |J Gi(Y) EQX-Y) dSc(Y) = =

Sc

11 M [- A1) (XEY)] dSc(Y) " Ac(x) =

z gestoscig powierzchniowg fl= X(y), ktéra w naszym przypadku Jest
funkcja wektorowg. Deszcze raz podkreslamy, ze pole n(P ) we wzorze (13)
definiujemy identycznie, jsk w warunkach [4] (25), (26), tj. po obu stro-
nach .cewki wektor n(P ) zwrdécony jest w kierunku powierzchni S_(inaczel
niz w twierdzeniu p’odanym w pracy [1], s- 220, gdzie wektor n(y) ma taki
sam zwrot po obu stronach powierzchni). Zalezno$¢ C4] (26) przyjmie po-
sta¢ (uwzgledniajac wzér (13) oraz twierdzenie [lj, s. 220)

(9ACY (9A))Y \( av —ix=v. 1(Y 14
\8n(p)/ +Vvaap)ji w "7 \I{z ey 10 as

Przewidywane rozwigzania (5), (6) potencjatu wektorowego w przestrzeni
spedniaja zatozone w problemie brzegowym ([4) punkt 3) warunki [4] (25),
(26) na powierzchni cewki.

»
4. Uktad rownan catkowych na powierzchni rozdziatu $Srodowisk
metalu i powietrza

W celu uzyskania pednego rozwigzania problemu przedstawionego w pracy
[XI punkt 3, nalezy znalez¢ spos6b obliczenia gestosci (1), (2) we wzo-
rach [4] (17), (28). Logiczne wydaje sie zapisanie rownan (5), (6) dla
punktéow X 6 S, wykorzystujac rozwazanis punktu 2, traktujace o niecieg-
+osciach catek (5), (6) na S. Uzyskujemy w ten spos6b uktad dwu réwnan
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catkowych o dwu niewiadomych funkcjach A i (yx A)x n, okreslonych na
powierzchni S metalu. Potencjat wektorowy A jest funkcje clegte w catej
przestrzeni #tecznie z powierzchnie cewki (brak rzeczywistych gestos$ci war-
stwy podwéjnej predu Ll [53 (32)). Z kolei we wzorach (5), (6) catki =z
gestoscie L || (4) maje nieciegtos¢ postaci (7) przy zblizaniu sie punk-
ty X do powierzchni S z wnetrza danego obszaru. Potencjat wektorowy
(5), (6) zapisany dla punktéow P e S. bedzie réznit sie w pordéwnaniu ze
wzorami (5), (6) jedynie wartoscie 1/2 Lj|(Y), dodane po prawaj stronie
réwnan ze znakiem jsinus (). Wykorzystujac wzory (@), @), ), (G), G),
(7) otrzymujemy

.<p> - «<*>

i 520 Glay ko eyt
+M K (VxAX N Y)B(” - (PjY) ds(Y) (15)

AP = 1_JITAIn(Y)L1I_ (1) (p~  ds(Y).

A F BAMIA (Hp . Y)ds(Y> + 20 f i(Y-<?)(p.Yo)ds(y2>
o]

A)x n i) ds (Y), (16)

L-33 (v %Y)p' ¢H)

gdzie punkt P £ S.

Pole wektoréw n we wzorze (15) skierowane Jest na zewnetrz obszaru me-
talu, a we wzorze (16) ma zwrot przeciwny. Ze wzgledu na rézne wartosci
przenikelnosci magnetycznej metalu i powietrza H®Q uzyskujemy dla kaz-
dego punktu P £ S dodatkowe réwnanie

7- ((V x A)x n) - — 1(yxA)xn) m =0. an
&0 ) m (Y )m

Obecnie zagadnienie istnienia rozwigzania problemu brzegowego przedstawio-
nego w pracy fkj, punkt I, zostato sprowadzone do rozwigzania uk#adu roéw-
nan (15), (16), (17), Zagadnienie to bedzie rozpatrywane w kolejnej pu-
blikacji.



136 E. Wilczynski

[1] MARCINKOWSKA H. : Wstep do teorii roéwnan rézniczkowych czestkowych.PWN
Warszawa 1972.

[2] Metody geometryczne w fizyce i technice. Praca zbiorowa. WNT, Warsza-
wa 1967.

[3] TICHONOW A_N., SAMARSKI A_A. : Réwnania fizyki matemetycznej. PWN,War-
szawa 1963.

[4] WILCZYNSKI E.: Probie» brzegowy analizy pola elektroaagnetycznego si-
nusoidalnie zaiennego w przestrzeni powietrznej i objetosci metalu.*
ZN Pol. $I1., Elektryka z. 75, (w druku).

[5] E. WILCZYNSKI: Potencjat wektorowy na granicy $rodowisk powietYza i
przewodnika metalowego, dyskusja poprawnosci postawionego problemu
brzegowego. ZN Pol. SI. Elektryka z. 75, (w druku).

Wptyneto do Redakcji w maju 1980 Recenzent
Doc. dr hab. Marek Brodzki

BOIZPOC PEAJIBHQCTK PEHIEEHH KPAEBOft nPOEJIEMH AHAIM3A
SIffiIKTPOMAHETITECKOrC DOJIH. B BOSIPTEHOM UPOCTPAHCTBE
H 0BJIACTH METAJijIA

P e 3aka

Ciatbji CBHsaHa c TeuaiHKoa padoi [4], [5j- EpoflOJizaerca. ZHCKyccHH otho-
cHiejibHO npaBHJii.HOCTa jcpaeBOft 3a”a”H, nocTaBzeHHoa b paCoTe M - BO3HHKZa
Heodxo”BMocThb soqHoro onpeAezeaHfl Bcex HeperyzspHOCTeft HHierpazbHux $opiiyz,
upeAcraBzeHHHx b pafloie [4j. OozyqeHHaa cucTeiia HHTerpazbaax ypaBHernia hb-
zaeicft HcxozHoa Togxofi b Bonpoce peazbHooTH pememsfl Kpaesoft 3a,nagn.

THE PROBLEM OF SOLVING THE BOUNDARY ANALYSIS OF THE ELECTRO-MAGNETIC
FIELD IN THE ATMOSPHERE AND METAL VOLUME

Sumoary

The paper is linked with the subject of papers [4], [563. Discussion is
centered on the correctness of the boundary problem in reference [4}. A
necessity of making all the irregularities of integral formulas in the re-
ference [4} more prleise came about. The system obtained for integral
equations is the starting” point in the question of the existence of possi-
bility to solve the ho,“."<dary problem.



