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Streszczenie. Artykuł więżę się z tematykę prac [4j, [5]. dal­
szy» cięgu przeprowadza się dyskusję poprawności problemu brzegowe­
go postawionego w pracy £4j. Zaistniała konieczność dokładnego spre­
cyzowania wszystkich nieregularności wzorów całkowych przedstawio­
nych w pracy Uzyskany układ równań całkowych jest punktem wyjś­
cia w zagadnieniu istnienia rozwlęzania problemu brzegowego.

1. Równania potencjału wektorowego w przestrzeni

Potencjał wektorowy A obliczamy w przestrzeni [4] (rys. l). Przypu­
szczany, że uzyskane wzory całkowe [4] (17) (28) potencjału A pozwolę na 
rozwięzanle sformułowanego w pracy [4j problemu brzegowego. Ze wzorami ty­
mi zwlęzane sę powierzchniowe pola gęstości warstwy pojedynczej i podwój­

nej prędów M i N [4 ] (18). (19):

Ich Interpretację fizycznę oraz zwlęzek z rzeczywistymi gęstościami prę­
dów powierzchniowych opisano w pracy [5], punkt 3. Z warunku symetrii o- 
alowo-obrotowej potencjału wektorowego A ([4], punkt 3 ), wynikaję warunki 
symatrii dla pól gęstości M (l) i N (2), ([53. punkt 2).

W pracy [5} zdefiniowano również powierzchniowe pola gęstości warstwy 
podwójnej prędów Lj^ 1 L|j ([sj (29), (30)):

M ■ A x n ( 1 )

N e  (V x A) x n . ( 2 )

L ^ «  |a | « , (3)

i»n (4)
*
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Wielkości (3), (4) zwięzane '3? z gęstości? prądu M (l), £5], Zakładamy, że 
pola (3), (4) klasy CQ należ? do klasy funkcji stałych przy zeianie współ­

rzędnej 'f (pole L y aa kierunek współrzędnej Y* a L^kierunek pola wek­
torów noraalnych do S). Przepiszemy wzory całkowe [4] (17), (28), wykorzy­
stując zależność [5J (26) oraz zdefiniowane wielkości (2), (3 ), (4):

A < x )  ■ ® | \ l <Y> W T ^ T - ) ^  Y )  d 8 < Y >  *

• » | ’L«(V) i'"’) (x-rj ds(Y> *

♦ 3B-^TM. fY>(a-F— ) (x VJ dS,Yl ' • - <=>

x(x) • 3 * | V Y > « ^ ( r ) (x,y)ds(Y> * f f i | f V Y >

• ś* | h < Y > 5 ^ ) (x.Y ,ds‘Y ’x* I(V ( ł ) ,  ; * < % > •  <8 ’
c

Pole gęstości warstwy pojedynczej predu we wzorze (5 ) jest wartości?
graniczne rotacji potencjału (2 ) w punkcie Y g S, pr?y zbliżaniu się 
punktu obliczeń Y do S z wnętrza obszaru aetalu, natoaiast Np we wzo­

rze (6) wartości? graniczne przy zbliżaniu się punktu Y do S z prze­
strzeni powietrznej. Wzór (5) podaje rozkład potencjału wewnętrz aetalu a 
(6) w przestrzeni powietrznej.

2. Regularność wzorów całkowych (5 ). (6) w przestrzeni

Funkcja [53 (28) Jest tzw, rozwiązaniem podstawowya równania skalarnego 
Laplace’s [5] (27) rozwiązaniem podstawowy« równania Jednorodnego Helmhol- 
za. Ola punktów X / Y rozwięzenia podstawowe [5] (27), (28) sę funkcja- 
si analitycznymi. Zakładaay, ,że gęstości L^, Lj(, N^, N p są klasy CQ. 
Tak więc funkcje podcałkowe we wzorach (5 ) i (6) sę również funkcjami'ana­
litycznymi względem punktu X jŁ Y £ S. .Na podstawie powyższego oraz twier­

dzeń odnośnie kiesy clęgłości potencjału warstwy pojedynczej i podwójnej
( & ]  s. 212, 214) twlerdzley, ża funkcja (5 ), (6) s? klasy C„_ w zbiorze 
R - S 1 Sc. Oeżeli chodzi o kwestię regularności rozwięzań (5), (6),

przy zbliżaniu się punktu obliczeń X do powierzchni S. istniej? twier-

\
/



dzenia dotyczące zastosowań teorii potencjału przy rozwiązywaniu równań 
różniczkowych cząstkowych eliptycznych drugiego stopnia [3]. Całki we wzo­
rach (5), (6) o gęstościach l/MSTN^, l/45TNp , 1/451^1 mają charakter tzw. 
potencjału warstwy pojedynczej. Posiadają następujące własności £3], s.
319, 462: / /

- poza punktami powierzchni S potencjał warstwy pojedynczej spełnia w 
przestrzeni odpowiednie równanie Jednorodne [4] (14) lub (20) (funkcja 
klasy Co<) ,

- potencjał Jest określony w punktach powierzchni S Jako całka niewłaści­

wa bezwzględnie zbieżna 1 Jest funkcją ciągłą w całej przestrzeni.

Całki we wzorach (5 ), (6) o gęstościach 1/4STL|| mają charakter potencja­
łów warstwy podwójnej w(x) o następujących własnościach ([3j , s. 316,461):

- poza punktami powierzchni S potencjał W(x) spełnia w przestrzeni od­
powiednie równanie Jednorodne £4 ] (14) lub (20) (funkcja klasy C< J,

- całka jest zbieżna w punktach brzegu. Jeżeli powierzchnia S Jest klasy

C2  *

- funkcja W(x) na skok w punktach powierzchni S i zachodzą związki:

Zagadnienie Istnienia rozwiązania...________________________ i

Ww (x# ) = W(X0 > ♦ 2JT-

L y(X )
W (X ) = W(X ) - 2ST-- ■ . P z o o AST

( 7 )

gdzie:

- gęstość warstwy podwójnej.
y y

4CT

Ww (XQ ) - wa.rtość graniczna potencjału przy dążeniu punktu X do X z 
wnętrza obszaru,

Wz (XQ ) - Jak wyżej tylko z zewnątrz,

w(xo ) - TSt J J LII(Y) ds(Y)- (8)
s

v ( X , Y ) - funkcje [5] (27) lub (28),
n - pole wektorów Jednostkowych, normalnych .skierowanych do wnę­

trza obszaru,

S - brzeg obszaru ograniczonego, spełniającego dla pewnej natu­
ralnej liczby k warunek (w^) £l] , s. 212,

Ww'W z'W,Lll ” funkcje wektorowe o współrzędnych skalarnych.

Pozostał problśm regularności potencjałów z gęstością we wzorach
(5), (6). Oak wspomniano powyżej są to funkcje ciągł.e w przestrzeni poza 
brzegiem S obszaru. Należy określić potencjał (5), (6) od gęstości w
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punktach X 6 S. Wektor określony na powierzchni S w trójwymiarowej 
przestrzeni eiiklidesowej , posiada najogólniej trzy skalarne składowe. Po- ' 
tencjał v(x) od jednej takiej składowej, np. \  , w przypadku wzoru (6) 
przyjmie postać (dla X 4 Y)

Potencjał wektorowy od gęstości we wzorze (6) jest więc wektorem o

współrzędnych typu (9), określonych względem trzech osi przyjętego ukła­

du współrzędnych. Nieregularności potencjału (9) od gęstości ^dotyczę w 
takim samym stopniu potencjału od gęstości . Oprzemy się tutaj na wy­

nikach pracy [2] odnośnie potencjału

U(X) - j dS(Y). (10)

Określajęc w pobliżu powierzchni S pole (10) oraz jego pochodne prze­
strzenne, zakładano, że S składa się ze skończonej ilości płatów anali­
tycznych oraz 5\,(Y) również Jest funkcję analitycznę [2j. Przy tych zało­
żeniach Prof. E. Martensen [2] udowodnił Istnienie na S lokalnych współ­

rzędnych Of.G), nazwanych w pracy [2] M-współrzędnyml. Postaramy 3ię zde­

finiować te współrzędne w dostatecznie małym otoczeniu punktu PQ , leżę- 
cego wewnętrz płata S. Oeżeli z punktu PQ zatoczymy sferę S(j o promie­

niu G dostatecznie małym, to wspólna część SflSg utworzy dla 0 ^  s <  e o
Jednoparametrowę rodzinę krzywych zamkniętych. Przyjmujemy na płaszczyź­
nie stycznej SC do S w PQ pewien ustalony kierunek oraz wektor Jed­

nostkowy e, tworzęcy z tym kierunkiem kęt f  . Wektor I wyznacza orto- 
gonalnę trajek-torię rodziny krzywych Sf| Sg. M-współrzędne (f,G) opisuję
jednoznacznie każdy punkt P6 S otoczenia punktu PQ dla O ^  < 0 Q .

Tak Jak w pracy [_2] musimy założyć, że gęstość X  we wzorze (9) jest
funkcję analitycznę, a powierzchnia S metalu - powierzchnię analitycznę. 
W punkcie P ^ E S  (w granicach sfery Sg) wprowadzamy M-współrzędne (Y’,<?). 
Sfera S g  wycina wokół punktu P płatek SG powierzchni S. Uwzględnia­

jąc powyższe można udowodnić, że:

- potencjał (9) od gęstości "K Jest funkcję cięgłę dla X. f Y 6  S,
- przy zdężaniu punktu X do PQ «S po prostej nachylonej pod pewnym kętem 

do wektora n (pQ ) normalnego do S, potencjał (9) w PQ jest również 
funkcję cięgłę, niezależnie od kęta nachylenia tej prostej,

- wartość potencjału (9) w Po Jest określona w sensie wartości głównej 
Cauchy’ego (pierwsza część wzoru (ll) dla (?-»0, S®-—  0).

Potencjał (9) dla punktu P 6 S  liczymy oddzielnie dla powierzchni S-S®
c1 S . Otrzymujemy
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V(P ) . f  f  W Y )  (i) dS(Y) -
0 (y  ) (p q *y  )

-Jt t . (/Lg8 i r 3̂ ? | S *Vl)G * o(G2 ) (1 1 )

Dla pronienia G O płatek SG oraz druga część wzoru (ll) dężę do ze­
ra. Wielkości g8* . ^ ^ ,  r j3 oznaczaj? odpowiednio tensor odwrotny pod­
stawowego tensora płata S, symbol Christoffela oraz pochodnę częstkowę wek­
tora wodzęcego powierzchni S względem współrzędnych parametrycznych płata 
S. Szczegółowy dowód powyższego twierdzenia zostanie przedstawiony w in­
nej publikacji. Bioręc pod uwagę wynik (ll) aożeay stwierdzić, że poten­

cjał wektorowy (5), (6) od gęstości wektorowej Lx(Y )# będęcej superpozy­
cję skalarnych gęstości typu X(Y), należy uznać clęgłya dla punktów X S S

3. Sprawdzenie rozwiązań potencjału wektorowego (S), (S) 
pod kątea spełniania postulatów probleau brzegowego

Obecnie wykażeay, że rozwlęzanla (5), (6) spełniaj# założone w probls- 
aie brzegowym ([4] punkt 3) warunki brzegowe ([4] (25), (26)) na powierz­
chni Sc cewki. Wektor Jednostkowy n , noraalny do So> we wzorach[4](25} 
(26) posiada zwrot w kierunku do powierzchni cewki (w wielkościach ozna­
czonych znaczkiem' Jak i '). Dek wynika z rozważań punktu 2, potencjały 
(5). (6) sę funkcjami ciągłymi w całej przestrzeni, z wyjętkiea punktów
powierzchni S aetalu, a więc spełniaj# w punktach P S S  warunek [4}
. » O c
(25). Niecięgłośc pela indukcji elektromagnetycznej określona warunkiem
[4] (26) ma zwlęzek z potencjałem A we wzorze (6)

V X) “ 4 - | f I(V)(r)(XłY) ds(Y)- (i2)

Pozostałe całki wzoru (6) należę do klasy dla X £  Sc - punkt 2. Dak

wynika z uwag w pracy [5], punkt 2, przy obliczaniu pochodnej z potencja­
łu (12) aożeay przenielć różniczkowanie pod znak całki (dla X ś Y fi § ).

■ 6
Obliczamy wyrażenie (vx x ) x n(P0 ) potencjału (i2), korzystając ze 
wzorów [5] (15), (25):
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(Vx x A c (x)} x n(Po ) = j j [ v x(i) x I (Y)] x n(Po ) dS(Y) =

Sc

(*c* ✓ 1 \ 9 A i X )
I(Y) 5 7 ^  <£) dsCY) = --- . (13)

4jlJJ «"(p )^r (X,Y) d"(p )
3 0 OC

Pochodny (i?.} obliczamy w punkcie X nie leżącym na S , w dostatecznie 
małym otoczeniu punktu P Q 6 Sc , w którym określono stałe pole wektorów 
normalnych. Jednostkowych n(PQ ). Własności pochodnej w kierunku normal­
nym do Sc (13) fiotencjału (12), określa twierdzenie podane w pracy fl] 
s. 220, Dotyczy ono potencjału warstwy pojedynczej V(X)

V(X) = |J ¿i(Y) E (X-Y ) dSc (Y) = •
SC

" |  l * M  [- ^ r ) (XtY)] dSc (Y) " Ac (x) ■ 
c

z gęstością powierzchniową fJ. = X(y), która w naszym przypadku Jest
funkcją wektorową. Deszcze raz podkreślamy, że pole n(P ) we wzorze (13) 
definiujemy identycznie, jśk w warunkach [4] (25), (26), tj. po obu stro­
nach cewki wektor n(P ) zwrócony jest w kierunku powierzchni S (inaczel

i , s C
niż w twierdzeniu podanym w pracy [l], s. 220, gdzie wektor n(y) ma taki 
sam zwrot po obu stronach powierzchni). Zależność C4 ] (26) przyjmie po­
stać (uwzględniając wzór (13) oraz twierdzenie [lj, s. 220)

( 9 A c Y  ( 9 A » Y  \ ( av
\ 8n ( p ) /  + V 3n ( p ) j  W  "7  \ 3n { z ;

- ¡x = y. I(Y) (14)

Przewidywane rozwiązania (5), (6) potencjału wektorowego w przestrzeni 
spełniają założone w problemie brzegowym ( [4j punkt 3) warunki [4] (25),
(26) na powierzchni cewki.

»
4. Układ równań całkowych na powierzchni rozdziału środowisk 

metalu i powietrza

W celu uzyskania pełnego rozwiązania problemu przedstawionego w pracy 
[XI punkt 3, należy znaleźć sposób obliczenia gęstości (l), (2) we wzo­
rach [4] (17), (28). Logiczne wydaje się zapisanie równań (5), (6) dla

punktów X 6 S, wykorzystując rozważanis punktu 2, traktujące o niecięg- 
łościach całek (5), (6) na S. Uzyskujemy w ten sposób układ dwu równań
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całkowych o dwu niewiadomych funkcjach A i ( y x  A)x n, określonych na 
powierzchni S metalu. Potencjał wektorowy A jest funkcję clęgłę w całej 
przestrzeni łęcznie z powierzchnię cewki (brak rzeczywistych gęstości war­
stwy podwójnej prędu L|j [53 (32)). Z kolei we wzorach (5), (6) całki z 
gęstościę L || (4 ) maję niecięgłość postaci (7 ) przy zbliżaniu się punk­
ty X do powierzchni S z wnętrza danego obszaru. Potencjał wektorowy
(5 ), (6) zapisany dla punktów P e S. będzie różnił się w porównaniu ze 
wzorami (5 ), (6) jedynie wartościę 1/2 Lj|(Y), dodanę po prawaj stronie
równań ze znakiem ¡sinus (^). Wykorzystując wzory (2 ), (3 ), (4), (5 ), (5 ),
(7) otrzymujemy

.<p> - « < * >
S

* h  STa(y) gTT—  i ds(Y) +
20i Jgj 9n(Y)  ̂ r (P ,Y )

+ M K (V  x A)x n\ Y)B( ^ - ; (PjY) ds(Y)' (15)

A(p) = | _ j J | A(y)|n ( Y ) 1 J _ ( i ) (p^  ds(Y).

- ^ f iA(Y)l^ ( H p . Y ) ds(Y> + ^ i f  i(Y-<?)(p.Yo)d8(Y-
c

o 5

L - J J  ((v A)x n .) fi) dS (Y), (16)
(Y )p ' (P #Y )

gdzie punkt P £ S.
Pole wektorów n we wzorze (1 5 ) skierowane Jest na zewnętrz obszaru me­
talu, a we wzorze (16) ma zwrot przeciwny. Ze względu na różne wartości 
przenikelności magnetycznej metalu i powietrza tłQ uzyskujemy dla każ­
dego punktu P £ S dodatkowe równanie

7-  ((V x A )x n) - —  i(y x A )x n) ■ = 0 .  (17)
¿*0 (Y )p m (Y )m

Obecnie zagadnienie istnienia rozwiązania problemu brzegowego przedstawio­
nego w pracy fłj, punkt I, zostało sprowadzone do rozwiązania układu rów­
nań (15), (16), (17), Zagadnienie to będzie rozpatrywane w kolejnej pu­
blikacji.
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B0I1P0C PEAJIbHQCTK PEH1EEHH KPAEBOft nPOEJIEMH AHAJM3A 
SJffiKTPOMArHETiT'iECKOrC DOJIH. B BOSJPTEHOM UPOCTPAHCTBE 
H 0BJ1ACTH METAJijIA

P e 3 a k a

Ciatbji CBHsaHa c TeuaiHKoa padoi [4], [5j. EpoflOJizaerca. ZHCKyccHH otho- 
cHiejibHO npaBHJii.HOCTa jcpaeBOft 3a^a^H, nocTaBzeHHoa b paCoTe M -  B03HHKZa 
Heodxo^BMocTb soqHoro onpeAezeaHfl Bcex HeperyzspHOCTeft HHierpazbHux $opiiyz, 
upeAcraBzeHHHx b pafloie [ 4j. OozyqeHHaa cucTeiia HHTerpazbaax ypaBHernia hb- 
zaeicft HcxozHoa Toqxofi b Bonpoce peazbHooTH pememsfl Kpaesoft 3a,naqn.

THE PROBLEM OF SOLVING THE BOUNDARY ANALYSIS OF THE ELECTRO-MAGNETIC 
FIELD IN THE ATMOSPHERE AND METAL VOLUME

S u m o a ry "

The paper is linked with the subject of papers [4], [53. Discussion is 
centered on the correctness of the boundary problem in reference [4}. A
necessity of making all the irregularities of integral formulas in the re­
ference [4} more prleise came about. The system obtained for integral 
equations is the starting^ point in the question of the existence of possi­
bility to solve the ho„‘.'<dary problem.


