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ANALIZA OBWODÓW ELEKTROMAGNETYCZNYCH 
Z SYMETRYCZNIE POŁOŻONYMI UZWOJENIAMI

Streszczenie. Wykazano, Ze każdej parze symetrycznie położonych 
uzwojeó obwoduelektromagnetycznego o nienasyconym rdzeniu magne
tycznym odpowiada wektor własny macierzy indukcyjnoścl głównych, nie
zależny od wartości Jej elementów.

Wprowadzono układ współrzędnych o osiach zgodnych z tak wyzna
czony el wektorami własnymi, w którym część równać różniczkowych sta
nu nieustalonego obwodu, równa liczbie per uzwojeń symetrycznych, 
staje się autonomiczna.

1. Symetryczna para uzwojeń obwodu elektromagnetycznego

Rozważmy liniowy obwód elektromagnetyczny o n uzwojeniach, którego 
stan magnetyczny, zwlęzany ze strumieniem głównym, można analizować w o- 
parciu o I i II prawo Klrchoffa dla obwodów magnetycznych. Uzwojenia ob

wodu elektromagnetycznego: k-te i 1-te nazywać będziemy uzwojeniami poło
żonymi symetrycznie lub - krótko-symetrycznę parę uzwojeń, jeżeli ich 
współczynniki indukcyjnoścl głównych spełniaję następujące równości:

M kk * M 11
oraz

M ik ■ M n

dla 1 ■ 1,2.. ..k-1 ,k+l,.. .1-1,1*1.. . .n.

Zgodnie z zasadę wzajemności zachodzi

M kl ' M li

dla 1 « 1,2 ,.. .k-1 ,k+l,.. .1-1,1+1,.. .n.

W Interpretacji fizykalnej równości (2) oznaczaję, że pręd l(t) pły- 
nęcy w k-tym uzwojeniu wywołuje takie aame strumienie skojarzone z wszyst
kimi uzwojeniami, nie nalażęcymi do symetrycznej pary uzwojeń, jak pręd 
l(t), płynęcy w uzwojeniu 1-tyn. Z równości (3) wynika zaś, ża strumienie 
skojarzone z uzwojeniami: k-tym i 1-tyn, a wywołane prędanl, płynęcyni w

(1 )

(2 )
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uzwojeniach: 1, 2..... k-1 ,k+l,...1-1,1+1,.., n-tym - sę sobie równe. Rea
sumując, symetryczni parę uzwojeń tworzę każde dwa uzwojenia, znajdujęce 
się w identycznej sytuacji elektromagnetycznej względem wszystkich pozo
stałych uzwojeń obwodu elektromagnetycznego.

2. Analiza obwodu elmktromagnetycznego z jednę symetryczne parę uzwojeń

Macierz indukcyjności głównych obwodu elektromagnetycznego, którego 
k-te i 1-te uzwojenie stanowi symetryczne parę uzwojeń, ma postać:

[M]

M 11 M 12 ... M lk ... M lk .. ^4ln

M 21 M22 ... M2k ... M2k .. M_2n

M kl M k2 ••• M kk •.. M.. .. M kn - k-ty wiersz

M kl M k2 ... M kl ... M.. .. M kn - 1-ty wiersz

* * * * * * * * * . . . . . . . . . . . . . . . . . .

nl Mn2 M nk •
k-ta

kolumna

”  M nk •*
l-ta

kolumna

M
n n -

(4)

Pomiędzy elementami k-tego i 1-tego wiersza oraz k-tej i I-tej kolumny 
macierzy zachodzę równości (l) (2) (3 ). Łatwo wykazać, że każdej symetrycz
nej parze uzwojeń odpowiada wektor własny macierzy indukcyjności głównych 
[M], niezależny od wartości jej elementów. Deżeli symetryczne parę tworzę 
uzwojenia: k-te i 1-te, wówczas unormowany wektor własny ma postać:

[o... 0 =- O ... 
!/? 

k-ty 
element

0 - —  0 .
I/?

ł-ty
element

.. o]T.

zaś Jego wartość własna równa się - M ^ )

M [ pki] ‘ (Mkk " M ki> [pki]' (5 )

Wektor własny £Pk /I Jest obrócony o kęt ~  w lewo w stosunku do osi k w 
płaszczyźnie, wyznaczonej przez osie: k i  1 naturalnego układu współrzęd
nych. Wektorem ortogonalnym do niego 1 leżęcym w tej samej płaszczyźnie 
Jest wektor
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[o ... o 0 ... 0 ^ 0  ... o]
L 12 iz J

k-ty 1-ty
eleaent element

Wprowadzając układ współrzędnych o osiach k-tej i 1-teJ , wyznaczonych 
przez wersory: ¡0 ... O ^=,0 ... 0 - — - 0  ... o|T i fo ... O i—  O ...

L T i/r i? J L 1?
... O —  O ... 01 oraz - pozostałych, pokrywających się z osiami natu- 
ralnegi(^układu współrzędnych, otrzymujemy nowy ortogonalny układ współ-? 
rzędnych, którego oś k aa kierunek zgodny z kierunkiem własny*. ,p~ze- 

kszt8łcenia, opisanego macierzą [m3. Macierz transformacji, prowadzą^, z 
naturalnego - do nowego układu współrzędnych oznaczać będziemy prze*. - A  . 
przy czym indeks dolny wskazuje na oś, której wersor Jest wektorem włas
nym macierzy [m]. Ortogonalne macierze transformacji J n J  1 transformacji 
odwrotnej mają postaci

KI-

k-ta 1-ta 
kolumna kolumna

KI"1 - [\lT. (7)
Macierz indukoyjności głównych, określona w nowym układzie współrzędnych 
iloczynem (n J [m] [ n J -1 upraszcza się, a mianowicie elementy k-tego wier
sza i k-tej kolumny zerują się z wyjątkiem elementu, leżącego na przekąt
nej głównej macierzy, który przyjmuje wartość własną ( M ^  - hl^). Taka po
stać macierzy lndukcyjnoścl głównych jest rezultatem dlagonalizującego 
działania wektora własnego, wyznaczającego oś k nowego układu współrzęd

nych.
Stosowanie przedstewiunej transformacji przy analizie obwodów elektro-

negnet vcz nych a symetryez»!« położonych uzwojeniach jaet ezcżególnie ko-
rsystsse wśwczaa, 3<śy próe* unków ( i )  (a) (?) «pełnione są dodatkowo 

równości:

'i?

l/i1

i

li?

i

k-ty wiersz

( 6 )

- 1-ty wiersz
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R, » R- i
k 1 (8) 

Lsk " Lsl'

gdzie:

Rk* R 1 ” rezystancja k-tego i 1-tego uzwojenia,

Ls k ‘ Lal “ Indukcyjnoścl rozproszenia k-tego i 1-tego uzwojenie.

W taki* przypadku układ równań różniczkowych stanu nieustalonego obwo
du elektroaagnetycznego ulega częścloweau rozsprzężeniu, a Mianowicie rów

nanie k-te staje się autononiczne. Formalne wprowadzenie nowego układu 
współrzędnych za ponocę aacierzy transforaacji jN^l sprowadza ' się w rze

czywistości do prostych działań algebraicznych: zsunowanla 1 odjęcia atro- 
naiłi równań różniczkowych k-tego i 1-tego, a następnie - podzielenia ich 
przez |fŚT . Innyal słowy - wynlkiea transf oraacj 1 Jest wprowadzenie w ■lęj- 

see naturalnych współrzędnych: Wj, w2 ... wn (gdzie w Ł = ui ,łi ,'*i^ no"
wych współrzędnych: -

w1 ,w2 ...wk_1 . 1 -  (wk-wx ), "k+ 1...•»!_!• ~  (W|c+w1 ). * 1+1.

W dalszya clęgu będzieay oznaczać nowę k-tę współrzędnę: ~  ("k“" i ) przez
wk , zaś nowę 1-tę współrzędnę: ^ ( w ^ w ^ )  - przez "w^ <2

Istotne znaczenie fizykalne aa fakt. Ze nowy układ współrzędnych - podob
nie Jak naturalny - Jest ortonoraalny. Na skutek tego. aoc chwilowa obwo
du elektroaagnetycznego, wyraZaJęca się iloczynem skalarny« wektorów prę- 
du i napięcia, jest nlazalennikiea transforaacji

p(t) - ujli ♦ ••• ♦ + + ulAl + * unłn =

■ u^lj + ... + 3kIk + ... + Ujlj^ ♦ ... + unin . (9)

Rys* 1. 3-fazowy obwód elektromagne
tyczny z jedną syaetrycznę parę uzwo

jeń

Zastosowanie oaówionej transfor
macji do analizy obwodów prze- 
śledżay na przykładzie '3-fazowego 
obwodu elektroaagnetycznego o nie
symetrycznym rdzeniu, przedstawio

ny« na rys. 1. Uzwojenia 1 i 3 
istanowię parę symetryczną 1 speł
niają warunki (8). Stan nieusta

lony obwodu elektromagnetycznego 
opisany jest układea równań róż
niczkowych :
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U1 R V L s V M 11 "l2 M 13

“2 ■S R *2 d
+ dt Ls *2 d

+ dt M12 M22 M12
U3 R ł3 Ls 13 M 13 M12 M11

. (10 )

Wektor własny macierzy indukcyjności głównych [m ] ma postać:

Transformując układ Równań (10) za pomocę macierzy:

1±— o
12 

o  o
i

12

otrzymujemy

u^ = Rl.1 + 3t LsIl + 3t V"ll ‘ M 1 3 ;ll(M.„ - Mi ) i (125

H  ■ [ : «
dt

#

L 0 s
0 L

i2 d

CnIcg

i,_ -U
+ 3t

2M12

Rozwiązanie równań różniczkowych (12), stransformowanych wg Laplace'a przy 
założeniu zerowych warunków początkowych, aa postać:

u1 (p)
I1 (P ) - R * P U s -* Mal - M 1 3 )'

u3 (p) z23(p) - u 2(p) z 33(p) 
J2 p z23ip;z32(p; - z„,(p;z,,(p)'22 33

_ U (p) z _(p) - G,Cp) z2„(p)
I,(p) = ¿   •*  “

gdzie:
z0_(p) = R + p (L + M 2 5 > 

Z2 3 (p) “ PM12'

Z23(pJZ32l'p) - Z22lp)z33i p ] '

z32(p ) = R + p(Lg + 2Mj 2 ), 
z33(P ) = p(Mu  ,+ M 1 3 ).
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Rzeczywiste wartości prędów Ij(p) i I,(p) znajdujemy na drodze transfor- 
aacji odwrotnej Z8 pomocę macierzy •

■i1*» ■ * V > ]  •

*,<■>>■- * y k < P >  - V " ! l -

3. Analiza obwodu elektromagnetycznego o większej liczbie 
symetrycznych par uzwojeń

Oeżeli obwód magnętyczny zawiera więcej niż jadn« parę uzwojeń położo
nych symetrycznie, to w analogiczny epoeób nożna wyznaczyć wektory własne 
odpowiadejęce pozostałym parom. Niechaj przykładowo parę synetrycznę -

prócz uzwojeń k-tego i 1-tego - tworzę uzwojenia i-te 1 J-te. Załóżmy, że
1 <  j < k  < 1 .  Wprowadzając w miejsce naturalnych współrzędnych: w ̂ ... w^
.. .w^ ... .w^.. .w^.. .w^ nowe współrzędne: wł ...w1...w^...W|{...w^...wn ,

gdzie:

5 i - ^ (" i - " j )*

51 ' ̂  ("i + " j 5*

Sk ' %  ("k " V '

—  (w^ ♦ Wj),

czyli - w interpretacji geometrycznej - skręcajęc w odpowiednich płasz
czyznach osie l,j,k,l naturalnego układu współrzędnych o kęt a pozo
stałe - pozostawiając niezmienione, otrzymujemy ortogonalny układ współ

rzędnych, którego wersory osi "i" i "k" sę równe wektorom własnym macie
rzy Jm ], Elementy macierzy lndukcyjnoóci w nowym układzie współrzędnych 

tNikl O^iklT (9dzle: QNikJ - macierz transformacji) w i-tym 1 k-tym 
wierszu oraz w i-tej 1 k-tej kolumnie przyjmuję wartości równe zero z wy- 
jętkiem tych, które leżę na przekętnej głównej. Ich wartości równe sę 
wartościom własnym: (Mi;l - ) oraz

Przykład obwodu elektromagnetycznego o dwóch symetrycznych parach uzwo

jeń: 1 1 2  oraz 3 1 4  przedstawia rys. 2. Transponowane wektory własne, 
niezależne od wartości elementów macierzy indukcyjnoścl głównych

f i  1 n JIt fn n 1 1 ]1 —  - —  0
Lifi1 fi

Oj oraz 10 0 —  -
l fi fi J

wyznaczaję pierwszy 1 trzeci wiersz macierzy traneformacji
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[NlJ

1

p"
1

&
1 1

P e
0 0

0 0

V

.0 0
0 0

1 1
p ■ p
1 1

r
Oeśli*ponadto:

R 1
C

R 2 '

S i
e

L s 2 ,

R 3
Tt

V

8 3
m

L s 4 ’

Rys. 2. Obwód elektromagne
tyczny z dwoaa eymetryczny- 

ml parami uzwojeń
wówczas w wyniku transf'n ^ c j l  układu rów
nań stanu nieustalone^ nania: pierwsze
1 trzecie staje 8*9 aut*. iczńe.

W identyczny sposób postępujemy, gdy obwód elektromagnetyczny zawiera
więcej symetrycznych par uzwojeń, przy czym ze wzrostem ich liczby korzy
ści, wynikajęce z wprowadzenia nowego układu współrzędnych, eę coraz wy 
raźniejsze. Szczególnym, granicznym przypadkiem Jest obwód elektromagne
tyczny, którego wszystkie uzwojenia nożna uporzędkoweć w symetryczne pa
ry. Parom tym odpowiada j wektorów własnych, niezależnych od wartości 
elementów macierzy indukcyjnaści głównych. Wprowadzajęc nowy układ współ
rzędnych przy analizie takiego obwodu elektromagnetycznego powodujsmy roz- 
sprzężenle się połowy równań różniczkowych etanu nieustalonego.
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AlIAJiH3 SJEKTPOMArHHTHHX UEIIEil C CHMMETPHMHO PACFIOJIOJiCEHHtJMH OBMOTKAMH

P e a 10 m e *

J j,o x a 3a i ; o ,  i T o  K a x ^ o i i  n a p e  O H M M e rp a q H O  p a c n o jio jc e H H Ł c c  o 6m o t o k  o J ie K T p o u a -  

r H H T H o i ł  p e n «  c  H e H a c tn ą e H H in i $ ę p p o M a rH H T E H M  c e p f le n H H K O ii • o o T B e T C T B y e i  c o 6 -  

C T B S H H b lii B e X T O p  M a T D a n a  r j ia B H H X  H H A j’ K T X B H O O T H , H e 3 aB H C H M K S OT 3 H a q e H H 8  e e  

o J ie u e H T O B . B s e n e n a  C K C T e u a  K O O p A H H a i o  o c s m h ,  c o o t  b o t  cT B y io m n M H  o n p e A e jre H H U M  

la K E M  o S p a s o M  o o S o T B e a n a M  B e K T o p a M ,  b  x o T o p o a  q a c T b  ^ H $ ę f .e p e H n H a j ib H n x  y p a B -  

H e H K ii n e p e x o A H o r o  n  p o  p e c  c a  p e n «  p a B H a  q n c j i y  c H u « e T p n q e c K H x  n a p  o S m o t o k ,  o T a -  

H O B H T C a  a B T O M H O g .

AN ANALYSIS OF ELECTROMAGNETIC CIRCUITS WITH 
SYMMETRICAL PAIRS OF WINDINGS

S u m m a r y

It was shown that for any pair of windings, placed symmetrically on the 
unsaturated ferrite core of an electromagnetic circuit can be defined 
an eigenvector of the inductance matrix, regardless of their elements.

If a new orthogonal coordinate system with eigenvectors defined in that 
way is used in the analysis of electromagnetic circuits, a part of diffe
rential equations of transient state, equal with the number of symmetri
cal pairs of windings, becomes autonomous.


