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ANALIZA OBWODOW ELEKTROMAGNETYCZNYCH

Z SYMETRYCZNIE POLOZONYMI UZWOJENIAMI

Streszczenie. Wykazano, Ze kazdej parze symetrycznie potozonych
uzwoje6 obwoduelektromagnetycznego o nienasyconym rdzeniu magnhe-
tycznym odpowiada wektor whasny macierzy indukcyjnoscl g#déwnych, nie-
zalezny od wartosci Jej elementéw.

Wprowadzono uktad wspétrzednych o osiach zgodnych z tak wyzna-
czonyel wektorami whkasnymi, w ktérym czes¢ rownac¢ roézniczkowych sta-
nu nieustalonego obwodu, réwna liczbie per uzwojen symetrycznych,
staje sie autonomiczna.

1. Symetryczna para uzwojen obwodu elektromagnetycznego

Rozwazmy liniowy obwdéd elektromagnetyczny o n wuzwojeniach, ktoérego
stan magnetyczny, zwlezany ze strumieniem g¥éwnym, mozna analizowaé w o-
parciu o I i Il prawo Klrchoffa dla obwod6éw magnetycznych. Uzwojenia ob-
wodu elektromagnetycznego: k-te i 1-te nazywa¢ bedziemy uzwojeniami podo-
zonymi symetrycznie lub - krotko-symetryczne pare uzwojen, jezeli ich
wspo6tczynniki indukcyjnoscl gtownych spedniaje nastepujagce rownosci:

Mkk * M11 (1)
oraz

Mik = Mn (2)

dla 1 m 1,2.. ..k-1,k+0,...1-1,1*1__ . .n.
Zgodnie z zasade wzajemno$ci zachodzi

Mkl = MI1i

dla 1 « 1,2 ,...k-1,k+0,...1-1,1+1,.. .n.

W Interpretacji fizykalnej réwnosci (2) oznaczaje, ze pred I1(t) pty-
necy w k-tym uzwojeniu wywotuje takie aame strumienie skojarzone z wszyst-
kimi uzwojeniami, nie nalazecymi do symetrycznej pary uzwojen, jak pred
1(t), ptynecy w uzwojeniu 1-tyn. Z réwnosci (3) wynika zas$, za strumienie
skojarzone z uzwojeniami: k-tym i 1-tyn, a wywotane predanl, pdtynecyni w
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uzwojeniach: 1,2..... k-1 ,k+0,...1-1,1+1,.., n-tym - se sobie réwne. Rea-
sumujac, symetryczni pare uzwojeh tworze kazde dwa uzwojenia, znajdujece
sie w identycznej sytuacji elektromagnetycznej wzgledem wszystkich pozo-
statych uzwojen obwodu elektromagnetycznego.

2. Analiza obwodu elmktromagnetycznego z jedne symetryczne pare uzwojen

Macierz indukcyjnosci g#oéwnych obwodu elektromagnetycznego, ktérego
k-te i 1l-te uzwojenie stanowi symetryczne pare uzwojen, ma postac:

M1l M12 Mik ... MIk .. ~qp

M21  M22 M2k ... M2k .. My,

MKI Mk2 eee Mkk <-- Mo Mkn - k-ty wiersz

v (O]

Mkl MKk2 MKl M Mkn = 1-ty wiersz

*hkhkhk Kkhkkxk. . L

» M
nl Mn2 Mnk 7 Mnk * -
k-ta I-ta

kolumna kolumna

Pomiedzy elementami k-tego i 1-tego wiersza oraz k-tej i I-tej kolumny
macierzy zachodze réwnosci (1) (@) (3). tatwo wykaza¢, ze kazdej symetrycz-
nej parze uzwojen odpowiada wektor wkasny macierzy indukcyjnosci g#oéwnych
[M], niezalezny od wartosci jej elementéw. Dezeli symetryczne pare tworze

uzwojenia: k-te i 1-te, woéwczas unormowany wektor wkasny ma postac:
[0,,. 0=-0 ... 0-- 0 ... (ﬂ]j
2 172
k-ty -ty
element element

za$ Jego wartos¢ wiasna réwna sie - M)
M [ pki]l * (Mkk " Mki> [pki]" ®)
Wektor whasny £Pk/I Jest obrécony o ket ~ w lewo w stosunku do osi k w

ptaszczyznie, wyznaczonej przez osie: ki 1 naturalnego uktadu wspétrzed-
nych. Wektorem ortogonalnym do niego 1 lezecym w tej samej ptaszczyznie
Jest wektor
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[? ... 0 12 0 ... 0 EZO - 03

k-ty 1-ty
eleaent element

Wprowadzajac uktad wspoédrzednych o osiach k-tej i 1-teJ , wyznaczonych
przez wersory: LOT... 0 :;;0 ... 0 - -i?o - ?;T i [o ... 0 %E?O

0- 0 ... 1 oraz - pozostatych, pokrywajacych sie 2z osiami natu-
ralnegi (“uktadu wspoétrzednych, otrzymujemy nowy ortogonalny uktad wspét-?
rzednych, ktérego o$ k aa kierunek zgodny z kierunkiem wkasny*. ,p~ze-
kszt84cenia, opisanego macierza [m3. Macierz transformacji, prowadzg", z

naturalnego - do nowego uktadu wspodrzednych oznaczaé¢ bedziemy prze*. -A
przy czym indeks dolny wskazuje na o$, ktorej wersor Jest wektorem whas-
nym macierzy [m]. Ortogonalne macierze transformacji JnJ 1 transformacji
odwrotnej maja postaci

"j? k-ty wiersz

KI- o

- 1-ty wiersz
il [ I'ed

k-ta 1-ta
kolumna kolumna

Kl-[\IT. 0

Macierz indukoyjnosci gtéwnych, okreslona w nowym uktadzie wspoédrzednych
iloczynem (nJ [m] [nJ-1 upraszcza sig, a mianowicie elementy k-tego wier-
sza 1 k-tej kolumny zeruja sie z wyjatkiem elementu, lezgcego na przekat-
nej gtdéwnej macierzy, ktory przyjmuje wartos¢ wkasng (M~ - hl”~). Taka po-
sta¢ macierzy Indukcyjnoscl gtdéwnych jest rezultatem dlagonalizujacego
dziatania wektora wkasnego, wyznaczajgcego oS k nowego uktadu wspéirzed-
nych.

Stosowanie przedstewiunej transformacji przy analizie obwodéw elektro-
negnetvcznych a symetryez»!« potozonych uzwojeniach jaet ezczegdlnie ko-
rsystsse wséwczaa, 3<§y proe* unkéw (i) (a) (?) «petnione sag dodatkowo

rownosci:
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R, » R-1i
k 1 (©)
Lsk " LslI*
gdzie:
Rk* R1 ” rezystancja k-tego i 1-tego uzwojenia,
Lsk“ Lal “ Indukcyjnoscl rozproszenia k-tego i 1l-tego uzwojenie.

W taki* przypadku ukdad roéwnan rézniczkowych stanu nieustalonego obwo-
du elektroaagnetycznego ulega czesScloweau rozsprzezeniu, a Mianowicie row-
nanie k-te staje sie autononiczne. Formalne wprowadzenie nowego uk#adu
wsp64rzednych za ponoce aacierzy transforaacji jNl sprowadza "sie w rze-
czywistosci do prostych dziatan algebraicznych: zsunowanla 1 odjecia atro-
naiti réwnan roézniczkowych k-tego i 1l-tego, a nastepnie - podzielenia ich
przez [T . Innyal stowy - wynlkiea transforaacj 1 Jest wprowadzenie w mlej-
see naturalnych wspétrzednych: Wj, w2 ... wn (gdzie wit = ui,#i,”™ i no"
wych wspétrzednych: -

wl,w2...wk_1. 1- (wk-wx), "k+1l...ex»! le ~ (Wctwl). *1+1.

W dalszya clegu bedzieay oznacza¢ nowe k-te wspotrzedne: ~ ("k“"1i)przez
wk , zas§ nowe 1-te wspétrzedne: " (wrw”) - przez "wh <2

Istotne znaczenie fizykalne aa fakt. Ze nowy uktad wsp64rzednych - podob-
nie Jak naturalny - Jest ortonoraalny. Na skutek tego. aoc chwilowa obwo-
du elektroaagnetycznego, wyraZaJdeca sie iloczynem skalarny« wektoréw pre-
du i napiecia, jest nlazalennikiea transforaacji

p(t) - ujli ¢ o= o + + ulAl + * undn =

murlj + .. + 3klk + ... + UJN ¢ ... + unin. (©))

Zastosowanie oadwionej transfor-
macji do analizy obwodéw prze-
Sledzay na przyktadzie "3-fazowego
obwodu elektroaagnetycznego o nie-
symetrycznym rdzeniu, przedstawio-
ny« na rys. 1. Uzwojenia 1 i 3
istanowie pare symetryczng 1 spe#-

Rys* 1. 3-fazowy obwdd elektromagne- niaja warunki (8). Stan nieusta-
tyczny z jedng syaetryczne pare uzwo-
jen lony obwodu elektromagnetycznego

opisany jest uktadea réwnan roéz-
niczkowych :
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u R V LS V wir 12 w1z
e R LG L 9 LG M2 M2 M2 -ao
U3 R 13 LS 13 M13 hAZ h&l

Wektor wkasny macierzy indukcyjnosci gtéwnych [m] ma postac:

Transformujgc ukdad Roéwnan (10) za pomoce macierzy:

= 0 1
12

0 0

i
12

otrzymujemy

Ut =Ry g s + 3t e = MEs2 @azs

L 0
S

i2 d a
0 L i

My 2M12

dt

H [« 4

Rozwigzanie réwnan roézniczkowych (12), stransformowanych wg Laplace"a przy
zatozeniu zerowych warunkéw poczatkowych, aa postac:

ul(p)
1I1(P) - R * PU s = Mal - M13)"

ud(p) z23(p) - u2(p) z33(p)
J2 p 223ip;232(p; - Z5,(P3235(P)"

_ U ® z _( - 6,Cp) z2,,(p)
L) = ¢ -
723(pJz32Mp) - 2221p)z33ip]"
gdzie:
z0_(p) =R + p(L + M 25> z32(p) = R + p(Lg + 2Mj2),

z23(p) “ PM12" z33(P) = p(Mu ;+ M13).
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Rzeczywiste wartosci predéw 1j(p) i 1,(p) znajdujemy na drodze transfor-

aacji odwrotnej Z8 pomoce macierzy hd
| THigSN | *V>] e
*,<m>>m- *yk<P> - V"I]-

3. Analiza obwodu elektromagnetycznego o wiekszej liczbie
symetrycznych par uzwojen

Oezeli obwdd magnetyczny zawiera wiecej niz jadn« pare uzwojen podtozo-
nych symetrycznie, to w analogiczny epoe6b nozna wyznaczy¢ wektory wkasne
odpowiadejece pozostatymparom. Niechaj przyktadowopare synetryczne -
précz uzwojen k-tegoil-tego - tworze uzwojenia i-tel J-te. Zatozmy, ze
1< jJ<k <1. Wprowadzajac w miejsce naturalnych wspo6trzednych: w”_...w"

WA owA L oowA oo owN nowe wspoOdrzedne:  wd Lo owlooowAl L WL owA o own,

gdzie:
5i - ~ C"i-"j)*
51 =~ ("i+ "jb5*
sk "% kv
- (W e Wj),
czyli - w interpretacji geometrycznej - skrecajec w odpowiednich ptasz-
czyznach osie I,j,k,l naturalnego uktadu wspéirzednych o ket a pozo-

state - pozostawiajac niezmienione, otrzymujemy ortogonalny ukdad wspot-
rzednych, ktérego wersory osi "i" i "k" se roéwne wektorom whkasnym macie-
rzy Jn], Elementy macierzy Indukcyjnoéci w nowym uktadzie wspodrzednych
Wikl ONMikIT  (9dzle: QNikJ - macierz transformacji) w i-tym 1 k-tym
wierszu oraz w i-tej 1 k-tej kolumnie przyjmuje wartosci réwne zero z wy-
jetkiem tych, ktére leze na przeketnej gtoéwnej. Ich warto$ci réwne se

wartosciom wkasnym: (Mi;l - ) oraz

Przyktad obwodu elektromagnetycznego o dwéch symetrycznych parach uzwo-
jen: 112 oraz 314 przedstawia rys. 2. Transponowane wektory wiasne,
niezalezne od wartosci elementéw macierzy indukcyjnoscl g#oéwnych

fi _1 9 3t oraz fo B 1.t

Lifil fi 1 fi fild

wyznaczaje pierwszy 1 trzeci wiersz macierzy traneformacji
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o

1JH - =
1) [ ;BDH
o

mo o .1
0 0 r
v
Oesli*ponadto:
C
R1 R2
SleLSZ
Tt
R 3 A%

Rys. 2. Obwo6d elektromagne-
tyczny z dwoaa eymetryczny- LR
ml parami uzwojen

wéwczas w wyniku transf*n”cjl uktadu roéw-

nan stanu nieustalone” nania: pierwsze
1 trzecie staje 8*9 aut*. iczne.
W identycznysposo6bpostepujemy, gdy obwéd elektromagnetyczny zawiera

wiecejsymetrycznych par uzwojen, przy czym ze wzrostemich liczby korzy-
Sci, wynikajece z wprowadzenia nowego uktadu wspéirzednych, ee coraz wy
razniejsze. Szczeg6lnym, granicznym przypadkiem Jest obw6d elektromagne-
tyczny, ktorego wszystkie uzwojenia nozna uporzedkowe¢ w symetryczne pa-
ry. Parom tym odpowiada j wektoréw wkasnych, niezaleznych od wartosci
elementédw macierzy indukcyjnasci g#oéwnych. Wprowadzajec nowy uktad wspét-
rzednych przy analizie takiego obwodu elektromagnetycznego powodujsmy roz-
sprzezenle sie potowy réwnan rézniczkowych etanu nieustalonego.
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AlIAJIH3 SJEKTPOMArHHTHHX UEIIEIl C CHMMETPHMHO PACFIQJIQJCEHHUMH OBMOTKAMH

Pealome *
Jj,oxa3ai;o, iTo Kax”oii nape OHMMerpagHO pacnojiojceHHtcc o6motok oJieKTpoua-
rHHTHoit pen« ¢ HeHactngeHHini $eppoMarHHTEHM cepflenHHKOii *00TBeTCTByei cob6-

CTBSHHbIlii BeXTOp MaTDana rjiaBHHX HHAjKTXBHOOTH, He3aBHCHMKS oT 3HaqeHH8 ee
oJieueHTOB. Bsenena CKCTeua KOOpAHHai o ocsmh, cootbotcTByiomnMH onpeAejreHHUM
laKEM oSpasoM ooSoTBeanaM BeKTopaM, b xoTopoa gacTh "H$ef.epeHnHajibHnx ypaB -
HeHKii nepexoAHoro npopecca pen« paBHa qgncjiy cHu«eTpngecKHx nap oSmotok, oTa-

HOBHTCa aBTOMHOg.

AN ANALYSIS OF ELECTROMAGNETIC CIRCUITS WITH
SYMMETRICAL PAIRS OF WINDINGS

Summary

It was shown that for any pair of windings, placed symmetrically on the
unsaturated ferrite core of an electromagnetic circuit can be defined
an eigenvector of the inductance matrix, regardless of their elements.

If a new orthogonal coordinate system with eigenvectors defined in that
way is used in the analysis of electromagnetic circuits, a part of diffe-
rential equations of transient state, equal with the number of symmetri-
cal pairs of windings, becomes autonomous.



