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ROZKŁAD WYPADKOWEGO WEKTORA GĘSTOŚCI PRĄDU V PRZEWODZIE WALCOWYM 
UMIESZCZONYM W NIERÓWNOMIERNYM POLU MAGNETYCZNYM PRĄDU SINUSOIDALNEGO 
PŁYNĄCEGO W PRZEWODZIE RÓWNOLEGŁYM

Streszczenie. W pracy przedstawiono metodę obliczania prądów wi
rowych indukowanych w przewodzie waloowyra przez prąd sinusoidalny 
płynąoy w przewodzie równoległym. Dysponując ponadto określony* wzo
rem na wektor gęstośoi prądu własnego (z uwzględnieniem zjawiska na- 
skórkowośoi) określono wypadkowy wektor gęstośoi prądu w rozpatry
wanym przewodzie walcowym.

1. WSTĘP

W układzie dwóch lub więcej przewodów z prądami przemiennymi umieszczo
nymi w ten sposób, że ich pola magnetyozne w sposób istotny wpływają na 
siebie, w przewodach zachodzi zmiana rozkładu wektora gęstości prądu w prze
kroju poprzecznym warunkowana działaniem tych pól. Zmiana spowodowana jest 
tym, żo do wektora gęstości prądu własnego dodaje się wektor gęstości prą
du indukowanego w nim przez przemienne pole magnetyozne prądów przewodów 
sąsiednich. Zjawisko to nazywa się zjawiskiem zbliżenia. Wpływ jego zjawi
ska na rozkład gęstości prądu w przewodzie zależny jest od kierunku i czę
stotliwości prądów płynących w rozpatrywanym układzie przewodów, kształtu 
geometrycznego i temperatury przewodów oraz odległości między nimi.

Rozpatrywanv układ, przedstawiony na rys. 1, składa się z dwóoh nie
skończenie długich, walcowych przewodów ffaza A i faza B), przez które 
płyną prądy sinusoidalne odpowiednio i^(t) oraz i^it). Brzemienne pole 
magnetyczne prądu ijj(t) indukuje w przewodzie fazy A prąd wirowy o gę
stości Zakład* się przy tym, żo walcowy przewód fazy B jest prze
wodem linearnym.
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Rys. 1. Przewód walcowy z prądem w polu magnetycznym prądu linearne
go IB

2. NATEŻEN1E POLA MAGNETYCZNEGO W OBSZARZE ZEWNĘTRZNYM PRZEWODU FAZY A

W obszarze‘zewnętrznym przewodu - XI (x‘ 5 R) wektor natężenia pola ma-
gnetyoznego ¡-] w postaci zespolonej jest sumą wektorową wektorów po— 

AB i»i wymla H »i. wytworzonego przez prąd IR oraz pola magnetycznego oddzialywa-
nia zwrotnego prądów wirowych H ^  indukowanych w przewodzie:

/

■ II wym oz
H ab = H ab + H a b' <1>

wym
Wektor H określony jest (rys* i) wzorem:

wym wym wyra
^ AB = “ 1r HABr + 19HAB0’ ^

które składowe dane są wzorami [ti]:
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wym _  r - d cos6 /, \
AB9  ̂2JT * 2 2 n 1 'r + d - 2 r d cos8

W obszarze zewnętrznym przewodu konduktywność  ̂= 0 i przy pominięciu 
prądów przesunięcia z drugiego równania Maxwella, drogą wykonania na tym 
równaniu operacji rotacji, otrzymuje się wektorowe równanie L#aplace’a:

V 2 E ”  = o. (5)

Ponieważ wektor natężenia pola elektryoznego w rozpatrywanym zagadnie
niu posiada tylko jedną składową E°^z (zależną od zmiennyoh r oraz 0 ), 
można więc równanie (5 ) sprowadzić do skalarnego równania Laplace*a, któ
re rozwiązuje się poprzez rozdzielenie zmiennych. Stosując ponadto drugie 
równanie Maxwella, otrzymuje się:

H AB( r’ 9 ) = V  . ' n+1 Ł 1 r sinn6 - 1ecosn9 ]• (6)
— , J ^ r

Po rozwinięciu składowych (3 ) i (U) w szereg Fouriera, sumę (1 ) przed
stawia się następująco:

TT I in n n H
H Afl-r,e) = ” 1 r 75T7 'd^ - 5inn9-—i L iM- r J

V5! T „ n n B “|
- 1 .  \ [ — «3 ) * i r p ^ r " " 9 - ' 7 )n= 1

3. NATęŻENIE POLA MAGNETYCZNEGO V PRZEWODZIE TAZY A

W obszarze X (rys. t), tj. wewnątrz przewodu (o < r < R), obowiązuje 
[10] dla wektora natężania pola elektrycznego (w postaoi zespolonej) na
stępu jąoe równanie falowe H.lmholtza:

V 2 E L  = J " 2 e L .  (8)
gdzie:

-
Natężenie pola elektrycznego ma w tym obszarze tylko jedną składową 

zależną od zmiennyoh r <raz B . Można więc równanie (8) sprowadzić
A±>Z
do skalarnego równania falowego Helmholtza. Rozwiązanie równania (8; po
przez rozdzielenie zmiennyoh i przy uwzględnieniu ograpiozonośoi pola elek
trycznego dla r — — 0, jest określone wzorem:
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E A B ( r '9) = 1 z X I  E ABzn( r ' S) = 1 z I ]  Cn mr)ooan9> (9)
n=1 n=1

gdzie:
3n(-̂  -j' *r) - funkcja Bessela - Kelvina [4] pierwszego rodzaju rzędu n. 
Z drugiego równania Maxwella oraz wzoru (9) otrzymuje się:

H A B (r’ 9 ) = 1 r J z j r Z  ^  “ Cn ■r)silm0 +
n=1

(1 0)ao
+ 10 jlJjTr X  °n [_n Jn( "r) + V*7 “*■ 3n_1( Y ~ T  "«•)] oosn 0 .

P=1

4. WEKTOR GĘSTOŚCI PRĄDU WIROWEGO INDUKOWANEGO W PRZEWODZIE FAZY A

Przy założeniu równośoi współozynnlków przenikalnoóoi magnetycznej bez
względnej obszaru przewodu — I i obszaru zewnętrznego — II można otrzymać
[i] następujący warunek brzegowy dla natężenia pola magnetycznego przy 
r = R:

H^(R,e) = H ^ R ,  0 ). (1 1 )

Warunek (11) sprowadza się do układu dwóoh równań skalarnyoh (dla po
szczególnych składowych wektorów H^CR, S) i H^g(R» 9))# który to układ 
pozwala na wyznaozenie stałej CQ :

I- Y - j W  d n 1
Cn = --------- ^d^   (1 2 )” K» H Jn-1(

Wykorzystując uogólnione prawo Ohma oraz wzory (9) i (1 2 ), otrzymuje 
się:

e l f  M  « J  f,. M  fR^
 ̂AB ’  ̂ - 1 z aB z ’ ) - 1 z « r ~  Z_| d* - '(Y -r"«R'

n=1 Jn_l

„ 1 I Xb I "  V  f R>" Mn^-r)oosn 9 = 1z - T T B -  £ j Cj) m— TTSrT *
n=1 0-1

I [^(■r) - |in_1<mR) + 135° + ]j- oosn 9 , C 1 3)exp
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gdzie:
Mq - moduł funkcji Bessela-Kelvina pierwszego rodzaju n—tego rzędu,

- argument tej funkoji.
Otrzymany przedstawioną wyżej metodą wzór (1 3 ) na gęstoóć prądu induko

wanego w przewodzie walcowym przez prąd płynąoy w linearnym przewodzie rów
noległym, pokrywa się z odpowiednim wzorem uzyskanym przez MJejerowioza 
w praoy [6] poprzez wprowadzenie skalarnego potencjału magnetycznego w po
staci zespolonej i równania Helmholtza w metodzie kolejnyoh przybliżeń. 
Vzór ten uzyskał również Mannebaok w praoy [3] na drodze wprowadzenia i 
rozwiązania równania całkowego.

Dla n = 1 wzór (t3) przyjmuje postaó:

-,1 , Ib ' T T “ V  Y=T«r)
A B  =  1 * - — -  *  j  0 0  •  (  )

Rys. 2, Rozkład modniu wektora względnej gęstoioi prądu indukowanego w wal 
oowym przewodzie aluminiowym ÓW, dla 0 = 0° i f = 50 Hz, w temperaturze 
pokojowej i w temperaturze ciekłego azotu, przy różnych wartoóoiaoh sto

sunku R/d
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Wzór (lO pokrywa się z odpowiednim wzorem uzyskanym przez Kadena w pra
cy (2] dla przewodu prętowego umieszczonego w równomiernym polu magnetycz
nym określonym wzorem (1 5 ):

u  wym _ J u   / x
n AB “ 2 JT d * v 10 ’

Otrzymane rozwiązanie na wektor gęstości prądu indukowanego w przewo
dzie walcowym w postaci wzoru {1 3 ) jest zatem rozwiązaniem ogólnym, gdyż 
nie wymaga stosowania założenia upraszczającego dotyczącego zewnętrznego 
pola magnetycznego oddziaływującego na przewód.

Dla ilustracji wzoru (13) na rys. 2 przedstawiono rozkład modułu wek
tora względnej gęstości prądu indukowanego w przekroju poprzecznym prze
wodu aluminiowego 6N, o R = 10 mm, dla 0 = 0 °  i T = 50 Hz, w tempera
turze pokojowej i w temperaturze ciekłego azotu, przy różnych wartościach 
stosunku R/d promienia do odległości od osi przewodu równoległego.

Na rys. 3 przedstawiono rozkład modułu wektora względnej gęstości prą
du na powierzchni tego przewodu, w zależności od kąta 0 walcowego układu 
współrzędnych. Na obu powyższych wykresach moduł gęstości prądu wyrażono 
w jednostkach względnych w stosunku do bazy określonej wzorem:

= - ^ 4 - .  (16)
fi R

Rys. 3. Rozkładu modułu wektora względnej gęstości prądu na powierzchni 
walcowego przowodu aluminiowego 6N w  zależności od kąta 0, dla R= 10 mm 
i f = 50 Hz, w temperaturze pokojowej i w temperaturze ciekłego azotu,przy 

różnych wartościach stosunku R/d
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5. WYPADKOWY WEKTOR PRĄDU W PRZEWODZIE WALCOWYM UMIESZCZONYM W NIERÓWNO
MIERNYM POLU MAGNETYCZNYM PRĄDU SINUSOIDALNEGO PŁYNĄCEGO W PRZEWODZIE
RÓWNOLEGŁYM

Wypadkowy wektor gęstości prądu 3^ w rozpatrywanym przewodzie fazy 
A jest sumą wektorową (w postaoi zespolonej) wektora gęstości prądu wła
snego i wektora gęstości prądu indukowanego 3 :

^ A = ^AA + ^AB = 1z ^JAAz + JABz ̂ = "U JAz*

Wektor gęstości prądu indukowanego określony jest wzorem (13)* Wektor 
gęstości prądu własnego określony jest (z uwzględnieniem zjawiska naskór- 
kowości) wzorem [9] *•

n i . *A V  i R mr) ,18l
J AA = Iz 2 * R  • ^  ̂ m R ) '

Suma (1 7 ) zależna jest w każdym punkcie przekroju przewodu od położe
nia tego punktu (r, 9), wartośoi modułów prądów |l̂ | i |Xjj | , wartości sto
sunku R/d jak również od wartośoi kąta fazowego >̂= 0^ - Wg między wskazom 
prądu I a wskazam prądu 1^.

0 1  2 3 4 5  6 7 8 9  10 m
Rys. h. Rozkład modułu wektora względnej gęstośoi prądu wypadkowego^ prze
kroju kołowym walcowego przewodu aluminiowego 6N dla 6 = 0 ,  <f>- 0 i f = 
— 50 Hz, w temperaturze pokojowej oraz w temperaturze ciekłego azotu,przy 

różnych wartościach stosunku R/d



Na rys. ¡4 przedstawiono rozkład modułu wektora gęstości prądu wypadko
wego w przekroju kołowym waleowego przewodu aluminiowego 6N dla 9 = 0°,

0 i f = 50 Hz, w temperaturze pokojowej i w temperaturze ciekłego 
azotu, przy różnyoh wartościach stosunku R/d.

Wpływ kąta fazowego na rozkład modułu wektora względnej gęstości prą
du w przekroju kołowym przewodu waloowego przy ustalonej wartośoi stosun
ku R/d, dla kąta 8 = 0° i 8= 180° przedstawiono na rys. 5.
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10 8 10

>s. 5. Rozkład modułu wektora względnej gęstości prądu wypadkowego w prze
boju kołowym waloowego przewodu aluminiowego 6N dla f = 50 Hz,R/d = 0,3 
8 = 0  i 8 = 180 , w temperaturze ciekłego azotu, przy różnych warto

ściach kąta przesunięcia fazowego między prądami i Ig

Kwadrat tego modułu określa się wzorem:

I I I 2 I  I * I1* ! M (mr) Ixa I lXB l “I Az I “  Az Az " 2 jr n • M,(mR] ' i i 2 R̂ M,(mR)

V  (5) _• ' d M
n M„(nr)

n=1 n-1
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If R
d n ^ (rar) r r ni

\  (d} M ^ TTn-lO" “ P [ - V ( - r )  - V -  1(-R) + 135° +«b1}*
n=1

”  „ n M_(mr) r r o li
. oosn0 \ (? ; jj---t^n(Br) “ + 135 + a BJfo o s n e '

STl n"1 L

Na rys, 9 i-rys. 5 rozkład modułu wektora gęstości prądu wyrażono w jed- 
nostkaoh względny oh w stosunku do bazy danej wzorem (16). Założono przy 
tym, że |ij = |lfl| = |X].

(19)

6. ZAKOŃCZENIE

Wzór (1 7 ) wraz ze wzorami (1 3 ) i (1 8 ) określają rozkład wektora gęsto
ści prądu w przewodzie waloowym z uwzględnieniem zjawisk nakórkowośoi i 
zbliżenia przy dowolnie związanyoh ze sobą wartośoiaoh prądów IA i Ifi - 
zarówno 00 do modułu, jak i również kąta przesunięoia fazowego między ni
mi.

Z przedstawionych wyżej wykresów wynika, że wpływ zjawiska zbliżenia na 
rozkład wektora gęstośoi prądu wypadkowego jest tyra większy,im niższa jest 
temperatura przewodów. Dlatego też zjawiska zbliżenia i nakórkowośoi są w 
krioelektroteohnice zagadnieniami, któryoh nie wolno pomijaó już dla prą
dów o ozęstotliwośoi przemysłowej 50 Hz.

Dysponująo otrzymanym wzorem (19) na kwadrat modułu wektora gęstośoi 
prądu wypadkowego oraz korzystając z prawa Joulela-Lenza w postaci różni- 
ozkowej, można określić wartość strat oieplnyoh w przewodzie, a tym samym 
można ooenić wpływ zjawisk naskórkowości i zbliżenia na wartość tyoh strat.

Prezentowana metoda wyznaczania wypadkowego wektora gęstośoi prądu mo
że mieć duże znaozenie przy wyznaczaniu strat oieplnyoh w poszczególnych 
przewodach 3-fazowego kriopporowego toru prądowego, w którym ze względu 
na żądane małe odległośoi międzyfazowe (w oelu ograniczenia strat mooy 
biernej) zjawisko zbliżenia odgrywa poważną rolę,
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PACHPE.ĘEJDBHHE FJIABHOrO BEKTOPA IUIOTHOCTH TOKA 

B UKJIKiytPHKECiCOii nPOBOJIOKE B HEPABHOMEPHOM MATHHTHOM nOJIE 

CHHyCO H M JlbH O rO  TOKA, IiPOTEKAJdUErO B IU PA JU IEBbH O a nPOBOJIOKE

P e 3 10 u e

B CTaTte npeflCTaBJieH ueTOĄ  p ac v e ia  BHxpeBtac t o k o b , HaBOflHMujc b  i p u i h h a p h -  
vecKOii npoBoaoKe CKHycoEflaAŁHHM t o k o m , npoTeKaiomHM b  napa^jeJibHOit npoBOJioRe 
P acrioaaraa . KpoMe Toro onpe^oseHHOft $opMyjioii BeKTopa i u i o t h o c t h  coficTBeHHoro 
TOKa c yveTOM GKHH-3ii>$eKTa » onpeneaen  raaBHHli BeKiop w i o t h o c t h  Toxa b  

paoouaTpKBaeMoii rtKjiHHUpHvecKofi i u i o t h o c t h .

DISTRIBUTION OE RESULTANT CURRENT DENSITY VECTOR WITHIN 
THE CYLINDER CONDUCTOR WHICH IS PLACED IN A NON - HOMOGENOUS 
MAGNETIC FIELD OF SINUSOIDAL CURRENT OF PARALLEL CONDUCTOR

S u m m a r y
The method of oaloulation of eddy ourrents, induoed in the cylinder con

ductor by the sinusoidal ourrent flowing through a parallel oonduotor,was 
presented in this paper.

The resultanat current density ’'eotor in this oylinder oonduotor was de
termined on the basis of the formula for own ourrent density vector; the 
skin effect was also taken into aooount.


