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W AŻNIEJSZE OZNACZENIA

A,Ax’ V i%> " potencja) wektorowy i jego składowe

a.a .,a !ŝ  - współczynnik wyrównywania tem peratur

B,B - w ektor indukcji magnetycznej i jego składowe

Bi,Bi(s* -  liczba Biota
zOik

C,C ,Csiik -  s ta łe  dowolne
k nmql

c,c ,c -  ciepło właściwe
v i

ct -  pojemność cieplna

D,D,D''^ -  s ta łe  dowolnei m

d,d,,d -  wymiary geometryczne (grubość, średnica)

E,Ex,E;y) " wektor natężenia pola elektrycznego i jego składowe

- moduł sprężystości (Younga)

e,e. ,e° -  tensor deform acji i jego składowe

F,F ,E - siła  i je j  składowe

" w ektor gęstości sił (powierzchniowych, objętościowych) 

f(x ),f(r)  -  funkcje współrzędnych przestrzennych (skalarne,

wektorowe)

G,g - wymiary geometryczne

g(x),g(r) -  funkcje współrzędnych przestrzennych (skalarne,

wektorowe)

H,h,h -  wymiary geometryczne (wysokość)

H,H ,MIS> -  współczynniki cieplnei ijk

h(x),h(r) -  funkcje współrzędnych przestrzennych (skalarne,

wektorowe)

U . i  -  natężenie prądu
I nm



zmodyfikowane funkcje Bessela (rzędu 0,1)

numer obszaru, elementu

wskaźnik sumowania

wektor gęstości prądu i jego składowe

funkcje Bessela 1-go rodzaju (rzędu 0,1)

jednostka urojona

wskaźnik sumowania

funkcje McDonalda (rzędu 0,1)

numer obszaru, elementu

wskaźnik sumowania

wymiar geometryczny (długość)

wskaźnik sumowania

współczynniki

współczynnik

wskaźnik sumowania

liczba zwojów

współczynniki

wskaźnik sumowania

moc czynna

gęstość mocy, wydajność źródeł cieplnych 

ciepło

wskaźnik sumowania 

rezystancja  

wektor wodzący

współrzędna walcowa i promień ustalony 

wektor Poyntinga i jego składowe 

numer etapu obliczeniowego 

wskaźnik sumowania
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T t (|) t (s1 -  tem peratura
ii i)k

t , t  -  współrzędna czasowa i chwila czasu
i

U.U  ̂ - napięcie (zespolone)

u ,u(x  ),u -  wektor przem ieszczeń i jego składowe
i i

v,v -  prędkość i je j  składowe
Z

X,X ,X' -  reak tancjad 2

x,x -  w spółrzędna przestrzennai

y,y -  współrzędna przestrzennai

Z,Z — impedancja zespolona
d

z, z -  współrzędna przestrzenna
i

-  współczynnik rozszerzalności cieplnej

a  ,a  ,a  ,a  -  współczynnik oddawania ciepła
x y z r

X.Xsl)1c -  w artości własne
n

6,5 - głębokość wnikania prądu
CU

6 -  funkcja delta-K roneckera
■j

6(x) -  funkcja delta-D iraca

e ,eQ -  przenikalność elektryczna

*(t) -  funkcja  regulacji

<t> -  kąt przesunięcia fazowego

V -  współrzędna walcowa

f  -  konduktywność

Ti -  sprawność

K,Ks'ik - w artości własnem

- przewodność cieplna

M,Po -  przenikalność magnetyczna

v -  liczba Poissona

u -  pulsacja

i  -  potencja) skalarny



funkcja regulacji

izotermiczny współczynnik Lamego

współrzędna walcowa lub_promień (względne)

tensor naprężeń i jego składowe

funkcja theta-H eaviside’a

w artości własne

powierzchnia

izotermiczny współczynnik Lamego

w artości własne

wersor

3,14159265

2,71828183

opera to r Laplace'a

opera to r Nabla

symbol pochodnej cząstkowej

symbol całki

symbol sumy

symbol iloczynu

w artość bezwzględna, modut

norma

wyznacznik macierzy 

ślad tensora



1. WSTĘP

Nagrzewanie indukcyjne je s t metoda szeroko rozpowszechnioną w p rze­

myśle (głównie metalurgicznym i maszynowym) ze względu na możliwości pełnej 

autom atyzacji procesów i uzyskiwania dużej pow tarzalności wyników. Stosowa- 

ne je s t w procesach topienia metali , obróbki powierzchniowej (hartow anie, 

przesycanie, azotowanie, borowanie), przeróbki p lastycznej m etali nieże­

laznych i sta li (kucie, prasowanie, wyciskanie, tłoczenie, walcowanie, cie­

cie, gięcie, kalibrowanie, spęczanie), a także do zgrzew ania, lutowania,

odpuszczania, w yżarzania, ogrzewania, suszenia, w ytw arzania plazmy i wielu 

innych.

Z praktycznego punktu widzenia nagrzewnica indukcyjna je s t pewnym

narzędziem umożliwiającym osiągnięcie żądanego skutku technologicznego. 

Powinna więc nie tylko nagrzać m ateriał z. określoną wydajnością, ale rów ­

nież umożliwić za jśc ie  oczekiwanych przemian strukturalnych, uzyskanie

właściwego rozkładu tem peratury i je j  dopuszczalnych gradientów  w po­

szczególnych w arstw ach, nie powodujących powstawania naprężeń cieplnych od­

kształcających wyrób itp ., przy maksymalnej sprawności i efektywności eko­

nomicznej. Na podstawie stosowanych dotychczas metod obliczeniowych pro jek­

tan t nie po trafi jednoznacznie stw ierdzić, czy zaprojektow ane urządzenie

umożliwi rea lizac je  tak  sformułowanych żądań, gdyż większość lite ra tu ry

św iatowej tra k tu je  problem nagrzew ania indukcyjnego wycinkowo, tzn. z

osobna rozp a tru je  się zagadnienia elektrom agnetyczne, cieplne, term ospręży- 

ste  i s truk turalne. Istn ieje więc pilna potrzeba opracowania tak ie j metody

obliczeniowej, k tóra  umożliwiałaby obliczenie i zaprojektow anie nagrzewnicy 

indukcyjnej na podstawie żądań technologicznych.

*)
Omawiane w pracy m etody ob liczen iow e mogą być rów nież stosow ane do 

pro jek tow an ia  p ieców  indukcy jn ych , a le  ty lk o  w tzw . sta n ie  gorącym , p rzy  
czym  zagadnienia te  leżą  poza zakresem  pracy.

•*)
IV lite ra tu rze  rów nież p rze z  po ję c ie  nagrzew nicy in d u k c y jn e j rozum ie s ię  

ca ły  układ  łączn ie  ze  źródłem  zasilan ia , tu ta j jed n a k  nagrzew nicę rozw ażać  
s ię  będzie  dopiero  p o cząw szy  od w zbudnika.



2. PRZEGLĄD LITERATURY

2.1. C h a rak te ry s ty k a  zag ad n ien ia

W ostatnich latach coraz większego znaczenia praktycznego nabiera p rze­

badanie wpływu przemiennych pól elektromagnetycznych na zjaw iska cieplne i 

mechaniczne zachodzące w przewodnikach elektrycznych nagrzewanych indukcyj­

nie. Wynika to  z szerokiego zakresu zastosowań grzejn ictw a indukcyjnego w 

różnych dziedzinach przemysłu. Uwzględnienie trzech głównych grup zjaw isk 

związanych z nagrzewaniem indukcyjnym metali, a to: elektromagnetycznych,

cieplnych i term osprężystych może pozwolić na projektow anie efektyw niej­

szych, bardziej energooszczędnych i nowocześniejszych urządzeń i technolo­

gii elektroterm icznych. Podejście tak ie  spotyka się w lite ra tu rze  bardzo 

rzadko, co je s t związane z dużymi trudnościami matematycznymi, nawet dla 

układów o stosunkowo p ro ste j geometrii. Autorzy z reguły zajm ują się każdym 

z zagadnień z osobna. Sporadycznie, a ma to miejsce głównie wtedy, gdy ana­

lizuje się zagadnienie numerycznie lub metodami półempirycznymi, rozw aża 

się równocześnie dwie sprzężone ze sobą grupy zjawisk.

2.2. P rob lem atyka o b liczan ia  pól e lek trom agnetycznych  w indukcyjnych  

uk ładach  g rze jn y ch

Zagadnieniu temu poświęconych je s t  wiele pozycji literaturow ych. Do n a j­

lepiej rozwiniętych, na jsze rze j opisanych i w praktyce ciągle jeszcze n a j­

częściej stosowanych należą metody bazujące na rozwiązaniu układów jedno­

wymiarowych. Opracowane one zostały w ubiegłym lub na początku naszego stu ­

lecia [83,125,137], Podstawowym założeniem je s t  przyjęcie nieskończonej 

długości w szystkich elementów układu (wsadu, wzbudników, rdzeni i tp .). Dla 

rozw iązania równań Maxwella w takim  układzie potrzebna je s t  tylko znajomość 

natężenia pola elektrycznego lub magnetycznego na powierzchni wsadu. Powo­

duje to , Ze w rozw iązaniach nie w ystępuje właściwie pojęcie wzbudnika. 

Przez wzbudnik rozumie się w tym przypadku racze j ciągłe źródło fa li elek­

trom agnetycznej (idealnie płaskiej, cylindrycznej, ku liste j itp .), a tym
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samym jego odległość od wsadu (wielkość szczeliny) nie je s t isto tna (para­

m etr ten  nie w ystępuję we wzorach końcowych). Zaniedbanie wpływu końców 

wzbudnika powoduje, Ze w układzie w ystępuje tylko jedna, niezerowa składowa 

indukcji magnetycznej (styczna) i jedna składowa natężenia pola elek try­

cznego (normalna). Poza tym natężenie pola na zew nątrz uzwojenia je s t zaw ­

sze równe zeru. Można by więc wnioskować. Ze wskutek tak dużych uproszczeń 

w stosunku do rzeczyw istości zastosowanie te j metody je s t dość ograniczone.

Jednak ze względu na prosto tę  i łatwość analizowania wzorów końcowych je s t 

ona nadal wykorzystywana, np. 17,12,13,15,23,45,46,69,74,97,104,126,127, 

1361. Problemy te  omówiono w sposób najpełniejszy w kilku monografiach 

[69,97,127,136], Przeanalizowano wszystkie spotykane przypadki, począwszy 

od nagrzew ania półprzestrzeni metalowej, a skończywszy na nagrzewaniu ru r 

od w ewnątrz.

Sposoby przybliżonego obliczania nagrzewnic indukcyjnych są n a jb a r­

dziej rozpowszechnione w praktyce projektow ej [7,12,13,15,20,22,23,54,66, 

69,74,97,104,118,124,126,127,136]. Przeprowadzenie rozsądnej klasyfikacji

tych metod je s t  trudne dlatego, Ze zwykle nadają się do określonych z góry 

urządzeń. Należy jednak zaznaczyć, Ze samo pojęcie "metoda przybliżona” 

je s t nieścisłe. Każda bowiem stosowana w praktyce metoda obliczeniowa za­

w iera pewien stopień przybliżenia. Używaną więc tu ta j  nazwę "metody przy­

bliżone" należy traktow ać umownie, rozum iejąc przez to  pojęcie metody za­

w ierające znaczne uproszczenia. Wyniki uzyskiwane za pomocą takich metod 

ukierunkowanych są słuszne w przybliżeniu tylko dla wąskiej grupy zastoso­

wań, a  dla pozostałych dają  znaczne błędy. Większość z nich oparta  je s t  na 

rozwiązaniach uzyskiwanych dla układów nieskończenie długich, z w ykorzysta­

niem licznych współczynników korekcyjnych, pozwalających na przybliżone

uwzględnienie wpływu skończonych wymiarów układu, asym etrii k sz ta łtu  lub 

innych param etrów  urządzenia rzeczywistego.

N ajdokładniejsze ze stosowanych obecnie w praktyce projektow ej metod 

analitycznych uw zględniają skończoną długość wzbudnika, przy czym jego 

uzwojenie modelowane je s t  nieskończenie cienką w arstw ą prądową. Dla uzyska­

nia rozw iązania równań różniczkowych cząstkowych stosu je  się najczęściej

całkowe przekształcenie Fouriera, stąd  używana w lite ra tu rze  nazwa "metoda 

całki Fouriera". Rozwój tych metod zapoczątkowały prace Buchholza [16,17] 

oraz p raca  [34]. Obecnie ilość publikacji wykorzystujących do obliczeń me­

tody analityczne je s t duża [25,27-30,33,35,37-38,40,41,50,57,61,70,72,73, 

79,87,96,108-111,116,122] i metody te  są  ciągle rozw ijane. W latach 70
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opracowano również pewną modyfikacje metody całki Fouriera. Polega ona na 

zastąpieniu pojedyńczego (istniejącego w rzeczyw istości) wzbudnika, nie­

skończonym zespołem identycznych wzbudników, rozłożonych w pewnych 

odległościach od siebie, w których płyną prądy o kierunkach przeciwnych. W 

polskiej li te ra tu rze  je s t używana nazwa "metoda szeregu Fouriera", a  w li - 

ie ra tu rz e  zachodniej "method of periodical fields". Znalazło to  odbicie w 

pracach Biringera i Laversa [70], Lupiego i Niemkowa [75,76], a także auto­

ra  [24,26,140],

Obecnie na świecie coraz szerze j stosu je  sie metody numeryczne [63,84, 

100,102,114,121,132,133]. Są ane niewątpliw ie najogólniejsze, gdyż zezw ala­

ją  na uwzględnienie zarówno skończonych wymiarów układu, jak  i zmienności 

param etrów  elektromagnetycznych wsadu. Należy sądzić, Ze w raz z  rozwojem 

techniki komputerowej ich stosowanie będzie się rozszerzać. Zdaniem au tora  

n ajbardzie j efektywne metody obliczeniowe uzyskuje się przez połączenie wy­

branych metod analitycznych i numerycznych, zależnie od żądanej dokład­

ności, kosztów obliczeń, itp.

2.3. P rob lem atyka o b liczan ia  pól tem p era tu ro w y ch  w indukcyjnych  

uk ładach  g rze jn y ch

L ite ra tu rę  dotyczącą obliczania pól tem peratury  we wsadach nagrzewanych 

indukcyjnie można, w zależności od stosowanych metod obliczeniowych, po­

dzielić na półempiryczne, przybliżone, numeryczne i analityczne, przy czym 

zaproponowany podział je s t racze j umowny, gdyż niektóre metody można za li­

czyć do dwóch grup równocześnie, a poza tym is tn ie ją  metody, które w ogóle 

nie znalazły m iejsca w podanej klasyfikacji (np. metoda trak tu jąca  tem pera­

tu rę  jako wielkość probabilistyczną [53]).

Metody nazwane półempirycznymi dotyczą opracowań, w których podstawę do 

obliczeń stanow ią dane doświadczalne lub współczynniki, czy też  określone 

wzory uzyskane metodą empiryczną [20,65,92,115,118,127). Znaczenie tych me­

tod je s t jednak niewielkie, gdyż dotyczą one konkretnych urządzeń i nie ma­

ją  ogólnego zastosowania.

Do drugiej grupy zaliczyć można np. prace [6.12,13,15,20,43,54,65,92,94, 

97,104,118,137], w których punktem w yjścia są albo znacznie uproszczone 

rów nania różniczkowe przewodnictwa cieplnego (np. sprowadzone do zagadnień 

jednowymiarowych, liniowych), albo ich uproszczone rozw iązania. Dla uzyska­

nia zbieżności z wynikami eksperymentów wprowadza się wiele współczynników
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korekcyjnych, a obliczenia prowadzi się na podstawie uśrednionych stałych 

cieplnych. Są one powszechnie używane do obliczania układów elektro term icz­

nych ze względu na p rosto tę  wyrażeń końcowych.

Metody numeryczne ze sw ej istoty prowadzą zawsze do rozw iązań przy­

bliżonych, ponieważ oparte są  na zamianie ciągłego modelu przenoszenia 

ciepła przybliżonym modelem dyskretnym. Obecnie najczęściej stosu je  się me­

tody: siatek (różnicowe, różnic skończonych), elementów skończonych, w aria-

cyjno-różnicowe, prostych, statystyczne [8,9,36,42,47,51,63,81,84,112,114, 

128]. Największe znaczenie w teorii przewodnictwa cieplnego, ze względu na 

swą uniwersalność, ma metoda siatek [47,81,84,112,113,128]. Wśród metod w a- 

riacyjno-różnicow ych, w których dyskretny model zagadnienia uzyskuje się w 

oparciu o rów nania w ariacyjne, można wyróżnić metodę lokalnych w ariacji i 

metodę elementów skończonych [63,114). Metoda prostych [8,9] oparta  je s t na 

zamianie pochodnych względem wszystkich zmiennych oprócz jednej (np. czasu) 

różnicami skończonymi. Prowadzi to do układu zwyczajnych równań różniczko­

wych nieliniowych, dla rozw iązania których stosowana je s t metoda Runge- 

Kutt.a. Z metod statystycznych w teorii przewodnictwa cieplnego stosu je  się 

najczęściej metody Monte Carlo. Stosowanie metod numerycznych daje  mo­

żliwość rozw iązania złożonych zagadnień brzegowych lub zagadnień an izo tro­

powych, niemożliwych do rozw iązania innymi metodami.

N ajlepiej rozwinęły się metody analitycznego rozwiązywania zagadnień

brzegowych przewodnictwa cieplnego. Ich duża liczba wynika z tego, że są 

stosowano ju ż  cd bardzo wielu lat. Można tu wyróżnić następujące główne me­

tody: rozdzielania zmiennych (Fouriera), funkcji źródłowych (Greena), po­

tencjałów’ cieplnych (stosowana do zagadnień z nieliniowymi warunkami b rze- 

gowymi), przekształceń całkowych, w ariacyjne (Ritza, Kantorowicza, Biota), 

linearyzacji (sprowadzanie nieliniowego zagadnienia brzegowego do liniowe­

go), podstawień (algebraicznych,- całkowych), kolejnych przybliżeń, rachunku 

zaburzeń, odwzorowań konforemnych, teoriogrupowe. Głównymi pracam i, w któ­

rych rozw aża się zagadnienia w oparciu o analityczne rozw iązanie równania

K irchhoffa-Fouriera w raz z odpowiednimi warunkami początkowymi i brzegowymi 

są: [8,9,36,51,56,77,96]. Należy jednak zaznaczyć, że większość zagadnień

źródłowych je s t w nich rozwiązywana przy założeniu stałego lub eksponen- 

cjalnego rozkładu gęstości mocy czynnej we wsadzie, co w grzejn ictw ie in­

dukcyjnym w ystępuje rzadko. Poza tym, zwykle są rozwiązywane układy jedno­

rodne i izotropowe. Metody anaiityczne zezw alają na otrzym anie rozw iązania 

najdokładniejszego i najogólniejszego. Dla danego modelu is tn ie je  możliwość
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przeanalizow ania wpływu poszczególnych param etrów  obiektu na wyniki obli­

czeń. W wielu przypadkach można uzyskać tan ie j i szybciej rozw iązanie do­

kładniejsze niż przy użyciu metod numerycznych.

2.4. P rob lem atyka ob liczan ia  pól n ap rężeń  cieplnych w indukcyjnych  

układach g rze jnych

Badania zjaw iska term osprężystości rozpoczęto w 1 poł. XIX w. (J.M.C. 

Duhamel 1837r., Neumann 1841r.) tw orząc teorię oddziaływań cieplnych i me­

chanicznych, ograniczoną jednak do zagadnień statycznych. Thompson w 1855r. 

jako pierwszy przystosował podstawowe praw a termodynamiki do określenia 

własności ciała sprężystego. Wielu badaczy (np. Landau i Lifszyc 1671) sto ­

sując metody termodynamiki uzyskało równania term osprężystości. Dopiero 

jednak termodynamika przemian nieodwracalnych pozwoliła na znacznie b a r­

dziej dokładne przeanalizowanie zjaw isk cieplnych i mechanicznych w proce­

sie deformowania. Znalazło to odbicie w pracach M.A. Biota (1956r.), 

P. Chadwick’a (1960r.), B.A. Boley’a  (1962r.) i J.H. Weinera (1960r.). Dla 

opisu zjaw isk termodynamicznych zachodzących w deformowalnych ciałach s ta ­

łych najodpowiedniejsze są metody matematyczne opracowane przez N.N. Szi- 

lie ra  (1897r.), C. Caratheodory’ego (1909r.) i T.A. A fanasjew ą-Ehrenf est

(1925r.). P. F. Papkowicz (1932r.) przedstaw ił ogólne rozw iązanie zagadnie­

nia ąuasi-statycznego w postaci przydatnej do obliczeń praktycznych. W me­

todach rozwiązywania szczegółowych problemów term osprężystości ąuasi- 

sta tycznej osiągnięto znaczny postęp, np. prace Dinnika, Liebiediewa (73), 

Meizela, Melana, Boley’a, Weinera, Parkusa [931. Rozwiązania bardziej zło­

żonych problemów term osprężystości quasi-sta tycznej zaw iera ją  prace W. No­

wackiego (90,91). Rozwiązania wielu dynamicznych zagadnień term osprężysto­

ści zostały opracowane przez W.l. Daniłowską (1950r.), E. S ternberga i J.C. 

Chakravorty’ego (1959r.), R. Mukiego i S. Brenera (1962r.), O. W. Dillona 

(1965r.) i in. Prace teoretyczne Boley’a i Barbera (1957 r . l ,  Krause (1966) 

i in. wykazały możliwość generacji drgań w elementach cienkościennych wsku­

tek działania impulsowych pól temperaturowych.

W ostatnich latach ukazało się także wiele prac dotyczących dynamicznych

zagadnień term osprężystości, między innymi: H. Deresiewicza (1957 r .) ,

Chadwicka i Sneddona (1958r.) oraz W. Nowackiego (1966r.), który opracował 

teorię płaskich, harmonicznych fal term osprężystych. Także Nowacki (1959- 

65r.) badał problematykę term osprężystych fa l sferycznych i cylindrycznych.
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Lockett (1958r.), Chadwick i Windle (1964r.) określili rozprzestrzen ian ie  

się term osprężystych fa l Rayleigh’a. J.S. Podstrigacz [96] i W. Nowacki

(1962r.) uzyskali rozw iązanie ogólne sprzężonych zagadnień term osprężys- 

tości. Obecnie na śwlecie pracuje się nad nieliniową teo rią  term osprę- 

żystości sprzężonej, przy dużych deform acjach i dużych zaburzeniach ciepl­

nych. W zakresie analizy zjaw isk term osprężystych zachodzących w indukcyj­

nych układach grzejnych powstało niewiele prac i to  dopiero w ostatnich la­

tach, np. [5,56, 96,106,145].

2.5. Podsum owanie

Na podstawie przeprowadzonego przeglądu lite ra tu ry  można stw ierdzić , że 

zastosowanie nagrzew ania indukcyjnego w świecie je s t bardzo szerokie. Jed­

nak , wdrażanie tych metod w warunkach krajowych napotyka ciągle na znaczne

trudności. Wynika to  oczywiście z braku dobrej jakości krajowych urządzeń 

(przekształtników, transform atorów , kondensatorów, przyrządów  pomiarowych 

itp .), ale także, zdaniem autora , w dużym stopniu z  braku praktycznie uży­

tecznych i kompleksowych metod obliczania i projektow ania nagrzewnic induk­

cyjnych. Można tu  wyodrębnić dwa główne problemy. Przede wszystkim, wyspec­

jalizowane biura projektow e muszą ze względu na stosowane p rzes ta rza łe  me­

tody obliczeniowe przewymiarowywać podstawowe urządzenia, gdyż dokładność 

tych metod je s t  często rzędu kilkudziesięciu %. Dlatego konieczne je s t p ro­

wadzenie długotrwałych i kosztownych prób na prototypie, gdyż dopiero na 

ich podstawie można właściwie skorygować projekt. Drugą, może jeszcze 

w ażniejszą b arie rą  przy wprowadzaniu nowych technologii elektroterm icznych 

do przemysłu krajowego je s t  sw oista niemożność porozumienia się twórców 

urządzenia (pro jek tan ta , konstruktora) z technologiem odpowiedzialnym w za­

kładzie za  dany proces. Wynika to  z fak tu , że na konkretne żądania techno­

logiczne, jak: za jśc ie  oczekiwanych przem ian strukturalnych w m ateriale,

uzyskanie żądanego rozkładu tem peratury  i nieprzekroczenie je j  dopuszczal­

nych gradientów  w poszczególnych w arstw ach, niedopuszczenie do pow stania 

naprężeń odkształcających wyrób, wyeliminowanie deform acji, uzyskanie 

żądanej wydajności i sprawności itp ., p ro jek tan t nie po tra fi jednoznacznie 

odpowiedzieć, czy zaprojektow ane urządzenie zezwoli na rea lizac je  tak  s fo r­

mułowanych żądań, gdyż cała nasza li te ra tu ra  obliczeniowa i większość lite ­

ra tu ry  św iatow ej tra k tu je  problem nagrzew ania indukcyjnego wycinkowo. Można 

więc stw ierdzić, że brak jek t spójnej, u ty lita rn e j i kompleksowej metody
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obliczeniowej um ożliw iającej analizę całości zagadnień związanych z  kon­

kretną technologią nagrzew ania indukcyjnego.

Przeprowadzony przegląd lite ra tu ry  z zakresu metod obliczania i projek­

towania elektroterm icznych urządzeń indukcyjnych pozwala wyciągnąć nastę­

pujące wnioski:

-  na jlep iej opracowane są metody obliczania nagrzewnic indukcyjnych 

od strony zjaw isk elektromagnetycznych (najszerze j w przypadkach 

jednowymiarowych) i cieplnych (poza polami źródłowymi), nieco s ła ­

biej od strony zjaw isk term osprężystych,

- brak je s t w lite ra tu rze  dokładnych a jednocześnie utylitarnych 

metod obliczeniowych trak tu jących  kompleksowo całość zjaw isk zw ią­

zanych z nagrzewaniem Indukcyjnym metali,

- część autorów, szczególnie prac publikowanych w ostatnich latach, 

możliwość efektywniejszego osiągania poszukiwanych rozw iązań wi­

dzi w odpowiedniej syntezie metod analitycznych i numerycznych.



3. CEL, ZAKRES 1 TEZA PRACY

3.1. Cel p racy

Opracowanie kompleksowej metody analizy zjaw isk elektromagnetycznych, 

cieplnych i term osprężystych zachodzących w indukcyjnych układach grzejnych 

jednofazowych o sym etrii p łaskiej i cylindrycznej.

3.2. Z ak res  p racy

-  analiza zjaw isk elektromagnetycznych w najczęściej spotykanych w 

praktyce nagrzewnicach indukcyjnych płaskich i cylindrycznych, ze 

wsadami niemagnetycznymi i ferromagnetycznymi,

-  analiza trójwym iarowych, niestacjonarnych, źródłowych pól tem pera tu ­

ry w Indukcyjnych układach grzejnych o sym etrii płaskiej i cylin­

drycznej,

-  uproszczona analiza zagadnień naprężno -  deformacyjnych we wsadach 

płaskich i cylindrycznych nagrzewanych indukcyjnie,

-  opracowanie uproszczonej metody obliczania nagrzewnic indukcyjnych 

ze wsadami ferromagnetycznymi,

-  przebadanie wpływu poszczególnych elementów konstrukcyjnych nagrzew ­

nicy na sprawność i żądane efekty technologiczne przy wykorzystaniu 

opracow anej metody obliczeniowej,

- w eryfikacja doświadczalna wybranych wyników obliczeniowych.

3.3. T eza p racy

Dla grupy płaskich i cylindrycznych nagrzewnic indukcyjnych stosowanych 

w procesach obróbki cieplnej i plastycznej m etali je s t możliwe opracowanie 

uniwersalnych modeli oraz metod obliczeniowych (opartych na ścisłych meto­

dach analitycznych teorii pola i metodach numerycznych) charakteryzujących 

się wysoką dokładnością i przydatnością do obliczeń praktycznych.



4. GŁÓWNE ZAŁOŻENIA UPRASZCZAJĄCE

4.1. S fo rm ułow an ie  zagadn ien ia

Kompleksowa analiza procesu nagrzew ania indukcyjnego wsadów metalicznych 

powinna obejmować współzależne zjaw iska elektrom agnetyczne, cieplne i te r -  

m osprężyste. Ich połączenie, a  więc stw orzenie pełnego modelu m atem atyczne­

go procesu je s t  trudne, ale konieczne ze względu na zastosow ania. Jedno­

cześnie uzyskiwane wyrażenia końcowe powinny mieć postać przydatną do obli­

czeń praktycznych. Dlatego wprowadza sie pewne założenia dodatkowe, o moż­

liwie małym wpływie na dokładność obliczeń, a równocześnie upraszczające 

problem pod względem matematycznym. Na ich bazie pow staje model obliczenio­

wy, w którym wpływ pola elektromagnetycznego na procesy przewodnictwa ciep­

lnego i deform acji bedzle się w iązać jedynie z ciepłem Joule’a, pom ijając 

efekty dynamiczne i efekt sprzężenia pól tem peratury i naprężeń. Wtedy za­

danie sprowadzi się do kolejnego, oddzielnego rozw iązania równań elektrody­

namiki, przew odnictwa cieplnego i term osprężystości quasi-sta tycznej. Pod­

stawowym założeniem, na którym oparta  została  metoda obliczeniowa, je s t 

stw ierdzenie, że rzeczyw istą nagrzewnicę indukcyjną (będącą w ogólności 

układem nieliniowym) można w pewnym wąskim przedziale czasu sprowadzić do 

modelu liniowego. Cały proces nagrzew ania dzieli się więc na etapy (wąskie 

przedziały czasowe), w których analizuje się modele liniowe o różnych 

struk tu rach . Przyjęcia  a p rio ri wymaga jedynie s tru k tu ra  i param etry modelu 

wyjściowego odpowiadającego początkowej fazie nagrzew ania (co je s t zwykle 

p roste, gdyż warunki początkowe konkretnego procesu można określić z dużą 

dokładnością). W przyjętym  modelu oblicza się pole elektrom agnetyczne i 

gęstość mocy czynnej w ydzielanej we wsadzie. Wtedy możliwe s ta je  się wyzna­

czenie rozkładu tem peratury w początkowej faz ie  nagrzew ania, a  następnie 

naprężeń cieplnych. Uzyskane wyniki są warunkami początkowymi dla kolejnego 

etapu. S tru k tu ra  i param etry  modelu obliczeniowego w następnej faz ie  na­

grzew ania są  inne, gdyż zależą od wyników otrzymanych w faz ie  poprzedniej. 

Postępując kolejno w ten sposób uzyskuje się dyskretny ciąg rozw iązań opi­

sujących nagrzew nicę indukcyjną w poszczególnych etapach je j  pracy. Blokowy 

schem at kompleksowe.)' analizy zagadnienia nagrzew ania indukcyjnego p rzedsta ­
wiono na ry s .4.1,
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Rys. 4.1. Blokowy schemat obliczeń nagrzewnicy indukcyjnej 

Fig. 4.1. Block diagram fo r the calculation of an induction heater

4.2. Z ałożen ia  u p ra szcza jące

Wprowadza sie następujące główne założenia upraszczające, podzielone na 

poszczególne bloki problemowe.

4.2.1.Zagadnienia elek trom agnetyczne

-  analizę ogranicza się tylko do najisto tn iejszych z punktu widzenia 

e lektro term ii elementów układu, tzn. wsadu, wzbudników oraz rdzeni 

magnetycznych, czy ekranów niemagnetycznych;

-  nagrzewnicę zastępu je  się modelem dwuwymiarowym, w którym wsad 

je s t warstwowy i posiada określone, niezależne od natężeń pól cha­

rakterystyk i m ateriałow e w poszczególnych w arstw ach, jednak różne 

w każdym z wąskich przedziałów czasowych (etapów nagrzew ania), na 

które podzielono cały proces;
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- wektory pola elektromagnetycznego są sinusoidalnie zmienne w cza­

sie.

4.2.2.Zagadnienia c iep lne

-  nagrzewany wsad zastąpiony modelem trójwymiarowym podzielony zo­

s ta je  na dowolną ilość obszarów o różnych param etrach cieplnych. 

S truk tura modelu je s t różna w poszczególnych etapach procesu na­

grzewania;

-  wsad wymienia ciepło z otoczeniem wg praw a Newtona, przy czym s to ­

suje się uogólniony współczynnik oddawania ciepła uwzględniający 

zarówno konwekcję, jak  i promieniowanie.

4.2.3.Zagadnienia term osprężyste

- nagrzewany wsad zastąpiony modelem jedno- lub dwuwymiarowym je s t

jednorodny i izotropowy w cate j objętości lub poszczególnych czę­

ściach i posiada stałe, niezależne od punktu przestrzen i i czasu 

oraz tem peratury charakterystyki m ateriałow e, jednak różne w po­

szczególnych etapach procesu nagrzewania;

- pole naprężeń bada się w zakresie deform acji sprężystych na pod­

staw ie liniowej teorii term osprężystości ąu asi-sta tycznej ([5,56, 

89,91,96,98,99,1061).

4.3. Dobór param etró w  w yjściow ych do obliczeń

W celu przeprowadzenia obliczeń wg przedstawionego schematu konieczna 

je s t znajomość wielu param etrów, które można nazwać założeniami wyjściowymi 

w procesie projektow ania nagrzewnicy indukcyjnej. P rzyjęcie ich nie je s t 

zwykle oczywiste, gdyż uproszczenia poczynione przy konstruowaniu modelu 

obliczeniowego spowodowały, że pewne param etry  modelu różnią się od rzeczy­

wistych, a  pewne w ogóle nie w ystępują. Celem tego rozdziału je s t podanie 

(na podstawie powszechnie stosowanych w lite ra tu rze  metod) sposobu przyjm o­

wania param etrów  wyjściowych, aby model obliczeniowy był jak  najbardzie j 

zbliżony do rzeczyw istej nagrzewnicy.
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4.3.1.Dobór konduktyw nośc i i p rzen ika lnośc i m ag n e tyczn e j wsadu oraz 

czę s to tliw o śc i prądu w zbudnika

Konduktywność wsadu w trakcie  całego procesu nagrzew ania indukcyj­

nego ulega zmianom. C harakter tych zmian zależy od rodzaju  nagrzewanego ma­

teriału  jak  i wielu innych czynników. Pojecie średniej konduktywności wsadu 

w żadnej faz ie  nagrzew ania nie je s t właściwe, gdyż w każdej w arstw ie (pun­

kcie) wsadu w artości te  są różne. Z uwagi na to, że do obliczeń należy

przyjąć konkretną w artość, najczęściej w lite ra tu rze  (16,7,12,13,20,24,45, 

69,70,97]) postępuję się w ten sposób, że na podstawie charakterystyki tem ­

peraturow ej konduktywności m ateriału  oblicza się w artość średnią w danym 

zakresie tem peratur, dla którego prowadzi się obliczenia. Liczba tych ś re ­

dnich je s t  równa liczbie etepów obliczeniowych, na k tóre został podzielony 

konkretny proces nagrzewania.

Określenie w artości obliczeniowej przenikalności magnetycznej (dla 

wsadów ferrom agnetycznych) stanowi trudniejszy  problem ze względu na zło­

żony charak te r zależności od tem peratury  i natężenia pola magnetycznego. 

Obecnie w lite ra tu rze  najczęściej w ykorzystuje się dwie metody: opracowaną

przez Rodigina 1104], opartą  na równości energii magnetycznych (np. [6,12,

13,33,97,136,147] oraz w ynikającą z modelu Nejmana [87,88], stosowaną np. w 

pracach [20,71,118,123,124,134,140],

Wstępnego przy jęcia  wymaga również częstotliw ość prądu zasilającego 

wzbudnik. Jest to  jeden z najw ażniejszych param etrów  układu grzejnego. 

Wielkość ta  decyduje między innymi o sprawności nagrzewnicy, czasie i szyb­

kości nagrzew ania, różnicy tem peratur między powierzchnią a wnętrzem wsadu. 

Zagadnieniom doboru częstotliw ości poświęcono między innymi publikacje 

[12,13,15,97,107,123,124,127].

4.3 .2 .0kreślenie param etrów  ć iep ln ych  i term o sp rężys tych  układu

Dla rozw iązania równań term osprężystości należy p rzy jąć s ta łe  (w po­

szczególnych. etapach) w artości param etrów  cieplnych i sprężystych wsadu.

Podobnie jak  w równaniach elektrodynamiki pojaw ia się więc problem okre­

ślenia w artości obliczeniowych ciepła właściwego, przewodności cieplnej, 

modułów sprężystości, lepkości itp. oraz współczynników oddawania ciepła 

przez konwekcję i promieniowanie. Pierwsze z wymienionych wielkości są to 

typowe sta łe  m ateriałow e, których w artości zależą głównie od tem peratury. 

Oczywiście, zależności te  dla różnych m etali są  różne, jednakże jedynym

sposobem je s t  uśrednienie ich charakterystyk w pewnym przedziale tem pera­
tur.
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Trudniejszy problem je s t związany z określeniem obliczeniowych w ar­

tości współczynników oddawania ciepła. Zależą one bowiem głównie od 

kształtu  wsadu, konfiguracji pozostałych elementów układu, wielkości szcze­

lin powietrznych, usytuowania nagrzewnicy oraz tem peratury. Tak wiec w

praktyce obliczenia należy wykonywać inaczej, w zależności od konkretnego 

przypadku. Z . osobna oblicza się współczynniki oddawania ciepła przez kon­

wekcję i promieniowanie dla wszystkich powierzchni wsadu, a następnie sumu­

je  się je  w odpowiednich punktach. Szczegółowo problematykę tę  omówiono w 

[9,18,42,43,51,56,65!.



5. ZAGADNIENIA ELEKTROMAGNETYCZNE

5.1. R ów nania w yjściow e i w aru n k i brzegow e

Zjaw iska elektrom agnetyczne zachodzące w indukcyjnych układach grzejnych 

opisywane są  równaniami Maxwella, stanowiącymi układ równań różniczkowych 

cząstkowych rządu pierwszego lub równań całkowych. W zagadnieniach, w któ­

rych w ystępuje • w ięcej niezerowych składowych wektorów pola elektrom agne­

tycznego,rozwiązanie równań Maxwella zw iązane je s t  ze znacznymi trudnościa­

mi. Dlatego w lite ra tu rze  powszechnie przyjęły się metody polegające na za ­

stąpieniu wyjściowych wektorów pola ich potencjałam i [10,11,16,62,68,121, 

125). Z metod tych na jszersze  zastosow anie w zagadnieniach indukcyjnych 

znalazła metoda potencjału wektorowego [16,62,123,131,135,148], Wprowadza­

jąc do równań Maxwella potencjał wektorowy A poprzez zależność:

B = pH = rotA (5-1)

gdzie B,H są wektoram i indukcji i natężenia pola magnetycznego, a p  p rzen i- 

kalnością magnetyczną, uzyskuje się, że czw arte  z równań spełnione je s t 

tożsamościowo, natom iast z drugiego można obliczyć natężenie pola elek try­

cznego (E):

3A
E   g ra d ł -  rotA  x v (5-2)

at

gdzie $ je s t  dowolną funkcją skalarną, a  v prędkością ruchu wsadu. Wprowa­

dzając (5-1) i (5-2) do równań Maxwella otrzym uje się:

3A
A^ + div —  = 0 

8 t
(5-3)

a* a2A
AA -  grad(divA + pc —  ) -  pc ------ = -  pJ

at a t2

gdzie e  je s t  przenikalnością dielektryczną, a  J  wektorem gęstości prądu. 

Równania (5-3), równoważne układowi równań Maxwella, opisują pole elek tro­
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magnetyczne za pomocą potencjałów: wektorowego A i skalarnego Potencjały 

A i $ są wielkościami pomocniczymi i jako takie nie m ają bezpośredniego 

sensu fizycznego. Zostały one wprowadzone jedynie dla uproszczenia równań 

pola, gdyż z matematycznego punktu widzenia równania różniczkowe drugiego 

rzędu (5-3) są prostsze, niż podstawowe równania Maxwella. Jednakże obli­

czenie potencjałów A i tp na podstawie równań (5-3) nie je s t  jednoznaczne i 

dopuszcza możliwość następu jącej transform acji:

34>’
A’ = A + grad4>' ; <t>’ = $ - — (5-4)

a t

gdzie je s t dowolną funkcją skalarną. Bezpośrednie wprowadzenie (5-4) do 

(5-1) i (5-2) wykazuje niezmienniczość wektorów pola, a tym samym równań 

Maxwella względem te j transfo rm acji (niezmienniczość cechowania). Z tych 

powodów dla pełnego określenia potencjałów, oprócz zależności (5-1) i (5- 

2), wprowadza się dodatkowe warunki dookreślające je. Przeważnie robi się 

to  przez zadanie dywergencji potencjału wektorowego, a  w ogólności warunki 

dodatkowe wybiera się tak, aby otrzymać możliwie najp rostszą  postać równań 

końcowych [68,125]. Dla równań (5-3) je s t to  warunek postaci:

divA = 0 (5-5)

zwany kalib rac ją  kulombowską. Oprócz tego, zakładając że w chwili po­

czątkowej nie w ystępują w układzie ładunki swobodne, można wykazać [96], że 

gęstość ładunku elektrycznego w dowolnej chwili (czasu) je s t równa zeru. 

Wtedy także 14,47,68] można przyjąć, że <p=0. Tak więc ostatecznie wektory 

pola w yrażają  się przez potencjał wektorowy w postaci (przyjm ując ich h a r­

moniczną zmienność w czasie):

B = rotA ; E = - joA - rotA x  v ; divA = 0 (5-6)

Po wprowadzeniu powyższych zależności do (5-3) uzyskuje się:

a
AA -  (jo>py -  peu2 + pyv —  )A = 0 (5-7)

dz

gdzie y je s t konduktywnością, u  pulsacją; p rzyjęto , że wsad porusza się z 

prędkością "v" tylko w kierunku osi "z". Wprowadzenie potencjałów  e lek tro ­

magnetycznych zezwoliło więc na zredukowanie wyjściowego układu równań Max- 

wella do jednego rów nania różniczkowego potencjału wektorowego. Z uwagi na 

to , że w rozważanych w rozpraw ie układach w ystępuje tylko jedna niezerowa
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sktadowa tego potencjału, upraszcza to znacznie tok obliczeń. Równanie

(5-7) je s t słuszne we wszystkich obszarach obliczeniowych, przy czym w ob­

szarach powietrznych upraszcza się ono ze względu na y=0. Po wyznaczeniu z 

niego potencjału wektorowego A możliwe je s t p roste  obliczenie pozostałych 

wielkości pola elektromagnetycznego.

Potencjały wektorowe (A ) w poszczególnych obszarach obliczeniowych
i

spełniają następujące warunki brzegowe na granicach ( r ) rozdziału środo-
i

wisk [11,16,62]:

l im  (A (r)) = 1 im (A (r))
r-»r ' r->r m

i i
(5-8)

—i-  l im  (ro t A (r)) -  — lim  ( r o tA ( r ) )  = 5 J ( r )
P. , » ¡+1 P. + s > M.M. , ii h l  r - > r  i r - » r  i i+ ii 1 %

gdzie "i" je s t numerem obszaru obliczeniowego, J ( r  ) wektorem gęstości p rą -
i

du wzbudnika, (5 ) funkcją deita-K roneckera, a ( r o tA ( r ) )  składową sty - 
ki s i

czną w ektora B. Przedstaw ienie warunków brzegowych (5-8) przy użyciu fun­

kcji delta-K roneckera ma jedynie sens formalny i zostało zastosow ane dla 

skrócenia i uogólnienia zapisu. Równanie (5-7) w raz z warunkami brzegowymi 

(5-8) i ew entualnie dodatkowymi warunkami sym etrii lub wypromieniowania w 

nieskończoności zezw ala na jednoznaczne rozw iązanie zagadnienia elektrom a­

gnetycznego w indukcyjnych układach grzejnych.

5.2. Ogólny model obliczen iow y p ła sk ie j nagrzew nicy  in d u k cy jn e j ’

Często spotykanym w grzejn ictw ie indukcyjnym urządzeniem do nagrzew ania 

blach, płyt, czy płaskowników metalowych je s t płaska nagrzew nica indukcyjna 

ze wzbudnikiem dwustronnym (rys.5.1) lub jednostronnym . Wewnątrz wzbudnika 

/ 2 /  z rdzeniem magnetycznym / 3 /  (lub w ew nątrz wrbudnika bezrdzeniowego), 

zasilanego prądem przemiennym jednofazowym, znajdu je  się wsad / l /  w postaci 

Płyty m etalow ej. Cztery układy z ry s .5.1 odpow iadają podstawowym rozw iąza­

niom technicznym nagrzewnic dwustronnych. Na ry s .5 .la ,b  przedstaw iono 

wzbudniki z  uzwojeniami skupionymi jedno- i wielosekcyjnymi nawiniętymi

*)
Zagadnienia zw iązane z  nagrzew aniem  indukcy jnym  wsadów p ła sk ich  ana lizo ­

wał autor w  pracach [28,140,141,144,1451.
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Rys. 5.1. Przykładowe rozw iązania konstrukcyjne płaskich nagrzewnic induk­
cyjnych

a) ze wzbudnikiem owalnym jednosekcyjnym, b) ze wzbudnikiem owal­
nym wielosekcyjnym, c) ze wzbudnikiem pętlowym, d) ze wzbudnikiem
jednozwojowym

1 -  wsad, 2 -  uzwojenie wzbudnika, 3 -  rdzenie magnetyczne

Fig. 5.1. Examplifying construction solutions of f la t induction heate rs

a) one - section inductor wound round the plate, b) multisectior. 
inductor wound round the plate, c) two -  sided inductor w ith lap
winding, d) one - turned  inductor

1 -  heated plate, 2 -  coil, 3 -  magnetic shields

wokół elementu nagrzewanego. Są to  układy z tzw . wzbudnikami owalnymi. 

Rysunki 5.1c, d pokazują możliwość rea lizac ji nagrzew ania dwustronnego 

tzw . wzbudnikiem pętlowym (rys. S.lc) i jednozwojowym (rys.5.1d). Przy je ­

dnakowych kierunkach prądów w obydwu wzbudnikach będą to  układy z tzw . po-
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1 **)lem magnetycznym poprzecznym a przy kierunkach przeciwnych z polem po­

dłużnym, natom iast gdy pozostawi się tylko jeden ze wzbudników, prze jdą  one 

w nagrzewnice płaskie jednostronne.

Ilościowy opis zjaw isk elektromagnetycznych zachodzących w układach 

przedstawionych na rys.5.1 je s t  skomplikowany ze względu na skończone wy­

miary elementów, doprowadzenia prądowe, połączenia czołowe itp. W celu 

uproszczenia obliczeń będzie się rozpatryw ać pole elektrom agnetyczne tylko

na odcinkach prostoliniowych wzbudników (model 2-wymiarowy), przy czym 

fakt istnienia połączeń czołowych (w uzwojeniach pętlowych), czy też  "dru­

gich boków" uzwojeń dla wzbudników owalnych zostanie uwzględniony w obli­

czeniach przez superpozycję dwóch różnych modeli dwuwymiarowych. Przy ta ­

kim założeniu nagrzewnice z rys.5.1 można sprowadzić do jednego, ogólnego 

modelu obliczeniowego (rys.5.2), w którym wsad zastąpiono modelem w ielow ar­

stwowym o różnych param etrach elektromagnetycznych poszczególnych w arstw  , 

rdzenie magnetyczne modelami liniowymi, a uzwojenia wzbudników dyskretnymi 

układami prądów (przy jęto  dowolną liczbę m sekcji o różnych wysokościach i 

różnych okładach prądowych). Kolejne układy z rys.5 .2  odpowiadają różnym 

przekrojom rozpatryw anego modelu ogólnego płaskiej nagrzewnicy indukcyjnej 

(rys.5.2a, • b -  nagrzewnicy z wzbudnikami skupionymi, a  rys. 5.2a, c -  na­

grzewnicy ze wzbudnikami pętlowymi). Model może być stosowany zarówno dla 

nagrzewania przelotowego, jak  i stacjonarnego (v=0). Przy konstruowaniu te ­

go modelu (jak  również i następnych) poczyniono niejawnie dwa^ isto tne upro­

szczenia:

-  założono, że wielkości p , y w objętości każdej z  w arstw  są stałe,
i i

co oczywiście je s t  słuszne tylko w pewnym przybliżeniu, w sensie 

w artości średnich,

-  założono, że superpozycja rozw iązań otrzymanych dla dwóch różnych 

przekrojów  2-wymiarowych (np. ‘ z  rys.5 .2a, b dla nagrzewnicy ze wzbu­

dnikiem owalnym) da rzeczyw isty obraz pola we wsadzie tró jw ym iaro­

wym. Jes t to  oczywiście również słuszne tylko w pewnym przybliżeniu, 

gdyż rozw iązanie trójw ym iarow e różni się od rozw iązania superponowa- 

nego. Tak więc w pobliżu zagięć przewodów uzwojeń rozw iązania nie są

*•)
Ś c iś le  r z e c z  biorąc, sam  f a k t  jednakow ych  k ierunków  prądów w 

p rzec iw leg łych  w zbudnikach n ie  w ystarcza  do okreś len ia  typ u  nagrzew nicy. 
Konieczne Jes t je s z c z e , aby w zbudniki tozajem n ie  "w idziały" s ię , c z y l i  aby  
względna, grubość wsadu n ie  była zb y t duża (vide np. Dl).
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prawdziwe. Zwykle jednak odcinki te  stanow ią jedynie niewielki p ro­

cent długości całego uzwojenia, więc prowadzi to do kilkuprocento­

wych błędów przy obliczaniu impedancji układu.

Z auw ażając wpływ omówionych uproszczeń na dokładność rozwiązań, należy 

jednak w yraźnie podkreślić, że kosztem pewnego zm niejszenia dokładności i 

matematycznej ogólności uzyskano znaczne uproszczenie obliczeń, gdyż część 

rozwiązań można otrzym ać w postaci analitycznej.

W modelu z ry s .5.2 p rzy ję to  dodatkowo, że szczeliny pow ietrzne po obu 

stronach wsadu oraz szczeliny między uzwojeniami a rdzeniami są różne. 

Zwiększa to  ogólność obliczeń,obejm ując także układy z niesymetrycznym usy­

tuowaniem wsadu we wzbudniku. Poza tym, uogólnienie to zezw ala na rozpa­

trzenie wielu przypadków szczególnych. I tak, model z ry s .5.2 odpowiada na­

grzewnicy jedno- lub wielosekcyjnej (rys.5.1) z uzwojeniami skupionymi, 

przy czym kierunki prądów w kolejnych sekcjach mogą być zgodne lub przeciw ­

ne. Dodatkowo, dla zwiększenia ogólności obliczeń, p rzy jęto  różne wysokości 

sekcji. Może on być również modelem dla nagrzewnicy z rys.5.1c z uzwojeniem 

pętlowym, przy czym dla jednakowych kierunków prądów w obydwu wzbudnikach 

będzie to  nagrzew nica z polem poprzecznym, a dla przeciwnych z polem 

podłużnym. Model ten  odpowiada również urządzeniu do nagrzew ania pasmowego 

blach (rys. 5.1 d), k tóre przy przeciwnych kierunkach prądów we wzbudnikach 

będzie w ytw arzało pole podłużne, a przy zgodnych poprzeczne. Istn ieje  także 

możliwość łatwego wykonania p rze jść  granicznych we wzorach końcowych, co 

zezwala na uzyskanie rozw iązań dla ca łe j gamy płaskich nagrzewnic jedno­

stronnych, rdzeniowych i bezrdzeniowych. Z tych względów przyjęty  model 

obliczeniowy zosta ł nazwany modelem ogólnym, gdyż obejm uje większość na­

grzewnic płaskich spotykanych w praktyce.

Z jaw iska elektrom agnetyczne zachodzące w układzie z ry s .5.2 a są  opi­

sywane równaniem (5-7), k tóre we współrzęnych prostokątnych (dla dowolnego 

i-tego obszaru, ¡= 1 ,...,n )  przyjm uje postać:

(a2 a 2 f 2 d ) '— + ——— — j u p r  -  c p u  + —
3y2 87? ( . 1 1  l l  1 1 gz  )

ju t
A = A (y,z) e 1

i X X

Rozwiązanie ogólne rów nania (5-9), zgodnie z [2,17,25,78,791, można przed­

stawić jako:



p =v4ł +m2
i i.

m2=jfi y  (u+vk)-cp  u2 i i i  i i (5-11)

Jest ono słuszne we wszystkich obszarach obliczeniowych (i) z  rys .5 .2  a, 

przy czym w szczelinach powietrznych należy przy jąć y -0 .  Potencjały wekto­

rowe w poszczególnych obszarach (A ) spełniają warunki brzegowe (5-8).i
W prowadzając potencjały wektorowe (5-10) i dowolne gęstości prądowe do wa­

runków brzegowych (5-8) uzyskuje się układ równać dla wyznaczenia stałych 

C(k),D (k), przy zadanej gęstości prądu wzbudników J(y ,z ,t), typu:

[ a  c  d  0 ................................................................................. Ol
i i i

c 0

a  c  d  0 ................................................................................. 0 c 0
2 2 2 2

0  Oa b c  d  0 .................................................................... 0 n d  e
3 3 3 3 2 11 3

0  Oa 6  c  d  0 .....................................................................0 c A e
4 4 4 4 3 11 4

0 . . . .  0  a  b c d  0 ...............................................0 r> A e
3 5 5 3 3 lp 5

0.  . . . 0  a b c  d  0 . . . . .............................................0 c A e
6 6 6 6 4 lp 6

n 0
7 7 7 7 4

c 0
8 8 8 8 • 5 _

c 0
2 1 - 1  2 i -1 2 1 - 1  21-1 i

0 .......................... 0  a  b  c  d  0 ............0 n 0
2 i 21 21 21 i

D
2 N - 7  2 N -7  2N -7  2 N -7 N-3 21 2N-7

C.
2 N - 6  2 N - 6  2 N -6  2N - 6 N-2 21 2N-6

n
2N-5 2N -5  2N-5 2N -5 N-2 2p 2N-5

r.
2N-4 2N -4  2N-4 2N -4 N-l 2p 2N-4

n 0
2N -3  2 N -3  2N -3 N-l

0 ............................................................ O a  b  d n 0L 2 N -2  2 N - 2  2H -2 N

a 2H =eXp(sPidi) b ^ i=exp(-spd.)

c  =-exp(sp d ) d  =-exp(rsp d )21-1 r  *1+1 i 21-1 y  *itl i
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przy czym, s = - !  d la  i= l , . . ,k  lub s= l  d la  i=k+l, ..,N; o r a z :

e  =exp(-kd ) ; e  - k u  e  : e =-exp(kd ) ; e. = - k u  e  : e  = e x p (k d  ) 
3 2 4 1 3 5 3 6 4 5  2N-7 S-S

e =ku e : e =-exp(kd ) ; e =-ku e 
2N-6 N-3 2N-7 2N-5 N-2 2N-4 N-l IN-5

M k!d +g ) J k  kg(2i-l) J i  -jkH Jb  -jkh(2,,-l)
O 3  w l \  \  m  \  ,

T i k  )  6 )  . e )  'tao

M -k(d +g ) J ;  -kg(2i-i) r -> -jkH -jkh(2c-l)
4  =3- £  e 3 * ' V e > e m ) I  e

lp 4rtk [_^ /  . Imo
1 = 1 m= 1 o=l

H -kid +g j ~  -kg(2i-2L-l)r ^  -JkH r -  -jkh(20-l)

" *  “  "  Z '  L *  i 1  el i  4 7 i k  !m u

1= L + 1 m — 1 o=ł

p k(d +g 1 b -  kg{2i-2L-1 )r -  -jkH -jkh(2o-l)
4  = _ °  e N-3 "'2 V e  \  e m V l  e2P 47ik L. L.

1 = L + 1 m = I  u  -

(5-14J

(5-15)

(5-12) -  (5-15) je s t liniowym układem równań rzędu (2N-2.) na sta łe  C , D,
1 i

którego rozw iązanie nie nastręcza  żadnych trudności. Jednakże uzyskane w 

ten sposób sta łe  będą zależne od nieznanych prądów wzbudnika (I  ). Dla
Im o

ich wyznaczenia rzeczyw iste uzwojenie dzieli sle na dowolną ilość małych 

obszarów (jak przykładowe pokazano na rys.5 .3). Zakłada sie, że w każdym z 

nich płynie pewien (nieznany) prąd 1 skupiony w znikomo małym przekroju
Im o

(nitce prądow ej), taki że suma wszystkich tych prądów da je  całkowity prąd

wzbudnika I. Każdy z  prądów I  w ytw arza w p rzestrzen i wokół siebie pewne
lino

pole charakteryzow ane potencjałem  wektorowym. Wypadkowy potencjał wektorowy 

w dowolnym z obszarów je s t  sumą potencjałów  pochodzących od poszczególnych 

prądów, na k tóre nakładają sie jeszcze potencjały pochodzące od innych ele­

mentów nagrzewnicy (np. wsadu -  A , rdzenia -  A, i tp .). Wtedy korzystając
w r

z defin icji natężenia prądu można dra każdego z obszarów napisać równanie 

całkowe typu:
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I  = i f  J (y,z) ds = - ju r  f f  AU ,y,z) dy dz
ijk ^ J J  ijk cu Imo

(5-16)

i jk  i jk

oraz równanie dla prądu całkowitego:

L ' M O

Y . Y . Y .
I = I

Imo
(5-17)

1 =1  m = l  o = l

•
*

* •
* •

*
•
*

* - •
* • *

s*. *

\
* * * :* %

A s* *
* \

2 g ) :
\ \

|2 h

ii*

Rys. 5.3. Szkic wybranego zwoju wzbudnika z zaznaczonymi elementami dla ob­
liczania rozkładu prądu

Fig. 5.3. A chosen tu rn  of the inductor w ith elem ents fo r cu rren t d is tr i­
bution calculations

gdzie y, z są  współrzędnymi, s powierzchnią obszaru, natom iast A jest
ijk

wypadkowym potencjałem  wektorowym (amplitudą) w danym obszarze, zależnym od

wszystkich prądów I  (także od prądu 
Imo

I  ) oraz od pozostałych elementów
ijk

układu grzejnego (wsadu, rdzeni, i tp .). Potencjały A w poszczególnych ob­

szarach  wyznacza się analitycznie jako sumę potencjałów  pochodzących oc 

poszczególnych elementów układu ( wszystkich nitek prądowych modelującycł 

wzbudnik, wsad, rdzenie, itp .), tak  że możliwe je s t częściowe scałkowanif

wyrażeń (5-16) przez kw adratury. Prądy I oblicza się numerycznie z ukła-
ijk

du równań (5-16M 5-17), który  s ta je  się układem liniowym. Po ich oblicze­

niu łatw o ju ż  można znaleźć s ta łe  całkowania (5-12), a  tym samym potencjałj 

wektorowe (5-10) w poszczególnych obszarach obliczeniowych. Wyznaczenie po-



-3 7 -

zostatych wektorów pola oraz zależności energetycznych nie nastręcza  

żadnych trudności.

Z nając gęstość mocy czynnej (p ) we w szystkich elementach nagrzewnicy, 

w których następuje dyssypacja energii oraz rozkład w ektora Poyntinga (S) w 

całej przestrzen i, można obliczyć param etry  skupione obwodu, tw orząc elek­

tryczny schemat zastępczy nagrzewnicy indukcyjnej (rys.5.4). Zaznaczone na 

tym schemacie impedancje doprowadzeń oblicza się znanymi metodami przybli­

żonymi, np. [66,107],

U— [

72̂  -  rezystanc ja  własna uzwojenia wzbudnika,

i tp .), X -  reak tanc ja  całkowita, 72 , X
d d

72 - 
2

Rys. 5.4. Elektryczny schem at zastępczy nagrzewnicy indukcyjnej

rezystancja

wnoszona przez elementy aktywne nagrzewnicy (wsad, rdzenie,

rezystancja  i reak tan ­

c ja  doprowadzeń, U, I  -  napięcie i prąd wzbudnika 

Fig- 5.4. Equivalent c ircu it of an induction heater

72̂  -  se lf -  resistance of the coil, -  resistance  brought in

by the active elements of ¿he heater (charge, core and the like),
t

X -  to ta l reactance, R , X -  resistance  and reactance of leads, 
d d

U, I -  voltage and cu rren t of the inductor

Zjaw iska elektrom agnetyczne zachodzące w układzie z rys.5 .2b opisywane 

są równaniem (5-7), k tóre  we wspólrzęnych prostokątnych (dla dowolnego i-  

tego obszaru, ¡=1 n) przyjm uje postać:

3" o 

3 x 2 3z

u ,  a  \
— - -  j u v’.r ’ -  e ’p > '2 + p »  —  | 

i  1 1  1 1  ł 1 a z  ‘
A = 0

(5-18)
jWt

A = A (x,z) e 1
1 y y



Rozwiązanie ogólne rów nania (5-18) można przedstaw ić jako:

i » • «

n p.x , -p  X  jkz ju t 
C (k) e ' + D (k) e 1 I e dk e 1+ D (k) e (5-19)

gdzie p ’ dane je s t  przez (5-11).
i

Jest cno słuszne we w szystkich obszarach obliczeniowych li) z rys.5.2b, 

przy czym w szczelinach powietrznych należy przy jąć y=0. Potencjały wekto­

rowe w poszczególnych obszarach (A ) spełniają warunki brzegowe (5-8). 

W prowadzając potencjały wektorowe (5-19) i dowolne gęstości prądowe do wa­

runków brzegowych (5-8) uzyskuje sie uktad równań typu (5-12) dla wyzna­

czenia stałych C (k),D.(k) przy zadanej gęstości prądu wzbudników 

J ’(x ,z ,t), przy czym w ystępujące w (5-13) -  (5-15) wymiary i s ta łe  m ateria­

łowe należy zastąp ić  przez odpowiednie wielkości z ( '), zgodnie z oznacze­

niami przyjętym i na rys.5.2b. Wyznaczone s ta le  całkowania będą, podobnie 

jak i w poprzednim przypadku, zależne od nieznanych, elem entarnych prądów

wzbudnika X' , które oblicza się zgodnie z (5-16) i (5-17), uzyskując Imo
ostateczną postać potencjałów  (5-19). Superpozycja rozw iązań (5-10) i (5-

19) daje przybliżone rozw iązanie zagadnienia 3-wyrr.iarowego dla nagrzewnic 

płaskich ze wzbudnikami nawiniętymi wokół nagrzewanych elementów

(rys.5 .la, b).

Z jaw iska elektrom agnetyczne zachodzące w układzie z rys.5.2c opisywane 

są równaniem:

'5 -20)

A =  A ( x , y j  e IZ

Rozwiązanie ogólne rów nania (5-20) można przedstaw ić jako:
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Jest ono słuszne we wszystkich obszarach obliczeniowych (i) z rys.5.2c, 

przy czym w szczelinach powietrznych należy przyjąć y=0. Potencjały wekto­

rowe w poszczególnych obszarach (A ) spełniają warunki brzegowe (5-S).i
Wprowadzając potencjały wektorowe (5-10) i dowolne gęstości prądowe do wa­

runków brzegowych (5-8) uzyskuje się układ równań typu (5-12) dla wyznacze­

nia stałych C(k), Djk), przy zadanej gęstości prądu wzbudników 
i i

J"(x,z,t)>przy czym występujące w (5 -13)-(5-15) wymiary i stale 

materiałowe należy zastąp ić  przez odpowiednie wielkości z (” ), zgodnie z

oznaczeniami przyjętym i na rys.5.2c. Wyznaczone stale  całkowania będą, po­

dobnie jak i w poprzednim przypadku, zależne od nieznanych, elementarnych

prądów wzbudnika I "  , które oblicza się zgodnie z (5-16) i (5-17), uzysku-
Imo

jąc ostateczną postać potencjałów (5-21). Superpozycja rozw iązań (5-10) i

(5-21) daje przybliżone rozw iązanie zagadnienia 3 -wy miarowego dla nagrze­

wnic płaskich ze wzbudnikami pętlowymi (rys.5.1c).

Tak więc, dla rozw iązania dowolnej nagrzewnicy płaskiej z ry s .5.1 na­

leży wyznaczyć potencjały, a  następnie pola, w co najm niej dwóch modelach 

przedstawionych na ry s .5.2. W celu obliczenia potencjałów w ewnątrz uzwojeń

wzbudników konieczny je s t  ich podział na pewną liczbę elementów w celu wy­

znaczenia rozkładu prądu w uzwojeniu (5-16), (5-17). Niech liczba ich w

każdym zwoju wynosi " l *" w  kierunku jednej osi oraz "o" w kierunku drugiej 

i niech liczba zwojów wzbudnika wynosi "m". Wtedy otrzym a się (2N-2) równań 

na sta le  całkowania potencjałów w w arstw ach metalicznych (wsad, rdzenie) i 

szczelinach powietrznych, typu (5-12) - (5-14), (żl’ ) równań na sta le

całkowania potencjałów w ewnątrz uzwojeń, z których oblicza sie wielkości

typu (5-15) oraz (l’*M-o) równań całkowych typu (5-16) dla wyznaczenia ro z ­

kładu prądu w uzwojeniu. Pozostaje więc do rozw iązania po (2N-2t2L’+L’»M'0)

równań algebraicznych i całkowych w każdym z dwu przypadków opisywanych mo­

delami z rys.5 .2a, b lub 5.2a, o. Należy jednak zaznaczyć, że otrzym a się w 

ten sposób rozw iązanie zagadnienia tylko dla jednego etapu nagrzew ania i

procedurę catą należy powtórzyć, co najm niej tyle razy, na ile etapów zo­

stał podzielony caty proces.

•leżeii głównym celem obliczeń je s t wyznaczenie rozkładu pola i mocy we 

wsadzie lub określenie param etrów  elektrycznego schematu zastępczego na­

grzewnicy z pominięciem rezystancji w łasnej uzwojeń wzbudników, to  wtedy 

jes t możliwe uproszczenie przedstaw ionej metody obliczeniowej przez

przyjęcie stałego rozkładu gęstości prądu wzdłuż każdego zwoju wzbudnika.

Uzwojenie wzbudnika można w takim przypadku aproksymować cienkimi w arstwam i



prądowymi modelującymi każdy zwój, przy czym ich zastępcze wymiary dobiera 

się zgodnie z zasadam i opisanymi w p.4. Wtedy do rozw iązania pozostaje ty l­

ko uktad (2N-2) równań typu (5-12), w którym współczynniki (5-15) zależą

już  od znanych prądów i. płynących w poszczególnych zwojach, i
Dla ilu s trac ji te j  metody rozważy się przykładową nagrzewnice płaską 

(ry s.5.2) z uzwojeniami foliowymi, podzieloną na 13 obszarów obliczenio­

wych, ze wzbudnikiem o dowolnej liczbie (m) zwojów, podzielonym na dowolną

liczbę sekcji, w których płyną dowolne, znane prądy ( I ). Postępując zgod-
i

nie z opisaną metodyką obliczeń uzyskuje się po rozw iązaniu układu równań 

(5-12) następujące w yrażenia na s ta le  całkowania potencjałów (5-10):
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2p d

M =k e 1 !+k
1 l 2

•2p d
M ~k e 1 6 hc 

2  2  1

2p d
M =k e '.k 

3 1 2

-2p d 
w  I 6M -k  e -K. ;

4 2 1
M= p f i M +qii M ; M =p fi M -qfi M

5 *1* 0  3 1 1  6 1 0  3 1 1

M =p fi M +qa M ; M= p u  M -qfi M ; M =M -M e 
7 1 0  4 1 2  8 1 0  4 1 2  9 6 5

2q(d2 hV gwl}M =k M -k M e
11 3 6 4 5

2qd
M =M -M e

10 8 7

2qd5

M =/< M -K M e 
12 4 6 3 5

2q(d ,+ d +g ) 
2 3 » I

M =k  M .k  M e 
13 5 8 6 7

2q('V !V’+'i5> M = k  M K M e 
14 6 8 5 7

2q(d +g +d ) 
4 w2 5

M =k M -k M e
15 8 12 7 U

2p 1 
*2 1 M =k M x M  e

16 7 12 8

2p i 
*2 1

M =k M -K M e
17 10 14 9 13

2p I 
*6 4 M = k  M -K M e 

18 9 14 10 13

2p I 
6 4

M = k  M .k  M e 
19 12 16 1! 15

2p 1
*3 2 M =k M -k M e 

20 11 16 12 15

2P3'2

2p; 2p4i
M - k  M e .k M e ; 

21 14 20 13 19

2p l -2p t
M =k M e 4 -k M e 4

22 13 20 14 19

M = K  M - K  M e 
23 13 18 14 17

2P5 3 M = k  M - k  M e 
24 14 18 13 17

2p 1
5 3

q(dî gw.) -Pjl, -Pjl,
M =2p p J |4 p  p p p p p M m  e , , J e ¡ l e  “  -  ( i p M  M * 

30 0  5 2 3 4 2 3 4  9 18 6 6 10 22

PS'4 PjV,e e e

2P513M=M M e -  M M
17 22 21 18

(5-24) !

. ~  I  sjkH -jkh
J = > ït2 e ”  e m sin<kh >c 2itk h

-I dla 

+1 dla m > m ‘
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Uzyskane rozw iązanie (5-23), (5-24) je s t  rozwiązaniem  końcowym tylko

dla jednej praktycznej rea lizac ji nagrzewnicy płaskiej dw ustronnej 

(rys.5. Id). W pozostałych przypadkach należy jeszcze uwzględnić, nie ujęte  

dotychczas w obliczeniach, "zagięte" części uzwojeń wzbudników, gdyż ich 

udział w całkow itej impedancji układu je s t  istotny. Modele obliczeniowe dla 

tych przypadków (pozostałe p rzekroje 2-wymiarowe rozważanych nagrzewnic) 

przedstaw ia rys.5.2b, c po zamianie rzeczyw istych przewodów wzbudnika uzwo­

jeniami foliowymi. Wyjściowe rów nania różniczkowe są postaci (5-18) i (5-

20), a ich rozw iązania m ają  postać (5-19) i (5-21).

W prowadzając np.(5-21) do (5-20) uzyskuje się form alnie identyczne 

układy równań, oczywiście z  innymi wymiarami, param etram i elektrom agnety­

cznymi wsadu i gęstościam i prądu wzbudnika. Tak więc i rozw iązania (sta łe  

całkowania) są  form alnie identyczne z (5-23) po zastąpieniu w nich wymiarów

1, d ,  H, h , g przez I’, d’, H’, h’, g ’ lub 1” , d” , H” , h ” , g ” i
l i i i  i i i i i i i  i

przenikalności i konduktywności p , y przez p ’, y ’ lub p ” , y ”  oraz 
~ i i i i  i i

gęstości prądu J przez odpowiednie wielkości wynikające z konkretnego c
przypadku. Potencjał wektorowy w dowolnym punkcie przestrzen i (z^.y^.z^.t^)

będzie więc sumą rozw iązań (5-10) i (5- 19) dla nagrzewnicy ze wzbudnikiem

owalnym (rys.S .ła, b) lub (5-10) i (5-21) dla nagrzewnicy ze wzbudnikiem
r '

pętlowym (rys.5.1c). 1

Indukcję magnetyczną w poszczególnych obszarach obliczeniowych, 

gęstość prądów indukowanych, moc czynną wydzielaną w płycie, w ektor Poyn- 

tinga, siły elektrodynamiczne działające na wsad oblicza się łatwo, korzy­

sta jąc  z (5-6) i znanych zależności, np. (125).

Dla wyznaczenia całkow itej impgdancji Z nagrzewnicy "widzianej" od 

strony zacisków wzbudnika można także wykorzystać obliczone potencjały we­

ktorowe. Z uwagi na to , że w rozpatryw anym  przypadku wsad nagrzewany je s t 

przez zespół wzbudników znajdujących się w różnych odległościach, z których 

każdy ma "m" sekcji, impedancja całkow ita będzie sumą impedancji (zespolo­

nych) poszczególnych sekcji. Dla ¡- te j sekcji lewego lub prawego wzbudnika, 

na bazie II praw a Kirchhoffa, można napisać:

g ( L )  g <  P)

Z(L) = K  Z(P> = R  \—T  r  (5-25)i i  I i i i

gdzie R  je s t  rezystanc ją  w łasną i-tego uzwojenia, a S  SEM indukowaną w 
1 i

nieskończenie cienkim przewodniku (modelującym i-te  uzwojenie) umieszczonym 

w zewnętrznym polu elektromagnetycznym, k tó rą  można wyznaczyć:



-4 4 -

sH + 2h i i sH +2hi i

g'(L)= -J^ 5  Pa (y=-d -g  ,z ,t)dz  ; g (P)= - iii5  ("a (y=d +g ,z ,t)d z
i 2h J 3 3 w 1 i 2h J N-2 N-3 «2I isH sHi i

(5-26)

gdzie G je s t długością uzwojenia w kierunku osi "X’1. W prowadzając do o sta ­

tniego (5-10), uzyskuje się:

2<L)=K + M
i ł n

-k(d +g ) k(d +g ) 
Ce 3 " 1 +D e 3 " ‘

jk(sH +h ) jwt
e 1 1 sin(kh ) 5— ei k

(5-27)

Z(Pi=7? + ^  
i i n .

k(d +g ) -k (d  +g )' 
; e  N-3 w2 + d  e  N-3 V
N-2 n-2

jk(sH +h )
■ ' •

d k
* s i n(kh /2 )  t— e i k

ju t

Tak więc, impedancja całkowita nagrzewnicy przedstaw ionej modelem na 

rys.5 .2a z uzwojeniami foliowymi wynosi:

•  Z fcu * z:1 (5-28)

Analogicznie jak  w przypadku potencjału wektorowego, uzyskane

rozw iązanie (5-25) - (5-28) je s t słuszne tylko dla jednego wykonania na­

grzewnicy płaskiej dw ustronnej (rys.5. id). Dla innych należy jeszcze 

uwzględnić, nie u ję te  dotychczas w obliczeniach pozostałe części uzwojeń 

wzbudników (rys.5.2b, c). Z astępując w powyższych wyrażeniach odpowiednie

wielkości przez ich. analogi oznaczone na rysunku symbolami (’) lub (” ), 

łatwo uzyska się poszukiwane wyrażenia na impedar.cje dla modeli z rys. 

5.2b,c. Impedancja całkow ita będzie sumą odpowiednich wielkości.

Na podstawie uzyskanych wyrażeń (5-6) -  (5-28) można stw ierdzić, że

znajom ość potencjałów  wektorowych A (x ,y ,z ,t) w poszczególnych obszarach
i

obliczeniowych w ystarcza dla określenia wszystkich wielkości elektrom agne­

tycznych w analizowanym układzie. W związku z tym obliczenia dla następ­

nych konfiguracji zostaną doprowadzone jedynie do postaci wyrażeń na po­

tencjały.
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5.3. Ogólny model obliczeniow y c y lin d ry c z n e j nagrzew nicy  in d u k cy jn e j 1

Urządzenia indukcyjne o sym etrii cylindrycznej sa na jbardzie j rozpo­

wszechnione w elektroterm ii. Zalicza się bowiem do nich zarówno piece in­

dukcyjne różnych typów, jak  i nagrzewnice do nagrzew ania wsadów walcowych i 

rur od zew nątrz i od w ewnątrz, a także wiele typów urządzeń magnetohydrody- 

namicznych do przem ieszczania i obróbki ciekłych metali. Skonstruowanie mo­

delu obliczeniowego obejm ującego wszystkie wymienione zastosow ania je s t

możliwe, ale uzyskane w yrażenia końcowe byłyby bardzo skomplikowane i tru d ­

ne do analizowania. Dlatego też rozważany tu  ogólny model obliczeniowy 

(rys.5.5) dotyczy tylko nagrzew ania zewnętrznego. Pozwaia on na analizę 

(poprzez odpowiednie p rze jśc ia  graniczne) rozw iązań spotykanych 

najczęściej. Przypadek nagrzew ania indukcyjnego ru r od w ew nątrz zostanie

omówiony oddzielnie.

Zjaw iska elektrom agnetyczne zachodzące w układzie z ry s .5.5 sa  opisy­

wane równaniem (5-7), k tóre we współrzędnych cylindrycznych przyjm uje po­

stać:

a ‘

a r 2

i a

r 2 3 r

a -

a z 2
A = 0

(5-29)

A=A (r,z) e^u t 1<p <p

Rozwiązanie ogólne równania (5-29) w i-tym  obszarze obliczeniowym można 

przedstawić jako:

r(  jkz j« t
a  = I I(C(k) 1 (pr)+D (k) K ( o r l i  e dk e 1 i J ( i i i i i i i

(5-30)

gdzie H p r) , K^lpr) są  zmodyfikowanymi funkcjami Besseia i McDonalda rzędu 

1. a  "p" dane je s t przez (5-11). Rozwiązanie to je s t słuszne we wszystkich
i

obszarach obliczeniowych z ry s .5.5, przy czym w poszczególnych obszarach 

należy przy jąć różne w artości "p". Potencjały wektorowe w poszczególnych 

obszarach (A ) spełniają warunki brzegowe (5-8). W prowadzając potencjały

•)

Zagadnienia zw iązane z  nagrzewaniem  in d u kcy jn ym  wsadów cy lin d ryczn ych  
autor analizow ał w  pracach [24-27,29,30,32-33,35,143],
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Rys. 5.5. Ogólny model obliczeniowy nagrzewnicy cylindrycznej zew nętrznej

Fig. 5.5. General calculating model of an ex ternal cylindrical heater

wektorowe (5-30) i dowolne gęstości prądowe do warunków brzegowych (5-8)

uzyskuje się układ równań dla wyznaczenia stałych C (k), D (k) przy zadanej
i i

gęstości prądu wzbudników J ( r ,z ,t) ,  typu (5-31), gdzie:

a =1 ( p r )  
2i-l I i i b =K (p r  !

2i*l I i i c  =-1 (p r ) 
2i-l 1 i+I i d =-K (p r ) 2i-l 1 i+l i

a =pp I (p r  )2i i i+l 0 i i Ł> = -pM. ,K (p.r.)2i i i+ 1 0 i i c  =-p ¡i I (p r  ) 
2i i+l i 0 i+l i

d = p pK  (p r ) 2i i+l i 0 i+l i e  =1 (kr ) 
2N-7 1 N-3

e =kp I (kr ) 
2N-6 N-3 0  N-3

e =-K (kr )
2N 5 1 N-2

e =kp K (kr ) 
2N-i N-! 0  N-2

(5-31)

r i  -jkH  ^ 2  -jk h (2 o -l)
+l=p ) GK (kG ) ) e m > 7 e

1 0 I I I /  Imo
1=1 ni = 1 o=l

G =r +g +(21-l)g1 N-3 w (5-32)

A =p > GI (kG ) )  e P 'o  i i i
1=1 m =1 o=l

“  -jkH  J 2  - jk h (2 o -l)Z-JKn r—-

• " I
I  e 

lino
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("a c  d  0 .................................................................................................0
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(5-33)

Wzór (5-33) je s t liniowym układem równań rzędu (2N-2) na sta łe  C , D ,
i i

którego rozw iązanie nie nastręcza  żadnych trudności. Jednakże uzyskane w

ten sposób sta łe  bedą zależne od nieznanych prądów wzbudnika (I  ). Dla
Imo

ich wyznaczenia rzeczyw iste uzwojenie dzieli sie na dowolną ilość małych 

obszarów (tak jak  w przypadku nagrzewnicy płaskiej). Zakłada sie. że w

każdym z nich płynie pewien (nieznany) prąd I  skupiony w znikomo małym
Imo

przekroju (nitce prądow ej), taki że suma wszystkich tych prądów daje

całkowity prąd wzbudnika I. Postępując analogicznie jak  dla nagrzewnicy

Płaskiej, oblicza sie prądy 1 numerycznie z układu równań (5-16) -  (5-
'jk

17)- Po ich obliczeniu łatwo już można znaleźć sta łe  całkowania (5-31), a

tym samym potencjały wektorowe (5-30) w poszczególnych obszarach oblicze­

niowych. Wyznaczenie pozostałych wektorów pola oraz zależności energety­

cznych odbywa sie na podstawie znanych zależności.

Znając gęstość mocy czynnej (p ) we wszystkich elementach nagrzewnicy,
V

w których następuję dyssypacja energii oraz rozkład w ektora Poyntinga (S) w 

całej przestrzen i, można prze jść  na param etry  skupione obwodu tw orząc elek­

tryczny schem at zastępczy nagrzewnicy indukcyjnej cylindrycznej analogiczny 

do przedstawionego na ry s .5.4.

Tak więc dla rozw iązania dowolnej nagrzewnicy cylindrycznej zew nętrznej 

należy wyznaczyć potencjały, a następnie pola w modelu przedstawionym na
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rys.5.5. Dla obliczenia potencjałów w ew nątrz uzwojeń wzbudników konieczny 

je s t ich podział na pewną ilość elementów w celu wyznaczenia rozkładu prądu 

w uzwojeniu (5-16), (5-17). Wtedy w ogólności otrzym a sie (2 N -2) równań na

sta łe  całkowania potencjałów w w arstw ach metalicznych (wsad, rdzenie) i

szczelinach powietrznych, typu (5-31) -  (5-32), (2l)  równań na s ta łe  całko­

wania potencjałów w ew nątrz uzwojeń, z których oblicza sie wielkości typu 

(5-33) oraz (l*m*o) równań całkowych typu (5-i6) dla wyznaczenia rozkładu

prądu w uzwojeniu. Pozostaje więc do rozw iązania po (2N-?.+2L+L*M*o) równań

algebraicznych i całkowych. Należy jednak zaznaczyć, że otrzym a się w ten

sposób rozw iązanie zagadnienia tylko dla jednego etapu nagrzew ania i proce­

durę całą należy powtórzyć co najm niej tyle razy, na Ile etapów został po­

dzielony cały proces.

Jeżeli głównym celem obliczeń je s t wyznaczenie rozkładu pola i mocy we

wsadzie lub skonstruowanie elektrycznego schematu zastępczego nagrzewnicy z

pominięciem rezystancji w łasnej uzwojeń wzbudników, wtedy możliwe jes t

uproszczenie przedstaw ionej metody obliczeniowej przez przyjęcie stałego

rozkładu gęstości prądu wzdłuż każdego zwoju wzbudnika, podobnie jak  to

zrobiono dla nagrzewnicy płaskiej. Wtedy do rozw iązania pozostaje tylko

układ (2N-2) równań typu (5-31), w którym współczynniki (5-32) zależą już

od znanych prądów I  płynących w poszczególnych zwojach, i
Dla ilu strac ji te j  metody rozważy się przykładową nagrzewnice cylin­

dryczną (rys.5.5) z uzwojeniami foliowymi, podzieloną na 7 obszarów obli­

czeniowych, ze wzbudnikiem o dowolnej liczbie (m) zwojów, podzielonym na

dowolną liczbę sekcji, w których płyną dowolne, znane prądy (7). Postępu-
i

ją c  zgodnie z opisaną metodyką obliczeń uzyskuje się po rozw iązaniu układu

równań (5-12), następujące wyrażenia na s ta łe  całkowania potencjałów

(5-30):

C =■—M M"'D
2 1 2

C =
4

—M M_ID
16 15 4

D =r p " 'm M ''d« -T -1 IC i4 2 2 15 1 2

-1 -1 i
C =-M M D 

5 12 II 5

D =-u Ji r  r ' ‘j  M (M K (qr )-M 1 (qr ))M ' 
6 0 4 4 5 c 3 15 I 4 16 1 4 10 4 4 5 c 3

(5-34)



gdzie J dane je s t przez . (5-24). Pozostałe wielkości elektrom agnetyczne
C

oblicza się, podobnie jak  w przypadku nagrzewnic płaskich, na podstawie (5- 

6), a impedancje wzbudnika cylindrycznego zgodnie z (5-25) - (5-28).

5.4. N agrzew an ie  w ew n ę trzn e  wsadów ru ro w y ch

Nagrzewanie w ewnętrzne ru r  stosowane je s t w niektórych procesach prze­

róbki plastycznej, szczególnie wtedy, gdy przeróbce poddawany je s t koniec 

wsadu (np. kalibrow anie, spęczanie, kielichowanie) lub przy hartow aniu po­

wierzchni wewnętrznych ru r . Metoda ta  zezw ala na n agrzew anie cienkościen-
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nych ru r  (o grubości ścianki znacznie m niejszej od głębokości wnikania)

wzbudnikiem częstotliw ości sieciowej. Pod względem matematycznym zagadnie­

nie je s t podobne do omówionych poprzednio. Równaniem wyjściowym je s t także 

(5-29), a  jego rozwiązanie ogólne je s t  postaci (5-30). Różnice występują

tylko w warunkach brzegowych i okładzie prądowym wzbudnika (rys.5.6). Po 

wprowadzeniu rozw iązań do warunków brzegowych uzyskuje się następujący 

układu równań na s ta łe  całkowania potencjałów wektorowych:

a c d 0 ...........................
1 t i

a c  d 0 ...........................2 2 2
OOa b c d  0 .................

3 3 3 3
OOa b c d O .................4 4 4 4
0 .. . .0  a b c  d 0 . . . .

5 5 5 5
0. . . . O a b c d  0 . . . .

6 6 6 6

0 ............... 0 a b c d 0.7 7 7 7
0 ............... 0 a  b c dO .

8 8 8 8
. Oa b c d 0 . .

2 i - l 2 i -1 2 i • 1 2 i -1
.0  a b c  d 0 ..........0

2 i 2 i 2 i 2 i

. Oa b c d 0 .. . .0
2 N - 7  2 N - 7  2 N - 7  2 N - 7

. Oa b c d 0 .. . .0
2 N - 6  2 N - 6  2 N - 6  2N - 6

. . . . Oa b c i 0 0
2 N -5  2 N - 5  2N-5  2 N - 5

. . . .O a b • c  d 0 0
2 N - 4  2 N - 4  2 N -4  2 N - 4

.........................Oa b d
2 N - 3  2 N-  3 2 N - 3

.........................Oa b d
2N ■ 2 2N - 2 2N - 2

c 1 A ei i
c A e2 l 2
D A e2 P 3
c A e

3 P 4
D

3 0
C 0

4
D 0

4
C 0

• 5

c i 0

D
i

0

D
N-3

c
N-2

D
N-2

c
N - l

D 0
N- l

D 0L N

(5-36)

gdzie współczynniki a ,  b , c ,  d dane są  przez (5-31), natom iast: i i i i

e =1 (kr )i l t e  =ku 1 (kr ) 
2 10 i e =-K (kr ) 

3 i 2
e =k|i K (kr ) 

4 3 0 2

M - jk H  - j k h ( 2 o - l )Z r—. - j* n  r >
GK (kG) ) e m )  I

1 1 1 Z -  L .1=1 m = 1 o = l

M -jkH  ^  -jk h (2 o -l)E r—, -jk ti r «
GI (kG) ) e ra ) i

1 1 1 L* Li=i m = 1 o = l

(5-37)

G =r +g+g(21-l) 
I l r
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Rys. 5.6. Ogólny model obliczeniowy nagrzewnicy cylindrycznej w ew nętrznej

Fig. 5.6. General calculating model of an internal cylindrical heater

Podobnie jak  w poprzednich przypadkach, (5-36) -  (5-37) je s t liniowym

układem równań rzędu (2N-2) na s ta le  C , D , którego rozw iązanie nie na-i i
stręcza wielkich trudności. Jednakże uzyskane w ten sposób s ta le  bedą za­

leżne od nieznanych prądów wzbudnika (J ). Dla ich wyznaczenia należy po-
Imo

stepować zgodnie z opisaną metodyką.

Znając gęstość mocy czynnej (p ) we w szystkich elem entach nagrzewnicy,
V

w których następuje dyssypacja energii oraz rozkład w ektora Poyntinga (S) w 

caiej p rzestrzen i, można p rze jść  na param etry  skupione obwodu tw orząc elek­

tryczny schemat zastępczy cylindrycznej w ew nętrznej nagrzewnicy indukcyj­

nej, analogiczny do przedstaw ionego na rys.5.4.

Podobnie jak  w poprzednich przypadkach, możliwe je s t uproszczenie p rzed­

stawionej metody obliczeniowej przez przyjęcie stałego rozkładu gęstości 

Pnądu wzdłuż każdego zwoju wzbudnika, co zezw ala na zamodelowanie rzeczyw i­

stego wzbudnika uzwojeniem foliowym. Wtedy do rozw iązania pozostaje tylko 

układ (2N-2) równań typu (5-36), w którym współczynniki (5-37) zależą już 

°d znanych prądów I  płynących w poszczególnych zwojach.
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5.5. N agrzew an ie  in d ukcy jne  wsadów fe rrom agnetycznych

Dokładna analiza matem atyczna procesu nagrzew ania indukcyjnego wsadów 

ferrom agnetycznych je s t zagadnieniem bardzo skomplikowanym. Wymaga bowiem 

uwzględnienia zależności przenikalności magnetycznej (p) od natężenia pola 

magnetycznego (H) i tem peratury  (T), jak i zjaw isk histerezy magnetycznej. 

Uzyskanie konkretnych wyników możliwe je s t jedynie na drodze złożonych 

obliczeń numerycznych. Z tych powodów w praktyce znajdu ją  zastosow anie me­

tody w prowadzające pewne uproszczenia, zwykle sprow adzające się do 

pominięcia dyssypacji energii zw iązanej z h is tereza i uproszczenia silnie 

nieliniowej zależności p=p(H) jako pewnej korekcji teorii liniowej. Propo­

nowana tu ta j metoda uwzględnia, że w trakcie  nagrzew ania indukcyjnego mate­

riałów  ferrom agnetycznych w ystępują znaczne zmiany konduktywności i przeni­

kalności m agnetycznej wsadu, co umożliwia stosow anie różnych modeli obli- i 

czeniowych w różnych fazach procesu:

-  stan  "zimny", początek nagrzewania. Zmiany konduktywności materiału 

wskutek w zrostu tem peratury  są  w tym stanie niewspółmiernie małe w 

stosunku do zmian p. Dlatego przyjm uje się zwykle g -g  =const. Prze-
sr

nikalność magnetyczna w dowolnym punkcie wsadu określona je s t krzywa 

magnesowania. Ponieważ natężenie pola magnetycznego H =H(r,t), więc i 

przenikalnośó p = p ir,t) . Na skutek nieliniowego związku między B i H, 

także zależności E, H, B od czasu nie są sinusoidalne;

-  stan  "przejściowy". Tem peratura na powierzchni wsadu : w warstwie

przypowierzchniowej o pewnej grubości g je s t wyższa od temperatury 

Curie. W tym stan ie  konduktywność je s t funkcją punktu przestrzeni-

Wyraźna zmiana konduktywności w ystępuje jednak tylko w w arstw ie ok. 

dwóch głębokości wnikania prądu i nie zm niejsza sie zwykle więcej

niż dwukrotnie. Jest to mato w porównaniu ze zmianami przenikal­

ności, k tóra  .może w zrastać  w głąb dziesiątki razy. Dlatego w prakty­

ce przyjm uje się s ta łą  konduktywność w poszczególnych warstwach, 1 

równą w artości średniej. Przenikalnośó przyjm uje natom iast wartości: j 

H=łio w obrębie w arstw y o grubości g oraz p = p (r,t) dla Wsad

można więc uważać za warstwow y o różnych param etrach  p, g w poszczę- 

góinych w arstw ach;

-  stan  "gorący", końcowy etap  nagrzew ania. Następuje skrośne nagrzanie 

w sadu, w przybliżeniu do jednakowej tem peratury  T>T i wtedy przyj-
C

mu je  się model wsadu jednorodnego, izotropowego o param etrach  fi=P0 
i r=const.
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Należy zaznaczyć, że wszystkie wyodrębnione etapy nagrzew ania nie muszą wy­

stępować zawsze we wszystkich przypadkach. Ze wszystkimi będziemy mieli do 

czynienia tylko przy nagrzewaniu skrośnym wsadów stalowych dla celów prze­

róbki plastycznej. Przy nagrzew aniu powierzchniowym (np. do hartow ania)

proces zakończony zostanie na stan ie  "przejściowym", a w takich procesach

jak np. odpuszczanie wystąpi tylko stan  "zimny". Przeprowadzony tu  podział 

procesu nagrzew ania indukcyjnego ferrom agnetyka na etapy je s t dlatego wy­

godny, że w każdym z etapów można stosować różne metody analizy. I tak w 

stanie "gorącym" stosu je  sie wszystkie omówione tu  metody dla wsadów nie­

magnetycznych. W stan ie  "przejściowym" najbardzie j adekwatny je s t model 

warstwowy wsadu, z zew nętrzną w arstw ą param agnetyczną. Metoda obliczeniowa 

polega na podzieleniu wsadu na cienkie, równolegle w arstw y płaskie lub cy­

lindryczne. W każdej z w arstw  przyjm uje sie s ta lą  przenikalność magnetyczna 

i s ta łą  konduktywność. Oczywiście dobór grubości w arstw , wynikający z p rze­

słanek technologicznych, ma isto tne znaczenie dla poprawności uzyskanych 

wyników. Można stw ierdzić , że im w iecej w arstw  o m niejszej grubości, tym

wyniki są  dokładniejsze. Z drugiej jednak strony każda dodatkowa w arstw a 

powoduje większą komplikacje wzorów końcowych. Z tych względów w konkretnym 

przypadku należy podzielić wsad na taką ilość w arstw , aby uzyskać żądaną 

dokładność, a równocześnie nie skomplikować zbytnio procesu obliczeniowego.

Osobny problem stanowi dobór w artości przenikalności m agnetycznej i konduk- 

tywności w każdej w arstw ie. Zagadnienia te omówiono w p.4.3.1. Metoda ana­

lizy wsadów ferrom agnetycznych na podstawie ich modelu warstwowego może być 

stosowana zarówno dla układów o sym etrii płaskiej, jak  i cylindrycznej ze 

wzbudnikami jednofazowymi. W pracy przedstaw iono ogólny model walcowego 

wsadu stalowego o dowolnej ilości w arstw  (ry s.5.7). Układ składa się z 

1-warstwowego walca i jednofazowego wzbudnika bezrdzeniowego o wysokości 

2h. Potencjały wektorowe w każdym z 1 obszarów wsadu są postaci:

co

r '**A= (C (k) 1 (p r)  + D (k) K (p r ) )  cos(kz) dk e 1 (5-38)
i J i I i i i i  f

0

gdzie wielkości p wyznaczane są  dla średnich w artości konduktywności i 
i

Przenikalności m agnetycznej w obszarze i-tym  (1=1,2,.., 1). Potencjały wek­

torowe w szczelinach powietrznych są postaci:



Rys. 5.7. Ogólny model w arstwowy wsadu stalowego

Fig. 5.7. The genera! lam inar model of a ferrom agnetic charge

00
,  jW

A = (C(k) I (kr) + D (k) K (kr)) cos(kz) dk e 1 (5-39)
i J i 1 i 1 f

0

i=l+l,l+2

przy czym należy pam iętać, że s ta ła  je s t równa zeru  (obszar ten zaw iera

punkt r=0) oraz s ta ła  C  ̂ je s t  także równa zeru (obszar ten zaw iera punkt 

r=co ). Potencjały (5-38) - (5-39) spełn iają następujące warunki brzegowe:
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gdzie gęstość prądu wzbudnika J wynika z konkretnej konstrukcji. Po wprowa­

dzeniu potencjałów (5-38M 5-39) do warunków brzegowych (5-40) uzyskuje się 

układ 21+2 liniowych równań algebraicznych, z których wyznaczenie stałych 

całkowania nie nastręcza  żadnych trudności. Obliczone sta łe  wprowadza się

ponownie do wyrażeń na potencjały wektorowe i wyznacza się rozkład pola ma­

gnetycznego we wsadzie. Jeśli obliczony rozkład nie je s t  zgodny z wstępnie

przyjętym dla określenia w artości p w poszczególnych w arstw ach, to  caiy
i

tok obliczeń prowadzi się z nowymi wartościam i p .  Obliczenia iteracyjne
i

kontynuuje się tak długo, aż wyznaczony rozkład pola pokryje się z wstępnie 

przyjętym do obliczeń. Pozostałe wielkości elektromagnetyczne oblicza się

analogicznie jak  w poprzednich przypadkach.

Metoda wsadu warstwowego może dawać, szczególnie w początkowej fazie 

nagrzewania (tzw. stan ie  "zimnym", gdy nieznane je s t jeszcze pole tem pera­

tury we wsadzie), znaczne błędy.Tak więc, dla analizy zagadnienia w stanie 

"zimnym" proponuje się uogólnioną na zagadnienia dwuwymiarowe metodę Nejma­

na, polegającą na analitycznej aproksymacji zależności przenikalności ma­

gnetycznej od natężenia pola magnetycznego. W swoich już klasycznych p ra ­

cach z la t 50 [85,86] Nejman rozw ażał nagrzewanie indukcyjne ferrom agne­

tycznej półprzestrzeni nieskończenie długim wzbudnikiem płaskim. Uzyskał 

on wiele ciekawych rezultatów  teoretycznych, które znalazły potwierdzenie 

doświadczalne. Jednakże p rzy jęty  przez niego model jednowymiarowy tylko w 

niewielu przypadkach zbliża się do układu nagrzewnicy rzeczyw istej. Autorzy 

stosujący później jego metodę ograniczali się jedynie do powielania uzyska­

nych wyników [66,123]. W te j  pracy proponuje się uogólnienie metody na za­

gadnienia dwuwymiarowe [1401.

Metoda zostanie przedstaw iona na przykładzie płaskiej nagrzewnicy je ­

dnostronnej (rys.5.8). Przyjm ując za Nejmanem, że przenikalność magnetyczna 

we wsadzie zmienia sie zgodnie z zależnością:

-  i j ’  (S- 4 il

gdzie p i p  są przenikalnościami względnymi we wsadzie i na jego po- 
r rs

wierzchni, natom iast xq je s t pewną odległością od powierzchni wsadu, na 

której pole magnetyczne osiąga tak  zwaną w artość krytyczną.

W rozważanym układzie można wyróżnić 4 obszary obliczeniowe, trzy  po­

wietrzne oraz wsad. W obszarach powietrznych przyjm uje się oczywiście p =1
r

1 ?=0, tak  jak  zakładano dotychczas. Tak więc, potencja! wektorowy w obsza-
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Rys. 5.8. Przykładowy model obliczeniowy dla analizy ferrom agnetyka 
w stan ie  "zimnym"

Fig. 5.8. Examplary calculating model fo r the analysis of ferrom agnetic 
m ateria ls in the "cold state"

rach powietrznych (1. 2, 4) opisywany je s t równaniem Laplace’a: 

V2A(x,z,t) = 0 

którego rozw iązanie można przedstaw ić w postaci:

(5-42)

A(x,z

00

, t i -  J|c(k) e
•kx-v jUi

+ D(k) e cos(kz) dk e 1 (5-43)

Potencja! wektorowy we wsadzie nie je s t już opisywany równaniem (5-7), 

spełnia on bowiem równanie Helmholtza o zmiennych współczynnikach typu:

gdzie:

7" -  m (x) | A ^x .z .t) = 0

n2(x )= j“ ^ rs( l "  t ) = j2 6 f i ł '  T

(5-44)

(5-45)

przy czym przez 8 oznaczono głębokość wnikania w w arstw ie przypowierz­

chniowej (ze średnimi w artościam i konduktywności i przenikalności magnety­

cznej na powierzchni wsadu). Rozwiązanie ogólne, równania (5-44) będzie po­

szukiwane w postaci analogicznej do (5-43), tzn.:
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r  jUl
A (x ,z ,t) = X(x) cos(kz) dk e 1 (5-46)

3 J >
o

gdzie część X-owa rozw iązania spełnia równanie różniczkowe:

d X t* } -  (m2(x)+k2)X(x) = O (5-47)
dx "

Jest to  szczególny przypadek rów nania różniczkowego liniowego, zwanego 

równaniem Bóchera 183) lub Kleina-Bóchera [138], Punkty osobliwe równania 

(5-47) znajdu ja  sie w x=xo oraz x=co . Obydwa punkty osobliwe są tzw. punk­

tami regularnymi (nazwa pochodzi od Thomy’ego [83,138]). Niektóre równania 

Bóchera są  całkowalne przez funkcje elem entarne lub specjalne, dla innych 

rozwiązania można uzyskać tylko przez szeregi potęgowe. Równanie (5-47) da 

sie sprowadzić do postaci Bessela i jego rozw iązanie ogólne można p rzedsta ­

wić w postaci [2]:

X (x)= /x-x  f c ’(k) I (k Ix -x  I) + D’(k) K. (k |x -x  1)1 (5-48)o ( v 1 o1 v 1 o 1 J

gdzie

l>= i  / + 2j<5'2x 2 (5-49)
Z  s 0

Jednakże w ystępujące w (5-48) zmodyfikowane funkcje Bessela sa rzędu zespo­

lonego (5-49), co bardzo kcmlikuje ich obliczanie numeryczne.

Potencjały wektorowe (5-43) i (5-46) spełn iają warunki brzegowe typu:

A =A . ; A “ A , ; A =A .
1 2  2 3 3 4

1 x=-d  . x=0  x—1

dA dA
 2  i_

d x  d x
= p J(x = -d ,z ,t)  (5-50)

0
x=-d

dA dA  {1 - x  ) 2 dA X '  dA
 2 _  ___ 3 i .  0________3 .  _ 0   4 |

u  3 x  3 x  ’ ii Ji d x  p  3 x
„  0  r s  0  i ,1 x - 0  r =I

gdzie postać gęstości prądu wzbudnika zależy od jego konkretnej konstruk­

cji.Po obliczeniu stałych całkowania uzyskuje się potencjały wektorowe:



* (kp ) sinh(kd) e cos(kz) dk e 1 rs J y

1 ki jUl

A _ 0 rs r sin( kh)
2 Jlh J k

0

+ (kp I-1: 
rs

5inh(kx)j

Nip P “  
A -  0 sin(kh)

3 Tth J k
0

M“'cos(kz)
y* 

dk e !

K i t  mNip p r
A -  0 rs T sin(kh)

4 irh J k
0

gdzie:

X (x)=v4-x I (k 1 x- 
l o f  ' x I) 

0'

< )M '
20'

jUl
e 1

y
(5-51)

e ix  (x)(X’ +p kX ) -  (X’ +p kX )X (x)k 1 1 21 rs 21 V II rs li' 2

-k(x-d-l) jOJt
e (X' X -X' X )M cos(kz) dk e 121 II II 21 v

X (x)=Vx-x K (k |x -x  I ) 
2 0 f  1 O 1

M = (p kX -X' )(X'+p kX ) -  (X’ +p kX K/i kX -X’ )
rs 20 20 II rs II 21 rs 21 rs 10 10

10 I

(5-52)

=C) ; X =X (x=0) ; X =X (x=l) ; X =X (x=i)20 2 u i 21 2

dX dX dX

1 X' = -r-^l ; 20 dx x ' = -¡-Mu dx X' = -T-^l 21 dx
x=0 x=0 X—1 1

dX
x> “ -j—-

10 dx

Z nając potencjały wektorowe (5-51) we wszystkich obszarach obliczeniowych 

można ju ż  łatwo, analogicznie do poprzednich przypadków obliczyć pozostałe 

wiekości elektromagnetyczne.

Na podstawie przeprowadzonej analizy zjaw isk elektromagnetycznych za­

chodzących w indukcyjnych układach grzejnych można dokonać następującego 

podsumowania:
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-  uzyskano podstawowe zależności dla pola elektrom agnetycznego i pola 

ciepła Joule’a w m ateriałach przewodzących znajdujących sie w p rze­

miennym polu magnetycznym,

- przeanalizowano ogólne modele płaskie i cylindryczne słuszne dla 

większości stosowanych w praktyce nagrzewnic indukcyjnych z wsadami 

warstwowymi o dowolnej s truk tu rze  i wzbudnikami o dowolnych okładach 

prądowych,

- przedstaw iono przybliżoną metodę analizy modeli trójw ym iarowych na 

przykładach nagrzewnic płaskich ze wzbudnikami owalnymi i pętlowymi,

- opracowano elektryczny schemat zastępczy nagrzewnicy indukcyjnej, w 

szczególności rozszerza jąc  znane z lite ra tu ry  metody (np. tra n s fo r­

m atora powietrznego, SEM indukowanych, oporów wnoszonych) o nume­

ryczne wyznaczanie impedancji wzbudnika z  uwzględnieniem oddziaływa­

nia wsadu i rdzeni magnetycznych,

- przeanalizowano proces nagrzew ania indukcyjnego wsadów ferrom agne­

tycznych stosu jąc  znane z lite ra tu ry  metody do zagadnienia dwuwymia­

rowego.



6. ZAGADNIENIA CIEPLNE

Celem analizy cieplnej indukcyjnego układu grzejnego je s t przede 

wszystkim:

-  obliczenie czasow o-przestrzennego rozkładu tem peratury  w nagrzewanym

wsadzie,

-  obliczenie mocy s t r a t  cieplnych oddawanych przez wsad do otoczenia

lub innych elementów układu indukcyjnego,

-  wyznaczenie sprawności cieplnej nagrzewnicy,

-  określenie minimalnego czasu nagrzew ania wsadu; minimalnego w tym 

sensie, aby nie zostały przekroczone dopuszczalne gradienty tem pera­

tu ry  oraz  zosta ła  osiągnięta założona równomierność nagrzewania.

Zakres analizy oraz je j  ^dokładność uwarunkowane są założeniami wyjściowymi

i wymaganiami stawianym i przez proces technologiczny. Punktem w yjścia jest

sporządzenie bilansu energetycznego. W przypadku nagrzewnic indukcyjnych 

bilansuje sie następujące składniki:

-  moc dostarczaną do wsadu (P) równą mocy prądów wirowych

P = Jp (r .t)  dV (6-1)

V

-  moc użyteczną (P ), czyli część mocy dostarczanej zużytkowaną nau
podniesienie tem peratury  wsadu

p _ c r  dv (6-2)
“ T J atv

gdzie c^ je s t  pojem nością cieplną wsadu, a T polem tem peratury;

-  moc s t r a t  cieplnych (Pj.). k tó rą  przy założeniu oddawania ciepła wg

praw a Newtona można obliczyć z zależności:

P = Y f  a  (T (r ,t)  -  T ( r , t ) )  dii (6-3)
-  T  Lt J  i oł  i

i a1

gdzie O są poszczególnymi powierzchniami wsadu oddającymi ciepło z

uogólnionymi współczynnikami wymiany przez konwekcję i promieniowanie a  do
i

elementów o tem peraturach  T . Tak więc, bilans cieplny wsadu nagrzewanego
oi
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indukcyjnie przyjm ie postać: 

P = P + P (6-4)
u T

a sprawność cieplną nagrzew ania wsadu określa zależność:

P
T (6-5)P

Pole tem peratury  we wsadzie nagrzewanym indukcyjnie oblicza się korzystając 

z równania przew odnictwa cieplnego, k tóre przy założeniu stałych w artości 

pojemności cieplnej i przewodności cieplnej (A) przyjm uje postać [18]:

gdzie "a" je s t tzw. współczynnikiem wyrównywania tem peratury  (wielkość ta  

przez Kelvina nazywana była "diffusity  of the substance", a przez Maxwella 

“thermometric conductivity"). Rozwiązanie rów nania (6-6) określa zmienną w

pewnych szczególnych przypadkach równanie (6-6) można uprościć, np. dla pól 

stacjonarnych bezźródłowych przechodzi ono w równanie Laplace’a, a  dla pól 

stacjonarnych źródłowych w równanie Poissona. Jednakże w zagadnieniach na­

grzewania indukcyjnego uproszczenia te  nie s ą  - możliwe, gdyż w ystępujące po­

la tem peratury są n iestacjonarne i źródłowe. Rozwiązaniami rów nania (6-6) 

mogą być różne funkcje w zależności od ksz ta łtu  wsadu, sposobu wymiany cie­

pła z otoczeniem oraz stanu początkowego. Różne też  są  sposoby rozw iązania 

odpowiedniego rów nania różniczkowego. Do najczęściej stosowanych należą: 

metoda Fouriera, przekształceń całkowych, odwzorowań konforemnych i metody 

numeryczne. W pracy zastosowano, podobnie jak  w przypadku obliczeń e lek tro ­

magnetycznych, połączenie metod analitycznych (Fouriera) i numerycznych. 

Rozważania zostaną ograniczone (tak jak  i poprzednio) do płaskich i cylin­

drycznych konfiguracji wsadu.

(6 - 6 )

T=T(r,t) p =p (r)
V V

czasie tem perature  wsadu z wewnętrznymi źródłami ciepła o wydajności p . W
V
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6.1. Pole te m p e ra tu ry  p rzy  n ag rzew an iu  indukcyjnym  w sadów  p łask ich

Ogólny model obliczeniowy dla konfiguracji płaskich przedstaw iono na 

ry s .6.1. Jest to  metalowa pły ta o grubości d, wysokości h 1 długości 1. Na 

rysunku celowo nie zaznaczono ani wzbudnika, ani innych elementów nagrzew ­

nicy indukcyjnej. Wynika to  z faktu , że do obliczeń cieplnych potrzebna 

je s t  tylko znajom ość gęstości mocy czynnej w ydzielanej we wsadzie 

p (x,y,z), natom iast nie je s t  istotne, w jak ie j konfiguracji eiektro term i-
V

cznej (nagrzewanie jedno- czy dwustronnne, wzbudnikiem jedno- czy wielosek- 

cyjnym, z rdzeniem czy bez rdzenia magnetycznego) nastąpiło  nagrzanie. To, 

jaki był układ grzejny w rzeczyw istości } znajdu je  odbicie w analizie pola 

tem peratury  poprzez postać funkcji p , k sz ta łt warunków brzegowych oraz
V

w artości współczynników oddawania ciepła. Funkcje źródeł dla różnych przy­

padków nagrzew ania indukcyjnego wsadów płaskich zostały obliczone w rozdz.5 

na podstawie równań Maxwella. Tak więc, przedstaw iona tu  metoda je s t 

ogólna dla wszystich płaskich, trójwym iarowych konfiguracji wsad-wzbudnik, 

a konkretny przypadek otrzym uje się w prow adzając odpowiednią funkcje p i
V

wynikające z rozważanego zagadnienia technologicznego warunki początkowe i 

brzegowe. Dodatkowo przy jm uje się pełną niesym etrie cieplną układu, co tw o­

rzy  możliwie najogólniejszy model obliczeniowy.

Dla uzyskania rozw iązania proces nagrzew ania indukcyjnego wsadu pła­

skiego dzieli się na etapy (co je s t is to tą  ca łe j stosow anej w rozpraw ie me­

tody obliczeniowej). W chwili t  = 0 (zimny wsad o tem peraturze średniej T^) 

następu je  załączenie wzbudnika i we wsadzie po jaw iają  się prądy indukowane 

(w ewnętrzne źródła ciepła) powodujące jego nagrzewanie. Nagrzewanie to  jes t 

oczywiście nierównomierne i w zrost tem peratury  w każdym punkcie wsadu jest 

inny. Załóżmy, że w pewnym wąskim przedziale czasu (np.t , t ) i pewnym

małym otoczeniu dowolnego punktu (x ,y ,z ) (prostopadłościanie zbudowanym
> i k

wokół tego punktu) zm iana tem peratury  je s t  liniowa i na tyle niewielka, że 

można uśrednić (z dobrym przybliżeniem) w artości stałych materiałowych

(A, a) i współczynniki oddawania ciepła (a). Wtedy w otoczeniu tego punktu

można sform ułować rów nanie różniczkowe (K irchhoffa -  Fouriera) o stałych

współczynnikach, typu (6-6), postaci:

(6-7)
a ‘5) a t

gd zie: ¡=IA_J : ; k=l,2„..,K : s=l.2,....s



Rys. 6.1. Ogólny model dla obliczania pola tem peratury  we wsadach 
nagrzewanych indukcyjnie

fig. 6.1. General model fo r calculations of the tem perature  field 
bodies heated inductively

■ytO = T(' , (x ,y1z ,t) 
ijk ijk

X S x S x  ; y  S y s y  ; z  sz= sz  ; t  s t s t  
i-I i j-1 j k-1 k s-1 s

z warunkiem początkowym:

T<,)(x ,y ,z ,t ) = T<,1)(x ,y .z ,t )ijk s-1 ijk s-1

oraz warunkeuni brzegowymi dla elementów na powierzchniach wsadu:

płaskich 

in f la t

( 6- 8 )

(6-9)
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3T ( 
U l -  H(s) T(s)(x ,y ,0 ,t) =

i j l  i j i

' dT   ̂  ̂
i j K

d z d z
z=0 L z=h

+ K(s) T(s)(x ,y ,h ,t) = O
i jK i jK

H(s) = 
Ijk

c ( ®)
xOjk

I jk

t (s)
Ijk

x(s) 
» I j k

A<s> 
I jk

<x( !> 
H<s) = *°*i

i i i v (»> 

■ ii

HCs)
i lk

L((S)
ijK

X<5)
y O i k

A(s)
i l k

x (s)
z h i  j

A<»>
i i K

^ (S) 
,(s) _  y d i kK =
Uk >(S)

(6 - 10)

oraz warunkami brzegowymi dla elementów wewnętrznych wsadu:

•jts) _ -j-C s) 
i j k t  i+I, jki

1 x=l. 1 x=l

d T  ^ ■gj( S ) ■
A(s) ijk = A(s) i + 1 ,jk

ijk d x i+l.jk dx
x=I. »=1.

•JM
r=d.

■jk |

_ j(s)
ij+lii

A(s)
f3T (s)'

ijk = A(,)
'3T (S) ' 

i j + 1,k
ijk dy ij+ljt 3y

J y=di

_ y(s)
ij.k+! i ; A(s)ijk

3 T   ̂^  
i ^

dz = A(s> 
ij,k+J

3T(s) 
i j , k+1
dz

x=h z=h

y=d
)

i=1.2 1-1 : j=1.2 J-I ; k=1.2, . . .x -l  ( 6 - 1 1 )

gdzie a ^ r są  uśrednionymi współczynnikami oddawania ciepła przez konwek­

c je  i promieniowanie, przez poszczególne elementy powierzchniowe wsadu

(sposoby ich obliczania omówiono np. w [43,65])

Dla rozw iązania rów nania (6-7) ' z  warunkami (6-9) 

się metodę (pochodzącą od- Duhamela [18]) polegającą na 

kiwanego rozw iązania na dwie części, z  których pierw sza 

tem peratury  dla stanu ustalonego, a druga (T(2)) dla 

[18,36,51], Tak więc:

T ^ (x ,y ,z ,t)  = T<1)(x,y,z) + T<2)(x ,y ,z>t)  (6-12)
i)k i j k  i jk

(6-11) zastosuje

rozdzieleniu poszu- 
( T <1>) opisuje pole 

stanu nieustalonego

przy czym,
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lim  T(s) = T(l> ijk ijk lim  T(2) = O ijkt-»oo t-»co

Obydwie składowe spełniają oczywiście różne równania różniczkowe:

2 p(8)(x ,y ,z )
V t (1) = -  iik

ijk t (.>
ijk

7 T(2) = 
ijk

1 ST ( 2 )

JUL
a (8) a tijk

(6-13)

oraz warunki brzegowe (6-10) -  (6-11), natom iast warunek początkowy p rzy j­

muje postać:

T(2)(x ,y ,z ,t ) = T<s' 1)(x ,y ,z ,t ) -  T(l)(x,y,z) 
ijk s-l ijk s-1 ijk

(6-14)

Rozwiązanie rów nania (6-13) dla składowej nieustalonej uzyskuje sie łatwo 

metodą rozdzielenia zmiennych, w postaci:

T(2) =
ijk

~s i jk 
nmq2

* exp
r  r ( x “ >k) 2 ( ^ > > k) 2 K » i k y

_?------ + _js  + _a------ a(8> t  
ijk

Wprowadzając (6-15) do (6-10):

Bi (»)
Dsljk _ iljk  

*" s I jk
■̂s i Ik 
ym

Bi (s) 
yilk

„ s i 1 k

B i(s) 
^sijl _ zij 1
zq -s ijl

(6-15)

xDsljk _ _n8liks in ( * 8ljk)-B i(8) c o s (* 8ljk)»Ijk

X8,ikc o s (* 8lik)+Bi(8) s in ( * 81* )n n xljk n

k ! iJks in (K *Uk)-B i(s) c o s (x sUk)
- j S i J k  _  _ m _________v m  '  y i l k  v m  y

ym KsUkco s(KsUk)+Bi(s) s in (K sUk) 
m m  y i J k  m

<‘iiKs i n « s,^ ) - B l " '  c o s « * ^ )  
0 «ijK _ _g_______ 3______zi)K q

„sijK-.

*4 <5i-'Kc o s (ę !,jn‘)+Bi'5J s i n ( ę s,)r')  
q q zijK q

.s ijK -.-ls ) „sijK,

(6-16)
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gdzie p rzy jęto  następujące k ry teria  Biota:

Bi (s) =1 HW
xljk 1 ljk

B i(s) =1 K (s)
xlik ljk

Bi(s) =d H(s)
y i l k  1 i l k

B i(s) = d  K (s)
yiJk Uk

Bi(5) =h K(s) 
zijl 1 ijl Bi<s) =h K(s)

zi jK ijK
(6-17)

Tak więc, na podstawie warunków typu (6-10) można obliczyć ciągi statych

D , D , D dla wszystkich elementów brzegowych wsadu, przy czym na powierz-n m q
chni (0 ,0 ,0) sta łe  te  w yrażają  się prostym i zależnościami algebraicznymi, 

natom iast na powierzchni (l,d,h) równaniami transcendentnym i (przestępny­

mi), możliwymi do rozw iązania tylko numerycznie. Należy zaznaczyć, że wszy­

stkie s ta łe  D uzależnione są od niewiadomych ciągów w artości własnych x  •
n

K , < . Ciąg stałych Cs 1 określi się z warunku początkowego po wyznaczę-m q nmq2
niu składowej ustalonej tem peratury.

Funkcję T*1' spełn iającą jednorodne równanie różniczkowe Laplace’a  (6- 
>jk

13) i warunki brzegowe (6-10) oblicza się łatwo metodą rozdzielenia zmien­

nych:

jO ) _
¡ik

c sijk
nmql

n , m , q

* C  -K i, “i i i  [“ * ( 1 ,0  * (6 -1 8 )

gdzie ciągi stałych całkowania D m ają postać (6-16) -  (6-17). Ciąg stałych

C*,ik należy dobrać tak , aby funkcja  (6-18) spełniała równanie różniczkowe
nmql

Poissona (6-13). W prowadzając (6-18) do (6-13) uzyskuje się i*j*k równań

typu:
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które można potraktow ać jako rozwinięcie pewnej znanej (z obliczeń e lek tro ­

magnetycznych) funkcji p/A na potrójny, uogólniony szereg  Fouriera względem

ortogonalnych ciągów funkcji własnych (6-18), w obszarze {1 s x s l ,
ł-1 i

d sy ^ d ., h^ ^zsh^}. S tosując tran sfo rm ację  odw rotną uzyskuje się poszu­

kiwany ciąg stałych całkowania postaci:

c*ljk
nmql

= 8
r(* !ijk)2 (Ks i ik )2 ( c , i i k )2

A(s) M s i j k  
i jk  nmq

Nsi jk
nmql

D,ijk  s in fc  K,iik] . c o s < siik] + D‘iik s i n ę ,iik
ym ( . d . m J [ h ^  q J  , q  ( h ^  q

dxdydz

nmq w H c O  * < * ) '

( d
s i jk ( 2 \  / d  + d  x

,d  +d

< *  si" F f  < 1  

W . ’H C ’l  * C )'
, h  + h

,h  +h
♦ f  s ta ( V V :  c;« j  „ „ ( V J m  « . )

(6 - 20 )

T&k więc, znając  rozkład źródeł ciepła (p) w całym wsadzie można obliczyć

Wszystkie s ta łe  C‘ ‘ ’k . K orzystając z (6-14) i obliczonych pól tem peratury  
nxnql
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wyznacza się ciąg stałych Cs 1 ’k
nmq2

c , ijk =nmq2
(Ms i ' k) N! - Kiik- C,iik

nmq nmq2 nmql
exp

CK*l,k) (<Siik) K , ł ,V
a(s)t

ijk s-1

( 6 - 21)

= r r r  T<.-<> co s(*  X>»A + D. *  s in (* w )  co s(z
nmq2 J  J  J  ijk [  1 . n j  xn { 1 . n ) ( d  . m

iik +

C  ""(a < 1  “»(e <f) * C  ™(e c ) dxdydz

Pole tem peratury  w dowolnym (i,j,k ) elemencie wsadu, w dowolnym (s) etapie 

nagrzew ania, zgodnie z (6-12) je s t  postaci:

i ( * 8iik)2 (Ks i ik )2 « , , , k n
T °°(x ,y ,z,t)

ijk
C s i  j k 

nmql 1 . exp
1*

n , m , q

a(,)( t - t  ) »jk s-r
+ N s - l , i j k  e x p

nmq nmq2

r r ^ s i i k ) 2 ( K s i ) k } 2 

— 2  + — 2   +

( ę . i jk )
♦ - 3 — - l a (s> ( t - t  )

1 ijk v s - r

( K l * C  - (¥ < ■ ]
J J J  L

(6-22)

co kończy tok obliczeń analitycznych, jednak należy pam iętać, że występują­

ce w (6-22) w artości własne (£,k,C) nie są • znane. Wyznaczyć je  można tylko 

metodą numeryczną jako rozw iązania układów równań nieliniowych wynikających 

z warunków (6-11). Tak więc, tok postępowania je s t  następujący: po oblicze­

niu z  (6-11) w artości własnych (oczywiście są  one różne dla każdego elemen­

tu  i każdego etapu nagrzew ania) i po wprowadzeniu ich do (6-22) określa sie 

pole tem peratury  we w szystkich elementach dla 1 etapu nagrzew ania. Znale­

zione pole tem peratury  w chwili t- t_  zezw ala na sform ułowanie nowego warun­
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ku początkowego, typu (6-9), dla 2 etapu nagrzew ania. Uzyskany rozkład tem ­

peratury na powierzchni wsadu pozwala na obliczenie nowych współczynników

oddawania ciepła (<x(1)) oraz skonstruowanie nowych warunków brzegowych typu 
ijk

(6-10) w 2 etapie nagrzew ania. Na te j podstawie, korzystając z otrzymanych 

zależności ogólnych, można już obliczyć pole tem peratury  w 2 etapie, itd.

6.2. Pole te m p e ra tu ry  p rz y  nag rzew an iu  indukcyjnym  w sadów  w alcow ych

Ogólny model obliczeniowy w rozważanym przypadku pokazano na ry s .6.2. 

Jest to  walec o promieniu p i wysokości h, posiadający sym etrię osiową. 

Oczywiście, nie ma żadnych przeszkód formalnych dla rozw ażenia zagadnienia 

3-wymiarowego (ze wzbudnikiem umieszczonym niecentrycznie w stosunku do osi 

walca), jednakże z przypadkiem takim mamy niezwykle rzadko do czynienia w 

praktyce grzejn ictw a. Podobnie jak  dla wsadów płaskich, na rysunku zazna­

czono jedynie is to tną  w obliczeniach cieplnych f  uncję gęstości mocy czynnej 

we wsadzie (p ), w ogólności niesym etryczną oraz schematycznie różne s tru -
V

mienie cieplne przekazywane przez pobocznicę i denka wsadu. Równanie p rze­

wodnictwa cieplnego (6-7) we współrzędnych walcowych przyjm uje postać:

(»)1 9T

a (s> a t
i  ą _ i r  ą _ ]
r  ar|_ drJ a z '

T(s) +
p(s) ( r ,z )

a(5)
(6-23)

■ l

T(s)= T<s)(r ,z ,t)
‘i >i

Rozwiązanie tego rów nania spełnia następujące warunki początkowe i brzegowe 

18,18,42,51]:

T ^ tr .z . t  ) = T(sl)( r ,z ,t  )
ij s-1 ij s-1

a T (,) '' 
•i

3 r + K(,) T(s)(p ,z ,t) = oIj Ij K
i=P

3T ̂
__u_

d z

•ĵ s)
łi I

-  H,s) T(s)(r ,0 ,t)  =
ii ii

2=0

_ -pi»)

''3T (s>

az + H(,) T ^ r .h . t )  = 0 
U u

z=h

'a T (sh aT (s) '
A(s) u - ¡ ♦ l . j
A

ij a r — A
i+IJ a r

(6-24)
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Rys. 6.2. Ogólny model dla obliczania pola tem peratury  we wsadach walcowych 
nagrzewanych indukcyjnie

Fig. 6.2. General model fo r calculations of the tem perature  field  in cylin­
drical bodies heated inductively

*p(s)

‘Mr=h.
J j

Z akładając rozw iązanie w postaci:

_ -J-M
i,j+l 1

; A(,)
(3T

n -  A(,)
faT

i, i+i
>j a z i.jłl az

z=h. z=h.

T ^ lr .z .t )  = T ^ ir .z )  + T ^ r . z . t )
U ¡j ij

gdzie składowe tem peratury  spełn iają równania:

1 3 ( 
r  flr[ 'r 1F1 +

3 1^1) 

flz‘ 1 ij

p ( r ,z )  
_21_____

A < * >  

i j

(6-25)

1 3T

a (5) at

( 2) 

l i -  = I  £_ L  3 ) + a *r  3r 3 r J 3^ .
i )

(6-26)

l f \ r , z , t  ) = T<s' 1)( r ,z 1t  1 -  T(1)(r,z)
‘ J * - t  i j  4* I i j
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uzyskuje się rozw iązanie dla składowej nieustalonej w postaci:

¡i
C!,)nml j  (£  T-i) + Dsii Yn(p T siÓ

0  r  n m  0  r .  n

fz exp
(TS ij)2 ( ę S i i )2

i

a(l) t

Wprowadzając (6-27) do warunków brzegowych, otrzym uje się:

(6-27)

DłIi = —
T«’i j  (T»ii) .  B i(s)J  (x sIi)

1 n____________ r j  0  n

B i (s)Y (T s,)) -  t 5,) Y (t *")
A n l n

r»IK r 5lh

-.»i 1
Bi

r j  0  n 

(*)
zOi

. s i l

ę ,U s i n ( ę siJ)-B i(5)c o s ( ę siJ) 
y i J  _  m m 7 zhi  m

ę “uc o s ( ę siJ)+Bi(!)s i n ( ę 5iJ) 
m m zh i m

(6-28)

Bi(,) = p H(,) Bi<s) = h H(s) 
zOi 1 i l

Bi<s) = h K(,)zhi ii

gdzie i są funkcjami Bessela pierwszego rodzaju, rzędu O i 1, a  Y0 * 

Y funkcjami Kelvina rzędu O i 1. K orzystając z wyznaczonych funkcji w łas­

nych, rozw iązanie dla składowej ustalonej można przedstaw ić jako:

'(f,C ) *

K* - ( I .C l

T0 * = \  Csii
i j  /  nml

J  (H T*«) + DSii Y (£ TSii) ^0Vr  . n ‘ m 0 r, n ’

(6-29)

Ciąg stałych dowolnych C‘ ' 1 dobiera się . tak, aby (6-29) spełniało równanie
nml

(6-26). Wtedy:

C“ > = 4
nml

(T. i i ) 2 (ę .* i  y
A(,) M‘ iJ

ij nm'
N*1’

n m l

Ns i i = r r  P(,)
n ml  J J  ij

J  (— T*^) + D5ij Y ( - T 5ii)0 r . n ‘ m OT. q ‘
C O S
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rd rdz

Ms,)
nm

Ds i-' s i n ę sii]zm In m J
J

( . . 2\ h / 2\ /h .+h \

) * d ;  H O  H h f 1 C )

,-h +h
+ 2Dsii sin - L H  ęzm I fi i

j

* J0(Tsii) + Tsii) -  Dsiify  (Tsii) + Y .( - jr ^  ^ sii)
O n  1 r . n m ^ o n  1 r . n

K orzystając z warunku początkowego, uzyskuje się:

,h  -h(11 -11 s

- d d  c i

p s 13 -
nm2 (Msii) N! ' -  C5ii

nm nm2 nml

■
exp

(Ts i j ) 2 ( ę s i i ) 2

r 2 h2
a<5) t ij s-1

j5 - ljj J  ( - T Sii) + DSii Y ( - T Sii)v'0Vr  n m 1 OT n ' cos z ęSijj
.h j m J

+ D5ii s in i?  <•*]zm in m I
i

rdrdz

Tak więc pole tem peratury  we wsadzie walcowym o skończonych 

grzewanym indukcyjnie w sposób niesymetryczny, je s t  postaci:

T ^ tr .z .t)
>j ■ z

* r '
C«ij

nml 1 -  exp “

+ (Msij) Ns' Uj exp
nm nm2

r r(x *‘ i )2 K . U j S

a t5) ( t - t  )IJ s-1

a(,) ( t - t  )
ij S-1

J ( F T>ii) +0 ", o

+ Dsi> Y ( - x sii)
m  0 Vr .  n '

(6-30)

(6-30) 

wymiarach, na-

+

(6-32)



Podobnie jak  w poprzednich przypadkach, należy pam iętać, że tylko część 

ciągów stałych całkowania i w artości własnych je s t znana, resz tę  trzeba  

obliczyć numerycznie z warunków brzegowych (6-24).

6.3. Pole te m p e ra tu ry  p rzy  nag rzew an iu  indukcyjnym  w sadów  ru row ych

Model obliczeniowy przedstaw iono na ry s .6.3. Pole tem peratury  we wsadzie 

jest w tym przypadku opisywane także przez równanie (6-23), którego rozw ią­

zania będzie się poszukiwać w postaci (6-25). Pole to spełnia następujące 

warunki brzegowe:

3T( s) 
i 1 -  H(s) T(s)(r ,0 ,t)  = il il

a T (s)j
iJ

dz a z
z=0

+ K(s) T ^ r .h . t )  = 
u u

f3T(s)j g j  ( *)’
l j -  K(,) T (,)(p ,z ,t)  = 

l j  l j  ' l
I)

3 r a r

(6-33)

r=P

+ H(s) Tl‘?(p ,z ,t)  = 
lj U 2

1 '2
oraz analogiczne do przypadku walca pełnego warunki dla elementów we­

wnętrznych. Rozwiązanie nieustalone ma postać:

t (2) = 
ij

r SI j
nm2

J„(f *5ii) + Dsii Y.(pTsii)
0 r  n m  0 r  n

D!ii s in igC sijl
zm m )

exp
r r(Ts ł j )2 (< s i i )2 

n +  m

r 2 h2
> )

aw t (6-34)

Wprowadzając (6-34) do warunków brzegowych uzyskuje się część ciągów s ta ­

łych całkowania i w artości własnych:
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Rys. 6.3. Ogólny model dla obliczania pola tem peratury  we wsadach rurowych 
nagrzewanych indukcyjnie

Fig. 6.3. General model fo r calculations of the tem perature field  in tubu­
la r  bodies heated inductively

Rozwiązania ustalonego poszukiwać sie bedzie w postaci:

¡j
V  C*‘ J 

“ I
J 0(p  < * )  ♦ D-i Y M

0 I . n m  0  r  ni i

gdzie:

(6-36)

C*ij = 4nml Aw M,i j  
i j  nm

Ns 11
n m l

N - i j  =  r r
nml J  J

><*> J  ( - T ,ij) + D‘ij Y (-T *5) 'V t .  n 1 n  'o ' r  « ; .(S£1
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rd rdz

MS I J

Ds '* s i n i ^ sij]zm l n  m )
i J

i V ( ,< l>’) * c )
ni '■

(h +h \ ,h -h x
_LJii '̂¡\ sin JL±i C"\

tl. m J V. m J

(6-37)

i i i  T sih s i j f  

rn {
Y (tsu) + Y,(n 1 i f  i “))

Ciąg stałych dla składowej nieustalonej wyznacza sie podobnie jak  w poprze­

dnich przypadkach. Ostatecznie pole tem peratury  w nagrzewanym indukcyjnie 

wsadzie rurowym je s t  postaci analogicznej do (6-32) tylko z funkcjami w ła­

snymi (6-35).

Na podstawie uzyskanych wyników można stw ierdzić, że opracowana metoda 

pozwala na obliczanie rozkładów tem peratury  we wsadach płaskich i cylin­

drycznych nagrzewanych indukcyjnie, przy dowolnych (całkowalnych) funkcjach 

wydajności źródeł cieplnych oraz niesymetrycznych warunkach wymiany ciepła 

z otoczeniem. Stanowi ona poszerzenie i uogólnienie znanych z lite ra tu ry  

metod analizy pól tem peratury  na złożone zagadnienia 3-wymiarowe, n ies ta ­

cjonarne i źródłowe. Pozwala przy tym na ścisłe połączenie zjaw isk e lek tro ­

magnetycznych i cieplnych, gdyż obliczone na podstawie równart Maxwella roz­

kłady gęstości mocy czynnej wydzielanej we wsadzie są  wprowadzane do równań 

termokinetyki.



7. ZAGADNIENIA TERMOSPRĘŹYSTE

Rozdział ten  oparty został na pracach [56,88,89,91,96] i stanowi jedy­

nie przegląd znanych z lite ra tu ry  rozw iązań, przy czym wprowadzono do nich 

uzyskane przez au to ra  w poprzednim rozdziale pola tem peratur. Obliczenia 

zagadnień naprężno-deform acyjnych są tylko wykorzystywane do sprawdzenia, 

czy zadany przez technologa dopuszczalny poziom naprężeń nie został prze­
kroczony.

W ostatnich latach nastąpił znaczny rozw ój teo rii term osprężystości w 

związku z wieloma zagadnieniami praktycznymi dotyczącymi nowych technologii 

i konstrukcji w m etalurgii, energetyce, lotnictw ie. Pow stające konstrukcje 

p racu ją  często w warunkach nagrzew ania niestacjonarnego i nierównomiernego, 

co wywołuje różną rozszerzalność cieplną poszczególnych części układu. Z ja­

wisko to  nie może przebiegać swobodnie i jego konsekwencją je s t powstawanie 

naprężeń cieplnych (termicznych, tem peraturow ych) w m ateriale. Określenie 

wielkości i charak teru  tych naprężeń je s t konieczne dla wyznaczenia parame­

trów  użytkowych wyrobu. Naprężenia cieplne, same lub wspólnie z siłami ze­

wnętrznymi (mechanicznymi, elektrodynamicznymi), mogą powodować silne de­

form acje  plastyczne, czy naw et pęknięcia wyrobu.

Obecnie tw ierdzi się, że w ogólnym przypadku zmiana tem peratury  ciała 

zachodzi nie tylko na skutek doprowadzenia ciepła ze źródeł zewnętrznych 

czy wewnętrznych, ale także przez sam proces deform acji. Pojaw ia się więc 

tzw . efek t sprzężenia wywołany wzajemnym oddziaływaniem pól deform acji i 

tem peratury. Wyraża się on w tw orzeniu i ruchu strum ieni cieplnych wewnątrz 

m ateriału , powstawaniu sprzężonych, sprężystych i cieplnych fa l oraz termo- 

sp rężyste j dyssypacji energii. Istotny udział efektu sprzężenia występuje 

jednak tylko dla silnie niestacjonarnych pól, nie występujących w powszech­

nie stosowanym nagrzew aniu indukcyjnym.

W teo rii sprężystości zwykle nakłada się ograniczenia na wielkość zabu­

rzenia cieplnego, a p rzyrosty  tem peratury  przyjm uje się jako małe w porów­

naniu z tem pera tu rą  początkową. Największe znaczenie dla rozważanych w pra­

cy zagadnień ma ąuasi-sta tyczna  teo ria  term osprężystości, w k tó re j dodatko­

wo pom ija się siły inerc ji i efek t sprzężenia pól. Człony te  mogą zostać 

pominięte, gdyż w zwykłych warunkach wymiany ciepła efekty dynamiczne (wy-
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wotane nagrzewaniem niestacjonarnym i i strum ienie cieplne (wywołane przez 

deformacje) są bardzo małe [56,88,89,91]. Wtedy układ równań opisujących 

zagadnienie rozdziela sie na klasyczne równania niestacjonarnego przewod­

nictwa cieplnego i rów nania dla wyznaczenia naprężeń cieplnych przy zadanym 

polu tem peratury.

7.1. N ap rężen ia  c iep lne  p rzy  n ag rzew an iu  indukcyjnym

Po wprowadzeniu omówionych uproszczeń oraz dodatkowym pominięciu wpływu 

sil objętościowych (w przypadku nagrzew ania indukcyjnego rolę tę  spełniają

siły elektrodynamiczne), a także ograniczeniu do ciał jednorodnych i izo­

tropowych uzyska się układ równań zwany uproszczonym układem równań

naprężeń cieplnych [88] lub quasi-statycznym , niesprzęźonym układem równań

termosprężystości [56] postaci:

-  równania równowagi

div(o-) = 0 (7-1)

-  równanie przewodnictwa cieplnego

i  T  -  -  —  = -  -  (7-2)a at A 1 1

-  związki Duhamela-Neumanna

<y = 20 e + (?  Tr(e) -  (3£+20)<x (T-T ))S 
ij ij t  o  ij

T r<e > = S l T T  + 3a tT“T ) (7- 3 >3^+20 t  o

e = ' i i £ < r  - Tr(o-) 5 + a  (T-T )5 
1) E y  ij E y  ij T  0  ij

-  rów nania przemieszczeniowe

Za ( 1 + f )

V u  + Y-2v 8 r a d (div(u ^  " — —  gr a d ("r - T0) = 0  (7-4)

-  warunki nierozdzielności deform acji w naprężeniach

3 2( T r  (<r))
(l+i>)V o- + — r--- 3------  + E a

d x d x  y  T

32 (T -T  )
0 ■ V(T-T )dx dx l - v  o

» j
<5 =0 (7-5)
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-  związek dla napreżeń normalnych 

2E a
V(Tr(o-)) + —■^2 V(T-T ) = O (7-6)

gdzie <r, e, u są tensoram i naprężeń, deform acji i wektorem przemieszczeń,

Ę, 0 -  izotermicznymi współczynnikami Lamego, v -  liczbą Poissona, E^ -  mo­

dułem sprężystości, -  współczynnikiem rozszerzalności cieplnej m ateria­

łu, natom iast przez Tr oznaczono ślad tensora. Dodatkowo symetryczny tensor

deform acji e musi spełniać warunki nierozdzielności, a  przem ieszczenia i

naprężenia spełniają następujące warunki początkowe i brzegowe:

u (t= 0) = g (x  ) ; cr (t=0)*l = h (x  )
i i k ij j i k

o-l = f (x ) (7-7)
ij j i k

i20 e + (ą div(u) -  (3£+20)a (T-T ))6 | l  = f ( x  )
V. >j T 0 ijj j i k

(i, j,k  = 1,2,3)

gdzie g, h, f  są  dowolnymi, zadanymi funkcjami wektorowymi współrzędnych

przestrzennych x^. Pole tem peratury  spełnia warunki omówione w rozdz.6.

7.2. N ap rężen ia  c iep lne  we w sadach p łask ich

Niech przykładowym modelem dla tego zagadnienia będzie wsad w postaci 

płyty m etalow ej o powierzchniach z=+ h /2  (h - grubość płyty). Zakłada się, 

że tem peratura  zmienia się tylko wzdłuż grubości płyty, tzn. T=T(z,t). Mo­

del taki odpowiada w przybliżeniu np. nagrzewaniu skrośnemu elementów płas­

kich podawanych w ciągu bez końca do wzbudnika owalnego lub nagrzewaniu

blach w polu poprzecznym itp. Wtedy we wsadzie pow staje płaski stan  naprę­

żenia [56,881 charakteryzujący  się następującym i wielkościami naprężeń: 

cr =o- -<j-(z)*0 oraz  cr =<r =<r =o- =0. K orzystając z (7-5) uzyskuje sic
xx yy n  xx yz xy

równanie:

d z ' ^

E a
<r(z) + - p i  (T -T J ) - °

(7-8)

którego rozw iązaniem  je s t:

cr =0- = 
xx yy

E rt 
Y T (T-T i + C z + Cl-iz o I 2

(7-9)
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Stałe dowolne C^,0^ określa się z warunków brzegowych, k tóre przy wykorzy­

staniu zasady Saint-V enanta przyjm uje się w postaci zerow ania się na po­

wierzchni ptyty równoważnej siły i momentu: 

h/2 h/2

|  <r(z) dz ■= | o-(z) zdz = O 

■h/2 -h/ 2

Wprowadzając do (7-10) uzyskane rozwiązanie (7-9) otrzymuje się:

(7-10)

E a
C =0- = Y T

XX yy 1 - V

h/2 h/2

i  [(T-T ) dz + — f(T-T ) zdz - (T-T )h J 0 h3 J 0 0
-h/ 2 h/2

(7-11)

Występujące w (7-11) pole temperatury (T-T ) jest znane na podstawie obli-
0

czert cieplnych (vide p .6 .1), tak  więc odpowiednie całki można obliczyć nu­

merycznie. Uzyskane wyrażenia na pole naprężeń we wsadach płaskich (7-11) 

jest słuszne dla różnych praktycznych rea lizac ji indukcyjnych nagrzewnic 

płaskich (gdyż można wprowadzić różne pola tem peratur T), jednakże przy 

założeniu, że zmiany tem peratury  wzdłuż długości wsadu można z dobrym przy­

bliżeniem uśrednić. Jak widać z (7-11), rozkład naprężeń w trakcie procesu 

nagrzewania indukcyjnego będzie ulegał zmianom, gdyż pele tem peratury zale­

ży od czasu.

Z nając pole naprężeń cieplnych można ju ż  łatwo wyznaczyć pole deform a­

cji, korzystając ze związku między deform acjam i a naprężeniami ¡89,91):

(1+12 )lT
e = 

■i
JJ - T r ( cr) 6 + a (T-T )S 

ij T 0 ij
Y Y

Wprowadzając (7-11) do (7-12) uzyskuje się:

(7-12)

e =e = c -  
xx yy h

2a 12 
T

h/2

J (T -

- h/2 

h/2

h / 2

T ) dz + 12z
i (T ' To

) zdz

-h/2

h( 1 -ix)

h/2
J a - T ) dz + 

0
f(T-T. 2 J 0) zdz

- h 12 -h/ 2

1 + 12 _+ i—  a (T-T 
1-12 T 0

(7-13)

w których, analogicznie do przypadku naprężeń, wielkość i rozkład deform acji 

zależą od konkretnej postaci obliczonego w p.6.1 pola tem peratury.
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7.3. N ap rężen ia  ciep lne we w sadach cy lind rycznych

Niech przykładowym modelem dla tego zagadnienia będzie długi wsad ru­

rowy o promieniu wewnętrznym r  i zewnętrznym r  . Niech we wsadzie tym 

określone je s t (na podstawie obliczeń cieplnych) pole tem peratury T(r,t). 

Wtedy we wsadzie pow staje płaski ^ stan  odkształcenia o sym etrii osiowej. 

Różne od zera  będą wtedy tylko naprężenia cr , <r i <r . K orzystając z
rr <p<p zz

(7-5) we współrzędnych walcowych uzyskuje się:

C  E  a
cr =  C  +  —  Y 

rr I 2
P P

(7-14)

gdzie wprowadzono Współrzędne względne: p = r/r^  i p = r^ /r^ , a (T-T^) jest

znanym z obliczeń cieplnych niestacjonarnym , źródłowym polem tem peratury w 

rurze. Dla obliczenia stałych całkowania i skorzysta się z warunku,

że na pobocznicach wsadu brak sił powierzchniowych. Wtedy:

o- = 0 dla P = P  ‘ P = 1

skąd wyznacza się s ta łe  całkowania:

r r- 4  J(T-T) pdp - J(T-T) pdp
E a 

y  t

11 (1 - v ) p 2
1 P .

(7-15)

i l

Pozostałe naprężenia, deform acje i przem ieszczenia oblicza' się, zgodnie z 

podanymi zależnościami, uzyskując:

cr =
f f

E  a  
Y T

( l - l r ) p 2

P2+P2 ‘
— i  |( T - T o)pdp + |( T - T o)pdp -  (T-T

1 P.

2vE a 
Y T

E  a

( l -v )  ( 1 —p")
l P

J (T -T )p d p  -  4 - 1  (T -T (7-16)

(l+v)a

"  ( l - t > ) p 2

( 1 - 2 1 2 )  ( p 2 - p 2 ) 1

> - P .

V<P ( 1 IZ )p i - p ;

-  f ( T - T  ) p d p  -  f ( T - T  ) p d p  +  ( T - T  ) p 2 
J  O J  O o

p  p1 1

2) ' p  

—  J ( T - T Q) p d p  +  J ( T - T Q) p d p

(1 + 1 2 ) cct  f ( l - 2 > 2 ) ( p 2 + p 2 ) 1 p
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( l+ v )r  a  p.
2 T

( 1 -v )p J(T -T o)pdp
( l-2 v )(p 2+p2) 1

1 - p ;
J(T-T o)pdp

1 1 

Wyrażenia (7-15) -  (7-16) w pełni określają  zagadnienie term osprężyste

związane z płaskim stanem  deform acji w długim wsadzie rurowym nagrzewanym 

indukcyjnie. 0  w ystępujących w nich całkach należy oczywiście założyć, że 

istnieją. Zauważyć trzeba  przy tym, że otrzym ane wyrażenia są słuszne za­

równo dla nagrzew ania zewnętrznego, jak  i wewnętrznego rur. Należy tylko 

wprowadzić do nich odpowiednie pole tem peratury. Wzory te  pozw alają również 

na obliczenie rozkładu naprężeń we wsadzie walcowym pełnym. Wykonując 

przejście graniczne p (-> 0, otrzym uje się:

E a
T = Y T
rr 1 - V J(T-T)pdp - L  J(T-To)pdp

<p<p 1 - v
f(T-T )pdp + — f(T-T )pdp - (T-T 
J 0 2 J 0 0

2i>E a E a
o- = ■ ..-L I  f(T_T )pdp -  (T-T

2 Z  1 - f  J 0  1 - f  0
(7-17)

(l+i>)a i

1 —iz l-2 i/)f(T -T  )pdp -  — f(T-T )pdp + (T-T J 0 2 J 0 0

(l+i>)a
<p<p i  ~ v

-2v) J(T -T o)pdp + -L J(T -T )pdp

( l+ f ) r  a
2 T

l-i>

P
i  |(T -T o)pdp + (1-2v)p  |(T -T Q)pdp

Występujące w wyrażeniach (7-17) nieoznaczoności naprężeń, deformacji i 
Przemieszczeń w osi walca (p=0) oblicza się stosując regułę de 1'Hospitale’a, 
uzyskując:
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r'
L  | ( T-T o)pdp = i  (x(p=0)-To1 im

p->0

a więc w środku walca otrzym uje się: 

u (0) = 0

i P
lim  | -  fcr-T )pdo 
P -°  1P { ° .

= 0

E a
o- = cr = —¡—i  

n- W  1 -f |(T -T o)pdp -  i  (T(p=0) - T (7-18)

( l+ p )a
e = e = —r-----1

rr W  1 -1' l-2i>) |(T -T o)pdp + J  |x(p=0) - t J

Na podstawie uzyskanych wyników można wyciągnąć następujące wnioski:

-  dla otrzym ania utylitarnych rozw iązań zagadnień napreżno -  deforma- 

cyjnych związanych z nagrzewaniem indukcyjnym metali konieczne jest 

uproszczenie dynamicznych, nieliniowych i sprzężonych równań teim o- 

spreżystości, sprow adzając je  do ąuasi-statycznego modelu liniowe­

go. Pominiecie członów nieliniowych oraz sprzężenia pól deformacji 

i tem peratury, zgodnie z (56,90,91,93], w najczęściej spotykanych 

warunkach wymiany ciepła nie ma większego wpływu na rozkłady tempe­

ra tu ry  i naprężeń,

-  w przyjętym  modelu możliwe je s t rozłączne rozw iązanie równań prze­

wodnictwa cieplnego, a następnie dla obliczonego pola tem peratury 

we wsadzie -  zagadnienia napreżno -deformacyjnego.

7.4. Badanie procesu nagrzewania indukcyjnego ze względu na wielkość 
naprężeń cieplnych

Praktyka pokazuje, że pow stające w trakcie  nagrzew ania indukcyjnego 

naprężenia cieplne mogą przyjm ować różne w artości w zależności od sposobu 

nagrzew ania, częstotliw ości i amplitudy prądu wzbudnika, warunków wymiany 

ciepła oraz sposobu zamocowania wsadu. Dlatego jednym z istotnych problemów 

s ta je  się dobór tak ie j metody obróbki cieplnej, aby poziom naprężeń ciepl­

nych był optymalnie niski i nie przew yższał zadanego. Oczywiście przez po­

ziom zadany rozumie się znane założenie wyjściowe (żądanie technologiczne),
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że w artość naprężeń normalnych (er ) * we wsadzie nie może przekraczać pew-kk
nych ustalonych w artości <r° , czyli: 

kk

|<r I < cr° (7-19)1 kk1 kk

Zagadnienie to należy sprowadzić do doboru (tzn. zadania algorytmu wprowa­

dzania zmian) prądu lub napięcia wzbudnika, gdyż tylko te  wielkości można 

reguiować w trakcie  nagrzew ania. Wektorem zaw ierającym  natężenie prądu

wzbudnika je s t  używana dotychczas do obliczeń liniowa gęstość prądu wzbud­

nika, przyjmowana w postaci:

i“1 NI
J = J e 1 ; J = (7-20)

0 a  o h W

J należy rozumieć jako w artość ustalonej amplitudy, k tórą w stępnie dobrano 

dla projektow anej nagrzewnicy, na podstawie elektrycznego schem atu za s tę ­

pczego układu (źródło energii elektrycznej, impedancje zastępczą i param e­

try zespołów dodatkowych -  transfo rm ato ry , kondensatory, itp .). Amplitudę

tę należy rozumieć jako pewną w artość maksymalną, k tórą można osiągnąć w 

rozważanym konkretnym wzbudniku. Zwykle tak  dobrana amplituda prądu nie bę­

dzie optymalna, np. mogą występować zbyt duże s tra ty  mocy w uzwojeniu lub

następować przekroczenie dopuszczalnej mocy powierzchniowej prow adzące do

miejscowego nadtapiania powierzchni, lub pojaw iać się zbyt duże gradienty

temperatury we wsadzie, itp. Załóżmy jednak dalej, że w dotychczasowym pro ­

cesie projektow ania nagrzewnicy (tzn. po obliczeniach elektrom agnetycznych 

i cieplnych) uwzględniono wszystkie wymienione czynniki ograniczające i do­

brano pewną amplitudę optymalną J . Wtedy, bez uwzględnienia zagadnień
opi

naprężno -  deformacyjnych:

|J  I < J (7-21)
1 o p i 1 O

Przy czym w artość !J I ulegnie zmianie wskutek nałożenia ograniczeń (7-
opt

19). Formalnie zapisać to można w postaci:

jUl
J  = ł ( t ) J  e 1 ; Os<Kt)sl (7-22)

Opi a

gdzie $(t) nosi nazwę funkcji regulacji prądu wzbudnika. Ograniczenie w ar-

•)
O ptym alizacje  ograniczy s ię  ty lk o  do naprężeń  norm alnych, g d yż  

zw y k le  zadanie ich w ystarcza .
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tości $(t) do ułamków właściwych wynika z przeprowadzonego rozumowania, 

gdyż nie można zwiększyć prądu ponad optymalny, ustalony na podstawie ana­

lizy elektrom agnetycznej i cieplnej, jak  również nie ma sensu wprowadzać 

w artości ujemnych. Przebieg funkcji $(t) może być skokowy (załącz -  1, wy­

łącz -  0) lub ciągły, zależnie od posiadanych możliwości regulacji.

Pow stające we wsadzie prądy wirowe powodują wydzielanie się ciepła, 

którego gęstość mocy można zapisać jako:

p ( r , t)  = *(t)p  (r) (7-23)
V V

gdzie ^ (t) nazywa się funkcją regu lac ji mocy we wsadzie, a  p (r) jest
V

gęstością mocy czynnej w ydzielanej we wsadzie, uzyskaną przy prądzie J
2 °P

(proporcjaonalną do J ). K orzystając z defin icji mocy czynnej, można na-
opt

pisać, że:

*(t) = $2(t) (7-24)
\

P (r) p rzedstaw ia przestrzenny rozkład źródeł ciepła we wsadzie wywołują­

cych nierównomierne pole tem peratury  T (r,t) . Taki rozkład tem peratury  pro­

wadzi do uzyskania w żądanym czasie nagrzew anie ( t ), żądanej tem peratury
g

końcowej powierzchni T^:

max(T(r,t)> s  T (7-25)K
Analizując wyrażenia dla pól tem peraturow ych uzyskane w rozdz.6, można 

stw ierdzić , że:

T (r,t)  = J2 T’( r ,t)  (7-26)0

W prowadzając do powyższego (7-20) i (7-22) uzyskuje się:

T (r,t)  = 1>2(t) J2 T’( r ,t)  = ł ( t )  J2 T’( r , t)  = ł( t)T  (r ,t)  (7-27)
o pi o pi opt

przy czym nierówność (7-25) będzie oczywiście spełniona także dla pola

T (r ,t) .
opt

Rozkład tem peratury  (7-27) wywołuje powstanie pola naprężeń er . Ana-
>j

liza zależności dla naprężeń cieplnych uzyskanych w p.7.2 i p.7.3 pozwala

na zapisanie ich w postaci ogólnej:

Itr | =cr |g (r )T ’(r ,t) |= ł( t)< r  |f ( r )T  ( r , t ) |  (7-28)
1 ki t1 o 1 1 o 1 opt 1

E a
~ -  Y T <r =  ;—o l - v
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gdzie g, f  są  pewnymi f unkcjami współrzędnych przestrzennych zależnymi od 

rozważanego zagadnienia. Na podstawie (7-28) i (7-25), (7-22), (7-19) można

na funkcję regulacji mocy we wsadzie i'( t), a tym samym na funkcję regulacji 

prądu wzbudnika <f(t) nałożyć ograniczenia um ożliw iające optym alizację pro­

cesu nagrzew ania indukcyjnego ze względu na naprężenia cieplne postaci:

Zespół warunków (7-29) je s t możliwy do rozw iązania analitycznego tylko w 

prostych przypadkach jednowymiarowych. W ogólności lepiej jednak traktow ać 

je jako pewne ograniczenia, k tóre  wyznacza się metoda kolejnych przybliżeń.

= $(t) = 1, czyli przy prądzie wzbudnika (7-22). Wtedy warunki (7-29a, b)

spełnione są automamatycznie. Jeżeli dla t= t spełniony je s t także warunek

O s$(t)sl ’ł'(t)=<ł>2(t) O sts t (a)
s

ł( t)T  ( r , t ) s  T
k

(b) (7-29)

<r.0
(c)

W pierwszym przybliżeniu nagrzew anie należy zaplanować w reżim ie

(7-29c), to  poszukiwany reżim je s t optymalny. Jeśli natom iast w jak ie jś

chwili t  <t warunek (7-29c) p rzes ta je  obowiązywać, to  w chwili t=  t
l g l

należy p rze jść  na reżim  nagrzew ania indukcyjnego określony równaniem: ;,

(7-30)

1 utrzymywać go aż do chwili t  (t <t s t  ), w k tó re j p rze s ta je  obowiązywać2 i 2 g
warunek (7-30), itd.



8. METODYKA OBLICZEŃ NAGRZEWNIC INDUKCYJNYCH STOSOWANYCH W PROCESACH 

OBRÓBKI CIEPLNEJ I PLASTYCZNEJ METALI -  ALGORYTMY OBLICZENIOWE

Przeprowadzona w rozdz. 5, 6, 7 analiza teoretyczna zagadnień związa­

nych z nagrzewaniem indukcyjnym m etali w procesach obróbki cieplnej i pla­

stycznej pozwala na opracowanie metodyki oraz na skonstruowanie algorytmów 

obliczeniowych i programów komputerowych.

Opracowana metodyka o p arta  je s t na założeniu, że rzeczyw istą nagrze­

wnice (będącą w ogólności układem nieliniowym) można w pewnym wąskim prze­

dziale czasu sprowadzić do modelu liniowego. Długość tego przedziału nie 

może być jednoznacznie określona, gdyż zależy ona od konkretnego procesu

technologicznego (np. odpuszczanie, czy odprężanie indukcyjne trw a  zwykle 

godziny, natom iast hartow anie powierzchniowe, szczególnie wysokiej często­

tliwości -  sekundy), dlatego zam iast operować czasem lepiej oprzeć podział 

na przyrostach tem peratury  w poszczególnych elementach. Przyrosty te  nie

mogą być zbyt duże, gdyż przyjmowane do obliczeń w artości stałych m ateria­

łowych i współczynników nie byłyby prawdziwe. W obliczeniach praktycznych 

au tor zwykle przyjm ował jako granice etapu p rzyrost średniej tem peratury  w 

danym elemencie równy 50°C, przy czym dla pewnych gatunków sta li stopowych, 

gdzie zmiany przewodności cieplnej są  szczególnie gwałtowne, lub w okolicy

tem peratury  Curie, zaleca sie zm niejszenie tego przyrostu , co zwiększa 

liczbę etapów.

Cały proces nagrzew ania dzieli się więc na etapy, w których rozwiązuje 

sie modele liniowe o różnych struk tu rach  (wprowadzone przez au to ra  określe­

nie "model o dynamicznej struk turze"). P rzyjęcia a p riori wymagają jedynie

s tru k tu ra  i param etry  modelu wyjściowego, odpowiadającego początkowej fazie 

nagrzew ania (co je s t zwykle proste, gdyż warunki początkowe konkretnego 

procesu można określić z dużą dokładnością, oprócz ferrom agnetyka w stanie 

"zimnym", kiedy wymaga to  zwykle kilku ite rac ji). W przyjętym  modelu obli­

cza się rozkład pól i gęstości mocy czynnej w ydzielanej we wsadzie. Wtedy 

s ta je  sie możliwe wyznaczenie rozkładu tem peratury  w początkowej faz ie  na­

grzew ania, a  następnie naprężeń cieplnych. Uzyskane wyniki stanow ią warunki

początkowe dla kolejnego etapu. S truk tu ra  i param etry  modelu obliczeniowego 

w następnej fazie  nagrzew ania są inne, gdyż zależą od wyników otrzymanych w
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fazie poprzedniej. Postępując kolejno w ten sposób, uzyskuje się dyskretny 

ciąg rozw iązań opisujących nagrzewnicę indukcyjną w trakcie  je j  pracy. Na­

leży dodać, że czasami otrzym anie rozw iązania w konkretnym etapie wymaga 

dokonania kilku ite rac ji. Dotyczy to  oczywiście wspomnianych już ferrom a- 

gnetyków, ale także ma miejsce przy obliczeniach tem peratury  we wsadach

niemagnetycznych, gdyż wtedy granice etapu wyznacza koniunkcja dwóch w arun­

ków: przy rost średniej tem peratury  w elemencie o x°C oraz p rzyrost średniej 

tem peratury powierzchniowej (dla elementów brzegowych) o y°C, co nie zawsze 

zachodzi równocześnie.

Metodyka obliczeń dla poszczególnych grup zagadnień omawianych w pracy 

przedstaw ia się następująco.

Dla otrzym ania rozw iązania zagadnienia elektromagnetycznego dowolnej 

nagrzewnicy należy wyznaczyć potencjały wektorowe w układach jak  na rys.

5.2, 5.5, czy 5.6, a następnie pola, wielkości energetyczne i param etry

schematu zastępczego. Główne, praktyczne problemy obliczeniowe zw iązane są

tu z dwoma zagadnieniami: po pierwsze z określeniem zbieżności, granic cał­

kowania i związanym z tym doborem odpowiednich metod numerycznego całkowa­

nia (vide rys.Dl. 19 i podane tam objaśnienia) i po drugie z faktem, że 

obliczone potencjały zależą od nieznanego rozkładu prądu wzbudnika. W celu

znalezienia tego rozkładu konieczny je s t dodatkowy podział uzwojeń wzbudni­

ków na pewną ilość elementów (np. rys.5.3); w każdym z nich wprowadza się

pewien nieznany prąd I , obliczany z układu równań całkowych typu (5-16) 
ijk

■ (5-17). Tak więc rozw iązać należy (2N-2+2L+ i. 'M*0) równań algebraicznych i

całkowych, co najm niej raz  dla każdego etapu nagrzewania. Schemat blokowy 

obliczania rozkładu prądu i wielkości elektrom agnetycznych pokazano na

rys. 8.1 i rys. 8.2, a  param etrów  elektrycznego schematu zastępczego na 

rys. 8.4.

Z uwagi na to , że w przypadku wzbudników wielozwojowych może to  prow a­

dzić do ogromnych macierzy, omówiono także w pracy metodę uproszczoną, słu­

żącą do wyznaczania rozkładu poia i mocy we wsadzie oraz zdefiniowania 

elektrycznego schem atu zastępczego z pominięciem rezystancji w łasnej uzwo­

jeń wzbudników. P rzyjęto  s ta łą  liniową gęstość prądu wzdłuż każdego zwoju i 

zamodelowano wzbudnik cienkimi w arstwam i prądowymi. Jak potw ierdzają  to  ba­

dania au tora , a także doniesienia literaturow e, uzyskiwana niedokładność 

obliczenia omawianych param etrów  nie przekracza ok. 107.. Blokowy schemat 

obliczeń w przypadku metody uproszczonej pokazano na rys. 8.3 i rys. 8.5.



-8 8 -

f PROGRAM RGPWl
X

( S t a r t  )
 I -----

D e k la r a c je  ty p ó w  zm i e n n y  c h  , f  u n k  c j  i 
m a c i e r z y ,  o b s z a r ó w

s t a  n d a r t  owy c h 
w s p ó ł  nych

i z e w n ę trz n y c h

T
1

| O t w a r c i e  z b i o r ó w  d a n y c h  i wy n i k ó w  z d y s k u  |
4

____ ____  L
/ C z y  t a n i e  

•i
l

d a n y c h /

1 Wybór punktów w p r z e s t r z e n i , z a d a n i e  s i a t k i  o b l i c z e n i  o w e j ( i , j ) 
..............  -V...  - ■' ........................

C a ł k o w an i e 
n u m e  r y c z n e  
p o t e n c j a ł  ów

1 “

k , i  ̂ j  , n P r o c e d u r a  " F u n k c j ą "  
P o s t a c i  f u n k c j i  

p o d c a ł k o w y  c h_____

U t w o r z e n i e  m a c i e r z y  
w s p ó ł c z y n n i  k ów 

______ i w y m u s z e ń

[ U t w o r z e n i e  u k ł a d u  r ó w n a ń  l i n i o w y c h | 

X
R o z w i ą z a n i e  u k ł a d u  r ó w n a ń  l i n i o w y c h  

" G a u s s "
------------------------------ I -------------------------------

[ F o r ma  t  ]

/ Z a p i s  w y n i k ó w /
/  n a d y s k  /
---------------- T---------

/ / X \

/  D r u k o w a ć  NI E 
\ R y s o w a ć  /  *

VTAK I

P r  o g ra m  
g r a f  i c z n y  

MCAD

/  W y d r u k  /  
 T-------

_ 1 _
( E n d )

Rys. 8.1. Algorytm obliczania rozkładu gęstości prądu w uzwojeniu

Fig. 8.1. Block diagram  fo r computations of the cu rren t density d is tribu ­
tion in coils
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Rys. 8.2. Algorytm obliczania wielkości elektromagnetycznych nagrzewnic in­
dukcyjnych (z uwzględnieniem rzeczyw istego rozkładu prądu w uzwo­
jeniu)

R'g. 8.2. Block diagram  fo r computations of electrom agnetic values of indu­
ction hea te rs  (including the true  cu rren t d istribution  in a  coil)
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Rys. 8.3. Algorytm obliczania wielkości elektrom agnetycznych nagrzewnic in­
dukcyjnych (metoda uproszczona)

Fig. 8.3. Block diagram  fo r computations of electrom agnetic values of indu­
ction heate rs (a sim plified method)
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Rys- 8.4. Algorytm obliczania param etrów  elektrycznego schem atu zastępczego
nagrzewnicy indukcyjnej (z uwzględnieniem rzeczyw istego rozkładu 
prądu w uzwojeniu).

ftg. 8.4. Block diagram  fo r computations of e lec trica l equivalent c ircu it
param eters of an induction h ea te r (including the tru e  cu rren t 
distribu tion  in a coil).
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Rys. 8.5. Algorytm obliczania param etrów  elektrycznego schem atu zastępczego 
nagrzew nicy indukcyjnej (metoda uproszczona)

Fig. 8.5. Block diagram  fo r  computations o f e lec trica l equivalent c ircu it 
p aram eters of an induction hea te r (a sim plified method)
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Po wyznaczeniu rozkładu gęstości mocy czynnej we wsadzie tw orzy się 

model obliczeniowy pola tem peratury  (rys.6.1, 6.2, 6.3), przy czym liczbę

elementów i s tru k tu rę  modelu dobiera się w zależności od uzyskanego rozkła­

du p (im bardzie j nierównomierny rozkład, tzn. gw ałtow niejsze zmiany p ,
V V

tym na większą liczbę elementów należy podzielić wsad). W każdym z nich 

rozwiązuje się analitycznie równanie przewodnictwa cieplnego i z  warunków 

brzegowych na powierzchniach (np. typu 6-10) oblicza się również anality ­

cznie ciągi nieznanych stałych całkowania dla wszystkich elementów brzego­

wych wsadu. Jednakże nadal nieznane pozostają ciągi w artości własnych, któ­

re wyznacza się numerycznie jako rozw iązania układów równań nieliniowych 

wynikających z warunków typu (6-11). Tak więc, po obliczeniu tych w artości 

własnych (oczywiście są  one różne dla każdego elementu i każdego etapu na­

grzewania) i po wprowadzeniu ich do rozw iązań (np. typu 6-22) określa się 

pole tem peratury  we w szystkich elementach dla 1 etapu nagrzew ania. Zna­

lezione pole w chwili t=t^ zezw ala na sformułowanie nowego warunku począt­

kowego (np. typu 6-9), dla 2 etapu nagrzewania. Uzyskany rozkład tem pera­

tury na powierzchni wsadu pozwala na obliczenie nowych współczynników od­

dawania ciepła "a" o raz  skonstruowanie nowych warunków brzegowych w drugim 

etapie. Wtedy, postępując w sposób analogiczny, można obliczyć pole tem pe­

ratury v/ kolejnym etapie nagrzew ania. Jak już wspominano, po zakończeniu 

obliczeń w danym etapie należy sprawdzić, czy p rzy ję te  do obliczeń w artości

stałych oraz  założone przyrosty  tem peratu r zostały  osiągnięte. Blokowy 

schemat obliczania rozkładu tem peratury  we wsadzie pokazano na ry s .8.6.

Obliczenia rozkładu naprężeń cieplnych oparte  są  na quasi-sta tycznej 

teorii term osprężystości, w k tó re j pom ija się siły inercji i efek t

sprzężenia pól. Wtedy układ równań opisujących zagadnienie rozdziela się na

klasyczne równanie niestacjonarnego przew odnictwa cieplnego i rów nania dla

wyznaczenia naprężeń cieplnych, przy zadanym polu tem peratury . Ograniczając 

się dodatkowo do ciał jednorodnych i izotropowych je s t  możliwe otrzym anie 

utylitarnych rozw iązań zagadnień naprężno-deform acyjnych związanych z na­

grzewaniem indukcyjnym m etali. Problemy obliczeniowe przy p rzy ję te j meto­

dyce są stosunkowo niewielkie, gdyż naprężenia obliczane są  z odpowiednich

zależności, przy znanym ju ż  polu tem peratury . Osobnym problemem (p.7.4)

Jest optym alizacja poziomu naprężeń w nagrzewanym wyrobie, k tó ra  wymaga 

dalszych badań.
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| PROGRAM TEMP ]

( S t a r t )
T

D e k l a r a c j e  t y p ó w  zm i e n n y c h , f  u n k c j ?  s t a n d a r t  owy c h  i z e w n  ę t r znych 
m a c i e r z y ,  o b s z a r ó w  w s p ó l n y c h  

T

[ O t w a r c i e  z b i o r ó w  d a n y c h  i wyn  i k ów z d y s k u ]
T-------------------------------- J

 1 _____________________

/ C z y t a n i e  d a n y c h /

[ W e k t o r  w a r t o ś c i  s t a r t o w y c h ]

[ F o r ma t  |
T

 1________
/ Z a p i s  w y n i k ó w  /

• /  n a  d y s k  / ' T--------
 X____

/  Wy d r u k  /
I

( E n ? )

Rys. 8.6. Algorytm obliczania pola tem peratury  we wsadach stałych nagrzew a­
nych indukcyjnie

Fig. 8.6. Block diagram  fo r com putations of the tem pera tu re  field  in solids 
heated inductively



9. PODSUMOWANIE I WNIOSKI

W pracy rozpatrzono klasę nagrzewnic indukcyjnych płaskich i cylindry­

cznych. Należą do nich najczęściej stosowane w praktyce: płaskie nagrzew ni­

ce jedno- i dwustronne, a także nagrzewnice wsadów walcowych i rurowych. 

Analizę teoretyczną zjaw isk elektromagnetycznych, cieplnych i 

termosprężystych oparto na uniwersalnych modelach obliczeniowych, dla 

których rozw iązania równań różniczkowych elektrodynamiki i przewodnictwa 

cieplnego uzyskano częściowo na drodze analitycznej (w ykorzystując przek­

ształcenia Fouriera), a częściowo metodami numerycznymi. Pozwoliło to  na 

stworzenie uniw ersalnej, a  jednocześnie efektywnej metody obliczeniowej.

Do najw ażniejszych zagadnień przedstawionych w pracy należą:

-  opracowanie lub rozwinięcie ogólnych modeli obliczeniowych nagrzew ­

nic indukcyjnych płaskich i cylindrycznych z uwzględnieniem zjaw isk 

elektrom agnetycznych cieplnych i term osprężystych w raz z odpowiada- 

dającym i im programam i na EMC;

- opracowanie analityczno -  numerycznej metody analizy zjaw isk zw iąza­

nych z nagrzewaniem indukcyjnym wsadów płaskich i cylindrycznych;

-  rozw iniecie i uzupełnienie znanych metod obliczania impedancji z a ­

stępczej nagrzew nic indukcyjnych;

-  opracowanie metod rozw iązania pól sprzężonych przez podział procesu 

nagrzew ania indukcyjnego na etapy, rozdzielenie i linearyzację za­

gadnień i zastosow anie modeli o dynamicznej struk tu rze , znacznie 

upraszczających obliczenia;

-  określenie metod, rozw iązania 3-wymiarowego, źródłowego i n iestacjo ­

narnego zagadnienia przewodniictwa cieplnego we wsadach płaskich i 

cylindrycznych;

-  skonstruowanie modelu opisującego niesymetryczne nagrzew anie wsadów 

płaskich;

-  opracowanie uproszczonej metody rozw iązania ,3-wymiarowego zagadnie­

nia elektrom agnetycznego dla wsadów płaskich przez superpozycję 

dwóch modeli 2-wymiarowych;

-  zastosow anie metody Nejmana do zagadnień 2-wymiarowych.

W rozdziałach 5,6,7 przeanalizowano zagadnienia elektrom agnetyczne, 

cieplne i naprężno -  deform acyjne dla najczęściej spotykanych w praktyce
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nagrzewnic indukcyjnych: jedno- / i wieiosekcyjnych płaskich i cylindrycz­

nych, ze wsadami niemagnetycznymi i ferromagnetycznymi. Na ‘podstawie rów­

nań Maxwella obliczono rozkłady pól elektrycznych i magnetycznych, mocy, 

impedancji i sił elektrodynamicznych. Zezwala to  na ścisłe połączenie zaga­

dnień elektromagnetycznych i cieplnych, gdyż obliczone rozkłady gęstości 

mocy czynnej wydzielanej we wsadzie są  wprowadzane do równań termokinetyki. 

Możliwe s ta je  się wtedy wyznaczenie pól tem peratury  dla złożonych, 3-wymia- 

rowych, niestacjonarnych i źródłowych zagadnień, przy dowolnych (całkowal­

nych) funkcjach wydajności źródeł cieplnych oraz niesymetrycznych warunkach 

wymiany ciepła z otoczeniem. Otrzymano rozkłady pól naprężeń cieplnych we 

wsadach nagrzewanych indukcyjnie, upraszczając dynamiczne, nieliniowe i

sprzężone równania term osprężystości i sprow adzając je  do quasi-statycznego

układu liniowego. Pozwoliło to  na rozłączne rozw iązanie równań przewodnic­

tw a cieplnego, a następnie dla obliczonego pola tem peratury  we wsadzie - 

zagadnienia naprężno -  deformacyjnego.

W rozdziale 8 zaproponowano metodykę obliczania omawianych urządzeń 

opracowaną dla potrzeb projektow ania. Opracowano programy komputerowe oraz 

omówiono możliwości zm niejszenia pracochłonności obliczeń przez wykorzysta­

nie metod uproszczonych.

W rozdziale D.l przedstaw iono przykładowo wybrane wyniki obliczeń pól 

elektrycznych i magnetycznych, mocy, impedancji, współczynnika mocy i 

sprawności oraz rozkładów tem peratury , przeprowadzone na podstawie opraco­

wanych metod i programów komputerowych.

Wyniki w eryfikaacji doświadczalnej przeprowadzonej na przykładzie im­

pedancji kilku wybranych typów nagrzewnic indukcyjnych zarówno w stan ie  ja ­

łowym, jak  i obciążenia podano w rozdziale D.2.

Na podstawie przeprowadzonych w rozpraw ie analiz i uzyskanych wyników 

można wyciągnąć następujące wnioski o charak terze ogólnym:

-  tylko współzależne ujęcie trzech  głównych grup zjaw isk  związanych z 

nagrzewaniem indukcyjnym w obróbce cieplnej i p lastycznej m etali, a 

to: elektromagnetycznych, cieplnych i term osprężystych może zezwolić 

na projektow anie efektywniejszych, energooszczędnych i nowocześniej­

szych urządzeń i technologii elektroterm icznych,

-  dla uzyskania u tylitarnych rozw iązań tych złożonych zagadnień nale­

ży skonstruow ać model obliczeniowy, w którym wpływ pola elektrom a­

gnetycznego na procesy przewodnictwa cieplnego i deform acji będzie 

się w iązać jedynie z ciepłem Joule’a, gdyż wtedy zadanie sprowadzi



-9 7 -

się do kolejnego rozw iązania równań elektrodynamiki, przewodnictwa 

cieplnego i ąuasi-sta tycznej term osprężystości,

-  opracowane metody obliczeniowe pozw alają na kompleksowe rozwiązanie 

problemu nagrzew ania indukcyjego w procesach obróbki cieplnej i p la­

stycznej m etali, przy zachowaniu wysokiej dokładności i znacznej 

uniwersalności

oraz szereg wniosków szczegółowych:

-  opracowane metody zezw alają również na przybliżoną analizę tró jw y­

miarową zjaw isk  elektromagnetycznych w nagrzewnicach płaskich ze 

wzbudnikami owalnymi i pętlowymi,

-  poszerzono i uogólniono znane z lite ra tu ry  metody obliczania rozkła­

du pól i mocy we wsadach nagrzewanych indukcyjnie przez uwzględnie­

nie rzeczyw istego rozkładu prądu wzbudnika,

-  poszerzono i uogólniono znane z lite ra tu ry  metody obliczania impe­

dancji zastępczej nagrzewnic indukcyjnych, przez numeryczną meto­

dę wyznaczania rezystancji w łasnej uzwojenia wzbudnika oraz uwzględ­

nienie oddziaływania wsadu i rdzeni,

-  opracowano uniw ersalną, ite racy jną  metodę analizy procesu nagrzew a­

nia indukcyjnego ferrom agnetyka, uogólniając metodę Nejmana na za­

gadnienia 2-wymiarowe,

-  stwierdzono, że uproszczenie obliczeń przez zamodelowanie wzbudnika 

cienką w arstw ą prądową je s t dopuszczalne w przypadku obliczania roz­

kładu pól we wsadzie lub impedancji zastępczej wnoszonej przez wsad,

-  sformułowane k ry te ria  badania procesu nagrzew ania indukcyjnego m eta­

li ze względu na naprężenia cieplne pozw alają na konstrukcje algo­

rytm u sterow ania prądem wzbudnika,

Opracowane w rozpraw ie metodyka obliczeń, algorytmy, programy oraz wy­

konane obliczenia i sformułowane wnioski są przydatne do celów projektow a­

nia płaskich i cylindrycznych nagrzewnic indukcyjnych stosowanych w proce­

sach obróbki cieplnej i p lastycznej metali. Mogą być również wykorzystywane 

do uściślania obliczeń w stosowanych obecnie metodach przybliżonych lub te ­

stowania i określania zakresu stosowalności metod numerycznych.

Rozszerzenie problematyki poruszanej w rozpraw ie oraz rezu lta ty  obli­

czeń innych wielkości oraz typów urządzeń zaw iera ją  prace au to ra  [24 -  33, 

139 -  147].



DO D A TK I

D .l. PRZYKŁADY OBLICZENIOWE

W celu bliższego zobrazow ania otrzymanych zależności teoretycznych 

przedstaw iono kilka przykładowych obliczeń różnych typów analizowanych na­

grzewnic.

Rozważmy nagrzewnice płaską dw ustronną ze wzbudnikami pętlowymi (rys. 

Dl.l), w k tó re j nagrzew ana taśm a metalowa nie zo stała  umieszczona centry- 

cznie miedzy wzbudnikami. Zagadnienie takie je s t  ciekawe zarówno z teorety­

cznego, jak  i praktycznego punktu widzenia, gdyż często zdarza  sie, że z 

przyczyn technicznych niemożliwe je s t  idealnie współśrodkowe wprowadzenie

wsadu (brak prostoliniowości, to lerancje  wykonania, niedokładności urządzeń 

podających i tp .). Dodatkowo przeanalizowany ogólny model obliczeniowy 

(ry s.5.2) pozwala również na uchwycenie wpływu niedokładności wykonania 

wzbudnika (odległości rdzeni od uzwojenia). Tak więc na przykładzie tym 

można prześledzić wpływ niesym etrii usytuowania poszczególnych elementów 

nagrzewnicy na wektory pola elektromagnetycznego. Uzyskane zależności wy­

kreślono w wielkościach względnych, tzn. amplitudy wektorów pola w stosunku 

do ich w artości maksymalnych oznaczono przez E’, B', B’, natom iast wymiary
x >• z

geometryczne układu w stosunku do grubości wsadu (y’) i długości wzbudnika 

(z’). We w szystkich obliczeniach założono, że szczeliny w ujem nej części 

osi y są  m niejsze niż w części dodatniej. Dla uogólnienia wyników oblicze­

nia prowadzono w dwóch praktycznie możliwych przypadkach, tzn. nagrzewania 

skrośnego (tu np. p rzy jęto  stosunek grubości do głębokości wnikania okl~~^ 1)

i nagrzew ania powierzchniowego (grubość do głębokości wnikania ok. 5).

Na rys.DI.2 -  rys.D l.4 pokazano uzyskane rozkłady natężenia pola elek­

trycznego, na rys.D1.2 -  rys.D l.3 w przekroju poprzecznym wsadu, a na rys. 

Dl.4 wzdłuż długości wzbudnika. Rysunki Dl.2 i D1.4a dotyczą nagrzewania 

skrośnego, a  rys.D1.3 i D1.4b powierzchniowego*1. Na podstawie rys.D1.2a i 

D1.3a można stw ierdzić , że wpływ niesym etrii rdzeni magnetycznych na natę­

żenie pola elektrycznego je s t  niewielki (kilkuprocentowy), przy czym je s t

•)
J e s t  to  c ieka w y w yn ik  teo re tyczn y . Badana nagrzew nica j e s t  p rze c ie ż  w 
s w e j  k o n s tru k c ji nagrzew nicą pola  poprzecznego  (ry s . Dl.Ib), a Jednak 
p rzy  d u ż e j  w zg lęd n e j grubości wsadu e fe k ty  g rze jn e  zb liżo n e  są do 
pola podtużnego.
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Rys. Dl.l. Plaska nagrzew nica dw ustronna ze wzbudnikami petiowymi i niesy­
m etrycznie nagrzewanym wsadem 
a -  szkic, b - model obliczeniowy

fig- Dl.l. The tw o-sided f la t  hea te r w ith lap windings and an unsymmetrical 
heated p late
a -  sketch, b - calculating  model
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Rys. Dl.3. Natężenie pola elektrycznego we w sadzie dla 21/5=5
a -  dla d /d  =0,7 i d /d  =1; b -  dla d /d  =0,5 i d /d  =1

1 2 3 4  1 2  3 4

1- z ’=0,75; 2 - z ’=0,50
Fig. Dl.3. E lectric field  in tensity  in the p la te  fo r 21/5=5

a -  fo r d /d  =0,7 and d /d  =1; b -  fo r d /d  =0,5 and d /d  =1
1 2  ’ 4  1 2  3 4

1- z ’=0,75; 2 - z ’=0,50

Rys. D1.2. Natężenie pola elektrycznego we wsadzie dla 21/6=1
a -  dla d / d = l  i d / d  =0,7; b -  dla d /d  =0,4 i d /d  =1

1 2  3 4 1 2  3 4

1- z ’=0,75; 2 - z '=0,50
Fig. D l.2. E lectric field  intensity in the p la te  fo r 21/5=1

a -  fo r d /d  =1 and d /d  =0,7; b - fo r  d /d  =0,4 and d /d  =1
1 2  3 4 1 2  3 4

1- z ’=0,75; 2 - z ’=0,50
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-  1,0 - 0 ,5  0  0 ,5  1fi

Rys. Dl.5. Indukcja m agnetyczna Iskiadowa normaina) we w sadzie"~i 
a -  dla 21/6=1; b - dla 21/6=5
1.2 -  d /d  =1; d /d  =0,9; z ’=0,50 i z'=0,75; 3,4 - d /d  =0,5;

1 2  3 4 1 2
d /d  =0,9; z ’=0,50 i z ‘=0,75

3 4

Rig- Dl.5. Magnetic induction (normal component) in the p late 
a -  fo r 21/6=1; b -  fo r 21/6=5
1.2 -  d /d  =1; d /d  =0,9; z ’=0,50 and z ’=0,75; 3,4 -  d /d  =0,5;

1 2 3 4 1 2
d /d  =0,9; z ’=0,50 and z ’=0,75 

3 4

Rys. D1.4. Natężenie pola elektrycznego na powierzcnm wsaau
a -  21/6=1; d /d  =0,7 i d / d  =1; b -  21/6=5; d /d  =0,7 i d /d  =1 1 2 3 4 1 2 3 4

1 -  y’=-l; 2 -  y ’=l; 3 -  y’=0,8; 4 -  y’=0,6; 5- y'=0
fig. Dl.4. E lectric fie ld  in tensity  on the surface of the plate

a -  21/6=1; d /d  =0,7 and d /d  =1; b -  21/6=5; d /d  =0,7 and d /d  =1 1 2 3 4 1 2 3 4
1 - y’=—1; 2 -  y’=l; 3 -  y’=0,8; 4 -  y’=0,6; 5 - y’=0

o 1 W

1 3
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on większy w środku długości uzwojenia (krzywe 1) niż przy jego końcach 

(krzywe 2). Znacznie is to tn ie jszy  wptyw wywiera niesym etria szczeliny po­

w ietrznej między wsadem a wzbudnikiem (rys.D1.2b i D1.3b), znowu większy w 

środku uzw ojenia (krzywa 1) niż przy końcach (krzywa 2). 0  wiele mniejszy

wpływ (prawie pomijalny) w yw ierają niesym etria rdzenia i usytuowania wsadu 

w nagrzewnicy na składową norm alną indukcji magnetycznej (rys.D1.5) i to 

zarówno w przypadku nagrzew ania skrośnego, jak  i powierzchniowego. Na rys. 

Dl.6 przedstaw iono dodatkowo rozkład te j  składowej wzdłuż długości wzbudni­

ka dla nagrzew ania skrośnego (krzywa 1) i powierzchniowego (krzywa 2). Bar­

dzo wyraźny je s t natom iast wpływ niesym etrii na składową styczną indukcji 

m agnetycznej (rys. Dl.7). Widoczne je s t wyraźne przesunięcie punktu osiąga­

nia przez indukcję w artości zerow ej w stosunku do środka płyty (y’=0). Na 

rys.D l.8 pokazano rozkłady B' wzdłuż długości uzw ojenia dla nagrzewania
Z

skrośnego (rys.D1.8a) i powierzchniowego (rys.D1.8b). Na rys.D l.9 pokazano 

wpływ niesym etrii na rozkład gęstości mocy czynnej wydzielanej we wsadzie.

Podsumowanie uzyskanych wyników przedstaw iono na rys.D l.10 -  rys.D l.18.

Skonstruowano je  w ten  sposób, że wykreślono w artości poszczególnych wiel­

kości elektrom agnetycznych na obydwu powierzchniach wsadu (y’= -l i y’=l) w 

zależności od względnej niesym etrii szczelin powietrznych (d /ti^ lub d^/d^ 

rys.Dl. 1), począwszy od usytuowania symetrycznego (d^/d^ ; d^/d =1) aż do

możliwych w praktyce maksymalnych niesym etrii (d^/d^O .4 i d^/d^O .6). Jak 

widać, wpływ nawet znacznych (do 60%) niesym etrii usytuowania rdzenia na

badane wielkości je s t  niewielki (4-5% dla E i B i 5-9% dla B ). Natomiast
y *

niesym etria szczelin powietrznych między wsadem a wzbudnikiem ma bardzo is­

to tne znaczenie, szczególnie dla E i B , a jak  widać na przykładzie p , bę-
Z  V

dzie wywoływać znaczne różnice w nagrzew aniu się obydwu powierzchni wsadu.

Dla zilustrow ania zagadnień obliczania impedancji nagrzew nic indukcyj­

nych wykonano obliczenia kilku typów nagrzewnic jedno- i dwustronnych, z 

różnymi uzwojeniami wzbudników. W pierwszym etapie należy, zawsze przeprow a­

dzić badanie funkcji podcałkowych potencjałów, gdyż ma to  decydujący wpływ 

na dokładność obliczeń. Są to  funkcje znakozmienne, o w artościach oscylują­

cych wokół osi, w większości przypadków o silnie tłum ionej amplitudzie. 

Przykładowy ksz ta łt kilku funkcji podcałkowych różnych typów nagrzewnic po­

kazuje rys.D1.19. Widać, że decydujący wkład w w artość całki wnosi pierw ­

sza oscylacja. Je j am plituda je s t  zwykle kilka lub kilkananaście razy wię­

ksza od następnej i szybko zm ierza do zera . Szczególnie je s t to  widoczne 

dla funkcji podcałkowych opisujących nagrzew nice w stan ie  obciążenia (krzy-
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Rys. Dl.6. Indukcja magnetyczna
(składowa normalna) na powie­
rzchni wsadu
1- 21/5=1; d /d  =1; d /d  =0,9;

1 2  3 4
y '= -l; 2 -  21/5=5; d /d  =1;J 1 2
d /d  =0,9; y’=-l 

3 4
Fig.D l.6.Magnetic induction (normal

component) on the surface of 
the p late

1- 21/6=1; d /d  =1; d /d  =0,9;
1 2  3 4

y '= -l; 2 - 21/6=5; d /d  =1;1 2
d /d  =0,9; y’=-l 

3 4

Rys. D1.7. Indukcja magnetyczna (składowa styczna) we wsadzie
a -  d /d  =0,5 i d /d  =1 (d =0,002m); b -  d /d  =0,4 i d / d = l

1 2  3 4 3 1 2 3 4
(d =0,008m); 1,2 -  21/6=5; z ’=0,75 i 0,50; 3 ,4  -  21/6=1; z ’=0,75 

3
i z ’=0,50

R‘g- Dl.7. Magnetic induction (tangent component) in th e  p late
a -  d /d  =0,5 and d /d  =1 (d =0,002m); b -  d / d  =0,4 and d /d  =1

1 2  3 4 3 1 2  3 4
(d3=0,008m); 1;2- 21/6=5; z ’=0,75 and 0,50; 3 ,4 -  21/6=1; z ’=0,75 

and z ’=0,50
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Rys. Dl.8. Indukcja m agnetyczna (składowa styczna) na powierzchni wsadu
a -  21/6=1; d /d  =1 i d /d  =0,9; b - 21/5=5; d /d  =1 i d /d  =0,9 

1 2 3 4 1 2 3 4
1 -  y’=-l; 2 -  y’=l; 3 -  y’=0,8; 4 -  y’=0,6; S - y’=0

Fig.Dl.8 .Magnetic induction (tangent component) on the surface of the plate
a - 21/6=1; d /d  =1 and d /d  =0,9; b - 21/6=5; d /d  =1 and d /d  =0,9

■ 2 3 4 1 2  3 4
1- y’=-l; 2- y’=l; 3 - y’=0,8; 4 - y '=0,6; 5 - y’=0

b)

Rys. D1.9. Gęstość mocy czynnej we wsadzie (d /d  =1, z'=0,75)

Fig. D1.9. Density of the active power in the plate  (d /d  =1, z ’=0,75)
a -  fo r 21/6=1, d /d  =0,4; b -  fo r 21/6=5, d /d  =0,7 

1 2  , 2
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Rys. d i .u . 

fig. D l.11.

Rys. d i . 10. 

fig. Dl.10.

0 0,4 0,6 08 1,0

=—  di  j ć 2

Natężenie pola elektrycznego dla różnych szczelin
powietrznych między wsadem a uzwojeniem (21/6=1; d /d  =1)

3 4
1.2 -  z ’=0,75; y’= -l i 1; 3,4 -  z ’=0,50; y’=-l i 1
Electric field  intensity  fo r various a ir gaps between the plate
and the coil (21/6=1; d /d  =1)

3 4
1.2 -  z ’=0,75; y’= -l and 1; 3,4 -  z’=0,50; y’= -l and 1

Natężenie pola elektrycznego dla różnych szczelin powietrznych 
między wsadem a uzwojeniem (21/6=5; d^/d^=l)

1.2 -  z ’=0,75; y '= -I i 1; 3,4 - z'=0,50; y’= -l i 1
E lectric field  intensity  fo r various a ir  gaps between the p late
and the coil (21/5=5; d /d  =1)

3 4
1.2 -  z ’=0,75; y '= -i and 1; 3,4 - z ’=0,50; y’=-i and 1
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Rys. Dl. 12. Natężenie pola elektrycznego dla różnych szczelin powietrznych 
między uzwojeniem a rdzeniam i magnetycznymi (21/6=1; d ^ /d ^ l)

1.2 -  z ’=0,75; y’= -l i 1; 3.4 -  z '=0.50; y’=-l i 1
Fig. Dl. 12. E lectric field  in tensity  fo r various a ir  gaps between the coil

and magnetic shounts (21/6=1; d /d  =1)
1 2

1.2 -  z ’=0,75; y’= -l and 1; 3,4 -  z'=0,50; y’= -l and 1

Rys. D1.13. Natężenie pola elektrycznego dla różnych szczelin powietrznych 
między uzwojeniem a rdzeniam i magnetycznymi (21/6=5; d /d  =1)

i 2
1.2 -  z ’=0,75; y’= -l i 1; 3 ,4  -  z ’=0,50; y’= -l i 1

Fig. D l.13. E lectric field  in tensity  fo r  various a ir  gaps between the coil
and magnetic shounts (21/5=5; d /d  =1)

l 2
1.2 -  z ’=0,75; y’= -l and 1; 3 ,4  -  z ’=0,50; y’= -l and 1
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Rys. Dl.14. Indukcja magnetyczna (składowa normalna) dla różnych szczelin
miem (d /d  =1)

3 4
21/6=1; z ’=0; y ’= -l i 1

powietrznych między wsadem a uzwojeniem (d /d  =1)
3 4

1,2 -  21/6=1; z ’=0,75; y’= -l i 1; 3,4
5,6 -  21/6=5; z ’=0,50; y '= - l i 1

fig. D1.14. Magnetic induction (normal component) fo r various a ir  gaps
between the p la te  and the coil (d /d  =1)

3 4
1,2- 21/6=1; z ’=0,75; >y’= -l and 1; 3 ,4 - 21/6=1; z ’=0; y’= -l 
and 1; 5,6 -  21/8=5; z.'=0,50; y’= -l and 1 

1.0 -

05

06

0,4

t r s .

3 4

I  .
0,6 08 1.0

%s. D1.15. Indukcja m agnetyczna (składowa normalna) dla różnych szczelin
powietrznych między ^uzwojeniem a rdzeniami magnetycznymi. (21/8=
=1, d /d  =1): 1,2 -  z ’=0,50; y’= -l i 1; 3,4 -  z ’=0,75; y’= -l i 1

f  1 2  *t lS■ Dl. 15. M agnejij inductidn (normal component) fo r various a ir  gaps
between the coil and m agnetic shounts (21/8=1, d ^ /d ^ l)

1,2 -  z ’=0,50; y ’= -l and j ;  3,4 -  z ’=0,75; y '= -l and 1
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Rys. D1.16. Indukcja m agnetyczna (składowa stycznna) dla różnych szczelin 
pow ietrznych miedzy wsadem a  uzw ojeniem  (d /d  =1)

3 4
1,2 -  21/6=5; z ’=0,75; y’= -l i 1; 3,4 -  21/6=1; z ’=0,75; y’= -l i 1;
5,6 -  21/8=5; z ’=0,50; y’= -l i 1; 7,8 -  21/8=1; z ’=0,50; y '= -l i 1

Fig. Dl. 16. Magnetic induction (tangent component) fo r  various a ir  gaps
betw een th e  p la te  and the  coil (d /d  =1)

3 4
1,2 -  21/8=5; z ’=0,75; y ’= - l and 1; 3 ,4  -  21/8=1; z ’=0,75; y '= - l and 1;
5,6 -  21/8=5; z '=0 ,50 ; y ’= - l  and 1; 7,8 -  21/8=1; z ’=0,50; y’= -l and 1

tn.

0.6

iy
— "— - 

3

r  h

x d A

0,6 qa

3 /d i ,

Rys. Dl. 17. Indukcja m agnetyczna (składowa stycznna) dla różnych szczelin 
pow ietrznych miedzy uzwojeniem a  rdzeniam i magnetycznymi (d ^ /d ^ l)

1,2 -  21/8=5; z ’=0,75; y’= -l i 1; 3,4 -  21/8=1; z ’=0,75; y '= - l i 1;
5,6 -  21/8=5; z ’=0,50; y’= -l i 1; 7 ,8  -  21/8=1; z ’=0,50; y ’= -l i 1

Fig. D1.17. Magnetic induction (tangent component) fo r  various a ir
betw een th e  coil and m agnetic shounts (d / d  = 1)

l 2
i,2  -  21/8=5; z ’=0,75; y ’= - l and 1; 3 ,4  -  21/8=1; z ’=0,75 ;y’= -l and 1;
5,6 -  21/8=5; z ’=0,50; y ’= - l  and 1; 7,8 -  21/8=1; z '= 0 ,50 ; y’= -l and 1

gaps
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Rys. Dl. 18. Gęstość mocy czynnej dla rożnych szczelin pow ietrznych między
wsadem a  wzbudnikami (d /d  =1)

3 4

a -  dla 21/6=1, b -  d la  21/6=5
1.2 -  z ’=0,75 i y ’= -l lub 1; 3 ,4  -  z ’=0,5 i y’= -l lub 1

Fig. Dl.18. Density o f active pow er fo r  various a ir  gaps between the p la te
and the coil (d / d  =1)

3 4
a -  fo r 21/6=1, b -  fo r  21/6=5
1.2 - z ’=0,75 and y’= -l o r 1; 3 ,4  -  z ’=0,5 and y '= -l or 1

we 1,2 z  rys.Dl. 19a dla nagrzew nic płaskich i krzyw e z rys.D1.19b dla na­

grzewnic cylindrycznych). N atom iast funkcje  podcałkowe wzbudników w stan ie  

jałowym (krzywa 3 z rys.D1.19a) są  zwykle znacznie wolniej zbieżne i wyma­

gają całkowania w w ielokrotnie dłuższych przedziałach. Z tych powodów ko­

nieczne je s t  każdorazowe badanie k sz ta łtu  funkcji podcałkowych przed przy ­

stąpieniem do obliczeń, gdyż przypadkow y wybór gran ic  całkowania może p ro ­

wadzić do znacznych błędów. D latego każdy z opracowanych przez au to ra  p ro ­

gramów komputerowych w pierw szym  etap ie  zna jdu je  z e ra  i extrem a obliczanych 

wielkości.
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Rys. Dl. 19.

Fig. Dl. 19.

Przykładowe przebiegi funkcji podcałkowych obliczanych 
wielkości
a  -  związanych z  im pedancją, b -  z wielkościami polowymi
1,2 -  rezy stan c ja  i reak tan c ja  wnoszona wzbudnika dwustronnego
w stan ie  obciążenia, 3 -  reak tanc ja  wzbudnika płaskiego jedno­
stronnego w stan ie  jałowym, 4,5 -  cześć rzeczyw ista  i urojona 
indukcji m agnetycznej wzbudnika cylindrycznego

Examplary d is tribu tions u f integrand functions connected with: 
a  -  the impedance, b -  the electrom agnetic field
1,2- brought in res is tance  and reactance of the tw o-sided indu­
c to r in load s ta te , 3 -  reactance of the one-sided f la t  inductor 
in no-load s ta te , 4 ,5  - rea l and imaginary p a rts  of the magnetic 
induction of the  cylindrical coil 4
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Rys. Dl.20. Rozkład wielkości elektrom agnetycznych dla nagrzewnicy płaskiej 
jednostronnej, bezrdzeniow ej z uzwojeniem skupionym 
a -  wektorów pola (z’=0), b -  mocy (z’=0), c -  wzdłuż wysokości 
wzbudnika (y’=0)

Fig. Dl.20. D istribution o f electrom agnetic values fo r the f la t one-sided 
coreless h ea te r w ith the concentrated  winding 
a -  field  vectors (z’=0), b -  power (z’=0), c -  along the 
height of the inductor (y’=0)
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Na rys.D l,20 pokazano przykładowe rozkłady wielkości polowych w prze­

kro ju  poprzecznym p łask iej jednostronnej nagrzew nicy bezrdzeniow ej z  uzwo­

jeniem  skupionym, o konstrukcji podobnej do pokazanej na rys.5.1d. Wszys­

tk ie  wielkości wykreślono w jednostkach względnych (w stosunku do w artości 

amplitudowych), natom iast względne współrzędne obliczono w stosunku do 

głębokości wnikania Cy’) i wysokości wzbudnika (z '), gdzie y ’=0 oznacza po­

w ierzchnię wsadu, y’=-3 -  powierzchnię wzbudnika, z ’=0 -  środek wzbudnika,

a  z ’=l jego koniec.

Na ry s .D l.21 -  Dl.24 przedstaw iono charak terystyk i częstotliw ościow e

różnych typów nagrzew nic indukcyjnych. R eaktancje całkow ite w szystkich ba­

danych nagrzew nic, zarówno w stan ie  jałowym, jak  i obciążenia (wsad niema­

gnetyczny), są  praktycznie liniowymi funkcjam i często tliw ości (rys.D1.21). 

R ezystancje wnoszone (7? ’̂) i całkow ite (7? = 7i +7? ’) -  ry s .D l.22 nagrzewnic

jednostronnych (krzywe 1,2) i dwustronnych pola podłużnego (krzywe 3, 4)

silnie rosną w raz  z często tliw ością i są  obrazow ane przez funkcje regu la r­

ne, praktycznie monotoniczne. Ciekawszy je s t  natom iast ch a rak te r tych wiel­

kości dla nagrzew nic dw ustronnych pola poprzecznego^' (krzywe 5,6). Wykazują 

one w yraźne punkty przegięcia ok. 500 Hz i 1600 Hz, a  dla wyższych czę­

sto tliw ości praktycznie pokryw ają się z  charakterystykam i nagrzew nic pola 

podłużnego. Wynika stąd , źe w badanym przypadku do ok. 500 Hz są one w yraź­

nie nagrzew nicam i pola poprzecznego, pomiędzy 500-1600 Hz zjaw iska zwią­

zane z polem poprzecznym i podłużnym nakładają  się, a  powyżej ok. 1600 Hz 

przechodzą one praktycznie w nagrzew nice z magnetycznym polem podłużnym.

Na rys. Dl. 23 i Dl. 24 pokazano zmiany współczynnika mocy i sprawności 

elektrycznej dla różnych typów nagrzew nic w funkcji częstotliw ości. Współ­

czynnik mocy dla w szystkich typów nagrzew nic silnie m aleje, a  charakter 

zmian je s t  zbliżony. Odmienne wnioski można wyciągnąć porów nując sprawność 

elektryczną nagrzew nic pola podłużnego (krzywa 1) i poprzecznego (krzywa 2) 

z rys.D l.24. Począwszy . od często tliw ości ok. 1600 Hz charak terystyk i te 

p raktycznie pokryw ają się.

N ajbardziej in teresu jące  wnioski o trzym uje się z obliczeń rozkładu

gęstości prądu i s t r a t  w uzwojeniu rzeczyw istym  wzbudnika. S tosu jąc opisaną 

metodę numeryczną obliczono te  wielkości w przykładowym uzwojeniu petlowym 

(rys.D1.25 i Dl.26). S tw ierdza się silne skupianie się prądu w narożach 

zwoju wzbudnika (krzywe potęgowane jeszcze  p rzez  sąsiedztw o nastę­

pnego zw oju z prądem  płynącym w kierunku przeciwnym, wskutek czego w ystę­

pu je  efek t zbliżenia. P o w sta ją  więc ogromne niesym etrie rozkładu gęstości



500 1000 1500 2000 2500 3000 3 500
—  f l H z l

Rys. D l.22. R ezystancje całkow ite (R) i wnoszone (R ’) różnych typów na-
2

grzew nic w funkcji częstotliw ości
1.2 -  jednostronnej bezrdzeniow ej (R, R^‘), 3,4 -  dw ustronnej rd ze­

niowej pola podłużnego (R, R^'), 5 ,6  -  dw ustronnej rdzeniow ej pola

poprzecznego (R, R^’)

Fig. Dl.22. Total res istances (R) and brought in (R^’J fo r various so rts  of

hea te rs  in function of frequency
1.2 -  one-sided coreless (R, R^’), 3,4 -  tw o-sided w ith magnetic

core and longitudal m agnetic fie ld  (R, R^’), 5,6 -  tw o-sided w ith 

magnetic core and transversed  m agnetic fie ld  (R.R^'l
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500 1000 1500 2000 2 500 3000 350 0

—  f[H3
Rys. D1.21. R eaktancje (X) różnych typów nagrzew nic w funkcji często tli­

wości
1.2 -  jednostronnej bezrdzeniow ej w stan ie  jałowym i obciążenia,
3 - jednostronnej rdzeniow ej w stan ie  obciążenia, 4,5 -  dw ustronnej 
rdzeniowej z uzwojeniem skupionym i petlowym w stan ie  jałowym

Fig. Dl.21. R eactances (X) fo r  various so r ts  of hea te rs  in the function of
f  requency

1.2 -  one-sided coreless in load and no-load s ta te s , 3 -  one-sided 
w ith magnetic core in load s ta te , 4,5 -  tw o-sided w ith magnetic co­
re , concentrated  and lap winding in the no-load s ta te



Rys. Dl.23. Współczynnik mocy (cos/p) różnych typów nagrzew nic w funkcji 
częstotliwości
1,2 -  jednostronnej bezrdzeniow ej w stan ie  obciążenia i ja ło ­
wym, 3 -  jednostronnej rdzeniow ej, 4,5 -  dw ustronnej rdzeniowej 
pola podłużnego i poprzecznego (wszystkie w stan ie  jałowym)

Fig. D1.23. Power fac to r (cos0) fo r  various so rts  of induction heaters in 
the function of frequency

1,2 -  one-sided coreless in load and no-load s ta te s , 3 -  one-sided 
with magnetic core, 4,5 -  tw o-sided w ith magnetic core of the lon- 
gitudal and transverse  m agnetic fie ld  (all in no-load sta te )

500 1000 1 500 2000 2500 3000

Sprawność elektryczna (i) ) nagrzew nic dwustronnych 

częstotliw ości
1 -  pola podłużnego, 2 -  pola poprzecznego 
E lectrical efficiency (7} ) o f tw o-sided induction

c
the function of frequency
1 -  of the longitudal fie ld , 2  -  of the tran sv erse  field

3500 

fI Hzl

w funkcji

heaters in

Rys.

Fig.

D1.24.

D1.24.
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• 2
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Rys. D l.25. Rozkład gęstości p rądu  i mocy czynnej wzdłuż wysokości (H)
i szerokości (D) uzw ojen ia  pętlowego
1,2 -  rozkłady J w zdłuż D i H, 3 ,4  -  rozkłady P wzdłuż D i H

Fig. Dl. 25. C urren t density  and ac tive  power d is tribu tions along th e  height
(H) and w idht (D) o f a  lap w inding

1,2 -  d is tribu tions J along D and H, 3,4 -  d is tribu tions P along D, H

Rozkład gęstości p rądu  wzdłuż 
grubości ścianki uzw ojenia 
pętlowego (oznaczenia jak  na 
rys.D1.25)

C urrent density d is tribu tion  
in the  wall of a  lap winding 
(the same descrip tions as in 
Fig.D1.25)

Rys. D1.26.

Fig. D1.26.
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prądu, a tym samym obciążenia poszczególnych części zwoju (krzywe P , P ).
H  D

Także wzdłuż grubości ścianki zw oju (rys.D l.26) rozkład je s t  bardzo silnie 

nierównom ierny w p rzek ro ju  (1), t j .  w pobliżu sąsiedniego zw oju, o wiele 

bardz ie j niż w p rzek ro jach  (2, 3).

Jak pokazano w rozpraw ie, znajom ość wielkości elektrom agnetycznych, 

szczegónie rozkładu gęstości mocy czynnej we wsadzie, pozw ala na obliczenie

pola tem pera tu ry  nagrzew anego indukcyjnie wsadu. Jako przykład ilu stru jący  

metodę wybrano nagrzew anie pasmowe blach (model obliczeniowy schem atycznie 

pokazany na ry s.D l.27) w dwóch przypadkach: wsadu niem agnetycznego (Al) i 

ferrom agnetycznego (s ta l NC7V2 o tem pera tu rze  Curie ok. 710°C). Obliczenia 

przeprow adzono dla 2-w ym iarow ego poia tem pera tu ry  (w przypadku nagrzew ania

pasmowego długość wzbudnika w kierunku osi x je s t  w iększa niż w ym iar wsadu 

i założenie o stałym  rozkładzie tem pera tu ry  w tym kierunku je s t  dobrze

zbliżone do rzeczyw istości), przy czym dla pokazania efektów  niesym etrii

nagrzew ający  zw ój wzbudnika umieszczono w pobliżu jednej z  kraw ędzi blachy 

(rys.D l.27). Grubości wsadów dobrano tak , aby uzyskać nagrzew anie o charak­

te rz e  powierzchniowym. P rzy ję to  wielkość okładu prądowego wzbudnika równą 

maksym alnej, dopuszczalnej, nie pow odującej nad tap ian ia  powierzchni. Uzy­

skano więc bardzo szybkie nagrzew anie, ale jak  widać szczególnie na 

przykładzie wsadu stalow ego, grad ien ty  tem pera tu r między pow ierzchnią a 

w nętrzem  są  duże. Uzyskane wyniki we w szystkich w ym iarach przedstaw iono na 

rys.D1.27 -  Dl.30.



-117-

Q)

0

1 1 ° c

— -  11 s)

Rys. D1.27. Rozkład tem pera tu ry  w czasie  nagrzew ania indukcyjnego wsadu 
niemagnetycznego
a -  schem at modelu obliczeniowego, b -  krzywe tem peratury  
(oznaczenia jak  na schem acie a)

Fig. Dl.27. Tem perature d is trib u tio n  during the induction heating o f a  non­
magnetic charge
a -  sketch o f th e  ca lcu la ting  model, b -  tem pera tu re  curves 
(the same descrip tions as in the  sketch a)

b)a)

[°C ]

6 8 10 

—  y [mm]

Rys. D1.28. Rozkład tem pera tu ry  w nagrzew anej pasmowo blasze aluminiowej 
(oznaczenia jak  na rys.D1.27a) 
a -  wzdłuż grubości, b -  wzdłuż wysokości

Fig. Dl. 28. Tem perature d is trib u tio n  in the streaked  heated p la te  o f AL 
(the same descrip tions as in Fig.Dl.27a) 
a -  in the c ro ss-sec tion , b -  along the height
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Rys. Dl.29. Rozkład tem pera tu ry  w 
czasie nagrzew ania indukcyjnego 
wsadu ferrom agnetycznego (ozna­
czenia jak  na rys.D1.27a)

Fig. Dl.29.T em perature d istribution  
during th e  induction heating of 
a ferrom agnetic  charge (the same 
descrip tions as in Fig.D1.27a)

Rys. D1.30. Rozkład tem pera tu ry  w nagrzew anej pasmowo blasze sta low ej 
(oznaczenia ja k  na rys.D1.27a) 
a  -  wzdłuż grubości, b -  w zdłuż wysokości

Fig. Dl.30. Tem perature d is tr ib u tio n  in the  streaked  heated steel p la te  
(the same descrip tions a s  in Fig.D1.27a) 
a -  in the c ro ss-sec tio n , b -  along the height



D .2. DOŚWIADCZALNA WERYFIKACJA WYBRANYCH WYNIKÓW OBLICZENIOWYCH

W celu doświadczalnego spraw dzenia uzyskanych wyników zbudowano stano ­

wisko pomiarowe, schem atycznie pokazane na rys.D2.1. Wykonano na nim pomia­

ry im pedancji różnych typów wzbudników nagrzew nic indukcyjnych zarówno w 

stan ie  jałowym, jak  i obciążenia (z wsadem). Układ składał się z m ostka

Maxwella ze wzorcami pojemności Cn i rezys tanc ji R . Mierzoną reak tancje

wzbudnika oznaczono przez  X , a  pozostałe elementy mostka stanowiły: R
x 2

bocznik bezindukcyjny BKRK 75/70 o rezystanc ji 50 mQ, -  rezy s to r regu la-

cyjny (naw inięty drutem  b ifila rn ie) KR4-27 o rezystancji 200 i 500 £2, w

klasie 0,05. Mostek zasilano poprzez tran sfo rm a to r separu jący  ze w zmacnia­

cza mocy LV-102 (2 Hz -  40 kHz, 50 W) i genera to ra  RC (SG-502, Tektronix).

Jako w skaźnika zrów now ażenia m ostka używano oscyloskopu cyfrowego SC-501 

(Tektronix) o czułości 10 pV /div i wzmacniacza elektronicznego AF-502. 

Całość system u zasila jącego  i pomiarowego stanow iły wkładki modułowego

IAAAAJ  

r v w Y \

GEN

Rys. D2.1. Schem at elektryczny stanow iska pomiaru im pedancji wzbudników 
Fig. D2.1. E lec trica l diagram  of the experim ental stand  fo r  inductors im ­

pedance m easurem ents
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ukladu pomiarowego firm y Tektronix. System ten  zapew niał możliwość uzyska­

nia dokładności pom iaru reak tan c ji rzędu 10’5 fi. P rąd  pomiarowy (płynący 

przez  badaną im pedancję) utrzym ywano w granicach kilku amperów, co zapew ­

niało, że w trakcie  pomiarów ani tem p era tu ra  wzbudników, ani wsadów nie 

ulegała zmianie.

Na opisanym stanow isku dokonano pomiarów reak tan c ji 4 różnego typu 

wzbudników nagrzew nic indukcyjnych.- Należy zaznaczyć, że nie były to  wzbud­

niki specjaln ie  przystosow ywane do pomiarów, ale typowe, zbudowane i stoso­

wane przez au to ra  w konkretnych zagadnieniach technologicznych. Przebadano:

-  wzbudnik płaski jednostronny, bezrdzeniowy (rys.D2.2);

-  wzbudnik płaski jednostronny z rdzeniem  magnetycznym (rys.D2.3);

-  nagrzew nicę płaską dw ustronną, rdzeniow ą , k tó ra  w zależności od 

sposobu połączenia uzwojeń, w ytw arza albo pole m agnetyczne po­

dłużne, albo poprzeczne (rys.D2.4).

Jako wsady stosow ano blachy aluminiowe o w ym iarach 300x160x6 mm.

Uzyskane wyniki pomiarowe zebrano w tabl.D2.1 -  D2.3, w których podano 

rów nież wyniki obliczeń d la poszczególnych typów wzbudników, wykonanych 

przez au to ra  w oparciu o zależności uzyskane w rozdz.5. Rozbieżność między 

wynikami obliczeniowymi a pomiarowymi nie p rzek racza ła  8%.

Rys. D2.2. Widok stosow anego wzbudnika płaskiego, jednostronnego, bezrdze- 
niowego

Fig. D2.2. The view of the f la t  one-sided coreless inductor used in mea­
surem ents
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Rys. D2.3. Widok stosowanego wzbudnika płaskiego, jednostronnego z  rdzeniem 
magnetycznym

Fig. D2.3. The view of the f la t  one-sided inductor w ith magnetic core used 
in m easurem ents

Rys. D2.4. Widok stosow anej nagrzenicy p łaskiej, dw ustronnej z rdzeniami 
magnetycznymi

Fig. D2.4. The view of the f l a t  tw o-sided hea te r (the inductor w ith mag­
netic cores) used in m easurem ents
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Wyniki pomiarów i obliczeń reaktancji nagrzewnic jednostronnych 

rdzeniowych (r) i bezrdzeniowych (b) w stanie jałowym (j) i obciążenia (o)

Experimental and calculating results o f the reactance of one-sided heaters 
with (r) and without (b) magnetic cores in no-load (j) and load (o) states

T a b lic a  D2.1

r
r j ro b j bo

0 P B 0 P B 0 P B 0 P B

Hz mO 7. mO 7. mO 7. mO 7.

100 1 , 23 1 , 29 5 0 , 9 0 0 , 92 2 3 ,  27 3 , 4 3 5 1 , 7  1 1 , 63 4

2 0 0 2 , 4 7 2 ,  60 5 1 , 7 9 1 ,89 6 6 , 5 4 6 , 9 3 6 2 , 9 4 2 , 8 7 2

5 0 0 6 , 1 7 6 , 40 4 4 , 3 6 4 , 55 4 1 6 , 3 5 17 , 34 6 6 ,  8 0 6 , 5 3 4

1000 1 2 , 3 5 1 2 , 3 8 1 8 , 6 1 8 ,6 7 1 3 2 , 7 0 3 4 , 0 5 4 1 2 , 5 0 11 , 73 6

1500 1 8 , 5 2 1 8 , 3 4 1 1 2 , 8 1 12, 72 1 4 9 , 0 5 50,  14 2 1 7 , 3 7 16, 31 6

2 0 0 0 24 , 69 24 , 23 1 1 6 , 5 0 16, 63 1 65 . 3 9 6 5 , 6 0 1 2 0 ,  0 3 2 0 , 4 8 2

2 5 0 0 3 0 ,  87 3 0 , 13 1 1 9 , 7 2 2 0 ,5 7 2 8 1 , 7 5 8 6 , 3 9 6 24 , 6 1 2 4 , 6 6 1

3 0 0 0 37 , 04 3 6 , 0 0 3 2 4 , 5 7 2 4 , 5 0 1 9 8 ,  10 9 5 , 9 4 2 2 9 ,  1 5 2 8 , 8 4 1

3 5 0 0 4 3 , 22 41 , 87 3 2 8 , 5 9 28, 41 1 1 1 4 , 4 5 1 1 1 , 28 3 3 3 ,  6 6 3 2 , 9 9 1

4 0 0 0 49 , 39 47 , 75 3 3 2 , 6 2 3 2 ,3 2 1 130, 80 1 2 6 , 4 2 3 38 . 1 6 3 7 , 2 0 3

4 5 0 0 5 5 , 5 7 5 3 ,  44 4 3 6 , 6 4 3 6 ,2 0 1 147 , 1 5 1 4 1 , 0 9 4 4 2 , 6 4 41 , 28 3

5 0 0 0 61 ,7 4 5 9 , 3 8 4 4 0 , 6 6 4 0 , 15 1 163,  4 9 1 5 6 , 45 4 47 , 1 0 4 5 . 5 5 3

6 0 0 0 7 4 , 0 8 7 0 ,  87 4 4 8 , 6 9 4 7 , 95 2 196,  18 186, 61 5 5 5 ,  98 5 3 ,5 3 4

7 0 0 0 8 6 , 4 3 8 2 ,  25 5 5 6 , 7 2 5 5 ,6 0 2 - - - - - -

8 0 0 0 9 8 , 7 8 9 4 , 0 0 5 6 4 , 7 3 6 3 ,3 0 2 - - - - -

gdzie:
0 -  wyniki obliczeniowe 
P -  wyniki pomiarowe 
B -  błąd względny
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Wyniki pomiarów i obliczeń reaktancji nagrzewnic dwustronnych rdzeniowych  

pola podłużnego (c) i poprzecznego (s) w stanie jałowym i obciążenia

Experimantal and calculating results o f the reactance of two-sided heaters 
with magnetic cores: o f longitudal magnetic fie ld  (c) and transverse 

magnetic fie ld  (s) in the no-load (j) and load (o) states

T a b lic a  D2.2

f
c j co s j so

0 P B 0 P B 0 P B 0 P B

Hz mQ 7. m£l 7. m£2 7. mil 7.

100 1 , 72 1 , 86 4 1 , 86 1 , 87 1 3 , 7 9 3 ,8 0 0 1, 99 2 , 1 0 6

2 0 0 3 ,  63 3 ,  80 4 3 , 6  1 3 , 7 8 5 7 , 3 7 7 , 56 3 3 , 7 2 3 , 9 5 6

5 0 0 8 , 8 7 9 , 36 6 8 , 8 4 9 , 3 0 5 1 7 , 9 8 18 , 69 4 9,  2 2 9 , 8 2 6

1000 1 7 , 7 0 1 7 , 7 8 1 17,  42 1 7 , 7 2 2 3 5 , 5 4 3 6 ,6 3 3 1 8 , 5 0 1 9 , 1 6 4

1500 2 6 , 5 1 2 6 ,  67 1 2 5 ,  89 2 5 , 7 3 1 5 3  , 0 4 5 4 , 2 9 2 2 1 , 8 1 2 8 , 0 9 1

2 0 0 0 3 5  , 42 35  , 06 1 3 4 , 3 2 3 3 ,5 5 2 7 0 , 5 0 7 1 , 7 5 2 3 5 ,  1 8 3 6 , 9 5 5

2 5 0 0 4 4 , 3 3 4 3 , 5 1 2 42 ,  7 4 4 1 , 4 7 3 87 , 95 8 9 , 2 2 1 44 ,  0 0 4 5 , 7 1 4

3 0 0 0 5 3 .  25 5 2 ,  02 2 5 1 , 1 6 4 9 , 3 9 3 1 0 5 , 3 8 106 , 6 9 1 5 2 ,  8 1 5 4 , 4 8 3

3 5 0 0 6 2 ,  18 6 0 ,  48 3 5 9 , 5 9 5 7 , 1 8 4 1 2 2 , 8 0 124 , 2 5 1 61 , 62 6 3 , 1  1 2

4 0 0 0 7 1 , 1 1 6 8 ,  96 3 68 ,  0 1 6 5 , 3 5 4 1 4 0 , 2 2 14 1 , 5 0 1 68 ,  23 7 1 , 8 8 5

4 5 0 0 8 0 ,  04 7 7 ,  47 4 7 6 , 43 7 3 , 2 3 4 1 5 7 , 6 2 1 5 8 ,9 0 1 7 6 , 7  5 8 0 , 4 1 5

5 0 0 0 8 4 , 3 3 8 5 , 7 7 2 84 ,  85 8 1 , 0 5 5 1 7 5 , 0 1 176 , 2 4 1 85 ,  2 5 8 8 , 9 1 3

6 0 0 0 1 0 1 , 2 7 1 0 2 , 5 4 1 1 0 1 , 6 9 9 6 , 8 9 5 2 0 9 , 7 9 2 1 1 , 1 2 1 1 0 2 , 2 8 1 0 6 , 31 4

7 0 0 0 1 1 8 , 1 2 1 39 ,  63 1 1 1 8 , 5 2 1 12 , 5 9 5 2 4 4 , 5 6 2 4 4 , 9 8 0 1 1 9 , 3 0 1 2 3 , 1 5 3

8 0 0 0 135 ,  17 1 3 6 , 2 2 1 1 3 5 , 3 5 12 8 , 18 5 2 7 9 , 3  1 2 7 9 , 4 8 0 136, 3 2 1 4 0 , 2 4 3

gdzie:
0 -  wyniki obliczeniowe 
P -  wyniki pomiarowe 
B -  błąd względny
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Wyniki pomiarów i obliczeń rezystancji wnoszonych nagrzewnic 

jednostronnych (j) i dwustronnych (d), rdzeniowych (r) i bezrdzeniowych (bj

w stanie obciążenia

Experimental and calculating resu lts of the brought in resistance of 

one-sided (j) and two-sided (d) heaters, with (r) and 

without (b) magnetic cores in the load state

T a b lic a  D 2.3

f
j b j r d r

0 P B 0 P B 0 P B
j

Hz m£l 7. mil 7. mil 7.

100 0 , 7 0 0 , 6 5 7 0 , 9 2 0 ,9 9 8 0 , 4 9 0 ,45 8

2 0 0 0 , 9 0 0 , 8 3 8 0 , 1 7 0 , 18 6 0 , 6 0 0 ,5 6 6

5 0 0 0 , 9 2 0 , 9 9 7 0 , 2 2 0 ,2 3 5 0 , 6 3 0 ,58 7

1000 1 ,2 2 1 , 13 8 0 , 2 9 0 ,2 8 3 0 , 7 2 0 ,6 6 8

gdzie:
0  -  wyniki obliczeniowe 
P -  wyniki pomiarowe 
B -  błąd względny
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ANALIZA NAGRZEWNIC INDUKCYJNYCH PŁASKICH I CYLINDRYCZNYCH STOSOWANYCH 

W PROCESACH OBRÓBKI CIEPLNEJ I PLASTYCZNEJ METALI

S t r e s z c z e n i e

W hutnictw ie, przem yśle maszynowym i metalowym stosow ane są  szeroko 

nagrzew nice indukcyjne, głównie w procesach obróbki cieplnej i p lastycznej 

m etali. Przedm iotem pracy je s t  g rupa tych urządzeń ze wzbudnikami płaskimi 

i cylindrycznymi, jednofazowym i do nagrzew ania wsadów niem agnetycznych i 

ferrom agnetycznych. Opracowano metody obliczania param etrów  elektrom agnety­

cznych nagrzew nic indukcyjnych posługując się uniw ersalnym i modelami obli­

czeniowymi. Uwzględniono w szystkie is to tne  zjaw iska  i elem enty w ystępujące 

w rzeczyw istych urządzeniach, a  w szczególności: efekty  brzegowe, oddziały­

w anie rdzeni magnetycznych i ekranów niem agnetycznych o raz  skończone wymia­

ry  wzbudników. Opracowano metody analityczno -  numeryczne obliczania pól, 

rozkładu gęstości p rądu i s t r a t  w uzw ojeniach wzbudników, rdzeniach i na­

grzew anych w sadach.

Na bazie wyznaczonego p o la . ciep ła  Joule’a  we w sadzie obliczono n ie s ta ­

cjonarne, źródłowe rozkłady tem pera tu ry  dla n a jczęśc ie j spotykanych w p rak ­

tyce konfiguracji płaskich i cylindrycznych. Na podstaw ie uzyskanych pól 

tem pera tu ry  wyznaczono naprężenia cieplne we w sadach m etalicznych nagrzew a­

nych indukcyjnie. Tym samym opracowano kompleksową metodę analizy z jaw isk  

elektrom agnetycznych, cieplnych i term osprężystych  związanych z nagrzew a­

niem indukcyjnym, um ożliw iającą ścisłe połączenie teo rii i technologii oraz 

projektow anie nagrzew nic indukcyjnych w sposób pełniejszy  i dokładniejszy.

Przedstaw iono metodykę kompleksowych obliczeń param etrów  nagrzew nic. 

Podano schem aty blokowe program ów  obliczeniowych d la  nagrzew nic płaskich i 

cylindrycznych. Podano liczne przykłady obliczeniowe.

Przeprow adzono w ery fikację  dośw iadczalną obliczeń dla kilku nagrzew nic 

indukcyjnych stosow anych w praktyce.



ANALYSIS OF FLAT AND CYLINDRICAL INDUCTION HEATERS USED TO THE HEAT AND 

PLASTIC TREATMENT OF METALS

S u m m a r y

Induction heate rs have been often used in metallurgy, engineering and 

metal industry, mainly fo r the heat and plastic  trea tm en t of m etals. The

subject of the work is a group of these heate rs w ith f la t and cylindrical,

one-phase inductors (they have been used) fo r the heating of non-magnetic

and ferrom agnetic m aterials. By using universal m athem atical models, the 

calculating methods of induction heate r electrom agnetic param eters have

been elaborated. All im portant phenomena and elements, as they appear in 

rea l hea te rs  (especially: boundry effec ts , influence of magnetic cores or

non-m agnetic shields as well as definite dimensions of the inductor) were

Included. The analytic -  numerical method fo r computations of the fields, 

cu rren t density d istribution  and losses in inductor windings, cores, shiel­

ds and charges w ere elaborated.

On the basis of the determined field  o f power losses in the charge, 

the non-stationary  sourcai tem perature  fields (fo r most often used in p rac­

tise  f la t  and cylindrical heaters), w ere calculated. On the base of the ob­

tained tem perature  field, therm al stresses  in m etalic charges heated induc­

tively, w ere determined. The general method fo r the analysis of electrom ag­

netic, therm al and therm oelastic phenomena, connected w ith the induction

heating, was elaborated. This method closely joins the theory and technolo­

gy as well as designing of induction heaters, so in th is way the descrip­

tion is complete and exact.

The complex calculating methodic o f h ea te r param eters is presented.

Block diagram s of computation programmes fo r f la t  and cylindrical heaters, 

and lo ts of calculating examples, a re  given.

The experim ental verification  of calculating re su lts  fo r several p rac­

tically  used induction heaters, was carried  out.



AHAJIH3 HHflyKUHOHHblX H A rP E B A T E J lE ñ  nJIOCKHX H HHJIHHflPHHECICHX IIPHM E- 

Hl EMbIX B nPOUECAX TEPMHHECKOtt H nJlACTHHECKOH OEPABOTKH METAJIJIOB

P e 3  w M e

B Kbi3 Hen h ö h  u MauiHHHOM npoH 3 BOflCTBe, a Tome b MeTajiJiyprHH 

uiHpoKO npHMeHHeTCH HHaynyHOHHbie H a rp eB aT e j iH ,  ocoôeHHO b n p o u e c a x  

TepMMH eCKOH H nJiaCTMHeCKOH o6pa6oT K H  MSTajIJIOB. IIpeflMeTOM pOÔOTbl 

e c T b  r p y n n a  raKMX y c t b h o b o k  c  iu io ck h m h  h uHJiHHapnHecKHMH oaxo<J)a3- 

HbiMH MHflyKTopaMH npHMeHaeMbiMH a n a  H a r p e B a  HeMarHHTHbtx h (JieppoMar- 

HMTHbix 3 a r p y 3 0 K .  P a 3 p a 6 o T a H O  w e T o a a  fibiHHCJieHHa 3JieKTpoMarHHThbix 

nap aM eT p o B  HHayKUHOHHbix x a r p e B a T e n e i i  nojib3biiocb y HHBepcaJibHbiMH 

BblHHCJIHTeJIbHblMH MOaeJIHMH. B3HT0 BO BHHMaHHe BCe BaWHbie HBJieHMfl H 

GJieMeHTbi BCTpenaeMbie b aeiicTBHTeJibHbix ycTaHOBKax, a  ocoôeHHO: 

KpaeBbie ocJxheKTa, B 0 3 a e ñ c T b B e  MarHHTHbix cepaenHHKOB hjih HeMarHHT- 

Hbix BKpaHOB, a  TO*e KOHeM Hbie p a 3 M e p a  HHayKTopoB. P a 3 p a 6 o T a H O  

aHajiHTHMecKO-HyMepH^xbie M eT oaa  BbiHHcaeHHa n o n e i i ,  p a c n p e a e a e H H a  

njIOT HOCT H TOKa H nO T epb  B OÖMOTHaX MHflyKTOpOB, CepaeMHHKaX I) H a r -  

peB aeH bix  3 a r p y 3 K a x .

Ha ocHoeaHMH onpeflejieHH bix n o T e p b  b 3 a r p y 3 K e ,  BbiHHCJieHO 

HecTauHOHapHbie TeM nepaTypHbie  n o n a  c  HCTovHMKaHH TenjioTbi, a a a  6 c e x  

npaKTMHecKH BCTpeaaeM bix nnocKHX h u  hjih  Hap HHecKHX CHCT6M. Ha 6 a 3 e  

n o j iy a e H H o ro  T e M n e p a T y p H o ro  n o j i a  BbiHHCJieHO TenjiOBbie HanpaweHHa b 

MeTajiJiHHBCKHx 3 a r p y 3 K a x  H arp eB aeH b ix  HHayKUHOHHO. TaKHM nyTeM p a 3 -  

paö oT aH O  KOMnJieKCHyio M eToay aH ajiH 3a  3JieKTpoMarHHTHbix, TennoBbix  h 

T e p M o y n p y r n x  h b j ig h h h  CBH3aHHbix c H Haykijhohhom  HarpeBOM, KOTopaH 

a e a a e T b  bo3mo>khom TOHHbie c o e a n H e H H e  T e o p n n  h le x H o n o rH H ,  a Toaie 

npoeKTHpoBaHHH HHayKUHOHHbix x a r p e B a T e j i e i i ,  n o a n e e  h TOHHee neH  a o  

CHX n o p .

IIpeacTaBJieHO  MeToaHKy KOMnaencHbix BbiHHcaeHHH nap aM eT p oB  x a r -  

p o B a T e a e g .  n o a a H o  6 aoK-cxeM bi KOMnioTepHbix n p o rp aM H  a n a  naocKHX h 

UHJiHHapHHecHHX x a r p e B a T e a e i i .  IIoaaHO M H o r a e  H H caeK Hbie  n p H M ep a .

C aeaaH O  OKcnepHMeHTaabnyio BepH(j)HKauHio BbiHHcaeHKH a a a  MHornx 

HHayKiiHOHHbix x a r p e B a T e a e i i  npHKeHaeMbix Ha npaK TH ne.




