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WSTEP

Znaczenie cienkos$ciennych konstrukcji, do ktérych zaliczamy réwniez po-
whoki, we wspétczesnym budownictwie stale wzrasta. Rozwijajace sie dyna-
micznie budownictwo naszego wieku coraz czesciej siega do konstrukcji po-
wiokowych i to nie tylko ze wzgledu na duze walory nosne tych ustrojow,
ale rowniez z uwagi na uzyskiwane efekty estetyczno-arehitektoniczne.Wiek
nasz, dajacy poczatek erze maszyn "myslacych™, stwarza wprost nieogra-
niczone mozliwoSci w zakresie techniki cyfrowej uprawianej w dziedzinie
teorii konstrukcji. Tak wiec dotychczasowy ztozony aparat obliczeniowy wy-
nikajacy z charakteru pracy konstrukcji powkokowych, w powaznym stopniu
hamujacy rozwéj tych ekonomicznych konstrukcji nie bedzie stanowit w przy-
sztosci przeszkody w ich realizacji. Szczeg6lne miejsce wsrod tych kon-
strukcji zajmuja powkoki prostokreslne. W praktyce budowlanej sg one do-
tychczas najczesSciej stosowane, poniewaz stosunkowo #atwo dajg sie formo-
wac¢. Z tego tez wzgledu opracowanie jednolitego aparatu obliczeniowego,
rozwigzujacego te grupe powkok, bedzie miato dla praktyki szczegélne zna-
czenie.

W pracy tej podjeto prébe podania rozwigzania powkok prostokreslinyeh w
zgieciowym stanie naprezenia, opartego na liniowej teorii powlok. Przyje-
to, ze powdoki tej grupy sa zbudowane z jednorodnego izotropowego materia-
+u, podlegajacego prawu Hookera. Najprostszym rozwigzaniem bydoby rozwig-
zanie oparte na bdonowej teorii powlok. Jednak zrealizowanie w praktyce
stanu btonowego, poza nielicznymi przypadkami, jest nie zawsze mozliwe.
Wprawdzie w niektérych przypadkach, dla okreslonych obcigzen, mozna wymu-
si¢ prace btonwwg powkoki przez natozenie na ustréj dodatkowych wiezéw,
ale zabieg taki, wynikajacy najczesciej z trudnosci obliczeniowych, wyda-
je sie niecelowy i nieekonomiczny.

Problematyce blonowej powkok poswiecono szereg prae[2, 3, 4, 16], jest
ona omawiana prawie w kazdym podreczniku dotyczacym teorii powkok [7, 8,
10, 12, 13, 19, 23, 31]. Szczegdlne miejsce w tych pracach zajmuja powko-
ki, ktorych powierzchnie Srodkowe sa powierzchniami prostokreSlnymi roz-
wijalnymi. Dla tej grupy powkok, to znaczy powdok zbudowanych w oparciu o
powierzchnie $rodkowe prostokreslne rozwijalne (walce, stozki), istnieje
réwniez bogata literatura naukowo-techniczna poswiecona pracy zgieciowej.
Innym powkokom prostokreslnym nie nalezacym do grupy powkok rozwijalnych
a pracujacych w stanie zgieci ?ym zostaly poswiecone tylko nieliczne pra-



ce, na przyktadat, 15, 217. Nalezy podkresli¢, ze prace te oparto na

zwigzkach fizycznych zbudowanych dla krzywiznowego ukdadu wspédrzednych

krzywoliniowych. Czesto, przyjmowany przez autoréw ortogonalny ukdad wspod-
rzednych krzywoliniowych, dla sparametryzowania rozpatrywanej powdoki nie

jest uktadem krzywiznowym, a wtedy rozwigzanie oparte na zwigzkach fizycz-
nych waznych dla ukdadu krzywiznowego, moze prowadzi¢ w niektérych przy-

padkach do znacznych odchyleh, jak to zostato wykazane w pracy [1].

W dotychczasowym ujeciu tego problemu najczesciej nie sa wykorzystywa-
ne naturalne wkasnosci powkok prostokreslnych, ktére daje whasciwa para-
metryzacja. Udowodniono na przyktad, ze przez wprowadzenie whasciwej pa-
rametryzacji na powierzchni $rodkowej powkoki, mozna rozwigzanie stanu
btonowego powkok prostokreslnych sprowadzi¢ do kwadratur.

Przyjety w pracy matematyczny model opisujacy stan naprezenia w powdo-
ce, oparty jest na tak zwanej liniowej teorii powkok, przy czym o osrodku
materialnym, z ktdérego sa utworzone powdoki prostokreslne zaktada sie, ze
jest to osrodek Hooke"a.

Model ten prowadzi do uk#adu liniowych réwnan o pochodnych czastkowych,
zwanych réwnaniami réwnowagi oraz do liniowych, roézniczkowych zwigzkéw po-
miedzy funkcjami opisujacymi stan odksztakcenia powkoki a wspotrzednymi
wektora przemieszczenia powierzchni $rodkowej powdoki. ROwnania te uzu-
pednione algebraicznymi zwigzkami pomiedzy napieciami i momentami a funk-
cjami opisujacymi stan odksztakcenia powltoki, wynikajacymi z przyjetego
modelu osrodka, prowadza do ukdadu réwnan opisujacych statyczng prace po-
whoki. W przedtozonej pracy zostanie podane rozwigzanie ogélne powkok pro-
stokreslnych, oparte na metodzie zastosowanej przez autora w odniesieniu
do powkok Srubowych, a polegajacej na wprowadzeniu dwéch wymuszonych sta-
néw: blonowego i zgieciowego, sprowadzajacych odpowiednie ukdady réwnan
rézniczkowych do kwadratur [ 1j-

Rozpatrujac grupe powkok prostokreslnych, w ktdorej skdad wchodza réw-
niez powkoki Srubowe, mozemy takze zatozyé, ze uogdlnione sity przekrojo-
we (napiecia i momenty) beda sumami zdtozonymi z wptywéw pracy blonowej i
pracy zgieciowej. Dla osrodkéw ciagtych podlegajacych prawu Hooke"a, sto-
sujac zasade superpozycji mozemy przy zatozeniu odpowiednio dobranych funk-
cji obciazen, rozpatrywa¢ poszczegélne wphtywy niezalezne. Nalezy jednak
podkresli¢, ze funkcje obcigzen, wymuszajace okreslone stany, bdonowy
wzglednie zgieciowy, sg s$cisle zwigzane z pewnym zadanym stanem przemiesz-
czen i dlatego ksztakt ich jest jednoznacznie okreslony. Realizujac bo-
wiem tylko stan bdonowy lub tylko stan zgieciowy, wprowadzamy do rozpatry-
wanego osrodka ciggtego, jakim jest powkloka, pewne dodatkowe wiezy usztyw-
niajace rozpatrywany model, przy czym wptyw tych dodatkowych wiezéw jest
catkowicie skompensowany odpowiednio dobrang funkcja obcigzen, wymuszaja-
ca okreslony stan i dlatego nie przekazuje sie on na prace stanu drugiego»

Jak juz wspomniano, przy odpowiedniej parametryzacji, ogolny ukdad réw-
nan stanu btonowego powkok prostokreslnych daje sie rozwigzac¢.Dato to pod-



stawe autorowi do przypuszczenia, ze réwniez stan zgieciowy da sie roz-
wigza¢ 1 tym samym mozliwe bedzie,przez superpozycje, uzyskanie og6lnego
rozwigzania postawionego problemu. Otrzymane wyniki potwierdzity stusz-
no$¢ tego przypuszczenia.

Przechodzac do oméwienia tresci pracy nalezy podkreslié, ze przyjecie
whasciwej parametryzacji na powierzchni $rodkowej powdoki znacznie uprasz-
cza rachunki i ma duzy wptyw na formutowanie warunkéw brzegowych. Wprowa-
dzona w pracy parametryzacja zostata oparta na rodzinie tworzacych pro-
stoliniowych I tym samym rozwigzanie stanu bfonowego powdok prostokre sinych
mogdo by¢é sprowadzone do kwadratur.

Dla celéw obliczeniowych wprowadzono pewnag klasyfikacje powkok prosto-
kreslnych, dokonujac podziatu ich na grupy. Powkoki te podzielono na trzy
grupyi powdoki rozwijalne, powkoki typu Srubowego i wszystkie pozostate.
Jesli przez K oznaczymy krzywizne gaussowska, przez H krzywizne Sred-
nig, a przez b” wspétczynniki drugiej formy rézniczkowej powierzchni,
to poszczegbélne grupy beda posiadaty nastepujace charakterystyki:

Grupa 1 - powdoki rozwijalne
bj2 “ hyj m0, bgg *0, K=0, H~O.
Grupa 11 - powkoki typu Srubowego
bu = bg2 * bi2 = €1 * K + 0, H = 0.
Grupa 111 - powltoki pozostate
b~Ar >0, bl2 = bgj W0, bgg #0, K+0, HS$O.

Powkoki zaliczane do grupy 1l - typu Srubowego zostaly przez autora roz-
wiazane w pracy pod tytutem " Praca statyczna powtoki Srubowej obciazonej
powierzchniowo™ J1 i na tym miejscu nie beda one rozpatrywane. Pozostate
grupy I i Il1l, bedace tresciag tej pracy, charakteryzuja sie tym, ze ich
krzywizny $rednie sg rézne od zera, H + 0. Okazuje sie bowiem, ze ze
wzgledu na uzyty aparat obliczeniowy, zasadniczy podziat, w klasie powkok
prostokresinych, wprowadza krzywizna Srednia H i tak na przyklad, uzyte
narzedzie matematyczne w tej pracy, opierajace sie na warunku H + O, nie
moze by¢ przeniesione na powkoki Srubowe dla ktérych H = 0 1 odwrotnie.
Rozdziat pierwszy pracy zawiera opis geometryczny powierzchni prosto-
kreslnych, bedacych powierzchniami $Srodkowymi powkok zaliczanych do grupy
powdok prostokreslnych. Wprowadzona parametryzacja opiera sie na rodzi-
nie tworzacych prostoliniowych i zwigzanej z nig rodzinie krzywych. Wyko-
rzystanie geometrii krzywych, przez wprowadzenie poje¢ krzywizny oraz wek-
toréw jednostkowych stycznych i normalnych gtéwnych do tych ""inii, pozwo-



lito na prosty i zwiezty zapis wszystkich wielkosci geometrycznych po-
wierzchni prostokresinych.

Rozdziat X1 dotyczy zwigzkéw geometrycznych powdoki zdeformowanej z po-
wkokag przed jej deformacja. Dowolng powierzchnie mozemy okresli¢ 2z do-
k#adnoscig do potozenia w przestrzeni, podajac jej pierwsza i druga forme
rézniczkowa. Stad wynika, ze dla opisania dowolnej warstwy powkoki od-
ksztatconej, traktowanej jako powierzchni, konieczna jest znajomos¢ jej
pierwszej 1 drugiej formy rézniczkowej. Rozpatrujac deformacje warstwy row-
nolegtej do powierzchni Srodkowej powkoki, oparto sie na pierwszej zasa-
dzie Kirchhoffa méwiacej, ze dla powkok cienkich wkékna prostopadte do po-
wierzchni $rodkowej powkoki, pozostaja prostopadde do niej réwniez po de-
formacji, nie zmieniajac przy tym swej ddugosci.

Miara deformacji dowolnej warstwy réownolegtej jest tensor defoimacji
L ol ktoéry moze byé zwigzany z parametrami wyrazajacymi deformacje po-
wierzchni $rodkowej powkoki. W pracy tej przez wprowadzenie nowych pojec,
tensorag N mieszanej deformacji zgieciowej i tensora deformacji zgie-
ciowej i;J, uzyskano prosty zwiazek tensora z tymi wielkosciami po-
przez zmienng 2z, mierzonga od powierzchni odniesienia, bedacej powierzch-
nig srodkowa powtoki, do rozpatrywanej warstwy. Ujecie takie w znacznej
mierze przyczynido sie do stosunkowo prostego zapisu zwigzkéw Fizycznych
przedstawionych w rozdziale 3«

Zwiagzki fizyczne opisane w rozdziale 3 wigza naprezenia z odksztatce-
niami. Dla cienkich powktok zwigzki fizyczne wyprowadzono z uogélnionego
prawa Hooke®a, dla dowolnego ukd#adu wspdédrzednych krzywoliniowych._Wprowa-
dzone w rozdziale 2 nowe przedstawienie tensora deformacji umozliwi-
4o, poprzez zwiazki fizyczne,na roztozenie tensora naprezenia X i;>na skka-
dowe sumy, zdozonej z wpiywu blonowego i wphywu zgieciowego. A to z kolei
pozwolido obliczy¢ catki okreslajace sity wewnetrzne (przekrojowe). Uzy-
skane w procesie catkowania wyrazenia tworzag ukd#ad dwoch réwnan wigzacych
funkcje naprezen z tensorami napie¢ i momentéw. Rugujac z nich funkcje na-
prezen charakteryzujaca prace zgieoiowg powdoki,dojdziemy do zwigzku roz-
ktadajgcego wystepujace w powkoce napiecia na sumy ztozone z wpiywdw prac
btonowej 1 zgieciowej. Zwigzek ten ma zasadnicze znaczenie teoretyczne i
praktyczne, albowiem dla osrodkéw ciagtych podlegajacych prawu Hooke"a,
stosujac zasade superpozycji, mozemy poszczeg6lne wptywy rozpatrywaé nie-
zaleznie. Postepowanie takie w odniesieniu do powkok prostokreslnych, po-
legajace na wprowadzeniu dwéch wymuszonych standw* bdonowego i zgieciowe-
go, pozwala na uzyskanie rozwigzania ukkadu réwnan rézniczkowych,tej kla-
sy powlok, czego ogOlnie biorgc, nie da sie uzyska¢ na drodze rachunku
bezposredniego.

W rozdziale 4 podano znany uk#ad réwnan réwnowagi w zapisie tensorowym
a rozdziat 5 przedstawia rozwigzanie ogélnego ukd#adu réwnan powkok pro-
stokresinych. Rozwigzanie przeprowadzono w oparciu o wymuszone stany* bdo-
nowy i zgieciowy, przy zatozeniu H + 0, to znaczy rozwigzanie nie obej-
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muje powkok Srubowych zaliczanych tematycznie do grupy IX, dla
H = 0.
Wszystkie rozwigzania ogélne zawieraja dowolne funkcje niewiadome zmien-

nych ul, wzglednie u2, zalezne od sposobu zamocowania powkoki. Funkcje
te moga bybé wyznaczone z warunkéw brzegowych, ktére dla

ktérych

powtok prosto-
kreslnych beda zadane w przemieszczeniach, wzglednie w naprezeniach i prze-

mieszczeniach.
Rozwigzanie réwnan infinitezymalnych przemieszczen

podano w rozdziale
6. Natomiast rozdziat 7, koncowy,

ilustruje podang teorie przykdadami licz-
bowymi, przeliczonymi dla powkoki walcowej»



1. OPIS GEOMETRYCZNY

Geometryczny opis powkoki sprowadza sie do opisu jej powierzchni $rod-
kowej. W przypadku powkok prostokreslnych ich powierzchnie $rodkowe pro-
stokreslne sg utworzone przez proste, zwane tworzacymi prostoliniowym .To
znaczy, przez kazdy punkt powierzchni prostokreslnej przechodzi prosta le-
zgca catkowicie na niej.

Aby napisa¢ rdwnanie parametryczne powierzchni prostokreslnej,,napisze-
my réwnanie krzywej p\u2), przecinajacej tworzace prostoliniowe powierz-
chni i w kazdym punkcie tej krzywej wezZmiemy wektor jednostkowy 1@ ) w
kierunku przechodzacej przez ten punkt tworzacej, rys. 1.Wowczas rownanie
wektorowe powierzchni prostokreslnej przyjmie postac

? m ptu2) sull(u2), *1)
ut, u? wspotrzedne krzywoliniowe na powierzchni,

ul okresla potozenie punktu na tworzacej,
u“ wskazuje tworzaca, na ktérej lezy punkt.
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Rézniczkujac roéwnanie (1.1) wzgledem parametréow u”, u2, otrzymamy wekto-
ry atyczne do powierzchni proatokreslnej, rya. 1

>=5 =0

CENT S R Y

(1.2)

Wprowadzajac oznaczenia wskaznikowe dla pochodnych wektoréw 'p i 7, na-
piszemy

=2+ utla.

Majac okreslone wektory r”, ?2 mozemy wyznaczy¢ wspodczynniki pierwszej
formy rézniczkowej z wzoréw

g1l = 1*
a3
s12 = g21 = Ip2*

g22 =1p2 + ull2l »

bo iloczyn skalarny wektoréw 1 12, wystepujacy w g”~2 jest réwny zeru,po-
niewaz wektory te sa prostopadte do siebie, 12 pochodna wektora jednostko-
wego 1.

Przy zatozeniu

r = r [ul,s(u2)], a1 )
gdzie s jest parametrem dukowym na linii u2, wielkosci (1.2) i (1-3) mo-

zemy zwigza¢ z geometria krzywej.
Zrézniczkujmy wyrazenie (1.1 ) wzgledem zmiennej u2

Y B Y

Oznaczajac przez t wektor jednostkowy styczny do linii u2, napiszemy

T2 " *¢1 " (™22



Poréwnujac oba wyrazenia otrzymamy

§f+L§i

Poniewaz wektory i 1 sa zwigzane z zadang linig {T(R),ktéra moze byc¢
opisana parametrem 4ukowym I, to funkcje wektorowg t mozemy przedetawio
réwniez jako funkcje ztozong

T -7,

a wéwczas

albo

7 - (@* + ull®) |F,

n 2
gdzie t* jest wektorem jednostkowym stycznym do krzywej p(u ). Poniewaz
Jednak*

to

7 - (7 +uTp NoZ
\Js22“

Czyli wektorowi r2 mozna tez nada¢ postac*

Temu przedstawieniu wektoréw r” przyporzadkujemy nastepujacy uktad wspot-
czynnikéw pierwszej formy rézniczkowej*

gll 1
1 » r» lee "
gl2 = g21 “\g22 1 * asn
- f- 1- P

g22 “ g22 I*™ +u 121’
Wyroznik g pierwszej formy rézniczkowej wyniesie:
g " «22 b- ~ .4

15



*Ib 0
g - g22 -

Oznaczmy przez
ten jest prostopadty do wektor*» 1, t,
nem wektorowymi
* =1 * £
i xt]

Drugie pochodne wektora r bedg réwne
-?11 - 0,

0
riz2 * *21 * ;0(2

r22 ” p22 +u 22’
Albo rézniczkujac wyrazenie (1.27) bedzie
*11 " °»

*12 “ *21 ®2212*

wpp w gage | ¥ gpzx n.

2
3t- jest krzywizng linii u T 2
i - wektor normalnej gtéwnej krzywej u

Wspotczynniki drugiej formy rézniczkowej b~

bij “ rij m>
bii - 0,
X21 t LR
b12 “ b2l “|f7 t] * [2*

g223fn 1 t
i« i “ gp¥firsr
1

b22 il xt

Symbole Christoffela drugiego rodzaju dla powierzchni
parametryzacji naturalnej przyjma postac:

16

@4 )

a"' wektor jednostkowy prostopadty do powierzchni. Wektor
a wiec moze by¢ wyrazony iloczy-

a.5)

1+6)

wyznaczymy z wzorow

(1*7)

prostokredlnych w



Pil - °> Pil - °~

Dla ortogonalnego oktadu wspotrzednych symbole Chriatoffela (1.8) znacznie
sie uproszcza:

Klasyfikao-ia powierzchni prostokreslinych

Powierzchnie prostokreslne ze wzgleddéw konstrukcyjnych mozemy podzlelié
na dwie grupy. Do pierwszej zaliczymy powierzchnie rozwijalne, sa on®
szczegllnym przypadkiem powierzchni prostokreslnych. Natomiast do grupy
drugiej zaliczymy wszystkie pozostate. Wzgledy rachunkowe dyktuja nam po-
dziat powierzchni na trzy grupy, a mianowicie: powierzchnie rozwijalne,po-
wierzchnie typu Srubowego i wszystkie pozostate. Nalezy jednak podkreslic,
ze zardéwno powierzchnie rozwijalne, jak i powierzchnie typu

Srubowego sg
szczegOlnymi przypadkami powierzchni prostokresinych.
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Grupa | - powierzchnie rozwijalne
b1l =0,

b12 = b21 = o=

a.9

gdzie K jest krzywizng gaussowska, a H Kkrzywizng Srednig*

Grupa Il - powierzchnie typu $rubowego

b1l “ °»

b12 “ b21 ” 12 m*
b22 - O, (1*10)

K 4 0,

Grupa 111 - powierzchnie pozostate

b1l « ex
b12 * b21 “ X2 *“»

22  «22% w5 (1*11)

K 4 0,

H 4 0.
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2. ZWIAZKI GBOMETKYCZNE

Powierzchni® mozemy okresli¢ z doktadnoscig do potozenia w przestrzeni,

podajac jej pierwsza i drugg forme rézniczkowa.Stad wynika, ze dla okres-
lenia dowolnej powierzchni zdeformowanej konieczna jest znajomo$¢  jej
pierwszej i drugiej formy rézniczkowej.
Ni.ech..pogierzchnia Srodkowa powdoki r =
=r(u ,u) po deformacji przejdzie w po-
wierzchnie ? = r" (UNuM), rys. 2. W uje-
ciu wektorowym powierzchnie odksztatcong o-
piszemy wzorem*

u+d

@ +'u Q.1

Wektor u nazywamy wektorem przemieszcze-
nia, jest on funkcja “punktéw powierzchni
Srodkowej u = u(u ,u ).

2.1. Wspédczynniki pierwszej i drugiej formy rézniczkowej
powierzchni odksztatconej

Wspodczynniki pierwszej formy rézniczkowej powierzchni odksztatconej

sij, wyznaozyry z wzoru

*tj ke /\i/\j*

gdzie " oznacza pochodng funkcji ™ ,u™) wzgledem zmiennej u™*. Po-
chodna obliczona z (2.1) wyniesie*

7/ = r™ + @.2
czyli

43 =7irjJ +Ti5)j +V 1 +Vj*

B. 0 “h f
Podstawiajac r~r™ s g~ oraz pomijajac iloczyny Uju™ jako wielkosci ma-

te wyzszego rzedu otrzymamy*



Wprowadzajac pojecie tensora deformacji f , okreslonego wyrazeniem [I7+]

*u mt <«U - «g>e <2-4)
napiszemy
«ii -«ii +2 *u- <2-3,>
Dla matych odksztakcen
*ij =2 + " E* @<4,)
Sktadowe tensora deformacji $ mozemy zwigza¢ z Fizycznymi skdadowymi
stanu odkszta*cenla.Sigo
Niech
X-5>
k \gkk
to wtedy

=17 (« KEHS SR o,

Dla ukd#adu ortogonalnego bedzie

* ij " \ ~giigjj (€ij +£ ji5, @4 )

Zwigzki (2.5), (2.4 i (@.4") w dalszej czesci pracy nie beda wykorzy-
stane.

Jesli przez m* oznaczymy wektor jednostkowy prostopadty do powierzchni
Srodkowej powkoki po odksztakceniu, a przez d wektor charakteryzujacy
wptyw zginania zwiazany zaleznoscig

m"= (2.6)
patrz rys. 2, przy czym |+ iTj =1, bo InT"|]= 1, to wspédczynniki dru-
giej formy rézniczkowej powierzchni odksztatconej bly wyznaczymy z wzo-
ru

bij =“7+ “j*

po podstawieniu odpowiednich pochodnych obliczonych z wyrazen (2.2)i (2.6)

bij = bij - “j*4 - *ij - @-7
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Wprowadzajac pojecie tensora mieszanej deformacji zgieciowejS ~ , ktérego
3kkadowe sg opisane wspétczynnikami drugich form rézniczkowych wzorem

««ml “Hl - »«>e

mozemy wyrazeniu (2*7) nadad postac

bij " bij + 2g ij*

Dla matych odksztakcen mozna przyja¢ ~ d..-*-0,

*ij vt + 20V

Zako6zmy:

to wéwczas korzystajac z (2.5), napiszemy

*iJ i®|L« *

2-si
@*7,)
a woéwczas:
(2*8)
]
2>
ik 1°3Kk) ' 28"

Wyrazenie (2.8'") jest zwiagzkiem tensora g i;J z fizycznymi skdadowymi sta-

nu odksztatcenia E ¢(j»

2.2. Zwiagzek sktadowych przemieszczenia z tensorem odksztakcenia

Stosujao rachunek tensorowy opiszemy wektor przemieszczenia u w bazie

kowariantnej rl, r?, m

T =wNhNT + whw (2.10)
W wyrazeniu tym w”, w2, sg kontrawariantnymi skdadowymi wektora prze-
mieszczenia u.
Zrézniczkujmy (2.10) wzgledem zmiennej uw«
"3 *aS**+W + ¢+ (2'11)
a nastepnie utwérzmy iloczyny skalarna* "ruMi m Uy
- wk ljgik “ w3bij* (2*12)
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gdzie pionowa kreska |” oznacza pochodng kowari&ntng, a przecinek M,w -
pochodng zwykda» Podstawiajac (2,12) do wyrazenia (2*4r) otrzymamy zwia-
zek tensora odksztakcenia z wektorem przemieszczenia

(2.13)

Poréwnanie wyrazen (2.5) z (2.11) dajei

.14

Uwagali po i1, jJ w (2.14) nie sumowac.
Wyrazenia (2.14) sa zwiagzkami fizycznych sktadowych odksztatcenia z wek-
torem przemieszczenia.

PrzejdZzmy teraz do opisania zwigzku tensora mieszanej deformacji zgiecio-
wej z przemieszczeniami TT 1 d.
Opiszemy wektor d w bazie i?, d:
7= -Sk ©.15)

a nastepnie zroézniczkujmy (2.15) wzgledem zmiennej u™i

(2.16)
Odpowiednie iloczyny beda réwne

.17

Iloczyn uwin. obliczymy z wyrazen (2.11) i (2.12)

+ w3bikbj * (2.18)
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Podstawiajac (2-17) i (2.18) do (2.8F) otrzymamy

eij -\ (wkliV +5kljgik) - \ (w3bikbk +* 3V - (2-19)

Natomiast poréwnanie (2.9) z (2.16) daje zwiagzki fizycznych skkadowych od-
ksztatcenia zgieciowego z wektorami przemieszczen u, d .

po i1 nie sumowac.

2.3. Opis geometryczny warstwy réwnolegtej do powierzchni
Srodkowej powdkoki

Warstwag réwnolegta bedziemy nazywali powierzchnie, ktorej wszystkie
punkty znajduja sie w odlegtosci z od powierzchni $Srodkowej powkoki.War-
stwe te opiszemy réwnaniem wektorowym,

R=r+zm .21)

Wspotczynniki pierwszej formy rézniczkowej warstwy réwnoleglej oznaczymy
przez , sa one okreslone wzorem [17].

Gij “ Ri RJ*

Korzystajac ze wzoréw podawanych w podrecznikach dotyczacych teorii pomvok
na przykdad [9], napiszemy.

Sij 7 gij " 2zbij + z2bikbj* 2,22
Odpowiednie przeksztaktcenia umozliwiaja tez zapiss

Gij = gij (1-Kz2) - 2bij (1-Hz2)z, 2.229)

gdzie K = - jest krzywizng gaussowska, a H » © krzywiznag Sred-
nig. Sktadowe kontrawariantne tensora Gki mozna okreslié wzorem.

61N =[g i (1-Kz2) -2Kc1™ (1-Hz)Z]s.- 2.23)
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Wystepujgoy w (2.23) kontrawariantny tensor b** jest zwigzany w naste-
pujacy sposéb z

Bl - kg2 R o S ¥ F22 b
gdzie b = J*st wyroéznikiem drugiej formy rézniczkowej. Wyroézniko-
wi G Tformy kwadratowej G}J mozna nada¢ postac¢ [9],

G =gl - 2Hz + Kz2)2. .24)

Wers.ia uproszczona

Dla powktok dostatecznie cienkich pomijgi ac w wyrazeniach(2.22), (2.-23)
i (2.24) iloczyny, w ktorych wystepuje z  jako wielkosci mate rzedu wyz-
szego napiszemy

G..*s. .- 2zb o
G13 - (g3 - 2Kzbln™) £, (2.25)
G - (- 2Hz)2g.

W dalszych rozwazaniach potrzebny bedzie iloczyn typu GAG~, ktéry dla
wersji uproszczonej wyniesie

Gl;ickl = [giJgkl - 2Kz(gl;ibkl + gklbi;i)] (P2.- (2.26)

2.4« Tensor odksztatcenia dowolnej warstwy roéwnolegie!
do powierzchni $Srodkowej powkoki

Rozpatrujac deformacje warstwy réwnolegtej, oprzemy sie na pierwszej
zasadzie Kirchhoffa, ktéra méwi, ze dla powkoki cienkiej mozna przyjacize
whdékna prostopadte do powierzchni Srodkowej powkoki, pozostaja prostopa-
dde do niej rowniez po deformacji, nie zmieniajac przy tym swojej diugo-
Sci.

Miara deformacji warstwy rownolegtej niech bedzie wektor U, okreslony
réwnaniem £13]

U=u+ zd. .27
Zrézniczkujmy réwnanie (2.27) wzgledem zmiennej ul

= Ui + zd» (2.28)
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a nastepnie obliczmy wspotczynniki G\.. pierwszej formy roézniczkowej war-
stwy réwnolegtej odksztakconej.
Réwnanie wektorowe warstwy odksztatconej ma postad
R*>I1f+ U,
czyli

G*. » Ri?4 = RV (R.47.) = +R*. +R.Ut +u/..

Pomijajac iloczyn U1U. jako wielko$¢ malg rzedu drugiego, napiszemy po
podstawieniu (2.28)

Gij - ®i®j + *i"j + * A + z(Xi*j + “i  +"*A + “A 5+ 2(icidj + “j A

Zastepujac w wyrazeniu tym odpowiednie sumy iloczynéw tensorami (2.4 ) i
(2.8fF), napiszemy

Glj = Gij + 2%iJ “2«ij +?ji)z + Cidj + “jri>z2-

Wprowadzajac pojecie tensora deformacji zgieciowej A j* ktoérego skladowe
beda opisane wzorem:

Fij -\ (W/j +mr) (2.29)
otrzymamy
Gij - Gij+ 2Ai - 48ijz + 2v 2- (@2*30)
Tensor odksztakcenia dowolnej réwnolegtej warstwy, wyrazony rdéznica
i "t S Kj 7 Gigyr
bedzie wiec opisany zwiazkiem

*Pil-*«-2V * V 2- <<° 1>

Obecnie okreslimy iloczyn «j/tj w oparciu o rozkkad d* w bazie n, »r*,m,
wykorzystujac do tego celu wyrazenie (2.16)

ara ..-es*!, -1i ta --»“01 7N -jv>; . 2.32)
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Nastepnie podstawiajac (2-32) do wyrazenia (2.29) otrzymamy zwigzek tenso-
ra deformacji zgieciowej ze sktadowymi przemieszczenia

e i “"ta* e*kliV - *Vi)- (2-33)
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3. ZWIAZK1 FIZYCZNE

Zwigzki fizyczne ustalajg wzajemne powigzanie odksztatcen z napreze-
niami w oparciu o prawo Hooke"a. W literaturze tsohnioznej dotyczacej po-
whok, zwigzki te podawane sg z reguty dla krzywiznowego ukdadu wspédrzed-
nych krzywoliniowych. Niewatpliwe korzysci, jakie daje uk#ad krzywiznowy,
to ortogonalnos$é uktadu wspétrzednych nie tylko na powierzohni Srodkowej
powkoki, ale réwniez w dowolnej warstwie réwnolegtej. Przeniesienie nato-
miast wkasciwosci ukdadu krzywiznowego na dowolny ukdad ortogonalny, od-
niesiony do powierzohni sSrodkowej powkoki, nie zawsze daje poprawne wyni-
ki. Ukdad krzywiznowy aczkolwiek korzystny dla zwigzkéw Fizycznyoh,nieko-
niecznie musi hyé uktadem najwkasciwszym dla opisu innych wielkosSci 1 za-
leznosci wystepujacych w powkoce. Dla powkok prostokreslnych uktadem wkas-
ciwym bedzie uktad wspédrzednych oparty na rodzinie tworzgoyoh prostoli-
niowych, poniewaz daje on najprostszg parametryzacje tej grupy powdok.

3.1. Kanrezenla i odksztakcenia

Dla cienkich powlkok zwigzki miedzy naprezeniami i1 odksztatceniami o-
trzymujeny z uog6lnionego prawa Hooke/a. Zwigzki te w dowolnym krzywoli-
niowym uktadzie wspotrzednych wyrazaja sie wzorem [17], [27]

eid - [ +?2 (G + (W YN G.D

albo

gdzie £ jest kontrawariantnym tensorem naprezenia, a i* ™ jest kon-
trawariantnym tensorem podniesionymw bazie G/.

Parametr \* jest zwigzany z statymi sprezystosci, wspétczynnikami Lame go
X, A zwiazkiem

A= gt G.2)

Zwigzek (3.2) wynika z zatozenia upraszczajacego przyjmowanego w liniowej
teorii powdok[9], zaktadajacego, ze naprezenia w kierunku prostopaddym
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do powierzchni Srodkowej powkoki sg tak mate, ze moga by$s pominiete (za-
tozenie Kirchhoffa). Podstawiajac do (3*1) wyrazenie (2.26) otrzymamy

TN ={x*[gi3g" - 2Kz (01" +g”~bjn~rfgngll+

+ gingjm - 2Kz (g”b3“ + g”b1“ + ginb3* + g3~ 1" ) ]}~ 2*~ .

albo po uporzadkowaniu bedzie

T 13 -{(aTgl3«? +k« (g~rg3* + ging3m)] - 2Kz [** (g”b““ +

+ g”~b13) +li(gimb3n + g3nbim + ginb3m + g 3*bHD]}(g)2 Ti*mn.

Mnozac wyrazenie zawarte w nawiasie klamrowymj

eee | przez wziete 2z
(2.31) oraz odrzucajac

iloczyny zawierajace z2 1 wyzsze potegi 2z, §-
ko wielkosci mate rzedu drugiego napiszemy

r13 -{[Jiv3<r ~ (ging3m + A )]~ - 2zFfx* gl3~  +

+il (g™g3* + g~g3*)"? m + Ktt*(gi3*mn + g~b1l3) + 3.3

+ ki (g”~b3n + g3» + g™ 3" + gpsptf J} ) 2.

Wprowadzajac pojecia tensoréw, naprezenia bdonowego T i3 i naprezenia zgie-
ciowego t i3, okreslonych wyrazeniami«

eij -ian + 2fi™N3,

G-9
X13.A g~ S A +273 +KACGIN“ +gn 13) A +
+ 2(t(3nf J + b111~ 3)],
bedziemy mogli zwigzkowi (3*3) nadac¢ postac
tij _ (Ffij _ 2zXri) (8)2. (3.5)
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3.2. Sity wewnetrzne

Wyznaczenie sit przekrojowych (napie¢ i momentéw) przeprowadzimy

parciu o wzory podawane w literaturze [9]«
N = g & ~ zbk)r ikdz’
-h
mlJ = F\S " Zbk)T ikzdz*

- oznaczaja kontrawariantne tensory napiec,
- oznaczaja kontrawariantne tensory momentéw.

Podstawienie (3*5) do pierwszego wyrazenia (3*6) daje

Nid = J* (f)3/2[t 13 - z(2Txi + bjrik) + 2z2bj~.

-h

Dla wersji uproszczonej przyjmujac za G wijzlkoéc’ 2.25)

w o

G-6)

oraz pomijajac

w nawiasie klamrowym iloczyn zawierajacy z  jako wielko$¢ maka w poréw-

naniu z pierwszym wyrazem tego nawiasu, otrzymamy:

Uls = f---- - i - z(2tL" + P dz.
3L J

Wprowadzajgac dla sumy w nawiasie wewnetrznym oznaczenie

pij = 2tlj + b~ ik,

napiszemy
& T_i— 7[t §i;i - zPLO dz,
2Hz)
oraz
N3 f-—— -r[tij - ZP1"3 dz.
fh (1-2Hz)3

W wyrazeniach (3*6 ) wystepuja catki typu

n = 22)3

(3.6

(367
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Obliczmy Je kolejno

Tt fdn= &

0" (1-2H2)3 [1 - ) I
j ] ¥ T2&-—-—- G-
1 (29 - @H J
h
32 Cli? K -2 pbx % ¢« sfad 1

Pomijajac wielkosci mate rzedu drugiego i wyzsze w rozwinieciu szeregowym
funkcji la otrzymamy

t_~_ 2 h3
J2 " 5h -~

Wprowadzajac podobne uproszczenia réwniez do catek JQ i Jltprzy zatozeniu
2hH <£1 napiszemy

JO~ 2&
J., Si +h3m, @G.7)
J2 Anoe

Soatkowane wyrazenia (3*6*) beda réwnej

. J?13 _jin
0 1 G-6 )
Mi3 = - JgF15.

Z rownan (3.6") wyrugujemy funkcje F13, to wowczas dojdziemy do zwigzku

. . 0
-[e. - tjI- -$
Podstawiajac nastepnie do (3*8) wartosci catek (3*7) napiszenys

« 2h[1-3(2hH) t i + BHMisj
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albo pomijajac w nawiasie wielkos¢ matg rzedu drugiego przyjmiemy*
N13 = 2ht13 + 6HMI3 e~ ((3*8H)
Poniewaz 2h jest grubosciag powloki, to iloczyn 2hT bedzie

riantnym tensorem sity blonowej.
Oznaczmy tensor ten przez F"3, a woéwczas

kontrawa

513 = 2hT13 G.9
podstawiony do (3*8F) daje*
Fmj ,, jjid + 6hml3. (3*10)
Oznaczajac nastepnie wptyw zgiecia tensorem
= 6HMi 3, (G*11)

mozemy réwnosci (3*10) nadac¢ postac*

jiij _ip0O + n13. (3-12)

Tak wiec sity przekrojowe (napiecia) sa sumatft zdozonymi
b¥onowej N13 1 zgieoiowej N1J. Dla os$rodkéw ciagdych, podlegajacych pra-
wu Hookera, mozemy stosowa¢ zasade superpozyoji, czyj.i .eoretyoznie

niejg takie funkcje obcigzen, ktére beda realizowaty poszczegélne ._stany
niezaleznie. To znaczy, dobierajgc stosowane obcigzenie, ktdére bedziemy
nazywali obcigzeniem wymuszajacym, wywodamy prace powkoki tylko w jednym
okreslonym stanie, bdonowym wzglednie zgieciowym. Nalezy podkresli¢, ze
funkcja obcigzen wymuszajgca nam okreslony stan, bdonowy wzglednie zgie-
ciowy, jest Scisle zwigzana z pewnym zadanym stanem przemieszczehn. Reali-
zujac bowiem Mi3 = 0, lub N1 = 0 wprowadzamy do naszego osrodka cig-
gtego, jakim jest powtoka, pewne dodatkowe wiezy, usztywniajace rozpatry-
wany model. Wp4yw natozonych wigzéw usztywniajacych na rozpatrywany model
jest catkowicie skompensowany przez odpowiednio

z wpdywéw prac*

dobrang funkcje ob-
cigzen wmuszajacych 1 nie przekazuje sie na prace stanu "
przypadku rozbicia obcigzenia wyjsSciowego na dwa stany sk-adowe. e
tualne konsekwencje usztywnienia moga wystgpi¢ przy realizacji stanu bio-
nowego w postaci dodatkowych wpdywéw brzegowych, nie wynikajacych z warun-
kéw podparcia azapewniajacychtaka prace. W takim przypadku, dodatkowe
wptywy brzegowe nalezytraktowa¢ jako obciazeniabrzegowe,ktére nastepnie,
musza byé zdjete stanem zgieciowym przy rozpatrywaniu warunkéw brzegowych.
Wprowadzony w oparciu o prawo Hooke"a podziat pracy powdoki na dwa nie-
zalezne stany, umozliwia rozwigzanie ogolnych rézniczkowych réwnan dla po-
szczegllnych stanéw, a tym sa* m daje ogdlne rozwigzanie problemu.



4. ROWNANIA ROWNOWAGI

0gélny ukdad réwnan réwnowagi dla powkok w zapisie tensorowym napisze-
my w oparciu o prace [17]s

N1~ = Qibj + Pd = O,
wi3bij + qJj + p3 " °* (4-D
- QJ =0.
Wielkosci oznaczaja kontrawariantne tensory sit poprzecznych, a P,

P3 kontrawariantne tensory obciazenia. Jesli obcigzenie zewnetrzne ozna-
czymy wektorem P, to

T=pP1r + P3». (42)

Dla obliczen numeiycznyoh, przejscie ze wspédrzednych tensorowych na wspék-
rzedne fizyczne, to znaczy odniesione do bazy jednostkowej, powierzchni
Srodkowej powkoki, wykonany nastepujacymi wzorami:

?21 ' n 1?5,

“-3

P3.

Uwaga: po i, j nie sumowad.

Symbol "i"" oznacza wspétrzedng fizyczng.
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5. ROZWIAZANIE OGOLNEGO UKEADU ROWNAN

Rozwigzanie ogdlnego uk#adu réwnan teorii powkok w przypadku powlkok
prostokresinych, dla ktérych H + O przeprowadzimy w oparciu o wymuszone
stanyt btonowy i1 zgieciowy.

Pojecie stanu wymuszonego wigze sie z wprowadzeniem Tfunkcji obcigzen,
wymuszajacej powstanie okreslonego stanu przemieszczen. Zatozenie takie
jest stuszne dla liniowej teorii powlok przy zachowaniu waznosci prawa
Hooke a w odniesieniu do rozpatrywanego osrodka materialnego powkoki. Sto-
sujac zasade superpozycji dla ciat sprezystych mozemy dane obcigzenie ze-
wnetrzne P rozbi¢ na dwa obcigzenia skkadowe P i F dajace nam rozwig-
zania czesciowe. Podziakow obciazenia 1 na skkadowe I I Fistnie)€ nie-
skoniczenie wiele, nas jednak interesuje taki podziat, ktéry by powodowat
powstanie okreslonych stanéw, nazwanych bdonowym i zgieciowym.a opisanych
wyrazeniem (3.12). W praktycznym_fostepowaniu wystarczy okresli¢ jedng z
funkcji obciagzen wymuszajacych P lub P, poniewaz druga funkcja bedzie u-
zupednieniem zadanych obcigzen wyjsciowych.

Odpowiednie™funkcje obciagzen wymuszajacych oznaczymy w zapisie tenso-
rowym przez P dla stanu btonowego i dla stanu zgieciowego, przy
czym. musi zachodzi¢ réwnoscé

F =pl+F, (5.D

gdzie P1 kontrawariantne tensory obcigzenia danego.

5*1e Stan bd4onowy

Dla stanu bfonowego*

N13 = Ni3, G.2)

MKJ = O.
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Warunek = 0, charakteryzujacy stan btonowy, uwzgledniony w réwna-
niach réwnowagi (4*1) daje

QX = o. G.3)

Uktad réwnan rownowagi (4«1), dla stanu btonowego, po uwzglednieniu wyra-
zen (56.2) przyjmie postac

ii~n  + P3=0,
NiJbij + P3 = 0, 5.4
= H™X.
Symetria tensora kontrawariantnego napie¢ E1% opisanego wyrazeniem(3.9),
wynika zsymetrii tensoranaprezen T 1%. Uk#adréwnan (G .4)  jest-ukkadem
trzech réwnanrézniczkowycho trzech niewiadomych U22 i N3 = ™.

Rozpisany uk#ad réwnan (5.4) dla powkok prostokreslnycb,dla ktérych wiel-
kosci geometryczne wyrazone -sg wzorami (1.7), (1.8) wyniesie

+ f21 w2 + P1 = 0,

(CRS))
3n12 . 3KR2 A1 3522 TA2 , 1
qu 3u s 3u + gy vz ot o i1z o+ iz s
. H — 0
+H22 ||22+[2— ,
bl2 (€12 + H21) + b22H22 + 73 = 0. G.5)

Réwnowaznos¢é

57?2 "ifT’ DO sia “ el2GR).

jest tylko funkcja zmiennej u2, jak to wynika z (1.3) i (1.3 7"),zezwala na
dokonanie przeksztatcenia uktadu réwnan (5»5) i zapisaniu ich w prostszej

postaci, dogodnej do przeprowadzenia catkowania

. + f.+2 AU 12 + 22 Fg N22 + ~giP1 =0, (6*5F)
9u
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3N | -+ *g g---+ 2 rj| + g2”" u22 +"p2-=o,
9u U (5.57)
2b12W12 + b22H22 + P3 = 0.

Rozwigzanie uktadu réwnan (5*5) przeprowadzimy oddzielnie dla poszczegdl-
nych grup ujetych w klasyfikacji paragrafu pierwszego. Powkoki zaliczane
do grupy Il - typu Srubowego zostaly rozwigzane przez autora w pracy CI],
na tym miejscu nie beda one rozpatrywane. Rozwigzaniem beda objete powdo-
ki zaliczane do grupl i 1.

5.1.1. Powkoki grupy 1 - rozwijalne

Do powdok grupy I zaliczamy powdoki, ktorych powierzchnie $Srodkowe sa
rozwijalne. Ich charakterystyki geometryczne podano w (1.9).
Przyjmujac w trzecim réwnaniu uktadu (6*5") b"2 = 0, uzyskamy nastepujace
rozwigzaniei

_22 _ _ G-6)
22

Drugie réwnanie ukdadu (5-5f) po dalszym przeksztakceniu przyjmie postaci
sl M**21 L +m s 22)+ p2]-
v au

Podstawienie do powyzszego réwnania (5»6) daje

_*/\_«[/\‘ 12 39*3]_/\ "

Wprowadzmy oznaczenie
3-j2 p3
N=—- 22w— 1+ P3» 5-
3u2 122 22 S

. - - . =12
oraz przeprowadzmy catkowanie celem obliczenia N

#<g N12 =/ (N - {g g P2) dul + C1(u2),

czyli

N12 = — i- F(@N - J~g P2) dul + -i- C.lu2). (5.6)
\I?g ] >nrs
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Majac H22 i le mozemy z réwnania pierwszego (5»5/) wyznaczyc¢ §11. Ozna-
czajac przez M wyrazenie

M= A + 2 A 112 + p2g N T 22, G.9)
du

gdzie za s22 i H”2 podstawiamy (G*6) 1 (5*8), napiszemy
.LfS|]1=—m—A pl.
3u
Catka tego rownania bedzie réwna:

>SprN1l = -jMdul - J ~~dul+ Cg(2),
a stad

N11 - /Adul i- /jglPldul + —  Cpiu2). (5.10)
w >isV NIi1

5*1.2. Powdoki grupy 111

W grupie 111 znajduja sie wszystkie pozostate powkoki prostokresline
nie nalezace do grup 1 i 1l. Jak wiadomo, z geometrii rézniczkowej dla po-
wierzchni, ktére posiadaja ujemng krzywizne gaussowskg, a taka wkasnie ma-
ja powierzchnie prostokreslne, zawsze mozna wprowadzi¢ ukdad wspotrzed-
nych o kierunkach asymptotycznych. Ukdad taki daje dodatkowe uproszczenia
poniewaz wspétczynniki drugiej formy rézniczkowej i bgg sa wtedy réw-
ne zeru.

W grupie tej w pierwszej kolejnosci rozwigzemy powkoki sparametryzowa-
ne w uktadziewspotrzednych o kierunkach asymgggtycznych. Zaktadajac w
trzecim réwnaniu (6*5 ) bgg = 0 znajdziemy H

H2=- 25~. 3 G.H
12

Catkujac teraz kolejno réwnania drugie i pierwsze (G*5r) znajdziemy N22 i
511.
Z drugiego bedzie

du + Ul {giRk2 =N, G-12)
gdzie
3 WJILE p3
N = h6 I A G*13>
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Oznaczajac przez P funkcje

f "/ '122(112 G.1%)

a nastepnie oatkujac wyrazenie (5.12) otrzymamy:

N22 - Medu2 + C1 (ulJ (.15

Z rownania pierwszego (5-5r) wyznaczymy S11. Catka tego rownania wyniesie

N1l ~—7- Mdul -——A- jdgi?idul + -A- Cp(2)= (5.16)

Punkoja M wystepujgca w tym wzorze jest okreslona wyrazeniem 5.9) z tym,
ze za 5 2 i ir2 nalezy podstawi¢ wielkosci G*11) i (5.15).

Teraz z kolei rozwigzemy ukdad réwnan (5*5") w przypadku ogélnym, to
znaczy przy_zgl—oieniu b12 + 0 1 b22 £0. Z réwnania trzeciego (5.5%)
obliczymy N

«12 —
(5-tT)

nastepnie podstawimy (5.17) do przeksztakconego drugiego réwnania (G .5;)

2 Sul

el
Now
1

Po uporzadkowaniu i pomnozeniu obu stron tego réwnania przez 2b”2 bedzie
22 + g ~ 2+ 2bl12 +2b12 [g -1JE -

(5.18)

Jjitsp3

) N ¢ [N~"N\r~ - {Z*A
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Oznaczajac przez Il wyrazenie w nawiasie prawej strony roéwnosci (5.18),
podobnie jak (5-13) oraz przez F wielkos¢

«b22
G-19)
F-i2 ghkd 2 3u
napiszemy
_b 91ES.F— + 2blp ~ fi/—=2 + 2bl2p i22 = 2gbi2w,
22 Jul (el 3U
albo (5.18r)
_N22_ fi/2- +m fi, + P yipg N22 = gH.
n 2 3u 3u

Réwnanie (5.18%) jest og6lnym réwnaniem rézniczkowym stanu bdonowego po-
whok prostokresinych, dla ktérych H * 0. Wystepujace w nim*wielkosci b”,
g, P, H sa w ogélnym przypadku funkcjami dwéch zmiennych u i u . Jesli
natomiast funkcje te bedg zalezaty tylko od jedne» zmiennej u ,to rozwig-
zanie mozna przewidzie¢ w postaci sumy, calki og6élnej réwnania jednorod-
nego

~Ng 122 =X .Y, (5.20)
gdzie
X = X(u ) jest funkcja zmiennej u

ol . - - -
Y = Y(u ) jest funkcja zmiennej u
oraz catki szczegbélnej réwnania niejednorodnego.

Catka ogolna

Podstawienie (5.20) do czesci jednorodnej rownania (5.18) daje

_ -FE Y + X+ FXY=0. G.21)
N12 3u 3u

Rozdzielenie zmiennych przynosi nastepujacy ukdad réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych

- + (p-x) x =0,
12 dul

+7tY = O.
du
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Rozwigzaniem tego ukdadu sa funkcje:

Jl
X = C exsp 2 F-X)drs,

(5.22)
Y = C exsp (-Xu2).
Catke og6lng uktadu (5.21) mozna wiec zapisadé jako sume:
XY = ¢c™~] exsp\2 f 31 (o -X ) dul -Xnu2l. G*23)
7 L J 22 J
Catka szczegdlna
Catka szczegdlna réwnania (5«18 ) przy zatozeniu rozwigzania
Z = z(ul)
wyniesie
zZ = -Cexsp 2\] Fdul J gNexsp (-2 J Fdul) dul. G2
Suma catek (5.23) i (5.24) daje rozwigzanie ogélne réwnania (5.18 )
®22 = _C_ exsp 2 F ™2 FdulT exsp -X Qf dul + u2) -
JFS J 22 L 1 22
15.25)

-/ S WexsP {~=/ 722 1dU "~ dU ¥
- _ . “o? 22 . . /
Majac znalezione skkadowe tensoréw LD i N , mozemy z pierwszego rowna-
f A
nia (5-5 ) wyznaczyc¢ UJ
Wprowadzajac funkcje pomocniczg M okreslong wyrazeniem (5*9) z tym, =ze
2 i 2 malezy wziaé z (5*17), (5*25) hapegeamy

N11 = JL /Mdul - -X- /vg Pldul + ™ C2 (u2). (5.20)

W przypadku ogdlnym, to znaczy dla funkcji , g, F, U zaleznych od dwéch
zmiennych ul, u2, nalezy dla szczeg6towych danych zadania znalez¢ cat-
ke (5.-25) z rownania rozniczkowego (5*18). Wyrazenia (5.17) i (&Zt) dla
pozostatych wielkosci N12, N22 nie zmienig swego ksztattu z tym,ze w miej-
sce N22 podstawimy znaleziong catke réwnania (5*18 ).
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5.2. Stan zgieciowy

Opis stanu zgieoiowego;

P1 = P3,
= hl”n,
= H3, *27)
01 = g\

N3* = 6 HH1M.

Uktad réwnan rownowagi  (4*1) dla stanu zgieoiowego, uwzgledniajacy wa-
runki (5.27), przyjmie postac:

6 ) - Q3 + PSS = 0,
M1~ - Q3 = O,
(.28)
6 HMI3b. .+ J.+ P3 = O,
= MA3

Symetria tensora M1J wynika z wyrazen (3.4), (3.5) i (36) przy zatoze-
niu N1~ = 0, pociggajacym % =0, gdzie X 1% charakteryzuje stan bto-
nowy. Ukd#ad réwnan (5.28) jest wiec uktadem pieciu roéwnan zawierajacym
pie¢ niewiadomych. Pomijajac wyrazenie ¢HMAb”Nj w réwnaniupigtym (5*28)
jako wielkos¢ mata drugiego rzedu w poréwnaniu zpozostatymi czdonami, o-
trzymamy nastepujacy uproszczony ukdad réwnan stanu zgieoiowegos

6 (HML™ |~ - Qib~ + P = 0,

MLJ j+ =0,
(5-287)
L +P3=0,
M3* = MN3 .
Rugujac z ukdadu (5.28) wielkosci 03, napiszemy
6(HMIJ)]. - bM Mki]k + pj =0,
CHHLA + + P3=0, (5.29)
M3N » m,3.
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Wersja uproszczona

6(HMLD] = -  Mkljk + pj = O,
mxJ |ij + F3 = 0, G.299
i
ijio ,, ijdi-

Uktady réwnan (5*29) i (5»29") sa ukkadami trzech réwnan o trzech niewia-
domych M3”. Rozwigzanie atanu zgieoiowego przeprowadzimy w oparciu o u-
ktady rownan (5*28). (5»28/).

Rozwinmy pierwsze réwnanie tego ukdadu, wykorzystujac réwnoczesnie zalez-
nos¢

L)+ = Hji w13 + HM3’\|’\ ~ h|+ MH + HQJ.
Przeksztatcone réwnanie przyjmie postac

M33 + (@6[ - b?) Q3 + ~ - O. (5.30)

Teraz z kolei zuk#adu réwnan (5*30) wyznaczmy wielkosci U11 i M22

“11m - “12 -sh]l7 (6H8i - bi>1 - *1*

mi2- - Sjf “22 - 0*77 ~ hl - - rafr *2.

przy zatozeniu H 1 + O.

Drugi zwiagzek (5*28) dajacy ukdad dwéch réwnan mozemy rozwingé podobnie
jak to uczyniono w (56*5). Ukkad ten dla powkok prostokreslnych, dla kto6-
rych wielkosci geometryczne opisane sg wzorami (1.7), (1.8) przedstawia
sie nastepujaco;

.2 R; rA W 2 -

(5.32)

f:fui*lZ* 6u 4~ 2 rjz <2 * 122 TW*22 - <

WprowadZzmy oznaczenia:



to wéwczas (5-31> beda réwne:
M11 = -F M12 - F1 - P1,

1 n (5.31%)
»12  F «22 1 p2_ 1_£2

Podstawmy M1~ do pierwszego réwnania ukdadu (5»32), obliczmy pochodng
i podzielmy przeksztatcone réwnanie przez f, to po wykonaniu tych opera-
cji otrzymamy

oU
- . 3P
 lip@F-- ¢ IR
i>RZ--£r--W AP J="
Dodajac do powyzszego réwnania drugie réwnanie ukdadu (5*32), napiszemy

1[-...] + + 2 Wl SfIMI2+ r22 N “2- 7rQ 2= 0.
1

L 9u
W réwnaniu tym zastgpmy m'2 wyrazeniem (5*31 ) i wykonajmy odpowiednie

przegrupowanie, to wéwczas bedzie

[1iS-$ *1lii - 2 RS-¢T *2' 1i2)*] ® ** =

e— b 9- 121 12 i

3711 P i-Jt P2
+4 QL+t Q2 + A +@2r2 - f +

)" @
Wprowadzajac funkcje pomocnicze A,B,G napiszemy

3J L p1  3-U1 g2
ANU 22 - +-N"N4-— A~ABAP2+W A~ A 24+ G
(5*34)
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gdzies

A= 22 ~ +f B2~ (2 PI2” T + 2f R2) f»

I fa aMue

M2 S abgy s Taf T T aytTT FBELf P2 ] A+ 2+ G
(5-36)

Wzory (5.31), (5*36) okreslaja funkcje momentéw Mi”, przy czym zaleza one
od funkcji sit poprzecznych <3“. W procesie wyznaczania funkcji M"*_jedno
réwnanie uktadu (5.32) nie zostato wykorzystane. Dla wyznaczenia M po-
stuzono sie sumg tych réwnan, czyli zwigzkiem wigzacym (@, po wstawieniu
uprzednio obliczonych , moze by6é jedno z réwnan ukdadu (5*32) ponow-
nie wykorzystane. Wybrano réwnanie drugie jako prostsze. Rowjnanie to przy
spednieniu warunku

0 gi2 =si2(“2).

moze by6 przedstawione w postaci

N +«guwz,+s\l\“22—s'€ =<

Podstawiajac nastepnie w miejsce sz drugie wyrazenie (Gm31f) napiszemy

au du du
(5-37)

-9]9% n, = o,

gdzie M22 jest okreslone przez (5*36).



Réwnanie (5«37) wraz z pigtym réwnaniem (5-28) stanowig ukdad dwéch réw-
nan o niewiadomych Q~, Q

5*2.1. Powkoki grupy | - rozwinalne

Funkcje pomocnicze F1 okreslone wyrazeniem (5*33) dla powdok rozwi-
jalnych beda réwne

F1 = 6HQL + 2g12HQ2,

(5-38)
F2 = 4HQ2.
Jesli uktad wspoétrzednych bedzie ponadto ortogonalny, to:
F1 = 6HQ1,
(5-387)
F2 » 4HQ2.
Podstawienie (56*38) do (5*36) daje;
,22 iﬁ r"Sm Eg\ 1 » 4 N 2,2 jA tq2
(5-39)

+ o (f + s8B yfgl<iz + ilel1Q1l + <*]e

W wyrazeniu tym g”2 = gjg QJp) zgodnie z (1.3).

Wiekszos¢ powierzchni prostokreslnych rozwijalnyoh takich jak walce stoz-
ki, moze by¢ sparametryzowana w ukdadach wspodrzednych krzywoliniowych
ortogonalnych, przy czym parametry opisujace te powierzchnie beda zaleza-
4y tylko od jednej zmiennej u”. Dla tych powierzchni bedzie

t -0,
B =2 -0
(5-40)
fi2« “5~F*
fil 7 °*
Wyrazenie (5*39) przy zatozeniu warunkéw (5*40) przyjmie postac:
.22 . p 3 LEIN ,2 8 1, J ,

Alg-I 3u J Hh ‘du y J



1
Rozwiniete pigte réwnanie (5*285 wigzace wielkosci Q , Qp wyniesie

JJs”al + + = o. G.41)
du du

Rugujac zwiagzkiem (G-.41) funkcje Q2 w wyrazeniu (5-39) otrzymamy
| 9yl myjg18L "

L 77 -7 "Fi *«_§4 A 4

albo G*42)

N?Z

Dla powierzchni rozwijalnych speiniajacych warunki (5*40) réwnanie (5-37)

oo ABIIP2 3afr PR

du

I R J— |y — S® Q ————— CJy A— °~  (5-,3)

Zrézniczkujmy (5*43) wzgledem zmiennej u”, a nastepnie zamienmy w nim
wielkos¢ Q2 na wielkos¢ Q1 za pomoca zwiazku (5.41)

gL ATl L M e W 427V L+

Qu2)2 3 « Sul ? = $ul
.3
+g”N ~ *—— =0
du
Rugujac w réwnaniu tym funkcje wyrazeniem (5*42) uzyskamy réwnanie

rézniczkowe trzeciego rzedu zawierajace jedynie funkcje

‘L 1 3u (3ur 3u @) Gu ) ¥
+]JL sJ I~ + (g+d 1 Yikal +gi i 0 f
7HI @Gu ) lul 3 3u
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+ gn &3 3546__« -P 0.

Po uporzadkowaniu I pomnozeniu rownania przez 3 ~ bedzie

H2 A~ 4 +3 (142 ) t i ~ +2A ~tlifn

NauNdu~”r @Gu ) Ou1l)2
H 1 ¥ ept-~r3- 30
¢* a e12tjp, .- [ *
B 3u 3u Bu )

r 3°nf7 3N g p e
i 3

Wprowadzajac nastepnie oznaczenia

A H
N
a
a1l =177
(5.44)
(@g).! = |ae.
32 @J . ~P3-36) 3~ ~Pp3 1

u.)

napiszemy

+3d +aM)aljltr+ 2BEjIFNI
aJ (3u2)2 1 Bu ) Oul)2

3 iftu, to |,

Rozwigzaniem réwnania (5*45) bedzie suma cakek; szczegblnej !N réwnania
niejednorodnego i ogdélnej réwnania jednorodnego

Q1 = Qg + Qg- (5.46)



Catke szczegblng wyznaczymy przy zatozeniu, ze funkcja R jest funk-
cja jednej zmiennej u
Jesli ponadto przyjmiemy

Qs * Qs (@U1)

to rownanie (56*45) przyjmie postac

-2
5 M
2aA > +3A @+ —(?9%—1/) ---ny = R.
(3u)2 s Sul

Podzielenie obu stron tego réwnania przez aA daje

32 "Sl«1l 3, .- » W« ! R 3
2¢ W * (

Niech

au X* (5*+8)

to wéwczas

3u

Catka tego réwnania bedzie réwna
X = e“P eF dul + cj, (5.48)
gdzie
P - jdul =\ [InH + In(ag) J =\ In |2-, (5*50)
i’

Catkujac z kolei rownanie (5.48) przy wykorzystaniu catki (5«49) znajdzie-
my rozwigzanie réwnania (5.47)

Q=[N (N GRlL+L)dl+2 (59)

Niech cze$¢ jednorodna réwnania (5.45) marozwigzanie postaci

bo

nlTQo = X (Ul) *Y (u2), (5.52)
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to stosujac metode rozdzielania zmiennych, zagadnienie catkowania sprowa-
dzimy do rozwigzania ukdadu dwu réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugiego
rzedu. Po rozdzieleniu zmiennych, dojdziemy do nastepujacego uk#adu rénnan;

2aA - -1i +[3A @ + 1) -Aal A -3X @ +a>1)Z =0,
(dul‘?’g E ¢ S ) J dui ¢ )
(5.53)
fRY
K'A+1=0.
(du )

Rozwigzanie pierwszego réwnania (56*53) moze by6é przedstawione w postaci
szeregu potegowego

x = £  AkQul)k* (5*54)
k%o

Natomiast rozwigzaniem drugiego rownania (5*53) bedzie funkcja
Y = Bn sin (0" u2

wzglednie (56*55)
Y - Bn cos @ u2 +An),

gdzie
A= €n)2.

Rozwigzanie og6lne réwnania jednorodnego (5*52) moze byé wiec zapisane w
postaci

n=1 k=0 J

gdzie Bn,oi", =0:n u8 state, charakteryzujace warunki brzegowe.

Suma wyrazen (5*51) i (5*56) daje nam rozwigzanie réwnania (5*45).

Majac obliczone Q7, mozemy z réwnania (5*41) wyznaczyé Q . W tym celu
zrézniczkujemy wyrazenia (5*51) i (5*56) pomnozone przez “wzgledem zmien-
nej u”, a nastepnie utworzymy ich catki po u2. Funkcja Q2 bedzie wiec
réwna

g2 = *“ g eF<tul + °1]Ju2 + "uz2 & +
+ £ Ak k(ul)k-11 n @2 - uf)] + C3@L)l. (5.57)
n-1 n Lk-1 J
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Pozostate wielkosSci, to znaczy i wyznaczymy z wzoréw (5*27w
(G.31) 1 (5-39%).

5.2.2. Powdkoki grupy 111

Wprowadzajac wielkosci pomocnicze

6H-h3 . M3
M SIf
(5-58)
bl i 6H-b2
Mrap 0=sirjp
oraz ich pochodne
(5.580)
- 3™ =X
t? * ke i? 1"
nadamy wyrazeniom (56*33) i (5*36) nastepujace postacie
F1 = &d]., [o01 -)4Q7],
F2 = eH]., [&Q2 -tfQ1], (5.59)
M22 ii+ £ S w + a 3 jz _s! +
ANIL 3 u 3u 3u 3u
(5.60)

+ (@,1 -T™»2 -iB + 1) yfAlQl + (6,2 -/S,., +8b + ) {g Q2 + G]

Wydzielimy z grupy 11l czes¢ powkok takich, ktdére mogg byc¢ opisane w ten
spos6b, ze ich pierwsze i drugie formy rézniczkowe beda okreslone wspot-
czynnikami  g"j» Ni—-j zaleznymi jedynie od jednej zmiennej u®

«ij “ «id (ul>’
4 (¢ (5.61)

bij “ bij (ul)*

Powtoki spedniajace warunki (5*61) daja znaczne uproszczenia rachunkowe,
poniewaz
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A= (5-62)
B - 2 (12*

P
Wyrazenie (5.60) po wyrugowaniu pochodnej Q zwiagzkiem (5.49) dla tyoh po-
whok przyjmie ksztatt

u22 = -t -fca-6) +HSLit.. -fi i + (*,.. -1 b+1) gl Q1 +
AvI?L 3U1 iul 3u2 1
1 (5.63)

+ (6b -ytM) A0 2 + G-b ~pPJ.

Réwnanie rézniczkowe (5*37) przy spednionym warunku ¥ = 0 bedzie réwne

8~ +s ** N —————— n 3T- m °-

(5-64)
Réwnanie (5.64) i (56*41) przy uwzglednieniu wyrazen (5.63) i (558) sta-
nowig ukdad dwéch rownan o niewiadomych , Q2. R6zniczkujac rownanie (564)
wzgledem zmiennej u2, a nastepnie rugujac z niego wielkos6é Q2 za pomoca
zwigzku (5«41), po odpowiednich przegrupowaniach i uporzadkowaniu catego
wyrazenia, otrzymamy ostatecznie rownanie rézniczkowe zawierajace tylko jed-
na niewiadomag funkcje Q1

3ul 3u2 (Bu2)2



Posta¢ rozwinieta réwnania (5*65) wyniesie

+ («-1) -] - i + (ca #H>RD) -2—iSLS_ +

1)2 3u \Y; ” aul (Bu2)2 <3u2)3 122 (Bu2)2
pM —iB *x# \AA * [, 2 %al ¥
+JA (1 +6 1) +f*2 04») -Sb)I™M N +[f°1 +7°22 Miot*l “3B)IN27N" = R-
(5.65%)

Funkcja obcigzen R wystepujaca w réwnaniacb (5*65) i (5.65") jest réwna

(5.66)

Niech rozwigzaniem réwnania (5.65) bedzie suma catek
<A = + F» G-67)

- catka szczegblna réwnania niejednorodnego,
Qq - catka ogd6lna réwnania jednorodnego.

Catke q! obliczymy przy zatozeniu, ze funkcja obcigzen R wyrazona wzorem
(5*66) jest funkcja jednej zmiennej u , a wtedy mozemy przyjac¢ Q = (u >
Dla przyjetych zatozen -

R . R(ul),
<4 - Q > 1).
réwnanie (5*65) przyjmie postac
2N * o [ * « T» «».,=-»»)] 2™ - » .

(5.68)
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Réwnanie (5*68) ma podobng budowe do réwnania (G .47), jego catka bedzie
wiec roéwna

efdul + cljdut + 7, (5.69)
Sa +fi Q2

gdzie

.IA (i #<5,-) + p22 <Ai - 6b> 1 (5.70)

ca +y4Q]

Przechodzac do rozwigzania czesci jednorodnej réwnania (5*65) zatozmy

sTelQl = Bn x(uby 87700 G-71)

Bn, Cn - dowolne stafle.
Podstawiajgc (56*71) do (5.65) otrzymamy po uporzadkowaniu

i r +Caxi ~
B (an + r2>[- "@+IA£L +*aX] + axJ

+ *anX] an.(u2—u8.)
"TP

Poniewaz

2N (u2''uo> +0,

to funkcja X(ul) musi speiniac¢ réwnanie

3PA~-T + a X1

‘an + 22" 3U aul ~ " o@ + a:a? 'Ha(Z] + anx

(5.72)
+ A . s = 0.
1 3u1l + ~ j
Posta¢ rozwinieta réwnania (5*72) bedzie réwna
6A +fi(@an + (*|DI"-172 + [a(d +&,1) + (@ + Q2) (Al -5B
an (a-6) | $x 3 aﬁ[A*, + (@ + Q2) @ +06,1 -tfB) - G727~
Ju
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Jesli rozwigzaniu réwnania (5*72) nadamy posta¢ szeregowa

co

* = £V u» k. (5.73)
k=0
to catka ogdlna réwnania jednorodnego (5*65) zbudowana z (5*71) | (5*73)

moze by¢ zapisana w postaci

' ) i % :

BE S K £ v e"QU)*op >
g n»IL k=0

Suma catek (5.69 i (56*74) daje rozwigzanie og6lne réwnania niejednorodne-

gQ (5.65;). Wielkos¢ Q2 wyznaczymy przez catkowanie wyrazenia (5*41) po

u , podstawiajac uprzednio odpowiednie pochodne, wziete wzgledem u =z wy-

razen (5.69) i1 (5*74) pomnozonych przez tfgl

G.75)

n=1 n k=1 J

Natomiast wielkosci M1* i wyznaczymy z wzoréw (5-317), (5.63) i 5-27)
W przypadku ogélnym, to znaczy takim, w ktérym wspédczynniki pierwszych i
drugich form rézniczkowych beda zalezaty od dwéch zmiennych, rozwigzanie
problemu mozemy sprowadzi¢ do ukdadu dwéch  rdéwnan rézniczkowych rzedu
pierwszego, drugiego o dwéch niewiadomych, albo przez dalsze rugowanie do-
prowadzi¢ do jednego réwnania rézniczkowego rzedu pigtego, zawierajacego
jedng funkcje niewiadoma.

Przeksztatcone roéwnanie (6*37)» uzyskane przez podstawienie do niego
wyrazen (5.36) i (56*33) i wykonaniu odpowiednich przegrupowan,wraz z roéw-
naniem (G .41) daje nastepujacy ukdad réwnan

e 12m¥

3£3r M n 2 3A
T e L 3N By - e
F ig2 d&r 8 + ffir ~ 31 in2 .
B T T — EiuT _+Sﬁu'? + f j22 8
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gdzie

jg £ 1.

3u

ca&<yg
3u

Su du

Ji'h al4 ¢ _yp) 1201,
3u

- T7JIE?2 . (F + sB) ~g1Q2.

3u



6. ROZWIAZANIE ROWNAN I1HIPINITEZYMALNYCH PRZEMIESZCZEN

Rozwigzanie roéwnan infinitezymainych przemieszczen przeprowadzimy w o-
parciu o wprowadzone stany wymuszone, dajace rozwigzania czesSciowe, odpo-
wiadajace pracy blonowej i pracy zgieciowej powkoki. Wigze sie z tym ko-
niecznos¢ natozenia na przemieszczenia poszczegllnych standéw, rozpatrywa-
nych niezaleznie, pewnych dodatkowych wiezi usztywniajacych zapewniaja-
cych ciagtos¢ uzyskanego rozwigzania. Tak wiec mozliwos¢ rozpatrywania po-
szczegllnych stanéw niezaleznie jest uwarunkowana wprowadzeniem dodatko-
wych wiezi krepujacych do ich osrodkéw materialnych. Zewnetrznym wyrazem
wprowadzonych wiezi krepujacych sg funkcje obciazen wymuszajacych,pedniag-
ce role spoiwa +aczacego oba stany warunkiem nierozdzielnosci.

Stan infinitezymalnyoh przemieszczen powierzchni sSrodkowych powkok pro-
stokreslnych jest opisany wektorem przemieszczenia U, ktérego skdadowe
wyrazone w bazie r”, r®, nl przedstawia wzér (2.10). Ogélne réwnania sta-
nu przemieszczenia zostaty podane w rozdziale 2.2.Podstawowy zwigzek sk#a-
dowych przemieszczenia z tensorem odksztakcenia podaje wyrazenie (2.13).
Wystepujace w nim sktadowe tensora odksztakcenia wyznaczymy ze zwigzkow
fizycznych (G(*3) - (3*12).

0gélne wyrazenie dla wyznaczenia poszczegélnych skkadowych tensora od-
ksztatcenia napiszemy w oparciu o prace Q9j, [17]-

*jij =e [ +s,) eil sjk “*sij slk]flIk.

gdzie:
E - modut Younga,
Y - stala Poissona.

Zwiazek (2.13) tensora odksztakcenia z wektorem przemieszczenia umozliwia
wyznaczenie sktadowych przemieszczenia wl, ktére beda sumami ztozonymi z
wptywéw prac: blonowej wl i zgieciowej wl, czyli

wl - wl + wl. 6-2)

Wielkosci fizyczne skkadowych przemieszczen otrzymamy  nastepujacych
wzorow:
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6.1. Stan bdonowy

Dla stanu btonowego, po wykorzystaniu (3*4) i1 (3*9), wyrazenie (6.1)
przyjmie postac

~Ajj = "XE[C +*>Sil gjk "*gij glk] SIk* G

Znajac sktadowe tensora odksztakcenia <« . obliczone z (6.4) moiem_¥ z za-
leznosci (2.13) wyznaczy¢ kontrawariantne “tensory przemieszczenia W .Roz-
pisany uk#ad réwnan (2.13), przy roéwnoczesnym wykorzystaniu wielkosci geo-
metrycznych (1.3), (1.7) i (1*8) wyniesie

3w 3w2
Lr ot ®12 T 11~
3w’_‘5 N 3wz | 3W’r: . 3w2 ”_
g1z — g22 2 gl2 g4 + "2 - 2bi2w3 = 2%
iu 37 3u du (6.5)
3wl . 3w2 , 1482yl , 1 W22 -2 -3
91257 + 92 37 517 +5 5, W b2 22

Ukdad réwnan (6.5) po pewnych przeksztatceniach moze by¢é zapisany w do-
godniejszej postaci

i7 612 57 "*11~

3w2 3wl . 3glaw
si7 T i+ 3un

Uf *ae R E- ¥t ¥ .l

Dla ukdadu ortogonalnego réwnania (6.5) znacznie sie uproszcza i przyjma
ksztatt

3wl
39 11»
i=2
3wl -3 - -
su  3u 2D 1o 20, (6.59

jp ™~ » 2+ 1 _£gwl-Db w3 --i
*S 3u2 ?7 *7 22 " *22
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Poniewaz g12 = S12(2) 3est funk0™ tylko Z‘ienlied u2 (Patrz t0
catkujac pierwsze réwnanie ukdadu (6.5F), otrzymamy

wl + gl2«2 =/ i n dul + C(u2). (6-6)

Podstawienie (6 .6) do drugiego réwnania ukkadu (6.5 ) daje

sH t *“ 2b12*3 - 2*12 " *12*11 "/ ~ 2 d“1 " ©*7,)

Z rownania tego wyznaczymy w3 przy zatozeniu bl2 + 0. Zaklozenie to nie
bedzie speinione tylko dla powierzchni prostokreslnych rozwijalnych.

BN [of AASKLY ¥ 0P
Dla powdok grupy 1 réwnanie (6.7") daje nam wprost rozwigzanie ze wzgledu
na w2. Pozostate wielkosci W1, W3 dla tej grupy powkok wyznaczymy z réw-
nania (6.6) 1 trzeoiego réwnania uktadu (6.5").Przechodzac do powdok gru-
py 111, podstawmy (6.7) i wl z réwnosci (6.6) do trzeciego réwnania ukda-

du (6.5"), a wéwczas po jego przeksztakceniu i uporzadkowaniu dojdziemy
do nastepujacego rownania rdézniczkowego

(6.8)
6.2. Stan zgleciowy
Warunek H1* - O charakteryzujacy stan zgieciowy prowadzi do réwnosci
-0, 6.9
wynikajacej z wyrazen (3*4)* (6.4).
Réwnos6 (6.9) méwigca o zerowaniu sie skkadowych tensora odksztalcenia
dla stanu zgieoiowego, uwzgledniona w tougim wyrazeniu (3*4), prowadzi do
zwigzku tensora naprezenia zgieciowegoT ~ ze skkadowymi tensora $

mieszanej deformacji zgieoiowej

+« - argid8r * ¢ zZN*13. <6*10>
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Rozwigzujac réwnanie (6.10) ze wzgledu na§*j otrzymamy

~ij = E [Q@ +7) SilSjic -~8ijSik]tlk. (6.11)

Wystepujacy w (6-11) tensor naprezenia zgieciowego t Ik moze byé na pod-
stawie drugiego réwnania ukdadu (3.67) zastagpiony tensorem momentéw MIk z
réwnosci

MIk = - ¥ h3t Ik, 6.12)

dajacej

2i3 = " A i@+ ~>Silgdk ""?gijSIkIMIK* (6-13)

Nastepnie znajomo$s¢ skkadowych tensora g 1i;} mieszanej deformacji zgiecio-
wej, obliczonych z wyrazenia (6.13), umozliwia rozwigzanie ukdadu réwnan
(2.19) ze wzgledu na kontrawariantne tensory przemieszczenia wlstanu zgie-
ciowego.

Rozpisany ukdad réwnan (2.19) dla powkok prostokreslnych wyniesie

b12 3A1 SA2 i
*37 49’257 K- - 2S11-

blp 2sl + 72 _9Aft2 _gl2bl2 3f22 A2 as3 d~2b2

12 z? n oulr n “1r MW 4
10272 _ 3.~ 3 =2~ 2>
812 I fct2 £12/M2 3*22 ;2 N2 M22 041 352282
gl 3u- 2g 1 - m 2g-"T" FHIRYIr + =H7- -

TS &2 -(2HbI2-Kgl2)w3 -b12S3 = 2421,

VA ST T ¥ [eeigys

N e Fe . <77 277> [72 *'12 5  *

* * 1 <1 - (2H122 - Kg22) - 12253 - 28 22-



Dla ukd#adu ortogonalnego ukdad réwnan (6.14) przyjmie postac

hz +h*M (1+&£ \'m s2. - bl2«3 = 28§ 21.
~gl 3u s 3u 3u 3u t
- - ™ e - 2N *
+ ou 2 cu 81 - (2Hb22 - KS22) ™3 “ b22P 2722
Dalsze uproszczenie réwnan (6*14 ) uzyskamy dla powkok grupy 1, sparame—
tryzowanych w ukdadzie ortogonalnym
asl _ 2a
2Sn*
~N22 9fi?w2 +38j - 1 _t]g2 =28
S 3u* 27T 12
(6.14 )
i22_3JEi! ~1

+ H

W a re.$; 1 I_ﬂ: 2Hb22fR
s 3u 3u 3u2 I

- b2%3 2 22

Wielkosci 5 1 wystepujace w réwnaniach (6.14) sa zwigzane ze skiadowymi ten-
sora przemieszczenia wl. Obecnie zajmiemy sie wyprowadzeniem wzoréw opi-
sujacych wielkosciS 1l =za pomoca skfadowych przemieszczenia w .Znajdzmy z
iloczynu wektorowego wektor jednostkowy m* prostopadty do po-
wierzchni Srodkowej powkoki odksztatconej

Ng? HiT= dj x rN = XN o+ dj x u™ + Xr2+ u* xu2> (6.15)

bo rV =r~ + ut - patrz 2.2.
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Pomijajac w (6.15) iloczyn X uY, jako wielko$¢ matg oraz podstawiajac
r~ X r~ = ~nT, napiszemy

3= Al x  + uj x re, (6.15%)

Wyznaczmy nastepnie z (2.6) wektor przemieszczenia d, przy roéwnoczesnym
wykorzystaniu wyrazenia (6.15")

T= ™ AR 6
Dla wersji uproszczonej mozna przyja¢ g"= g, a wowczas
N0 X P2+ ST X (6.16T)
Roz#6zmy wektor u” w bazie r", 3,
5 -V* n+**1* ®-17)
a nastepnie podstawmy (6.17) do (6.16)
N=/N\ X/\ + X/\ 4N X + I(d\ ]H*
Po wymnozeniu i uporzadkowaniu otrzamamy
d%-1fV - 72?2 + tyll +1222)3. 6-18)

Teraz z kolei obnizmy w(6.18) wskazniki przy wektorach i1, a tym samym
przejdzmy do bazy ST

-Ag 1M+ 0711 +1722) m. (8.19)
Poréwnanie wyrazen (2.15) z (6.19) daje

6k »i?1 glk,

cl 1 99 (6.20)
S3 - - (V )
Natomiast poréwnanie (2.11) z (6.17) zezwala opisac 11

= *k bkl + 47,
11 «3  *1] (6«21)
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Podstawienie wyrazen (6.21) do réwnosci (6.-20) prowadzi do zwigzku wiel-
kosci $ k ze skkadowymi tensora przemieszczenia wl

S1-= b +*?) gij,
(6.22)
P =bk~_~|k.

Rozwigzujac uktady rownan (6.14) i (6-22) wyznaczymy kontrawariantne skta-
dowe tensora przemieszczenia dla stanu zgieciowego. Kontrola prowadzonych
obliczen bedzie tozsamosciowe spednienie Srodkowych réwnan ukdadu (6.14)»
to znaczy musi zachodzi¢ réwnoscé

§12=§21. (6*23)

wynikajgca z symetrii kowariantnego tensora g ~ okreslonego wyrazeniem
(2.8). Symetria tensora g A wyrazona warunkiem (6.23) $wiadczy o regu-
larnosci powierzchni odksztatconej, poniewaz parametry g ~ opisuja jej
ksztatt.

6.3* Rownania nierozdzielnosci

Na to, by obie formy rézniczkowe, pierwsza i druga, powierzchni od-
ksztatconej byty nimi w pewnym otoczeniu dowolnego punktu tego obszaru po-
trzeba i wystarcza by wyréznik pierwszej formy g* byt dodatnio okreslony
oraz wspétczynniki g~ i b!. spelniaty réwnania Gaussa i Codazziego.
Wyréznik gr obliczony z (2.3 ) po odrzuceniuwielkosci matych wyzszego
rzedu wyniesie

g'=g @+ Rg"1™) - (6.24)

Dla infinitezymelnego stanu odksztakcen jest zawsze

1 + 2smXimn>0 (6.25)
bo
X|
czyli
go o, (6.26)
jeshi
g> 0.



Réwnanie Gaussa powierzchni odksztatconej posiada ksztatt [7]

R1212 = b1l b22 ~ bi2 b21* (6.27)

Symbol R1212 - oznacza tensor Riemanna powierzchni. Tensor R.212 mozna

wyrazi¢ za pomocag wspotczynnikéw pierwszej formy rézniczkowej.Korzystajac
z wynikow wyprowadzonych w ksiazce [17J dla infinitezymalnego stanu od-
ksztatcenia napiszemy

R1212 = R1212 + R~ 12112 ~~ 11 22 “~ 22|11 6*28)

Symbol R”212 - oznacza tensor Riemanna powierzchni przed odksztakceniem.

Z geometrii rézniczkowej wiadomo, ze

R1212 = b»

czyli wprowadzajac w wyrazeniu (6.28) w miejsca tensordow Riemanna, -wyréz-
niki drugich form rézniczkowych, otrzymany

b=>b+ 221212 -?T11|22 “~ 1 h * (6.28")
Z drugiej strony wyréznik b" mozemy obliczy¢ z wyrazenia (2.7%). 0Odrzu-

cajac iloczyny zawierajace wielkos"ci nieskonczenie mate rzedu wyzszego o-

raz podnoszac wskazniki ij w bazie b . podobnie jak to zrobiono w

(2.23) uzyskamy

b*«.b(l + 2bmngnm). (6.29)
Poréwnanie (6-29) =z (6.280 daje nastepujacy zwigzek

2bb 5mn = 2A12112 11122 22j11" (6.30)

Réwnanie Codazziego dla powierzchni odksztatconej w ujeciu tensorowym na-
piszemy w oparciu o prace £7]

bijtk " bikfj = °» (6.31)

gdzie symbol ¥ oznacza pochodng kowariantng obliczong na powierzchni od-
ksztatconej .
Dla powierzchni beda tylko dwa niezalezne réwnania Codazziego (6-31)

b1If2 “ b12?1 = °»

>/ f *
2211 “ 2112 * °~”

6*31 )
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Podstawiajac do (6-31%) wyrazenie (2.7*) napiszemy po rozwinieciu

2 iT2 “ g12T15 + bliT2 “ bi2|l = °*
6-31 )

2 (822?71 7@ 21T2N + b22?1 * b2IT2

I r - - - Lo -
r powierzchni odksztatconej umozliwi nam

przeprowadzenie obliczenia pochodnych wyrazen <6.31)e Wiemy, ze

rS =\ g,Jdan <«3».i+ «ii.j - «tW * (6*32)

ale podstawiajac za g!™ wyrazenia (.3 %) oraz przyjmujac z pracy
dla infinitezymalnego stanu odksztakcen

= gii . 2-#" (6-33)
bedziemy mogli dla matych odksztakceh wyrazeniu (6.32) nada¢ postac
n; - 13 -**m j«. * «* ""u- 6-32">
gdzie rTjm sa symbolami Christoffela pierwszego rodzaju, a
tfigm =~jm, i +™mi,j -"ij,m* (6.34)

Majac mozemy obliczy¢ pochodne wyrazenia

niT2 *“ bi2tl = bl212 - b12|-

H km
+VI(Iﬂ(m 12m ™ g =*12.)
f 131 T km
- bkI(" im * g * 1lm)"
ale
b1212 "™ b1211 = °*
czyli

T2 " H2f =HL m P2 ** g2

“ b2 Ckm RI “ gk~l1m~®
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Dalsze przeksztatcenie tego wyrazenia doprowadzi do postaci:

*iTs - »aTl kl, -

(s-35)

Podobnie postepujac obliczymypochodne wyrazenia

viaTi - '21(2 - - —~#i2]2>+ 40K |2 -
6 36)

- b~ t, ]2 * 04 r2?-»ir,;><:km*

Wielkos$ci (6.35) i (6.36) podstawione do uktadu (6.317") dadzag nastepujacy
uktad réwnan Codazziego

*

2«ii]2 -S,2],> - =tf,, |2 -*12],>¢ Ala\, -47~1,
* 42 n? -»? 1M?)*». - 0.

2<s22]i -*2,]2> - 2»<*>2], -1, ]2> . 4 k2|2 - b|»kIR + <637)

<4 IZ)- km = O-

Rownania (6.37) wraz ze zwigzkiem (6.30) bedziemy nazywali réwnaniami nie-
rozdzielno$ci dla powtok. Réwnania te dla infinitezymalnego stanu od-
ksztatcenia musza by¢ bezwzglednie spetnione, jes$li odksztatlcona powierz-
chnia $rodkowa powtoki ma by¢ powierzchnig regularna.

Powtoki grupy | rozwijalne, sparametryzowane w uktadzie ortogonalnym dadzg
nastepujace uproszczenia réwnan (6.37)

S1112 -§12|1 - HALI|2 - 212D = o.
(6.38)

§2211 - g2112 m h(~22il + n 2 ~ 22) O.

Jesli do rownan nierozdzielnosci (6.30), (6.37) wzglednie (6.38) podst,.
wimy zwigzki (@.13) i (2.19) oraz (6.22), to uzyskamy spednienie tozsamo
Sciowe tych réwnan.

64



6.4* Rownania uzupedniajace

W dalszych rozwazaniach bedzie potrzebny zwigzek wigzacy tensor momen-
tow  Mi;" z przemieszczeniami wl. Je$li do drugiego réwnania uktadu(3.6")

podstawimy wyrazenie (3*4) oraz
i = 2B, W (6.59)
to po odpowiednim przeksztatceniu otrzymamy
Mid = - 3Hfmn] + -3 N~ ]+
Hbj[A'g" g- » n+2telK] + 2K[x*(Qi3iF*“ + g~ ) i mn * (6-40)
+2tt (« 1 + b* M)}
Obnizajac w rownoséci (6.40) wskaznik ij napiszemy
Mj =-8h3{2”rgij«,nn[Smn-3Himn] + 4tt[8i;i -3 Hfzxa]t
+ + 2K[ ™ @Gijimnafmn + <640 >

+bIsB~AB™Mi ) + 2ix (brg.” in + bInSil™ ja)]}-
WprowadZzmy oznaczenia

ANz iAmn*

0-~"mn -

a woéwczas zwigzkowi (6.40*) mozna nada¢ ksztatt
Mj =th3{ 8Xga[3*H- B +4 ~ ~ -gJ -

- bJK[X*A5 i + 2i~i] “ 2K[**(°Sij + Abl%ISjs) + (6*40 >

t z? in + bAgiilf an)]}-
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Uwaga: wskazniki przy bDHl%1 obnizy¢ w bazie b” - patrz rozdziat 2.3»
Dalsze uproszczenia zapisu uzyskamy, jesli wprowadzimy nastepujace tenso-
ry kowariantne dla odpowiednich sum:

Eij = (B + KC> «ij - \ Abij~

(6.42)
sii m*U +i V* it KSXSjlt ia +M«lU * In>e
Podstawienie (6 -42) do (6.40) daje
Mij =¥ { zX*[~i]J - Eij]+ *™* [BH*ij - aj}.- ® -40™)
Wprowadzonym wielkosciom (6.41) nadamy posta¢ robocza pozwalajacaprzejscé

z odksztakcen naprzemieszczenia. W tymcelu obliczmy iloczynzawierajacy
pochodng kowariantng wielko$ci 8 k przy wykorzystaniu .(6.22)

<Jkl «ik = sww\' n +wx)] Sgrik = w\ n + w?n>1j&?*
czyli
Skljgik = (whbii + w?i)]]j- (6.43)
Drugiemu wyrazeniu (6.-22) moze by¢ nadana postac
53 - 2Hw3 - wk |k, ©-44)
poniewaz

bk = 2H.

Zwigzki (2.13) i (2-19) uzupeknione wyrazeniami (6.43), (©-44) podstawio-
ne do sum (6.41) dadza po rozwinieciu:

A = wk]k - 2Hw3,

B =bNKkIi + %"k bj +7? g~ 3lij - w 2 - K)w3> ®6.45)

Cmi[ b22®1kwk|l - b1271kwk|2 + S2kwk|15§ - S»3-

Dla ilustracji napiszemy rozwiniety ukdad réwnan résniezkowych(6.40V) dla
powkok grupy I rozwijalnych, sparametryzowanych w ukdadach wspé4rzednych
krzywoliniowych ortogonalnych



un - - fA~H ~ 1k +hl2w2 + " 3In + fe v3\z] +

+«¢2B»1|1 + w3 |n]}>

M12 " “ A h3[ b22v2 | 1 + bk1l2wk + w3112}
(6.4
M21 = tA~3 [HwiU ™ #b22w2 I ~ bk2llwk * w3|21]>

m22 = - 6{4 Hwklk+4wWw2 +r t + +
+iX[2Hwk |k + 2H]2w2 + J"3yj-.

Réwnania sSrodkowe uk#adu (6-46) dadzg nastepujacy zwigzek po wyrugowaniu
pochodnych przemieszczenia w3

oy © P ® ARSI W2 + WG2 ] (6-47)
poniewaz
112 =w 121 *

oraz

bk112 " bk2 [I = °*

Przejdziemy obecnie do wydzielania stanu btonowego B1J z réwnan réwnowa-
gi (4.1). Wyrazenie (3.10) wykorzystane w ukdadach réwnan (4*1) prowadza
do ukdadu réownan stanu bdonowego przy odpowiednio dobranych funkcjach ob-
cigzen, bo uzyskane po przeksztakceniu réwnania

+ BHJMM & (6HS$ I - bij) al + Pj = 0,
BAb~A + CHMADA + + P3 =0,

mozna zapisa¢ w postaci (6*4), jesli funkcje obcigzen wymuszajacych
spednig nastepujacy uktad réwnan

PN — CHLIi™ + (6kS 1 - Qjp al + Pj,
(6.49)
P3 « 6HIIL;ib1;. + + P3,

wskaznik j przyjmuje wartosci 1, 2.



Eatomiast obcigzenia ﬁ" , |€3 wymuszajace stan zgieciowy muszag spetniac
pierwsze i trzecie réwnanie uktadu (5*28). Wyznaczajac z nich obciazenia
P, P napiszemy

P =-[67~~ + @&Si - bi) ill,

(6.50)
P = - f6HMiibi] st | |J_

Dodajac stronami (6.49) i (6.50) uzyskamy zgodnie z zatozeniem tozsamosé
-+ _pod

Sity blonowe N13 opisane wzorami (3*9) po podstawieniu wielkosci T ~ z
(3«4) i wykorzystaniu oznaczehn (6.41) beda mogty by¢ zwigzane =z odksztak-
ceniami wzorami

15 = 2h[%* Agld + 2J1$1%Y, (6.51)

albo w ujeciu kowariantnym

%j = 2h[X"Agid + 2~ id} (6°52)

Jesli z réownan (6.40w), (6.52) wyznaczymy tensory# N 1:0 6eda one
woéwczas wyrazone za pomocg tensoréw “¢j, IAj zaleznych od obcigzen wymu-
szajacych P~, P~ - patrz rozwigzanie w rozdziale 5. Takie przedstawienie
tensorow # ig pozwala w ramach wersji uproszczonej, po odrzuceniu
wielkosci matych rzedu wyzszego, wprowadzié uproszczenia w réwnaniach
(6-40 ) prowadzace do zwigzkéw (6.13). Podobnie mozemy uproscié¢ ukdad réw-
nan (6.38). Tak wiec zbiorcze réwnania nierozdzielnosci (6.30) i (6.38)
oraz zwiazki (6.40w) i (6.52), wersji uproszczonej, przyjma ksztakt:

20"Dm$ mn = 2/ 12] 12 <N 11] 22 <22 [ 11»

?11]2 -S 1211 = °* <6-53)
~ 2211 201 2 = °*
U. . = 4iih(OiAgi . +1 _J,
iJ (6-59
gdzie = Tic
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Réwnania nierozdzielnosci (6.30), (6-38) wzglednie ich wersja uprosz-
czona (6.53) maja podstawowe znaczenie dla przedstawionej w pracy teorii,
sg one bowiem matematycznym opisem wiezi natozonych na wymuszone stagrbto-
nowy 1 zgieciowy rozpatrywane niezaleznie.

Réwnania te moga postuzy¢ do wyznaczenia funkcji obcigzeh wymuszaja-
cych wystepujacych w rozwigzaniach ogélnego uk#adu réwnan powkok prosto-
kreslnych.
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7. PRZYKLADY

7.1 Powdoka walcowa

Dana jest powkoka walcowa zamknieta o promieniu a i wysokosci 1 rys.3
zamocowana u swej podstawy i obcigzona ciezarem wkasnym F,parciem cieczy
znajdujacej sie wewnatrz -p, oraz parciem wiatru Vi.

7+ 1«1 = Opis geometryczny

Réwnanie wektorowe powierzchni $rod-
kowej :

pv 1
r - a (cosu i + sinu j) +u Kk, @.D

Zmienne ul i u2 sg zawarte w przedziatach

-2

Wspodczynniki pierwszej drugiej formy

i
rézniczkowej oraz ich wyrézniki
S11 1» S22 =8&21 = ®22 =S =a >
°11 12 = 21 o, 22
Krzywizny - gaussowska i $rednia
K o, H = (.4

Symbole Christoffela drugiego rodzaju dla powierzchni walcowej sg réwne
zeru

Ri - o. @-5)

70



7.2. 0g6lny ukdad réwnan powkok walcowych

7.2.1. Stan btonowy

Wyrazenia (6*6), (6*8) 1 (6*10) okreslajace napiecia U ~ stanu bdono-
wego dla powtoki walcowej beda réwne

T2 _ _ £
- a’
f12 = iJ |1] dul _J ?2dul + Ci ¥ (7-6)
fu1 = -J dul -J* pldul + \ C2 (u2).

Sktadowe tensora odkszighcenia 3* .« dla powkloki walcowej napiszemy w o-
parciu o wyrazenia (6-4)

A1 = 0T te1l -">a2fi2l”
“@.n
*12 ~*21 “ 2Zh *
N22 =0T tazflz
7.2.2. Stan zgieciowy
Dla powtoki walcowej pochodne kowariantne |l sa roéwne zeru, o0-Y11

uk¥ad réwnan (5.30) bedzie ukkadem dwéch réwnan o niewiadomych Q i Q .Wy-
znaczone z tego ukdadu kontrawariantne tensoiy Qx dla wielkosci geome-
trycznych okreslonych wzorami (7*3) - (7*5) wyniosa

QL =-f P1,
-3
Q2 = - § P2.
Z trzeciego rownania ukdadu (5*28) wyznaczymy Ii22
m3u 3u“
Podstawienie do tego réwnania wyrazen (7*8) daje
1,22 aTl3Pl ,13P21 1V (7 9)

8u N 3u



Drugie réwnanie ukdadu (56*32) dla powierzchni walcowej przyjmie postac

+ - 92 = o.
ou Su

Catkujac powyzsze réwnanie wzgledem zmiennej uV, otrzymany

M12 = _f 2MI| dul + FQ2dul + c, (u2). (7-10)
J 3u J J

Funkcje U11 wyznaczymy z pierwszego réwnania ukdadu (5.32). Réwnanie to
dla powierzchni walcowej wyniesie

iy, 3012 ol oo

3u 3u
skad

> -/ >/ -0, (U, (7-11)
3u

Napiecia zgieciowe Ni* uzyskamy z wzoru
N1 = eHlii;i,

patrz rozdz. 5*2.
Dla powkoki walcowej jest H = czyli

NL3» /™« l13. (7.12)

Sktadowe tensora mieszanego € .y deformacji zgieciowej obliczymy ze zwigz-

N =""fM

S 12 - - 2liggy. L1 &2ul2, <7.13)
§$22--~JL[*V2-«11].

7.2.3* Réwnania uzupedniajace

Funkcje obciazen wymuszajacych,wystepujace w rozwigzaniach stanéw bdo-
nowego 1 zgieciowego,znajdziemy rozwigzujac ukdad réwnan nierozdzielnosci.
Postuzymy sie wersja uproszczong réwnan (6.53), ktére dla powkoki walco-
wej przyjma ksztatt
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2agll = 2V 12>12 “~11,22 "A22,11%
§11,2 -*12,1 =°* 7*U)
§22,1 “§21,2 = °*

Podstawiajac do dwéch ostatnich réwnan ukdadu (7*14) wielkosci (7*13) na-
piszemy

M1 - a2I22)~A - (1+0) a2m2 = 0,

@M22 - M11)~ - (1+0)

I
e

Powyzszy ukdad réwnan, po przeksztakceniu i wykorzystaniu réwnan réwnowa-
gi (5.28) mozna tez przedstawi¢ w postaci

(M1 + a21R2) 2 - (1+0) a2Q2 = 0,

(7-15)
dill + a2M22) 1 @ +0) Q1 = oO.
»
Wprowadzajac do sumy
m mn O
B=s ?mn
wielkos¢ § i;j obliczong z drugiego wyrazenia (6.54) otrzymany
gMtio = . 8t~E (oitys) E. (7.16)

Widzia®, ze lewa strona wyrazenia (7*16) dla powloki walcowej sparametzy-
zowanej w ukdadzie ortogonalnym jest sumg wystepujaca w ukdadzie réwnan
(7.15), czyli

(O0C+/K) B o + (1+0) a2Q2 = 0,
3 * (7.15 )

(«+/&) B~AL + (L +0) Q1

Rugujac z wyrazen (7.15") funkcje B, uzyskamy w ramach teorii uproszczo-
nej nastepujacy zwiazek wigzacy kontrawariantne tensory sid tnacych

q}2 - a2 Q2n = oO. 7.17)
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liatomiast uwzgledniajac w (7<15,) wyrazenia (7*8) uzyskamy kontrawariant-
ne tensory obcigzen wymuszajacych P1l, P2, ktére beda jedynie zwigzane z
odpowiednimi pochodnymi funkcji B:

B1 («+*) (D3 a2Btl,

«2 igu h 3 (7*18)
p =3TTtS7 & +*> & \

Podstawiajac do prawej strony pierwszego réwnania ukdadu (7.14),wielkosci
(7*7) oraz dokonujac pewnych przegrupowan, napiszemy

2a811 = a2 [20]i2 + M1l + N 22]- a2(xll + az|f2),ii -
(7-19)
- (H11 + a2N22)f22}”
Uzyskana z réwnan réwnowagi (5-4), dla powkoki walcowej, zaleznos®¢

+ U2]2 = - tfj, + p22),

wraz z sumg
gij » =44 +7) A»

podstawione do (7.19) dadza

23 g1l = 2Eh {4~ h @W+~) [a2Afil + A>22] + (+0) a2 [V, + P22J].

(197
Lewg strone wyrazenia (7.19) mozemy z kolei przedstawi¢ za pomocg wiel-
kosci (7*13), a wtedy

2a811 = tExE M22]

albo po wykorzystaniu (7.16)
2a §11 = @+”") B + (1 +3?) a2 M22]. (¢ -20)

Poréwnanie (7<19f) z({ -20) daje nastepujacy zwigzek

“224nfe < e« <IBM[A, .A22.2°1--F .t2,].
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Zwigzek ten dla wersji uproszczonej moze by¢ zapisany w postaci:

H22 + ©/S) ()3 Fa2A,11 + A,22 + 2a BL = °* (7*22)

bo prawa strona (7.21) jest wielkoscig mata rzedu wyzszegow poréwnaniu z
wzietym z wyrazenia (7*9)« Obliczmy druga pochodng wyrazenia (7*10
“j11 = ~ <2 +«J”
a nastepnie za M11 podstawmy wielkos¢ z sumy (7*16), to wéwczas uzyska-

my réwnanie

a2, + M222 - Q22 + n &+/» B|11F (7-23)
ktére pouwzglednieniu (7.15F) i (7*22) przyjmie postacé

a2x + X 22 + 2(1-0) a3 BtH = (723 )
gdzie

X = a2A A~ + A 22% (7*24)

Trzecie réwnanie ukdadu (5-28) po wykorzystaniu (5*15%) daje

3M22 = #4S) (D3 ayY - P3, (7-25)
gdzie
Y = a™B g* + B gg* (/*26)

Podstawiajac (7*25) do wyrazenia (7*22) znajdziemy funkcje 63

P3 = 3TFAST «&+HS) (D3 [3X + 2a (Y + 3B)]- (7-27)
Y/yrazenia (7.18) i (7*27) przedstawiajace funkcje obcigzen wymuszajacych
P5 =zaleza jedynie od wielkosci A i B, ktére sg Tfunkcjami opisujacymi
ksztatt zdeformowanej powkoki .
Obecnie przejdziemy do opisu funkcji ksztaktu A i B. Jesli w réwnaniu
(7.23) w miejsce M22 podstawimy (7-25), a za Qt wprowadzimy (7*8), to po
uporzadkowaniu bedzie

3A («+0 (])3 +Y>22 + 3d+0)a2B>11]= a2~ , + P 22 +

+A - | a P22. <7*28>



Suma
il + a2»22 = 4~h («+£)A,

zrozniczkowana dwukrotnie wzgledem zmiennej ul,celem wprowadzenia w miej-
sce N ,1» wielkosci (7.6), daje réwnanie

- 4/tha «+A)AFIL = a2 N+ + N n @ 29)
ktére dodane do (7.28) pozwoli na zapis

@~> ~ 3[a2r,ll + ~,22 + 3(17a2B)11 + Bj22] -

(7.30)
- 4fih OinyR)ar>11 = p,
gdzie
P =aP3™ + + a(pl) _ (7.31)
bo
pl = pl + pl.

Otrzymalismy ukdad dwoch réwnan (7.23F) i (7.30) o niewiadomych A i B.
Rugujac z nich funkcje B uzyskamy réwnanie roézniczkowe czastkowe rzedu
6smego ze wzgledu na funkcje A.

Przyjmujac

Z=a + Xj22 = -2(1-tHadB 11t (7-32)

otrzymamy

a2 [a2zFfli + z¥22]tll + [a2ZFll + Z ~ J ~ + + 722 +
9 p (7*33)
+ 3(1-VY)

6smego wersji

Réwnanie (7.33) jest ogélnym réwnaniem rézniczkowym rzedu
i podparcia po-

uproszczonej, uwzgledniajacym dowolny sposéb obcigzenia
wioki walcowej .

Wyrazenia opisujace wielkosci sit wewnetrznych w powkoce, po pewnych prze-
ksztatceniach i wykorzystaniu uzytych oznaczeh, mozna przedstawi¢ w na-
stepujacej postaci dogodnej do formudowania warunkéw brzegowych
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Sitv bionowe

HI1 = - a21222 + 4]ih 4%/5) A,

Ul2 = -J U22 dul +J* P2dul -J P2dul + -3 Cl1 (U2), (7.3

x2 ,,+[p - p3],

Momenty i sidy tnace

“11 = *+« (1)3 °2[x -2* 4
“12 “Tife (¢+4 @)3/7 X,2dul + c3 (u2)* (7.35)
n22 “ “ TIFAT (i) («)3 Cx + 2aBl ~
ql = " 3tfw) (@)3 a3B,1*
(7.36)
qQ2 - - @M ()3 g a -
sity Drzekro.iowe
H11 = - a2»22 + 4ph(*+/S) £a - ~ b J,
N12 = -j N2I dul “ 2Gul  “/ p2(lul + S °liu2)t a
(7.37)
Kontrawariantne tensory przemieszczenia wyznaczymy z (6.5W) po scat-
kowaniu.
Catkujac wyrazenia
wll “~11*
arw22 + wn2 = 2/~ 12” (7*38)

azw g m sw”® 22~
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otrzymamy

wl =/ ~n dul + Cl (u2),

W2 = ¢2 - w]s ] dul + C2 (u2)> (7-39)
w3 =" kI1/22 "
Wielkosci "1 wystepujace w (7-39) nalezy przyja¢ z (7*7)« Dla osiowej

symetrii odksztakcen réwnania rézniczkowe rozwigzujace (7.23%) i (73D
znacznie sie uproszcza i przyjmg ksztatt

X + 2(1-D)a B = C1,

2 3 (7.40)
8 ,11 + 3~/ X + 3(1-V2) (H2 A = - @ P+ C2.
Wielkosci i Cg sg dowolnymi statymi, natomiast
X = a2A
(7-41)

P=P3+1/rw.
Rozwigzanie réwnania ogdélnego (7*33) wzglednie dla osiowej symetrii row-
nania drugiego z uk#adu (7*40) moze by¢ zapisane jako suma catek ogolnej

réwnania jednorodnego A° i szczeg6lnej roéwnania niejednorodnego A3

A =A° + A3. (7-42)

7.2.4. Réwnania uzupeiniajace uscislone

Réwnania rézniczkowe (6 .46) dla powkoki walcowej przyjma postacé

E(A* + 2B) aw” + 2X*aw22 + X+ 2{0a2w311 +3.*w322J,

M12 =« Fi~3 [aw2i * wr12],
N (7-43)
[-v, -.;2 .~ 21],
2 = ~ £ @* + 22)aw +A. a3 + QF+ 2@w32J.
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llatoniast zwigzki (6.5") i (6.14'") beda réwne
?211 = Wji

i 1 2 2
2*12 = 2+ aW,V

i22 =aV 2 - aw

(7.44)
281 =wiv

2?12 = aw”™ + w312,

2922 = 2”% + w322 “ w3*
Korzystajac z odpowiednich sum (6.41) oraz (6.45) bedziemy mogli napisac
222 = a2(B ~S 11" (7*45)
Podstawienie do (7*45) wyrazen (7*44) daje
2aw%é = - W + 2w3 + 2a2B, (7-46)

gdzie
W = + w322 + w3. (7-47)

Podobnie z pierwszego wyrazenia (6.45) po podstawieniu (7.46) wyznaczymy
2awf1—*= W - 2a2B + 2aA. (7.48)

Wielkosci (7-46) i (7.48) wprowadzone do ukdadu réwnan (7*43) dadza po
podniesieniu wskaznikoéw

M1l = - [Fia (D3[ @D W + 2a2w” 1 - 2a2B + 2aall],
(7-49)
“22 = - " a2w31l]*

Funkcje 2 przedstawimy jako pochodng M”22, poniewaz wtedy  wykorzystamy
wyrazenie (7+46)

ull = - f~a (D3 [w - Ba2*3~ + 2a2B]r (7-49)
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Réwnanie @6 -47) po wykorzystaniu (6.52) i (7*44) umozliwia w najprostszy
spos6b opisac¢ pozostata wielkos¢ H2™

*21 = M12 + 112. (7.49)

W réwnaniach (7-49) parametry« i/* sa réwne

a X*
fi= 1 +« .

Obecnie rozpiszemy ukdad réwnan (6.52) podstawiajgac roéwnoczesnie zwigzki
(7*44) oraz (7*46) - (7-48)

fill = [w - 2a2B + 2/Jba],

(7-50)
w2 = | £Ew - 2a2B - 2«aA]-

- =1 - - e - -
Kontrawariantny tensor B P przedstawimy jako rozniczke wzieta wzgledem
zmieimych ul, u2, bo w takim ujeciu mozna wykorzysta¢ wyrazenia (7*46) i

(7+48)

B"2=-A |£a2 W- 2w3 - 2a2B)9I1 - A - 2a2B + 2aA)22].
B ’ > (7.51)

Tensory si4 tnacych 01 wyznaczymy z drugiego wyrazenia ukdadu réwnan réw-
nowagi (5*28).

Réwnanie
A - w2 1
Mi.l+ Wo “ § =0»
daje po podstawieniu (7*49)
gl = - ApAa (D3 [W + aAjfl + ~ N°F, (7.51)

Natomiast drugie réwnanie
M%i + 2?2 - Q2 = 0,

p
zrézniczkowane wzgledem zmiennej u po uwzglednieniu (7*49) prowadzi do
wyrazenia

g2 =Ffa @3[& W- 2w3 *“ 2a2s)»Il - 20@,22] * <7*52>
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jeshi w wyrazeniu (7-52) uwzglednimy.(7-50) i dokonamy catkowania, to

@2 _ . £ (D3[W - oa\ 2 - §][SFI - 2217 + C(ul),

albo po wykorzystaniu (6.48) i odrzuceniu wielkosci matych rzedu wyzszego
bedzie

Q@ =-fl» £ (])3[w aAl>2 - ~[112 _ p2] + c(ul). (7-53)

Pierwsze wyrazenie (6.48) daje dla powkoki walcowej ukd#ad dwéch réwnan réw-
nowagi stanu bi#onowego

+] Q1+ P1

0,
(.54

®11 + N2] + § Q2 + P2 = 0.

il
Jesli pierwsze réwnanie (7*54) zrézniczkujemy wzgledem zmiennej u , a dru-

gie wzgledem zmiennej u2, to po podstawieniu w miejsce 113 i Qx wyrazen
(7.50), (7-51), (7*52) i uporzadkowaniu otrzymamy

a2P u + F 22 + 2a V 11 + (22X ™ + A>22) - 4/4h2 (W + aA)™., +

3 1° ? (7*55)
Pa=0
a2P 11 + Pj22 - 2a2™3Il " 2 @+%H) vN"22 + F ~ [w 1.2
“fa 2 N 4p, - o,
jdzie
P =W - 2a B. (7.56)

Pomijajac w (7.55) wielkosci mate rzedu wyzszego oraz wykonujac odejmowa-
nie i dodawanie stronami tych réwnan, uzyskamy

aZ]?,11 + P,22 + 2a ~, 11 -0CA,22) + fF?E[PIl - P121= °~(7-57)
a2wjl +y3a(a2AM1 + A,22) + ~  [i], + *J2]- °*
Pozostato jeszcze niewykorzystane trzecie réwnanie réwnowagi (6.48)

af22 + 3M22 + Qii + P3 = 0. (7.58)



Podstawiajgc do (7.58) za 222, M22 i Ol odpowiednie wielkosci z wyrazen
(7.4%), ((7.50), (7-51) i (7.53) otrzymany

F - 2»aA + 8§ (M2[*(a2w,11+w,22+3W> “ 3aM 11 +A “
- P3 = 0. (7.59)
Odrzucajac w (7*59) wielkosci mate rzedu wyzszego w poréwnaniu z jedno-

Scia, napiszemy

P - 2aaA + 8yS (D2[a2w,11 + *,22] - ~ p3 = °* (7*b0)

Otrzymalismy ukdad trzech réwnan (7.57), (7-b0) o niewiadomych A.P.w3 roz-
wigzujacy powkoki walcowe.
Podstawiajgc funkcje F 2z réwnania (7*60) do réwnania pierwszego ukdadu

(7*57), uzyskamy

26%+/S) a3A ~ - \P> ()2 [a2Sfli + *,22] +AS R= °* (7*61)

gdzie _
W = aTfj., + vz’
(7.62)
R"™~11 + 7222 + atP!l «

Teraz z kolei rugujac wielkos¢ A z réwnan, drugiego ukdadu (7-57) i
(@ .61) otrzymamy po uporzadkowaniu

a2*,11 + *,22 + 3 It)4 a4*31111 =
(7.63)
XjyJs [a2R,11 + R,22 _ &3 (711 + <2>,11]1*
gdzie
W = az*z i<'1¢v\ol,22‘* (7.64)

Ogélne réwnanie roézniczkowe (7*63) jest dla weraji uscislonej réwnaniem

rzedu 6smego, rozwigzujacym powldoki walcowe dowolnie obcigzone i podparte.
Punkoje tensorowe uog6lnionych sit wewnetrznych oraz przemieszczen sag o-
pisane wyrazeniami
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B1l > 2{Aj [* + 2AaAjt

22 = - 2*ax],

N1] = -2~ Jk + 2/kahAj , - P1>

M1l = - $fia &) [«W + a V 1t] - §§ si1,
M2. - A~ CSB[A "-«”«].
M« = - Ffi«c (D3[» -2*~1 - P],V g “b»
m21 ,, m12 + if2f
Ql = - $(1JSa ([)3 [W + aAIM + ~ ~].
2 --%ti (BCW-~1,2 -~ +1i *2 + C(U1)”’

wl, =75 Fi + 2aAj,
w22 -~"[f-2w3],

oraz
NiJ = faJ + 1

Osiowa symetria odksztakcen daje nastepujace uproszczenia réwnan (7*57)
prowadzgce do Jednego réwnania

W +fi&k + t—t f Prdur = C, 17»U0)

bo ,
wro = 0 okresla F = 2w . (Y<&T)

Réwnanie roézniczkowe rozwigzujace t,7*iX3) dla osiowej symetrii bedzie roéw-
naniem zwyczajnym czwartego rzedu

n,11 ¢ -F? @)2w3 - I1fr F)3[p3 -fi / pldul + 7 ¢}
C7*b8)



Rozwigzanie réwnania ,(7*63) wzglednie dla osiowej symetrii 7*68) moze by¢
przedstawione podobnie jak w (7*42) za pomoca sumy zdozonej z cakki ogol-
nej w3 réownania jednorodnego i calki szczegdlnej w3 réwnania niejednorod-
nego

w3 = w3 + w3. (7-69)

7.3« Y/phywy obcigzen

7*3.1. Y/pkyw ciezaru wkasnego

V/phyw ciezaru wkasnego, v/yrazony wektorem ~ rozdozony po osiach trdj-
Scianu r~, in’ zgodnie z wzorem (4*2) bedzie réwny

P = 'a:: _q I"T = pl/\l + p3/\
Z réwnania tego otrzymamy
PL=-q, P2=0, P3=0, (7.70)

gdzie q = 2h ¥ jest ciezarem przypadajgcym na jednostke d#ugosci. Y/iel-
kosc okresla ciezar objetosciowy materiatu, z ktdérego jest wykonana po-
wdoka.

Wpdyw ciezaru whkasnego jest roztozony osiowosymetrycznie, ponadto podpar-
cie dolnego brzegu rozpatrywanej powdoki jest réwniez osiowosymetryczne to
tez przemieszczenia w” beda réwniez osiowosymetryczne. YYielko$¢ B moze-
my wiec w tym przypadku obliczy¢ z wyrazenia (7*40)

B=?A ji[Cl - 4 (7-71)

Jesli nastepnie podstawimy (7*71) do (7*72), to po odpowiednim przelicze-
niu otrzymamy wyrazenie opisujgce obcigzenie wymuszajgce P3

p =-8[aX ., + 3-0x - 30,1, .72

5. ¢¢Fa *e* <£53-

Obcigzenie wymuszajace P3, po wykorzystaniu réwnania (7*40" moze tez przy-
jac¢ postac

P3 = 3&[x + (L -V2) (HD2A+0, - }C2] + p. (7.72%)



Wielkosci sit i momentéw opisane wyrazeniami (7-34) - (7-37)
mieszczenia (7.39) dla wptywu ciezaru wkasnego przyjma ksztatt

Ooraz prze-
N11 = -£a [3(X+C1) - C2]+ qul,
S22 =] P,
S12 = 0,
M1l =Ja2[x -"C.,]1,
M22 = ji)X - C.jJ,
M12 = M21 = O,
N1l = - §a[3 @+ C1 - C2]+ qul, 7*74)
H22 = -§a Xsl1,
Q1 =8a2 X,
Q@ =0,
=5k /[ fll - ~ 2i}22] dul ec3*

w2 = 0,

w3

' azfi22]"
Warunki brzegowe

Dla ul = 1, jest N11 =0, M1l =0, Q1 = 0.

Warunki nJd = 0 i — 0o Pozwolyg wyznaczy¢ state i Cg, bo
iaT 3(A+Y?) -Cgl+agt=0,
L (7-75)
s 0 xN —"00" — o.
1 _ — — —
Natomiast dla u 0 jest w1l =0, w3 =0, ws, =0,
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Wielkosci fizyczne
«?1 = 11>
«22 =
«l12 * «21 "™ °>

:0,

U2 =§“2 [X

I3 =-8a2[Vvx - 0j,
(7.76)
*i2 =

Q] =&a2 *M ,

ol - o.

>1 - -*/“ [«" -W*] .«",

*2 °»

Wzory uscislone

Catka szczegdlna %3 réwnania (7*68) dla wptywu ciezaru wkasnego wynie-

sie
"3 =TjTWFt F[qul + 4i"a °]* @77
Wielkosci sid4, momentdw oraz przemieszczen opisanych wyrazeniami (7.65)
dla tego wpdywu beda réwne
N11 - qul + C,
N22 = 440 @ + |) w3, (7.78)
12 = 0,
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2 1

“22 = -1 a @ [*a**?1l +2"3] Tpi~T« «" S
M12 = M21 = O,
QL =-17a (D ["azw3® +<*w3]fl - "jjSilipg (7-78)
Q2 -0,

wi "/ [$ "3 + 4NA + yffFhll] dul + 5”7
w2 = 0,
w3 = w3 + 8§3.

Warunki brzegowe

Dla ul =1 jest N11 - 0, M11 =0, Q1 =0.

Warunek hJ* = 0 daje

gl + 4£tC = 0. 7.79
Dla ul =0 jest wl =0, w3 =0, w3, =0.
Wielkosci fizyczne
N11 “ gl[ f" " 1]*
N22 @+P a*3+ 3a°22>
A K2l = °»
xp Q) (7.80)
*12 -

Kgj - -a2ep2,

*22 ¢ o*
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a =o,
7.80
“l ey (7-80)
1
-1 = °
w] = w3
7.3.2. Wptyw parcia cieczy
Zgodnie z wzorem (4*2) bedzie
= (u - 1) 3*=
akad
P1=P* =0,
(7-81)

Wspétczynnik F* zalezy od rodzaju cieczy i na przyktad dla wody wynosi 1.
Wpdyw parcia cieczy powoduje prace osiowosymetryczng, czyli wielkosci B i
P3 beda opisane wyrazeniami (7-71) i (7-72) lub (7.72r). Sidy momenty i
przemieszczenia z wzoréw (7.34) - (7-37) i (7*39) dla tego obciagzenia be-
da réwne
N1l = - §a [3(X+C.,) - CZ],
N22 =i [P-p3],
iil2 = o
H1 =Sa2 [z
(7-82)
M22 =§[\>X - 0j -
M12 = M21 = O,

J1 = -1 a [3(1-1)) c1 - c2],

N2 =-%a X,|1,
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Q1 =8a2 X 1,
91

Q2 = 0O,

wl=~" / t 11 -Va2u22]dul + Gy

W’ZZO,

Warunki brzegowe

Dla =1 jest =0, m 0, = 0.
Warunki n}1= 0, M1l =0 daja
1 1

3 -V) 0, - C2 -0,

x1-Vcl » 0.

Pierwszy warunek (7*83) okresla
N11 = O.

Dla brzegu utwierdzonego u® = 0 bedzie

Wielko3 . lizarozne

= o

N?2- n91 = o=

e @ —gA.n.

“q1 R ©

“Na2CX “vCI*

» -$a2[\)l - cj,

“oo _

»1 a2Xtl,

(7-82)

(7.83)

(7.8
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"i--2fcj [ hll -v«2i22]duli
(7.8
w2 - O,

*3 “ Ah[Vnll " *2s22]*

Wzory uscislone

Catka szczeg6lna dla parcia cieczy bedzie réwna

- L n
*3-jfsml P*(t -U * +of-If C} (7-85)
Sidy, momenty i przemieszczenia wywotane parciem cieczy wyniosa

H11 « 4| C,

2 . 4 @ +% w3+ 1 _ L,

N12 = O,

mil - -j p M3« 2n., +oc"3] - U +F*T(sm f&2 @

A H *M1 47 3]- T&k ~ 2@ ©

(7.85)
“AxiferyST @} (L " Te}*
M12 - M21 = 0O,
«? - —4e* —j*7 A wo_
2
Q » 0,
WL /A3 M veyS) f (T DUl +TA « QL +S

w2 » 0,

w3 -V + 13.
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Warunki brzegowe

Dla u™m 1- a0 M =0, Q -0,
adla ul =0 jest wl »0,w3 =0, w3">0.
Warunek = 0 daje

c - o0, (7-86)
czyli

N =0
Wielkosci fizyczne

N?2 - -0,

Ngg « -4 @ + ) | w3 +H~al CL- Y'™) + 3aM22,

«7* - MI\

£ - -aVv2,
7.87)
le “ o %

O} - Q1.

- 0,

= 73kl +* 4?fe-yr f % -1) ul»
1
*7 =0,

wT = w3.

7.3.3. Wpdyw parcia wiatru
Podobnie jak poprzednio, wzorem (4*2) roztozymy parcie wiatru W
P-Ff - WiT* P1r™ + P2 + (7-88)
4

»
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Rozwigzujac ukdad réwnan (7.88) po podstawieniu r¥', r*, ST’ obliczonych z
(7*1) i przyjmujac P2 = 0, bo jest to sktadowa styczna do powdoki nie
wptywajaca na jej prace, otrzymamy:

P2 = 0, (7.89)

P3 =W cos u2.

Kierunek wiatru zatozono réwnolegty do osi X, ponadto przyjeto ze wpiyw
ssania jest tez réwny W. Wielkosé B wyznaczymy catkujac wyrazenie(7»32)

B=rCl-v)a[ulci(2) + C2@2) “ X "~/ / X,22duldul). (7.90)

albo
B ="z2gVv)a [*-(u2) + Cg@2) ~*zffz dulduld.

Natomiast funkcje A otrzymamy rozwigzujac réwnanie rézniczkowe czastko-
we (7*33). Tensory sit, momentdow i przemieszczen uzyskamy z wyrazen(7«34)
- (7*39) przy speknieniu nastepujacych warunkéw brzegowych

dla
ul =1, jest N11 =0, N12 =0, M11 =0, M12 «O0, Q1 » O,
dla (7.9D)

ul - 0 jest wl =0, w2 «0, w3aO0, w3"=0.

Wielkosci fizyczne obliczymy z wzoréw



Wzory uscislone

Rozwigzujac, réwnanie (7*63) wyznaczymy w”, a nastepnie z roéwnan(7*57)
i (7%60) otrzymamy funkcje A i1 i. Majac okreslone A, F i w®, mozemy z wy-
razen (7*65) uzyskad tensory sit, momentdédw i przemieszczen przy zatozeniu
warunkéw brzegowych jak w (7*91)= Przejscia z funkcji tensorowych do wiel-
kosci fizycznych dokonamy wzorami (7*92).

Obliczenie przykd#adéw liczbowych przeprowadzono w Centrum Obliczenio-
wym Politechniki Wroctawskiej w oparciu o programy opracowane dla obu me-
tod. Podwéjne programy realizujace poszczeg6lne metody niezaleznie, po-
stuzyty miedzy innymi do przeprowadzenia testow sprawdzajacych.

W przeliczonych przyktadach szczegétowych przyjeto pekne zamocowanie
wzdduz dolnej krawedzi walca, rys. 3 oraz rézne rodzaje materiatow, z ktod-
rych sa utworzone powkoki, a mianowicie: stal i zelbet. Przyjeto nastepu-
jace dane wyjsciowe dla stali i zelbetu:

stal:
h =0,5 cm
a=1,0m
1=5,0m
vV =0,3
E = 2.1.106 kg/cm2
zelbet
h = 5,0 cm
a=1,0m
1=5,0m
a)= 0,18

E = 0.21.106 kg/cm2.

Wyniki przeliczonych przykdadéw dla wptywéw ciezaru whasnego i parcia cie-
czy zataczono w tablicach zamieszczonych w koncowej czesci pracy.
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Drukowane w -tablicach wartosci poszczegélnych wielkosci fizycznych, na
przykdad M12, W1 sg podawane w kolumnach w zapisie pétlogarytmioznym,”~to
znaczy wielkos¢é M12 = 2.28619860-02 nalezy odczyta¢ M12 = 2.2861986.10
Symbol 51 réwny 10 jest podstawg wykdadnika potegowego, a liczba za nim
stojaca jego wykdadnikiem.

Na rys. 4 przedstawiono charakterystyczne wykresy obliczonych wielko-
Sci sit, momentéw zginajacyoh i przemieszczen tylko dla parcia cieczy w
zbiorniku zelbetowym. Rysunek bowiem nie potrafi odda¢ wszystkich subtel-
nosci wynikajacych z duzej rozpietosci skali liczb, lepiej to robi tabli-
ca liczbowa.

Analiza otrzymanych wynikéw i poréwnanie ich z rozwigzaniami podawany-
mi w literaturze, potwierdza stusznos$¢ podanej w pracy metody.
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PFf 3B Me

B pa6OTe npuBojHTca pemeHHH jiHHeiHaTux oOoaoHex nocTpoeHHHX hs ojiho-
poj,Horo M30TponHoro MaTepHaaa, HaxoaaatHxca b mouchthou HanpaaceHHOM cocToa-
hk>, IllpHHUTa uaTeuaTimecxaa MOj,elJib onpexejiKwuaa ooctoahmc HanpaxeHHa b
oRoJioHXe, ocHOBaiHaa Ha jiHHeUHOU TeopHH odolJioHex, npimeu MaTepnaabHyo cpe-
6y oocTaBJiHDiuyx) oRoJioHxy npHHHTo xax cpej;y Tyxa ~.Hooxe’a}. UTa mo&ejib le-
neT K CHCTeiie jiHHeUHbix ypaBHeHHU c¢ Macthhmh npoH3BO,nHbiMH,Ha3HBaeULDC ypaB -
HeHHHMH paBHOBecHH, a Taxace X jihhcihhm *HiJ4>epeHUHajibHLIM saBHCHMocTtsu uex-
Ay $yHXHHAMH~ on.pexeaax)iuHUM ne$opuaiiHD oCojiohxh,. a xoopiHHaTaMH BexTopa
cuenteHHH ee cpe.nHHHolu nosepxHocTH. Sth ypaBHeHH« - sonoJiHeHHHe aliredpakK-
HecxHiiH oTHoraeHHKMH uexsy MoMehthmh K HanpaxeHHHMM,.a (JyHxiiHaMH onpexexaB -
oihmk j,e$opManHB oCojiohxh, noxynaeMue H3 hphhhtot MoaeiiH opeju - npHBojaT
X CHCTeue ypaBHeHHU onpejejiaBinHX CTaTHHecxy» padéoTy oRoaoHXH»

CynecTBeHHo4 npoBRJieMol b TeopHH o6oaonex HBaaeTca onpeuejieHHe je$opMH-
pOBaHHOH HOBepXHOCTH NO OTHOmeHHB X CpeXHHHOH nOBepXHOCTH oCojiohxh. B Ha-
CToamel pa®OTe, xapaxTepHCTHXy xeipopMHpoBaHHOU noBepxHOCTH - xpoMe BeKTO-
pa CMemeHHa 1f onpe*ejia»mero noxoxeHHe OTjiejibHbDC Tonex 3toi noBepxHOCTH
H cBHaaHHoro C nepBOH .RHaxpepeHHHajibHoi yopMol - BBejcH hobhii BexTop d,
CBasaHHbLU ¢ BpameHHeu h BTopoH jHcxpepeHHHajibHOH ipopMoi.Taxoil nojxox x &e-
ay paspeuiHa raydxe npoHHXHyTb » cynHOOTb padOTu o060flOHXH, BKSBaHHow  mo -
MeHTHUM peXHMOM H Ha TOM OCHOBHHHH noSBOJIHJI BBeCTH HOBUe noHHTHH TeHSapOB:
gn _ cMemaHHOH mom€hthoh .neiyopMaiiHH, CBasaHHoro ¢ BTopol j,H(J)$epeHKHaj:b-
HOU (popMoH B MOMeHT HOU neijpopMalJHH, CBB3BKHOTo o TpeTHeU flH<*>$epeHL(Hallb-
HOH gpopMOU,,

HoBue BeaHHHHbi g .j h T?.j no3BOJIHIIH npocTo onpeaeaHTbh abCoh, napaaeab-
huh - no OTHOmeHHB x cpeaKHHOH noBepxHOCTH - cjiou ofioaoHXH. ElJiaro”apa to-
My noxa3aliocbh, hto b gpH3HHecxKX oTHomeHHax Mexay HanpaaeHHHMH H aeifopMa-
HHeH, HanpaxeHHH b jie6ou Tonxe o060aoHXH, b o6JiacTH aHHeUHOiU TeopHH, moxho
paccMaTpHBaTh xax cyMMy cocToainy® H3 HanpaxeHHU  BH3saHHbDC 6e3MOMeHTHOU h
MOMeHTHOH paCOTaMH.

CaeaoBaTeabHo, HHTerpaaH onpexeaaBji(He ycHJina h momchth MoryT 6uTb pac-
HHTaHH H npeaCTaBaeHb! C 1IOMOUIbB COOTBeTCTBeHHbDC CyMM COCTOaaiHX H3 BO03aeH-
CTBHX paCOTIl 6e3MOMeHTHOH H MOMeHTHOH,

JlpHBeaeHHHe b paBoTe pemeHHa odmel CHCTeMbi ypaBHeHHU XHHeUHaTLtx ofioao-
Hex, paboTaBiiHX b momchthom peKHMe, ocHOByeTca Ha He3aBHCHMou pacouaTpit-
BaHHH HByX BHHyXaeHHHX COCTOHHHU: 6e3MOMeHTHOTO H MOMeHTHOrO. B ycaoBHHX
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ciMomHod cpeflH (KOHTHHyyM) noA>iHHeHHO0ii saKOHy TyKa, npHMeHHH
nepnoBHUHH, npn cooTseTCTBeHHO noflO6paHHbix <pyHK«HHX Harpysox,
CMaTpiiBaTbh OT”elJlbHtie BIIMAHKA He3iBHCiIMO o

CaeayeT noflsepKHyTh, uto $yHKHHH HarpysoK BHHy*flaiomHX onpeflefleHHue coc-
tohhhh t ,,e* 6e3MOMeHTHHe U momchthub, iuiotho CBa3aHu

npuapun cy-
moxho pao-

¢ onpeflefleHiiuM 3a-
AaHHHM cocToaHMeu nepeMemeHHU H nosTOMy hx (popsaa acHO onpeAelieHa.

tbahh, HMeHHo TOflbKo 6esuoueHTHoe ah6o MoiieHiHoe cocToaHHe,
paecMaTpHBaeMoe KOHTHHyyM, K3Khm HBJiaeTca o0Qo.no'iKa, HeKOTopue
CBasH npHflaioflHe odcyscflaeMOH Moflean xéCTKOCTh.

Ccymec-
mh  bboahm b

flobaBCHHue
BflHiiHHe sthx floBaBOBHux cbh~
3eii noJiHocThio KOMneHcnpyeTca cooTDeTCTBeHHO nofloopaHHoR (pynamiefi
BHayacflanmed onpefleaeHHoe cocTOaHne h noToay oho ne nepejaeTca Ha
BToporo cootohhhh. Taxaa npopesypa,

Harpyscx
pa6oTy
no oTHOCieHH» k AHHeBRsaTbiu oCofloaxaM -

ocHoaaHHaa Ha BaefleHHH sByx BbiHyafleHHbix cootohhhh: 6bBMCmchthoro h
MeHTHoro -

mo-
no3BoaaeT noflyHHTb peiueHKe chcteMu flHgflpepeHpHaflbHbix ypaBHeHHH

odcyatflaeMoro Kaacca 080flOMeK, hto - o6me roBopa - HeBO3MOiKHO nyTeM npaMO-

ro pacveTa.

CymeoTBeHHUM 0Tpe3KOM odmeii CHdeMH ypaBHeHHH hbjihdtch
pa3fleaHMOCTHo Eahhhh noflxofl k aTOMy Bonpocy mu noaysaeM, Hcxoxa h3 ycjio-
bhh Heodxofl[HMooTH, BunoflHeHHH — ko3tp(pHpHeHTaMH nepBofl H BTOPOH AHI”“epeH-
UHaabHOH yopMbi fle*opMHpoBaHHOH noBepxHOCTH - ypaBHeHHH
flpHHBTbie noHHTHa TeH3opoB? n'y oeaeraaBT

ypaBHeHHa He-

rayea h KoflanHH.
saflany h jaiDT Kas pemenne
TPH ypaBHeHHH, a HMeHHO ypaBHeHHH HepasflefIHMOCTH. 3th ypaBHeHHH hbjihbtch

COOTBeTCTBeHHbIMH HeTOfIKO  flflH oOofloHeK, HO - npHHHMafl H = 0 - tone fIfilH

njiacTMHo
ypaBHeHHH Hepa3flefIHMOCTH HMeBT ocHOBHoe 3HaneHHe fllia
pa¢oTe TeopHH, Tas

HHX Ha BHHystfleHHue,

npeflCTaBJieHHOH b
KaK ohh HBJiaioToa iiaTeuaTiwecKHM bhaom CBH3eH HafloaceH-
OesMOMeHTHoe H MOMeHTHoe cootohhhh,paocMaTpHBaeMue He-
saBHCHMo, OHH moryT 6HTb HonoflbSOBaHu Tasse flflH onpesefleHHH yyHKUHH bu-
HyasflaunHX narpyaoK BUCTynamnx b pemennax odmefi oncieMu ypaBHeHHH flnnen-
aaThOc cb6oflOHeK, CfleflyeT rose saaeTHTb, hto 6oflomeHCTBO npeflCTaBfleHHbix a
padoTe pemeHHH KacaeTca Bcex bhaob océoflOHeK, HeToflbKo fIHHeHHaTux.ilpHBefleH
HUH B KOHUe pa60Thl UHCJieHHHH npHMep, HfIfIBCTpHpyBilHH oecyKfleHHUH MeTOA pe-

meHHH, pasHHTaHHbtfi fIflH MHfIHHflpHHecKoH o60jioHKH, ncflTBepacflaeT ee noflHyc npn-

rOAHOCTbo
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Summary

The paper treats of stress analysis of reotilinearly drawn shell struc-
tures constructed of homogenous material working in moment state» The as-
sumed mathematical model representing the stress in shell is based on the
linear theory of shell structures admitting that the material medium of
which shells are made is subject to the principle of Hooke.The assumed mo-
del leads to some linear equations with partial derivatives, called the
equations of equilibrium and to linear differential connections between
the functions describing the deformations of the shell and the coordina-
tes of the displacement vector of the middle inner surface of the shell.
These equations supplemented by algebraic connections between forces, mo-
ments and functions describing the deformation of the shell resulting fran
“the assumed model of the material medium lead to a set of equations des-
cribing the static work of the shell.

The essential problem in the theory of shell structures is the des-
cription of the deformed surface relatively to the inner middle surface of
the shell.

In this paper to the description of the deformed surface, beside the
vector of displacement Tf defining the positions of the individual points
of the surface and connected with the first differential form,another vec-
tor 7 has been introduced connected with turn and with the second dif-
ferential form. This way of formulation allows of a better insight into
the character of the work of the shell as resulting from the moment state
and of introducing on these grounds new conceptions of tensors* S~* of
compound bending deformation connected with the second differential form
and, G~ of bending deformation connected with the third differential
form.

The introduction of new values g~ and n allows of a simple des-
cription of whichever layer parallel to the middle inner surface of the
shell. With regard to what has been said above it has been proved that
concerning the physical relations linking stresses with deformations, the
stresses in any point of the shell may be examined within the limits of
the linear theory as a sum consisting of stresses resulting from the mo-
mentleas and moment work of the shell.
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Thus integrals defining sectional forces and moments may he computed
and defined also by means of adequate sums composed of effects of the mo-
mentless and moment work of the shell.

The solution of the general scheme of equations of rectilinearly drawn
shell structures working in moment state as given in the paper consists
in examination of the two forced states independently, the momentless and
the moment state. Employing the principle of superposition and applying
the adequately selected functions of loads we can examine for continuous
material media subject to the principle of Hooke the particular effects in-
dependently.

It should be emphasised however that the functions of loads forcing
the particular states i.e. the momentless and the moment state, are clo-
sely connected with a given state of displacements and therefore their
character is univocally defined. Because by working out the momentless or
the moment state only we introduce into the continuous material medium un-
der examination what a shell exactly is, additional bonds stiffning the
particular model. The effect of these additional bonds is totally compen-
sated by the adequately selected function of loads forcing the given sta-
te and therefore is not transfered to the work of the other state.

This procedure in reference to rectilinearly drawn shell structures,in-
troducing two forced states, the momentless and the moment state, allows
of achieving the solution of differential equations pertaining to this
class of shell structure, what cannot be accomplished commenly by direct
calculation.

An important fragment of the general scheme of equations are equations
of continuity of the shell. The uniform formulation of this problem may
be obtained if we begin from the condition of the necessity of fulfilling
the equations of Gauss and Codazzi by coefficients of the first and
cond differential forms of the deformed surface.

The previously introduced conceptions of tensors g * and 1™y facili-
tate this issue and in solution give three equations called the equations
of continuity of the shell. These equations do not hold good for shell
structure only but are also valid for flat and upright plates under assum-
ptions that H = O-

The equations of continuity of the shell are of basic importance for
the theory presented in the paper, as they are the mathematical
tion of bonds put on both forced states, the momentless and the moment
state independently examined. They may be also employed for defining func-
tions of forcing loads, coming in solutions of the general scheme of equa-
tions of rectilinearly drawn shell structures. It should be underlined
that most of the issues presented in the paper refer to all shell structu-
res and not to rectilinearly drawn only.

The example given in the final part of the paper computed for a cylin-
drical shell structure illustrating the proposed method of solution,fully
proves its practibility.

se-

descrip-
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