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WSTĘP

Znaczenie cienkościennych konstrukcji, do których zaliczamy również po
włoki, we współczesnym budownictwie stale wzrasta. Rozwijające się dyna
micznie budownictwo naszego wieku coraz częściej sięga do konstrukcji po
włokowych i to nie tylko ze względu na duże walory nośne tych ustrojów, 
ale również z uwagi na uzyskiwane efekty estetyczno-arehitektoniczne.Wiek 
nasz, dający początek erze maszyn "myślących", stwarza wprost nieogra
niczone możliwości w zakresie techniki cyfrowej uprawianej w dziedzinie*
teorii konstrukcji. Tak więc dotychczasowy złożony aparat obliczeniowy wy
nikający z charakteru pracy konstrukcji powłokowych, w poważnym stopniu 
hamujący rozwój tych ekonomicznych konstrukcji nie będzie stanowił w przy
szłości przeszkody w ich realizacji. Szczególne miejsce wśród tych kon
strukcji zajmują powłoki prostokreślne. W praktyce budowlanej są one do
tychczas najczęściej stosowane, ponieważ stosunkowo łatwo dają się formo
wać. Z tego też względu opracowanie jednolitego aparatu obliczeniowego, 
rozwiązującego tę grupę powłok, będzie miało dla praktyki szczególne zna
czenie.

W pracy tej podjęto próbę podania rozwiązania powłok prostokreślnyeh w 
zgięciowym stanie naprężenia, opartego na liniowej teorii powłok. Przyję
to, że powłoki tej grupy są zbudowane z jednorodnego izotropowego materia
łu, podlegającego prawu Hookera. Najprostszym rozwiązaniem byłoby rozwią
zanie oparte na błonowej teorii powłok. Jednak zrealizowanie w praktyce 
stanu błonowego, poza nielicznymi przypadkami, jest nie zawsze możliwe. 
Wprawdzie w niektórych przypadkach, dla określonych obciążeń, można wymu
sić pracę błonwwą powłoki przez nałożenie na ustrój dodatkowych więzów, 
ale zabieg taki, wynikający najczęściej z trudności obliczeniowych, wyda
je się niecelowy i nieekonomiczny.

Problematyce błonowej powłok poświęcono szereg prae[2, 3, 4, 16], jest 
ona omawiana prawie w każdym podręczniku dotyczącym teorii powłok [7, 8, 
10, 12, 13, 19, 23, 31]. Szczególne miejsce w tych pracach zajmują powło
ki, których powierzchnie środkowe są powierzchniami prostokreślnymi roz- 
wijalnymi. Dla tej grupy powłok, to znaczy powłok zbudowanych w oparciu o 
powierzchnie środkowe prostokreślne rozwijalne (walce, stożki), istnieje 
również bogata literatura naukowo-techniczna poświęcona pracy zgięciowej. 
Innym powłokom prostokreślnym nie należącym do grupy powłok rozwijalnych 
a pracujących w stanie zgięci ?ym zostały poświęcone tylko nieliczne pra-
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ce, na przykładał, 15, 2l]. Należy podkreślić, że prace te oparto na 
związkach fizycznych zbudowanych dla krzywiznowego układu współrzędnych 
krzywoliniowych. Często, przyjmowany przez autorów ortogonalny układ współ
rzędnych krzywoliniowych, dla sparametryzowania rozpatrywanej powłoki nie 
jest układem krzywiznowym, a wtedy rozwiązanie oparte na związkach fizycz
nych ważnych dla układu krzywiznowego, może prowadzić w niektórych przy
padkach do znacznych odchyleń, jak to zostało wykazane w pracy [1].

W dotychczasowym ujęciu tego problemu najczęściej nie są wykorzystywa
ne naturalne własności powłok prostokreślnych, które daje właściwa para
metryzacja. Udowodniono na przykład, że przez wprowadzenie właściwej pa
rametryzacji na powierzchni środkowej powłoki, można rozwiązanie stanu 
błonowego powłok prostokreślnych sprowadzić do kwadratur.

Przyjęty w pracy matematyczny model opisujący stan naprężenia w powło
ce, oparty jest na tak zwanej liniowej teorii powłok, przy czym o ośrodku 
materialnym, z którego są utworzone powłoki prostokreślne zakłada się, że 
jest to ośrodek Hooke'a.

Model ten prowadzi do układu liniowych równań o pochodnych cząstkowych, 
zwanych równaniami równowagi oraz do liniowych, różniczkowych związków po
między funkcjami opisującymi stan odkształcenia powłoki a współrzędnymi 
wektora przemieszczenia powierzchni środkowej powłoki. Równania te uzu
pełnione algebraicznymi związkami pomiędzy napięciami i momentami a funk
cjami opisującymi stan odkształcenia powłoki, wynikającymi z przyjętego 
modelu ośrodka, prowadzą do układu równań opisujących statyczną pracę po
włoki. W przedłożonej pracy zostanie podane rozwiązanie ogólne powłok pro
stokreślnych, oparte na metodzie zastosowanej przez autora w odniesieniu 
do powłok śrubowych, a polegającej na wprowadzeniu dwóch wymuszonych sta
nów: błonowego i zgięciowego, sprowadzających odpowiednie układy równań 
różniczkowych do kwadratur [ 1j-

Rozpatrując grupę powłok prostokreślnych, w której skład wchodzą rów
nież powłoki śrubowe, możemy także założyć, że uogólnione siły przekrojo
we (napięcia i momenty) będą sumami złożonymi z wpływów pracy błonowej i 
pracy zgięciowej. Dla ośrodków ciągłych podlegających prawu Hooke'a, sto
sując zasadę superpozycji możemy przy założeniu odpowiednio dobranych funk
cji obciążeń, rozpatrywać poszczególne wpływy niezależne. Należy jednak 
podkreślić, że funkcje obciążeń, wymuszające określone stany, błonowy 
względnie zgięciowy, są ściśle związane z pewnym zadanym stanem przemiesz
czeń i dlatego kształt ich jest jednoznacznie określony. Realizując bo
wiem tylko stan błonowy lub tylko stan zgięciowy, wprowadzamy do rozpatry
wanego ośrodka ciągłego, jakim jest powłoka, pewne dodatkowe więzy usztyw
niające rozpatrywany model, przy czym wpływ tych dodatkowych więzów jest 
całkowicie skompensowany odpowiednio dobraną funkcją obciążeń, wymuszają
cą określony stan i dlatego nie przekazuje się on na pracę stanu drugiego»

Jak już wspomniano, przy odpowiedniej parametryzacji, ogólny układ rów
nań stanu błonowego powłok prostokreślnych daje się rozwiązać.Dało to pod-

8



stawę autorowi do przypuszczenia, że również stan zgięciowy da się roz
wiązać i tym samym możliwe będzie,przez superpozycję, uzyskanie ogólnego 
rozwiązania postawionego problemu. Otrzymane wyniki potwierdziły słusz
ność tego przypuszczenia.

Przechodząc do omówienia treści pracy należy podkreślić, że przyjęcie 
właściwej parametryzacji na powierzchni środkowej powłoki znacznie uprasz
cza rachunki i ma duży wpływ na formułowanie warunków brzegowych. Wprowa
dzona w pracy parametryzacja została oparta na rodzinie tworzących pro
stoliniowych i tym samym rozwiązanie stanu błonowego powłok prostokre sinych 
mogło być sprowadzone do kwadratur.

Dla celów obliczeniowych wprowadzono pewną klasyfikację powłok prosto- 
kreślnych, dokonując podziału ich na grupy. Powłoki te podzielono na trzy 
grupyi powłoki rozwijalne, powłoki typu śrubowego i wszystkie pozostałe. 
Jeśli przez K oznaczymy krzywiznę gaussowską, przez H krzywiznę śred
nią, a przez b ^  współczynniki drugiej formy różniczkowej powierzchni, 
to poszczególne grupy będą posiadały następujące charakterystyki:
Grupa I - powłoki rozwijalne

bj2 “ hg-j ■ 0, bgg * 0, K = 0, H ^ 0.

Grupa II - powłoki typu śrubowego

b u  = bg2 * bi2 = fe21 * K + 0, H = 0.

Grupa III - powłoki pozostałe

b ^  =» 0, b12 = bg-j =)■ 0, bgg #0, K + 0, H $ 0.

Powłoki zaliczane do grupy II - typu śrubowego zostały przez autora roz
wiązane w pracy pod tytułem " Praca statyczna powłoki śrubowej obciążonej 
powierzchniowo" [1] i na tym miejscu nie będą one rozpatrywane. Pozostałe 
grupy I i III, będące treścią tej pracy, charakteryzują się tym, że ich 
krzywizny średnie są różne od zera, H + 0. Okazuje się bowiem, że ze 
względu na użyty aparat obliczeniowy, zasadniczy podział, w klasie powłok 
prostokreślnych, wprowadza krzywizna średnia H i tak na przykład, użyte 
narzędzie matematyczne w tej pracy, opierające się na warunku H + 0, nie 
może być przeniesione na powłoki śrubowe dla których H = 0 i odwrotnie.

Rozdział pierwszy pracy zawiera opis geometryczny powierzchni prosto
kreślnych, będących powierzchniami środkowymi powłok zaliczanych do grupy 
powłok prostokreślnych. Wprowadzona parametryzacja opiera się na rodzi
nie tworzących prostoliniowych i związanej z nią rodzinie krzywych. Wyko
rzystanie geometrii krzywych, przez wprowadzenie pojęć krzywizny oraz wek
torów jednostkowych stycznych i normalnych głównych do tych ''inii, pozwo
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liło na prosty i zwięzły zapis wszystkich wielkości geometrycznych po
wierzchni prostokresinych.

Rozdział XI dotyczy związków geometrycznych powłoki zdeformowanej z po
włoką przed jej deformacją. Dowolną powierzchnię możemy określić z do
kładnością do położenia w przestrzeni, podając jej pierwszą i drugą formę 
różniczkową. Stąd wynika, że dla opisania dowolnej warstwy powłoki od
kształconej, traktowanej jako powierzchni, konieczna jest znajomość jej 
pierwszej i drugiej formy różniczkowej. Rozpatrując deformację warstwy rów
noległej do powierzchni środkowej powłoki, oparto się na pierwszej zasa
dzie Kirchhoffa mówiącej, że dla powłok cienkich włókna prostopadłe do po
wierzchni środkowej powłoki, pozostają prostopadłe do niej również po de
formacji, nie zmieniając przy tym swej długości.

Miarą deformacji dowolnej warstwy równoległej jest tensor defoimacji 
tf* który może być związany z parametrami wyrażającymi deformację po
wierzchni środkowej powłoki. W pracy tej przez wprowadzenie nowych pojęć, 
tensora g ^  mieszanej deformacji zgięciowej i tensora deformacji zgię- 
ciowej i;j, uzyskano prosty związek tensora z tymi wielkościami po
przez zmienną z, mierzoną od powierzchni odniesienia, będącej powierzch
nią środkową powłoki, do rozpatrywanej warstwy. Ujęcie takie w znacznej 
mierze przyczyniło się do stosunkowo prostego zapisu związków fizycznych 
przedstawionych w rozdziale 3«

Związki fizyczne opisane w rozdziale 3 wiążą naprężenia z odkształce
niami. Dla cienkich powłok związki fizyczne wyprowadzono z uogólnionego 
prawa Hooke'a, dla dowolnego układu współrzędnych krzywoliniowych.Wprowa
dzone w rozdziale 2 nowe przedstawienie tensora deformacji umożliwi
ło, poprzez związki fizyczne,na rozłożenie tensora naprężenia X i;> na skła
dowe sumy, złożonej z wpływu błonowego i wpływu zgięciowego. A to z kolei 
pozwoliło obliczyć całki określające siły wewnętrzne (przekrojowe). Uzy
skane w procesie całkowania wyrażenia tworzą układ dwóch równań wiążących 
funkcję naprężeń z tensorami napięć i momentów. Rugując z nich funkcję na
prężeń charakteryzującą pracę zgięoiową powłoki,dojdziemy do związku roz
kładającego występujące w powłoce napięcia na sumy złożone z wpływów prac 
błonowej i zgięciowej. Związek ten ma zasadnicze znaczenie teoretyczne i 
praktyczne, albowiem dla ośrodków ciągłych podlegających prawu Hooke'a, 
stosując zasadę superpozycji, możemy poszczególne wpływy rozpatrywać nie
zależnie. Postępowanie takie w odniesieniu do powłok prostokreślnych, po
legające na wprowadzeniu dwóch wymuszonych stanów* błonowego i zgięciowe- 
go, pozwala na uzyskanie rozwiązania układu równań różniczkowych,tej kla
sy powłok, czego ogólnie biorąc, nie da się uzyskać na drodze rachunku 
bezpośredniego.

W rozdziale 4 podano znany układ równań równowagi w zapisie tensorowym 
a rozdział 5 przedstawia rozwiązanie ogólnego układu równań powłok pro- 
stokresinych. Rozwiązanie przeprowadzono w oparciu o wymuszone stany* bło
nowy i zgięciowy, przy założeniu H + 0, to znaczy rozwiązanie nie obej
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muje powłok śrubowych zaliczanych tematycznie do grupy IX, dla których 
H = 0.

Wszystkie rozwiązania ogólne zawierają dowolne funkcje niewiadome zmien
nych u1, względnie u2, zależne od sposobu zamocowania powłoki. Funkcje 
te mogą byó wyznaczone z warunków brzegowych, które dla powłok prosto- 
kreślnych będą zadane w przemieszczeniach, względnie w naprężeniach i prze
mieszczeniach.

Rozwiązanie równań infinitezymalnych przemieszczeń podano w rozdziale
6. Natomiast rozdział 7, końcowy, ilustruje podaną teorię przykładami licz- 
bowymi, przeliczonymi dla powłoki walcowej»



1. OPIS GEOMETRYCZNY

Geometryczny opis powłoki sprowadza się do opisu jej powierzchni środ
kowej. W przypadku powłok prostokreślnych ich powierzchnie środkowe pro- 
stokreślne są utworzone przez proste, zwane tworzącymi prostoliniowym .To 
znaczy, przez każdy punkt powierzchni prostokreślnej przechodzi prosta le
żąca całkowicie na niej.

Aby napisać rdwnanie parametryczne powierzchni prostokreślnej„napisze
my równanie krzywej p\u2), przecinającej tworzące prostoliniowe powierz
chni i w każdym punkcie tej krzywej weźmiemy wektor jednostkowy 1 (u ) w 
kierunku przechodzącej przez ten punkt tworzącej, rys. 1.Wówczas równanie 
wektorowe powierzchni prostokreślnej przyjmie postać

?  ■ p^u2) "*• u1l(u2), (1*1)
1 2u , u współrzędne krzywoliniowe na powierzchni,

u1 określa położenie punktu na tworzącej,
2 " u wskazuje tworzącą, na której leży punkt.
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Różniczkując równanie (1.1) względem parametrów u^, u2, otrzymamy wekto
ry atyczne do powierzchni proatokreślnej, rya. 1

■? 3 r fr-> = S7  = 19
(1 . 2 )

2 r r  - f i  + u rr*du du 3u

Wprowadzając oznaczenia wskaźnikowe dla pochodnych wektorów "p i 7, na
piszemy

-**■ -*> 1Tr2 = p2 + u 12.

Mając określone wektory r^, ?2 możemy wyznaczyć współczynniki pierwszej 
formy różniczkowej z wzorów

gij = V j >  

g11 = 1*
(1-3)

s 12 = g 21 = l p 2* 

g22 = I p2 + u1l2 I »

bo iloczyn skalarny wektorów 1 12, występujący w g^2 jest równy zeru,po
nieważ wektory te są prostopadłe do siebie, 12 pochodna wektora jednostko
wego 1.
Przy założeniu

r = r [u1,s(u2)], (1.1 )

ukowym
żemy związać z geometrią krzywej.
gdzie s jest parametrem łukowym na linii u2, wielkości (1.2) i (1.3) mo-

Zróżniczkujmy wyrażenie (1.1 ) względem zmiennej u2 

r“„ = 2£ _3s J  1 91 ) J s33 i ?  38 ' i?"
Oznaczając przez t wektor jednostkowy styczny do linii u2, napiszemy

T2 " * ¿ 1  " ([̂ 22

1A



Porównując oba wyrażenia otrzymamy

§f+ u1 § i
Ponieważ wektory ~p i 1 są związane z zadaną linią {T(u2),która może być 
opisana parametrem łukowym I, to funkcję wektorową t możemy przedetawió 
również jako funkcję złożoną

T - 7(3(8)),
a wówczas

albo
7 -  (7* + u1!*) |f,

^  2gdzie t* jest wektorem jednostkowym stycznym do krzywej p(u ). Ponieważ
jednak*

to
7 - (7 + uTp

Czyli wektorowi r2 można też nadać postać*

Temu przedstawieniu wektorów r^ przyporządkujemy następujący układ współ
czynników pierwszej formy różniczkowej*

g 11 "  1 ’

I » r» 1 ♦ ♦ '
g12 = g21 “ \g22 111 “

- f- 1- I2
g22 “ g22 I ** + u 12 I ’

Wyróżnik g pierwszej formy różniczkowej wyniesie:

g ' «22 b- ~

(1.3 )

(1.4'
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* l b 0  o
g - g22 - * (1*4 )

Oznaczmy przez a" wektor jednostkowy prostopadły do powierzchni. Wektor 
ten jest prostopadły do wektor*» 1 , t, a więc może być wyrażony iloczy
nem wektorowymi

*  = ! * £  (1 .5 )
|i x t |

Drugie pochodne wektora r będą równe

-?11 - 0,

r12 * *21 “ x2 

r22 ” p22 + u 22’ 

Albo różniczkując wyrażenie (1.2 ̂ ) będzie

*11 " °»

*12 “ *21

% ,  (1*6)

®2212*  ̂

T  + gp2X n,"22 “ 7 ^ 2 ” + g22

2
3t- jest krzywizną linii u fu v 2 
i  - wektor normalnej głównej krzywej u .
Współczynniki drugiej formy różniczkowej b ^  wyznaczymy z wzorów

bij “ rij m >

b< 1 - 0,°11

X21 t ♦  ♦  / X
b12 “ b21 “| f 7 t |  “ l2“ ’ (1*7)

b22

g223f n 1 t
i -« -* i “ gpp̂ fr̂ 31*
i 1 x t I

Symbole Christoffela drugiego rodzaju dla powierzchni prostokreólnych w 
parametryzacji naturalnej przyjmą postać:
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Pil - °> Pil - °’

Dla ortogonalnego okładu współrzędnych symbole Chriatoffela (1.8) znacznie 
się uproszczą:

Klasyfikao-ia powierzchni prostokreślnych

Powierzchnie prostokreślne ze względów konstrukcyjnych możemy podzlelió 
na dwie grupy. Do pierwszej zaliczymy powierzchnie rozwijalne, są on® 
szczególnym przypadkiem powierzchni prostokreślnych. Natomiast do grupy 
drugiej zaliczymy wszystkie pozostałe. Względy rachunkowe dyktują nam po
dział powierzchni na trzy grupy, a mianowicie: powierzchnie rozwijalne,po
wierzchnie typu śrubowego i wszystkie pozostałe. Należy jednak podkreślić, 
że zarówno powierzchnie rozwijalne, jak i powierzchnie typu śrubowego są 
szczególnymi przypadkami powierzchni prostokreślnych.
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Grupa I - powierzchnie rozwijalne

b11 =0, 

b12 =  b21 "  °*

K = 0,

H * 0,

gdzie K jest krzywizną gaussowską, a H krzywizną średnią* 

Grupa II - powierzchnie typu śrubowego

b11 “ °»

b12 “ b21 ” 12 m *
b22 - 0,

K 4 0,

H = 0.

Grupa III - powierzchnie pozostałe

b 11  “  ° *  

b12 “ b21 “ X2 “ » 

b22 “ «22* “ “»
K 4 0,

H 4 0.

(1.9)

(1 * 10 )

(1 *1 1 )
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2. ZWIĄZKI GBOMETKYCZNE

Powierzchni® możemy określić z dokładnością do położenia w przestrzeni, 
podając jej pierwszą i drugą formę różniczkową.Stąd wynika, że dla okreś
lenia dowolnej powierzchni zdeformowanej konieczna jest znajomość jej 
pierwszej i drugiej formy różniczkowej.

Niech powierzchnia środkowa powłoki r =
. ■i O

= r(u ,u ) po deformacji przejdzie w po
wierzchnię ?  = r' (u^,u^), rys. 2. W uję
ciu wektorowym powierzchnię odkształconą o- 
piszemy wzorem*

«= ~r + "u. (2.1)

Wektor u nazywamy wektorem przemieszcze
nia, jest on funkcją ^punktów powierzchni 
środkowej u = u(u ,u ).

2.1. Współczynniki pierwszej i drugiej formy różniczkowej 
powierzchni odkształconej

Współczynniki pierwszej formy różniczkowej powierzchni odkształconej 
sij, wyznaozyiny z wzoru

*tj “ ^i^j*

gdzie ' oznacza pochodną funkcji (u^,u^) względem zmiennej u'*'. Po
chodna obliczona z (2.1) wyniesie*

7/ = r^ + (2.2)

czyli
4 j  = 7 irj + T i5j + V i + V j *

IB . —0  “ h  f

Podstawiając r^r^ s g ^  oraz pomijając iloczyny UjU^ jako wielkości ma
łe wyższego rzędu otrzymamy*

u +d



Wprowadzając pojęcie tensora deformacji f , określonego wyrażeniem [l7~|

* u  ■ ł  <«u - ««>• <2-4)

« i i  - « i i  ł 2 * u -  <2- 3,>

napiszemy

Dla małych odkształceń

*ij = 2  + ' Æ *  (2‘4,)

Składowe tensora deformacji $ możemy związać z fizycznymi składowymi
Ostanu odkształcenia c . . •■** J

Niech

<2-5>
k \gkk

to wtedy

i i ) = ł ? ( « Slk £ jtł§ S3i£lk)' <2'4,,) 

Dla układu ortogonalnego będzie

* ij " \  ̂ giigj j (€ij +£ ji5, (2*4 )

Związki (2.5), (2.4") i (2.4"') w dalszej części pracy nie będą wykorzy
stane.
Jeśli przez m* oznaczymy wektor jednostkowy prostopadły do powierzchni 
środkowej powłoki po odkształceniu, a przez d wektor charakteryzujący 
wpływ zginania związany zależnością

m'= (2.6)

patrz rys. 2, przy czym | ~m + iTj =1, bo I nT'|= 1, to współczynniki dru
giej formy różniczkowej powierzchni odkształconej b!y wyznaczymy z wzo
ru

bij =* “ 7 ł “j*

po podstawieniu odpowiednich pochodnych obliczonych z wyrażeń (2.2)i (2.6) 

bij = bij - “j*4 - *i^j - (2-7)
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Wprowadzając pojęcie tensora mieszanej deformacji zgięciowejS ̂ , którego 
3kładowe są opisane współczynnikami drugich form różniczkowych wzorem

« « ■ I  “ ii - »«>• (2-s:i

możemy wyrażeniu (2*7) nadaó postać

bij " bij + 2g ij* (2*7,)
Dla małych odkształceń można przyjąć ^  d..-*-0, a wówczas:

*ij " " ł + ?i V *  (2*8)

Załóżmy:

(2-’>
to wówczas korzystając z (2.5), napiszemy

* iJ  '  i631 '  “  * i l k l ° 3k) '  <2' 8" ’

Wyrażenie (2.8") jest związkiem tensora g i;j z fizycznymi składowymi sta
nu odkształcenia E ¿j»

2.2. Związek składowych przemieszczenia z tensorem odkształcenia

Stosu jąo rachunek tensorowy opiszemy wektor przemieszczenia u w bazie 
kowariantnej r1, r?, m ,

T  = w^rT + w-̂ bw (2.10)

W wyrażeniu tym w^, w2, są kontrawariantnymi składowymi wektora prze
mieszczenia u.
Zróżniczkujmy (2.10) względem zmiennej u**«

"3 “ aS ** + Ŵ + “ + (2‘ 11)

a następnie utwórzmy iloczyny skalarna* "r̂ û  i m U y

- wk|jgik “ w3bij* (2*12)
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-► -8». lrm u . = w b 
J

gdzie pionowa kreska ” | ” oznacza pochodną kowari&ntną, a przecinek M,w - 
pochodną zwykłą» Podstawiając (2,12) do wyrażenia (2*4r) otrzymamy zwią
zek tensora odkształcenia z wektorem przemieszczenia

Uwagai po i, j w (2.14) nie sumować.
Wyrażenia (2.14) są związkami fizycznych składowych odkształcenia z wek
torem przemieszczenia.
Przejdźmy teraz do opisania związku tensora mieszanej deformacji zgięcio- 
wej z przemieszczeniami TT i d.
Opiszemy wektor d w bazie i?, aT:

(2.13)

Porównanie wyrażeń (2.5) z (2.11) dajei

(2.14)

7 = - S k (2.15)

a następnie zróżniczkujmy (2.15) względem zmiennej u^i

(2.16)

Odpowiednie iloczyny będą równe

(2.17)

Iloczyn û in. obliczymy z wyrażeń (2.11) i (2.12)

+ w3bikbj * (2.18)
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Podstawiając (2.17) i (2.18) do (2.8f) otrzymamy

e ij - \ (wkl i V  + 5 k ljgik) - \ (w3bikbk + * 3V -  (2-19)

Natomiast porównanie (2.9) z (2.16) daje związki fizycznych składowych od
kształcenia zgięciowego z wektorami przemieszczeń u, d .

po i nie sumować.

2.3 . Opis geometryczny warstwy równoległej do powierzchni 
środkowej powłoki

Warstwą równoległą będziemy nazywali powierzchnię, której wszystkie 
punkty znajdują się w odległości z od powierzchni środkowej powłoki.War
stwę tę opiszemy równaniem wektorowym,

R = r + z m. (2.21)

Współczynniki pierwszej formy różniczkowej warstwy równoległej oznaczymy 
przez , są one określone wzorem [17].

Gij “ Ri Rj*

Korzystając ze wzorów podawanych w podręcznikach dotyczących teorii powłok 
na przykład [9], napiszemy.

Sij ” gij " 2zbij + z2bikbj* (2,22)

Odpowiednie przekształcenia umożliwiają też zapiss

Gij = gi;j (1-Kz2) - 2bi;j (l-Hz)z, (2.22')

gdzie K = — jest krzywizną gaussowską, a H » ^ krzywizną śred
nią. Składowe kontrawariantne tensora Gi<i można określió wzorem.

G1  ̂= [ g i;i (1-Kz2) -2Kc1  ̂ (1-Hz)z]§. (2.23)
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Występująoy w (2.23) kontrawariantny tensor b*^ jest związany w nastę
pujący sposób z

r 1 1  b 2 2  r 1 2  r*21 b 1 2  r - 2 2  b 11B = “t-. o = b = - — , b =

gdzie b = j*st wyróżnikiem drugiej formy różniczkowej. Wyróżniko
wi G formy kwadratowej G. . można nadać postać [9],J* J

G = g(l - 2Hz + Kz2)2. (2.24)

Wers.ia uproszczona

Dla powłok dostatecznie cienkich pomijając w wyrażeniach(2.22), (2.23) 
(2.24) iloczyn 

szego napiszemy

p
i (2.24) iloczyny, w których występuje z jako wielkości małe rzędu wyż-

G. . =* s. . — 2zb. • • i j*
G13 - (g3̂  - 2Kzb1^) £, (2.25)

G - (1 - 2Hz)2g.

W dalszych rozważaniach potrzebny będzie iloczyn typu G ^ G ^ ,  który dla 
wersji uproszczonej wyniesie

Gl;iGkl = [giJgkl - 2Kz(gl;ibkl + gklbi;i)] (|})2. (2.26)

2.4« Tensor odkształcenia dowolnej warstwy równoległe! 
do powierzchni środkowej powłoki

Rozpatrując deformację warstwy równoległej, oprzemy się na pierwszej 
zasadzie Kirchhoffa, która mówi, że dla powłoki cienkiej można przyjąć^że 
włókna prostopadłe do powierzchni środkowej powłoki, pozostają prostopa
dłe do niej również po deformacji, nie zmieniając przy tym swojej długo
ści.

Miarą deformacji warstwy równoległej niech będzie wektor U, określony 
równaniem £13]

U = u + zd. (2.27)

Zróżniczkujmy równanie (2.27) względem zmiennej u1

= Ui + zd^ (2.28)
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a następnie obliczmy współczynniki Ĝ .. pierwszej formy różniczkowej war
stwy równoległej odkształconej.
Równanie wektorowe warstwy odkształconej ma postaó

R* =» lf + U,

czyli

G'. » Ri?4 = (R1+V  (R.+7.) = + R * . + R.U± + u/..

Pomijając iloczyn U1U. jako wielkość małą rzędu drugiego, napiszemy po 
podstawieniu (2.28)

Gij - ®i®j + *i"j + * A  + z(*i*j + “i  + " * A  + “A 5 + z2(icidj + “j A

Zastępując w wyrażeniu tym odpowiednie sumy iloczynów tensorami (2.4 ) i 
(2.8f), napiszemy

Glj = Gij + 2*ij “2 «ij + ?ji)z + (“idj + “jri>z2-

Wprowadzając pojęcie tensora deformacji zgięciowej A j *  którego składowe 
będą opisane wzorem:

ł‘ij - \ (m/j + m ^ )  (2.29)

otrzymamy

Gij - Gi j + 2A i  - 4§ijz + 2V 2- (2*30)

Tensor odkształcenia dowolnej równoległej warstwy, wyrażony różnicą

^*ij " S K j  ” Gij)ł

będzie więc opisany związkiem

* i i - * « - 2V * V 2- <2° 1>
Obecnie określimy iloczyn «j/tj w oparciu o rozkład d^ w bazie n, »r^,m, 
wykorzystując do tego celu wyrażenie (2.16)

ą r a ..-es*!, - i t a  . » ‘ i ^  - j v > ; .  (2.32)
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Następnie podstawiając (2.32) do wyrażenia (2.29) otrzymamy związek tenso
ra deformacji zgięciowej ze składowymi przemieszczenia

•  i  “ " t a *  ♦ * k l i V  -  * V ’i ) - (2 - 33)
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3. ZWIĄZKI FIZYCZNE

Związki fizyczne ustalają wzajemne powiązanie odkształceń z napręże
niami w oparciu o prawo Hooke'a. W literaturze tsohnioznej dotyczącej po
włok, związki te podawane są z reguły dla krzywiznowego układu współrzęd
nych krzywoliniowych. Niewątpliwe korzyści, jakie daje układ krzywiznowy, 
to ortogonalnośó układu współrzędnych nie tylko na powierzohni środkowej 
powłoki, ale również w dowolnej warstwie równoległej. Przeniesienie nato
miast właściwości układu krzywiznowego na dowolny układ ortogonalny, od
niesiony do powierzohni środkowej powłoki, nie zawsze daje poprawne wyni
ki. Układ krzywiznowy aczkolwiek korzystny dla związków fizycznyoh,nieko
niecznie musi hyó układem najwłaściwszym dla opisu innych wielkości i za
leżności występujących w powłoce. Dla powłok prostokreslnych układem właś
ciwym będzie układ współrzędnych oparty na rodzinie tworząoyoh prostoli
niowych, ponieważ daje on najprostszą parametryzację tej grupy powłok.

3.1. Kanreżenla i odkształcenia

Dla cienkich powłok związki między naprężeniami i odkształceniami o- 
trzymujeny z uogólnionego prawa Hooke/a. Związki te w dowolnym krzywoli
niowym układzie współrzędnych wyrażają się wzorem [17], [27]

ęiJ - [ + ?  ( G ^ 11 + ( W ” )] ̂  (3.1)

albo

gdzie £ jest kontrawariantnym tensorem naprężenia, a i* ^  jest kon- 
trawariantnym tensorem podniesionym w bazie G^.
Parametr \* jest związany z stałymi sprężystości, współczynnikami Lame go 
X, (A związkiem

A*= . g.Łj--. (3.2)X+
Związek (3.2) wynika z założenia upraszczającego przyjmowanego w liniowej 
teorii powłok[9], zakładającego, że naprężenia w kierunku prostopadłym
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do powierzchni środkowej powłoki są tak małe, że mogą byś pominięte (za
łożenie Kirchhoffa). Podstawiając do (3*1) wyrażenie (2.26) otrzymamy

T ̂  ={x*[gi3g™  - 2Kz (g1^  + g ^ b j ^ f g ^ g 311 +

+ gingjm - 2Kz (g^b3“ + g ^ b 1“ + ginb3“ + g3^ 1" ) ] } ^ 2* ^ .

albo po uporządkowaniu będzie

T 1 3  - { ( a T g 1 3 «?“  +Ł«- ( g ^ g 3 *  +  g i n g 3 m ) ]  -  2 K z  [ * *  ( g ^ b “ “  +

+ g ^ b 13) +li(gimb3n + g3nbim + ginb3m + g 3“blll)]}(g)2 Ti*mn.

Mnożąc wyrażenie zawarte w nawiasie klamrowymj • • • | przez wzięte
(2.31) oraz odrzucając iloczyny zawierające z2 i wyższe potęgi z, j 
ko wielkości małe rzędu drugiego napiszemy

r 13 - { [ j i V 3< r  ^  (ging3m + A 3“ ) ] ^  - 2zfx* g13^  +

+il (g^g3“ + g ^ g 3“ )'? m  + Ktt*(gi3*mn + g ^ b 13) + (3.3)

+ Łi(g^b3n + g3̂  + g1̂ 3" + g p s p t f  J } ^ ) 2.

Wprowadzając pojęcia tensorów, naprężenia błonowego T i3 i naprężenia zgię- 
ciowego t i3, określonych wyrażeniami«

ęij .ian + 2fi^13, (3.4)

X 13 . ^ g ^ S ^  + 2 ^ i3 + K^Cg1^ “  + g”̂ 13) ^  +

+ 2(t(b3nf J + b111̂ 3)],

będziemy mogli związkowi (3*3) nadać postać

t ij _ (fij _ 2zXri) (§)2. (3.5)
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3.2. Siły wewnętrzne

Wyznaczenie sił przekrojowych (napięć i momentów) przeprowadzimy w o- 
parciu o wzory podawane w literaturze [9]«

^  = g (Źk ~ zbk)r ikdz’
-h

m1J = f \ S  " Zbk)T ikzdz‘

(3.6)

- oznaczają kontrawariantne tensory napięć,
- oznaczają kontrawariantne tensory momentów.

Podstawienie (3*5) do pierwszego wyrażenia (3*6) daje

Ni;J = J* ( f ) 3 /2 [ t  13 - z(2Txi + bj^ik) + 2z2bĵ .lk]dz.
-h

Dla wersji uproszczonej przyjmując za G wielkość (2.25) oraz pomijającO ^
w nawiasie klamrowym iloczyn zawierający z jako wielkość małą w porów
naniu z pierwszym wyrazem tego nawiasu, otrzymamy:

U1-5 = f-----— ■r['t iJ - z(2t1"' + bP^lk)”j dz. (3.6')
fh (l-2Hz)3L k J

Wprowadzając dla sumy w nawiasie wewnętrznym oznaczenie

pij = 2t1j + b ^ ik,

napiszemy

h& - f —i i— 7[t i;i - zPŁ0  dz,
2Hz)

oraz (3*6')

SI13 = f — --— -r[tij - ZP1  ̂3 dz.
fh (l-2Hz)3

W wyrażeniach (3*6 ) występują całki typu

z11
(l-eHz)3Jn = J  2 * dz‘

•h
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Obliczmy Je kolejno

t f dB n = 2tl-0 " (l-2Hz)3 [l - (2hH) J

j } ‘¡Z&---- (3 .7 )
1 (l-2Hz) [l - (2hH) J-h

h
J2 i  ‘  l i ?  K - 2" ”  ł  * *  ‘  « s f a d 1

Pomijając wielkości małe rzędu drugiego i wyższe w rozwinięciu szeregowym 
funkcji la otrzymamy

t  ~  2  h 3J2 ' 5 h '

Wprowadzając podobne uproszczenia również do całek JQ i Jltprzy założeniu 
2hH <£ 1 napiszemy

J0 ~  2&»
J., Si łh3!!, (3.7 )

J2 ^ n •

Soałkowane wyrażenia (3*6*) będą równej

„ j?13 _ j i^,
0 1 (3-6 )

Mi3 = - JgF1'5.

Z równań (3.6") wyrugujemy funkcję F13, to wówczas dojdziemy do związku

- [•. - ł jJ »iJ- °-8>
Podstawiając następnie do (3*8) wartości całek (3*7) napiszenys

« 2h[l-3(2hH)2]ti;i + 6HMi;j
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albo pomijając w nawiasie wielkość małą rzędu drugiego przyjmiemy*

N13 = 2ht13 + 6HMl3 • (3*8f)

Ponieważ 2h jest grubością powłoki, to iloczyn 2hT będzie kontrawa 
riantnym tensorem siły błonowej.
Oznaczmy tensor ten przez F"3, a wówczas

513 = 2hT13 (3.9)

podstawiony do (3*8F) daje*

F■ij „ jjid + óhm13. (3*10)

Oznaczając następnie wpływ zgięcia tensorem

= 6HMi3, (3*11)

możemy równości (3*10) nadać postać*

jjij _ ip-Ó + n13. (3-12)

Tak więc siły przekrojowe (napięcia) są sumatft złożonymi z wpływów prac* 
błonowej Ń13 1 zgięoiowej N1J. Dla ośrodków ciągłych, podlegających pra
wu Hookera, możemy stosować zasadę superpozyoji, czyj.i .eoretyoznie 
nieją takie funkcje obciążeń, które będą realizowały poszczególne .stany 
niezależnie. To znaczy, dobierając stosowane obciążenie, które będziemy 
nazywali obciążeniem wymuszającym, wywołamy pracę powłoki tylko w jednym 
określonym stanie, błonowym względnie zgięciowym. Należy podkreślić, ze 
funkcja obciążeń wymuszająca nam określony stan, błonowy względnie zgię- 
ciowy, jest ściśle związana z pewnym zadanym stanem przemieszczeń. Reali
zując bowiem Mi3 = 0, lub N1“ = 0 wprowadzamy do naszego ośrodka cią
głego, jakim jest powłoka, pewne dodatkowe więzy, usztywniające rozpatry
wany model. Wpływ nałożonych wiązów usztywniających na rozpatrywany model 
jest całkowicie skompensowany przez odpowiednio dobraną funkcję ob
ciążeń wmuszających i nie przekazuje się na pracę stanu "
przypadku rozbicia obciążenia wyjściowego na dwa stany sk-adowe. e 
tualne konsekwencje usztywnienia mogą wystąpić przy realizacji stanu bło
nowego w postaci dodatkowych wpływów brzegowych, nie wynikających z warun
ków podparcia a zapewniających taką pracę. W takim przypadku, dodatkowe
wpływy brzegowe należy traktować jako obciążenia brzegowe,które następnie,
muszą byó zdjęte stanem zgięciowym przy rozpatrywaniu warunków brzegowych.

Wprowadzony w oparciu o prawo Hooke'a podział pracy powłoki na dwa nie
zależne stany, umożliwia rozwiązanie ogólnych różniczkowych równań dla po
szczególnych stanów, a tym sa* m  daje ogólne rozwiązanie problemu.



4. RÓWNANIA RÓWNOWAGI

Ogólny układ równań równowagi dla powłok w zapisie tensorowym napisze
my w oparciu o pracę [l7]s

N1^  = Qibj + Pd = 0,

wi3bij + qJ|j + p3 " °* (4-D

- QJ = 0.

Wielkości oznaczają kontrawariantne tensory sił poprzecznych, a P**,
P3 kontrawariantne tensory obciążenia. Jeśli obciążenie zewnętrzne ozna
czymy wektorem P, to

T  = P1^  + P3». (4.2)

Dla obliczeń numeiycznyoh, przejście ze współrzędnych tensorowych na współ
rzędne fizyczne, to znaczy odniesione do bazy jednostkowej, powierzchni 
środkowej powłoki, wykonany następującymi wzorami:

? 1 '  n I ? 5 ,

(4.3)

P3.

Uwaga: po i, j nie sumowaó.
Symbol "i" oznacza współrzędną fizyczną.
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5. ROZWIĄZANIE OGÓLNEGO UKŁADU RÓWNAŃ

Rozwiązanie ogólnego układu równań teorii powłok w przypadku powłok 
prostokreślnych, dla których H + 0 przeprowadzimy w oparciu o wymuszone 
stanyt błonowy i zgięciowy.

Pojęcie stanu wymuszonego wiąże się z wprowadzeniem funkcji obciążeń, 
wymuszającej powstanie określonego stanu przemieszczeń. Założenie takie 
jest słuszne dla liniowej teorii powłok przy zachowaniu ważności prawa 
Hooke a w odniesieniu do rozpatrywanego ośrodka materialnego powłoki. Sto
sując zasadę superpozycji dla ciał sprężystych możemy dane obciążenie ze
wnętrzne P rozbić na dwa obciążenia składowe P i F  dające nam rozwią
zania częściowe. Podziałów obciążenia T  na składowe Fi Fistnieje nie
skończenie wiele, nas jednak interesuje taki podział, który by powodował 
powstanie określonych stanów, nazwanych błonowym i zgięciowym.a opisanych 
wyrażeniem (3.12). W praktycznym_£ostępowaniu wystarczy określić jedną z 
funkcji obciążeń wymuszających P lub P, ponieważ druga funkcja będzie u- 
zupełnieniem zadanych obciążeń wyjściowych.

Odpowiednie^funkcje obciążeń wymuszających oznaczymy w zapisie tenso
rowym przez P dla stanu błonowego i dla stanu zgięciowego, przy
czym. musi zachodzić równość

F  = p1 + F, (5.D

gdzie P1 kontrawariantne tensory obciążenia danego.

5*1• Stan błonowy

Dla stanu błonowego*

N13 = Ńi3, (5.2 )

Mi<J = 0.
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Warunek = O, charakteryzujący stan błonowy, uwzględniony w równa
niach równowagi (4*1) daje

QX = O. (5.3)

Układ równań równowagi (4«1), dla stanu błonowego, po uwzględnieniu wyra
żeń (5.2) przyjmie postać

if1^  + P-3 = 0,

NiJbij + P3 = 0, (5.4)

= H^x.

Symetria tensora kontrawariantnego napięć E1') opisanego wyrażeniem(3.9), 
wynika z symetrii tensora naprężeń T 1'). Układ równań (5.4 ) jest- układem
trzech równań różniczkowych o trzech niewiadomych U22 i N3 = IT2"' .
Rozpisany układ równań (5.4) dla powłok prostokreślnycb,dla których wiel
kości geometryczne wyrażone -są wzorami (1.7), (1.8) wyniesie

+ f2l  W22 + P1 = 0,

3h 12 . 3łJ22 ^ 1 3S22 Tf12 , 1
(5.5)

9u 3u s 3u + - M  y 2 2  +  n i ( f 1 2  +  i 2 1 )  +9u

+ j~22 li22 + p2 = °,

b12 (t12 + H21) + b22H22 + ?3 = 0. (5.5 )

Równoważność

5 ?  " ifT’ 1)0 sia “ e12C«2).

jest tylko funkcją zmiennej u2, jak to wynika z (1.3) i (1.3 '),zezwala na 
dokonanie przekształcenia układu równań (5»5) i zapisaniu ich w prostszej 
postaci, dogodnej do przeprowadzenia całkowania

9 u
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3^ | .. + * g .g... + 2 rj| + q 2 ^  u22 + ^ p 2 = o,
9u 9U (5.5')

2b12!f12 + b22H22 + P3 = 0.

Rozwiązanie układu równań (5*5) przeprowadzimy oddzielnie dla poszczegól
nych grup ujętych w klasyfikacji paragrafu pierwszego. Powłoki zaliczane 
do grupy II - typu śrubowego zostały rozwiązane przez autora w pracy Cl], 
na tym miejscu nie będą one rozpatrywane. Rozwiązaniem będą objęte powło
ki zaliczane do grup I i III.

5.1.1. Powłoki grupy I - rozwijalne

Do powłok grupy I zaliczamy powłoki, których powierzchnie środkowe są
rozwijalne. Ich charakterystyki geometryczne podano w (1.9).
Przyjmując w trzecim równaniu układu (5*5') b^2 = 0, uzyskamy następujące 
rozwiązaniei

_22 _ _ (5-6)
“22

Drugie równanie układu (5-5f) po dalszym przekształceniu przyjmie postaci

■ I M * * 2! _ _ L  + m  ^ s 22) + p2].
^  U a  U

Podstawienie do powyższego równania (5»6) daje

- * ^ - « [ ^ ♦ 1 2  sg*3] - ^ ’2-
Wprowadźmy oznaczenie

3-j2 p3
N = —  22w— 1 + P3» (5-7)

3 u2 122 22
-12oraz przeprowadźmy całkowanie celem obliczenia N

#<g Ń12 = /  (gN - {g g P2) du1 + C1 (u2),

czyli
Ń12 = — i- f  (gN - J ^ g  P2) du1 + - i -  C.lu2). (5.6)

\l?g ]  >nrs
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”22 —12 — 11Mając H i N możemy z równania pierwszego (5»5/) wyznaczyć S . Ozna
czając przez M wyrażenie

M = ^  + 2 ^  I 12 + p2g ^ f 22, (5.9)
d U

gdzie za s22 i H^2 podstawiamy (5*6) i (5*8), napiszemy

. ŁfS | 11 = - m  - ^  p1.
3u

Całka tego równania będzie równa:

>pr Ń11 = - j Mdu1 - J ^ ^ d u 1 + Cg (u2),

a stąd

Ń11   —  /*Mdu1  i- /jg1 P1 du1 + —  Cpiu2). (5.10)
W  >isV Nli1

5*1.2. Powłoki grupy III

W grupie III znajdują się wszystkie pozostałe powłoki prostokreślne 
nie należące do grup I i II. Jak wiadomo, z geometrii różniczkowej dla po
wierzchni, które posiadają ujemną krzywiznę gaussowską, a taką właśnie ma
ją powierzchnie prostokreślne, zawsze można wprowadzić układ współrzęd
nych o kierunkach asymptotycznych. Układ taki daje dodatkowe uproszczenia 
ponieważ współczynniki drugiej formy różniczkowej i bgg są wtedy rów
ne zeru.

W grupie tej w pierwszej kolejności rozwiążemy powłoki sparametryzowa-
ne w układzie współrzędnych o kierunkach asymptotycznych. Zakładając w• —ą o
trzecim równaniu (5*5 ) bgg = 0 znajdziemy H

ił12 = - 25^- p3. (5.H)
12

Całkując teraz kolejno równania drugie i pierwsze (5* 5r) znajdziemy N22 i
511.
Z drugiego będzie

+ Ul {g ii22 = N, (5.12)
d u

gdzie
3 tJ1L£ p3

N = h  T H  ^  f2' (5*13>6 d u
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Oznaczając przez P funkcję

f - /  r22du2.
a następnie oałkując wyrażenie (5.12) otrzymamy:

(5.14)

Ń22 - lTeFdu2 + C1 (u1 J  (5.15)

Z równania pierwszego (5-5 r) wyznaczymy S11. Całka tego równania wyniesie

Ń11  -- 7 - | Mdu1 ---A- jdg1 ?1du1 + -A- Cp (u2)• (5.16)

Punkoja M występująca w tym wzorze jest określona wyrażeniem 5.9) z tym, 
że za 5 2 i ir2 należy podstawić wielkości (5*1 1) i (5.15).

Teraz z kolei rozwiążemy układ równań (5*5') w przypadku ogólnym, to 
znaczy przy załoieniu b12 + 0 i b22 f 0. Z równania trzeciego (5.5')—12 obliczymy N

«12 b_
(5-tT)

następnie podstawimy (5.17) do przekształconego drugiego równania (5.5;)

2 Su1

i j,
f2-

Po uporządkowaniu i pomnożeniu obu stron tego równania przez 2b^2 będzie

,22 -Ł g ^ 2 + 2b12 + 2b12 [ g  - I J £  -

r jjiŁsp3 i 

~ g ^  ■ **« [h ~^r~ - {z~Ą
(5.18)
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Oznaczając przez II wyrażenie w nawiasie prawej strony równości (5.18), 
podobnie jak (5-13) oraz przez F wielkość

. b22

(5 .1 9)
F - ¡22 g T J  28 3u* Ł 3u 

napiszemy

_b 9 1E S.F—  + 2b1p ^  fi/--2 + 2b12P ii22 = 2gb12W,
22 JU1 i* 3U

(5.18r)albo

_ ^22_ fi/2- + ■ fi, + P y|g> g Ń22 = gH.
^ 2  3 u 3u

Równanie (5.18') jest ogólnym równaniem różniczkowym stanu błonowego po
włok prostokresinych, dla których H * 0. Występujące w nim^wielkości b^, 
g, P, H są w ogólnym przypadku funkcjami dwóch zmiennych u i u . Jeśli 
natomiast funkcje te będą zależały tylko od jedne» zmiennej u ,to rozwią
zanie można przewidzieć w postaci sumy, całki ogólnej równania jednorod- 
nego

^ g  I 22 = X . Y, (5.20)

gdzie
X = X(u ) jest funkcją zmiennej u , 

o 2Y = Y(u ) jest funkcją zmiennej u
oraz całki szczególnej równania niejednorodnego.

Całka ogólna
Podstawienie (5.20) do części jednorodnej równania (5.18) daje

_ -ł£ Y + X + F X Y = 0. (5.21 )
^ 1 2  3u 3u

Rozdzielenie zmiennych przynosi następujący układ równań różniczkowych zwy
czajnych

-  + (p -  x )  x = o,
12 du1

+7tY = 0.
du
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Rozwiązaniem tego układu są funkcje:

X = C exsp 2 J' (F - X ) d / ,

Y = C exsp (-Xu2).

Całkę ogólną układu (5.21) można więc zapisaó jako sumę:

(5 . 22 )

XY = C ^~| exsp \ 2 f ^31 (p -X ) du1 - X nu2l. (5*23)
ź i  L  J  2 2  J

Całka szczególna

Całka szczególna równania (5«18 ) przy założeniu rozwiązania

Z = z(u1)

wyniesie

z = -Cexsp 2 J Fdu1 . j  gNexsp (-2 ij Fdu1) du1. (5.24)

Suma całek (5.23) i (5.24) daje rozwiązanie ogólne równania (5.18 )

®22 = _ C _  exsp 2 f ^12 Fdu1 T exsp - X  (2 f du1 + u2) -
JFS J 22 L *1 22

- / S WexsP {~ • /  ^22 ldU  ̂dU -i*

15.25)

“•I ? "“22 . /Mając znalezione składowe tensorów IJ i N , możemy z pierwszego równa-
f  'j ^

nia (5-5 ) wyznaczyć U .
Wprowadzając funkcję pomocniczą M określoną wyrażeniem (5*9) z tym, ze 
«?* 2 . Tt2 2  — n n a n ie z e m vN i IJ22 należy wziąć z (5*17), (5*25) napiszemy

J L  /*Mdu1 - -X- /Vg P1du1 + ™  C2 (u2). (5.2Ó)N11 =

W przypadku ogólnym, to znaczy dla funkcji , g, F, U zależnych od dwóch 
zmiennych u1, u2, należy dla szczegółowych danych zadania znaleźć cał
kę (5.25) z równania różniczkowego (5*18). Wyrażenia (5.17) i (5«2t>) dla 
pozostałych wielkości Ń12, N22 nie zmienią swego kształtu z tym,że w miej
sce N22 podstawimy znalezioną całkę równania (5*18 ).
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5.2. Stan zgieciowy

Opis stanu zgięoiowego;

P1 = P3,

= h 1 ,̂

= H3̂ , (5*27)

O1 = q\  

N3** = 6 HH1^.

Układ równań równowagi (4*1) dla stanu zgięoiowego, uwzględniający wa
runki (5.27), przyjmie postać:

6 ) | ̂  - Q3b^ + P*5 = O,

M1^  - Q3 = 0,

6 HMl3b. . + j . + P3 = 0,* tj
= M^3.

Symetria tensora M1J wynika z wyrażeń (3.4), (3.5) i (.3-6') przy założe
niu N1  ̂= O, pociągającym % =0, gdzie X 1‘) charakteryzuje stan bło
nowy. Układ równań (5.28) jest więc układem pięciu równań zawierającym
pięć niewiadomych. Pomijając wyrażenie ćHM^b^j w równaniu piątym (5*28)
jako wielkość małą drugiego rzędu w porównaniu z pozostałymi członami, o-
trzymamy następujący uproszczony układ równań stanu zgięoiowegos

6 (HM1'*) | ̂  - Qib^ + P  = 0,

(5.28)

M1J j ± = 0 ,

L  + P3 = 0,
(5-28')

M3** = M^3.

Rugując z układu (5.28) wielkości O3, napiszemy

6(HMlj)|. - b^ Mki|k + pj = 0,

ÓHII1^  + + P3 = 0, (5.29)

M3  ̂ » m,̂ 3.
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Wersja uproszczona

6(HM1 )̂| ± - Mkljk + pj = O,

mXJ | ij + F3 = O, (5.29')
i

ijio „ ¡jdi.

Układy równań (5*29) i (5»29^) są układami trzech równań o trzech niewia
domych M3 .̂ Rozwiązanie atanu zgięoiowego przeprowadzimy w oparciu o u- 
kłady równań (5*28). (5»28/).
Rozwińmy pierwsze równanie tego układu, wykorzystując równocześnie zależ
ność

(HM1  ̂) j ± = Hji M13 + HM3  ̂| ̂  - h|± Młi + HQJ.
Przekształcone równanie przyjmie postać

M33 + (6Hój[ - b?) Q3 + ^  - 0. (5.30)
11 22Teraz z kolei z układu równań (5*30) wyznaczmy wielkości U i M

“11 ■ - “12 - sh]7 (6H8i - bi> 1  - *1*

m12 -  -  S j f  “ 22 -  0* 77  ^ hl  -  -  r a f r  *2 .

przy założeniu H 1 + 0.
Drugi związek (5*28) dający układ dwóch równań możemy rozwinąć podobnie 
jak to uczyniono w (5*5). Układ ten dla powłok prostokreślnych, dla któ
rych wielkości geometryczne opisane są wzorami (1.7), (1.8) przedstawia 
się następująco;

. 2 R ; r A  W 2 -

f f i * 1’2 * 4 ~  *2 rjz ^f < '2 * I22 ' W “22 - <s'«2 ■3u óu

Wprowadźmy oznaczenia:

(5.32)



to wówczas (5-31> będą równe:

M11 = -f M12 - F1 - P1,
11 11 (5.31')

»12 f «22 1_ p2 _ 1_ £2

Podstawmy M1  ̂ do pierwszego równania układu (5»32), obliczmy pochodną 
i podzielmy przekształcone równanie przez f, to po wykonaniu tych opera
cji otrzymamy

o  U

3Æ P, 22 , ^ F 1 .
* li2 >®"22 - - £ r -  - W  '  3tP J= °-

Dodając do powyższego równania drugie równanie układu (5*32), napiszemy

1 [ - . . . ]  + +  2 wl >fTM12 + r22 ^ “22 - ^ Q 2 = o .
1 L 9u

W równaniu tym zastąpmy m "*2 wyrażeniem (5*31 ) i wykonajmy odpowiednie 
przegrupowanie, to wówczas będzie

[  liS  -  $  * 1 l i i  -  <2 RS -  ¿ T  * 2 '  l i 2 ) * ]  ®  * *  ■

• —  ib 5T- 1 <2 1̂2 - 1 21 « ii
3 ^ 1 1  P  i - J Ł  P2

+ 4?  Q1 + t ̂ Q 2 + ^   + (2 r?2 -  ¿ f  +

+ 2f r2|) ^ p2-
Wprowadzając funkcje pomocnicze A,B,G napiszemy

F23 J L  p1 3 - Ü 1  
A. ^ U 22 - + - ^ 4 —  ^ B ^ P 2 + W ^ ^ 2 + G*

(5*34)
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gdzieś

A = ¡22 ~ + f  H>2 ~ (2 Pl2 ” ¿ T  + 2f R 2 ) f »

r3̂ f p1 â fLp2
m22 =. -i- — ~ 4 —  + — t~~~ + B r l r  p2 + ^  q1 + f ̂ q2 + G AJg1 L 3 u 3 u 6 Hh  1 1

(5-36)

Wzory (5.31), (5*36) określają funkcje momentów Mi ,̂ przy czym zależą one
od funkcji sił poprzecznych <3̂ . W procesie wyznaczania funkcji M*** jedno

22równanie układu (5.32) nie zostało wykorzystane. Dla wyznaczenia M po
służono się sumą tych równań, czyli związkiem wiążącym (J*, po wstawieniu 
uprzednio obliczonych , może byó jedno z równań układu (5*32) ponow
nie wykorzystane. Wybrano równanie drugie jako prostsze. Rówjnanie to przy 
spełnieniu warunku

b0 gi2 = s i2(“2).

może byó przedstawione w postaci

+ « ~ ? y2'2, + s Vłz ̂ “22 - s 'fs' = °-du du
"12Podstawiając następnie w miejsce M drugie wyrażenie (5■ 31f) napiszemy

a U d U  du
(5-37)

2- gj g V  n ,  = o,

22gdzie M jest określone przez (5*36).
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Równanie (5«37) wraz z piątym równaniem (5-28) stanowią układ dwóch rów- 
1 2nań o niewiadomych Q , Q .

5*2.1. Powłoki grupy I - rozwińalne

Funkcje pomocnicze F1 określone wyrażeniem (5*33) dla powłok rozwi- 
jalnych będą równe

F1 = 6HQ1 + 2g12HQ2,

F2 = 4HQ2.

Jeśli układ współrzędnych będzie ponadto ortogonalny, to:

F1 = 6HQ1,

F2 » 4HQ2.

Podstawienie (5*38) do (5*36) daje;

,22 1 r ’S m  ^  1 » 4  ^ ,2 , 2 ^  q2- i i i — 5̂ — — j t

(5.38)

(5-38')

+  ( f  +  § B  y f g 1 < i 2  +  i l e 1 Q 1  +  < * ] •

(5.39)

p
W wyrażeniu tym g^2 = g-jg (u ) zgodnie z (1.3).
Większość powierzchni prostokreślnych rozwijalnyoh takich jak walce stoż
ki, może być sparametryzowana w układach współrzędnych krzywoliniowych 
ortogonalnych, przy czym parametry opisujące te powierzchnie będą zależa
ły tylko od jednej zmiennej u^. Dla tych powierzchni będzie

t - 0,

B = 2 - 0,
(5-40)

fi2“ “ 5 ^ f *

fil ” °*
Wyrażenie (5*39) przy założeniu warunków (5*40) przyjmie postać:

„22 . p 3 L £ l , 2 8 1 „ J  ,
A Jg-l 3u J  Hh  'du y J
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f 1 pRozwinięte piąte równanie (5*28) wiążące wielkości Q , Q wyniesie

JJs^al + + = o. (5.4 1)
du du

Rugując związkiem (5~.41) funkcję Q2 w wyrażeniu (5-39) otrzymamy

H n1| 9 yr 1.— ■ yjg1 Q ^

L— 7 7 “ - ’ "fi * “ - § 4 ^ 4

albo (5*42)

„2 2M

Dla powierzchni rozwijalnych spełniających warunki (5*40) równanie (5-37) 
przyjmie postać

. ł e »22 a®fr'n?'2 , 3rafr'Pf2
g -  z r~ i s^lś1 Q -------------t-----------  o.du du du

Podstawienie do powyższego równania F2 z (5.38) daje

hSŁ
- ¡ J - - ? -----5 7 -------S® Q ------ 3 7 -------°- (5-,3)

Zróżniczkujmy (5*43) względem zmiennej u^, a następnie zamieńmy w nim
wielkość Q2 na wielkość Q1 za pomocą związku (5.41)

P 00 a h .. a.yg g1 3 Hg _  pgL ^ t 2J L ^  + 6i W +2_ V L  +
O u 2 ) 2 3 571 « Su1 ? śu1

„ 3
+ g ^  ----- ~ =1----  = 0.

du

Rugując w równaniu tym funkcję wyrażeniem (5*42) uzyskamy równanie 
różniczkowe trzeciego rzędu zawierające jedynie funkcję .

‘L Í1 3u ( 3 u r  3u (3U ) (3u )

+ |  J L  s J l ^ l  + (g+dĄ l ) i Ł a l  + ą  i i ü f  
7 H ll (3u ) l u 1 3

+

3u
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A3 3 s4i « ,p+ g^ P3  Q__ o.

Po uporządkowaniu i pomnożeniu równania przez 3 ~ będzie

H 2 ^ 4 + 3  ( l + ^ ) ł i ^ + 2 A ^ ł l i f ^
^ a u N d u ^ r  ^  (3u ) O u 1)2

H 1 ł (2 b t - ^ P 3 - 3G)
♦ *  a  ♦ 1 2 Ł j p ,  . —  N  --------- *

B 3u 3u (3u )

rr 3^nf7 3i ^ g^ p  „3l+ Ą  3ĝ pJ‘
Wprowadzając następnie oznaczenia

H*1?
 ̂ H 

a ^
a>1 = 1 7 ” ’

(ag),! = |aę.
(5.44)

32 (2 J . ^ P 3 -3G) 3 ^ ^ P 3 1

 ---------------------------------------------------------------------------------------------U — S ? — 2 ~ J i ? — 3 8  « ’ ’ M -(9u )

napiszem y

+ 3 d + aM ) a l j l Ł ^ + 2la £ j l f ^ l
a J  (3u2 ) 2 1 (3u ) O u 1 ) 2

(5*45)3i (1 * if łu , t o l .
6 du

Rozwiązaniem równania (5*45) będzie suma całek; szczególnej!^ równania
ównania jednorodnego

Q1 = Qg + Qg. (5.46)

niejednorodnego i ogólnej równania jednorodnego

46



Całkę szczególną wyznaczymy przy założeniu, że funkcja R jest funk
cją jednej zmiennej u .
Jeśli ponadto przyjmiemy

Qs “ Qs (u1) 

to równanie (5*45) przyjmie postać 

.232aA —
(3

, (ag)Mv  Qs + 3A (1 + ---m-1) ■ ■ ■ y ■ = R.
'u1)2 s Su1

Podzielenie obu stron tego równania przez aA daje

_ 3 2 'SI«1 3,. » W « !  R „ 3
2 (- W  * (

Niech

to wówczas

= x * (5*+8)3u

3u

Całka tego równania będzie równa

gdzie

X = e“P eF du1 + cj, (5.48)

P - jdu1 = \ [lnH + ln(ag) J = \ ln |2-, (5*50)

bo H
irh ‘

Całkując z kolei równanie (5.48) przy wykorzystaniu całki (5«49) znajdzie
my rozwiązanie równania (5.47)

Qs = ^ [ / ^ ( / ^  0Pdu1 + °1 )du1 + °2‘ (5*51)
Niech część jednorodna równania (5.45) ma rozwiązanie postaci

n|TQo = X (u1) *Y (u2), (5.52)
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to stosując metodę rozdzielania zmiennych, zagadnienie całkowania sprowa
dzimy do rozwiązania układu dwu równań różniczkowych zwyczajnych drugiego 
rzędu. Po rozdzieleniu zmiennych, dojdziemy do następującego układu rónnań;

2aA -  -ip-g + [”3A (1 + ’1) - Aal  ̂  - 3 X (1 + a>1) Z = 0,
(du1 r  L S J dui

(5.53)
d^Y . , ,1 •K 'A + 1 = 0 .

(du )

Rozwiązanie pierwszego równania (5*53) może byó przedstawione w postaci 
szeregu potęgowego

x = £ Ak(u1)k* (5*54)
k=*o

Natomiast rozwiązaniem drugiego równania (5*53) będzie funkcja

Y = Bn sin (0^ u2

względnie (5*55)
Y - Bn cos (06n u2 + A n ),

gdzie
A= (c*n)2.

Rozwiązanie ogólne równania jednorodnego (5*52) może byó więc zapisane w 
postaci

n=1 k=o J
ogdzie Bn,oi^, =o:n uQ stałe, charakteryzujące warunki brzegowe.

Suma wyrażeń (5*51) i (5*56) daje nam rozwiązanie równania (5*45).
1 2 Mając obliczone Q , możemy z równania (5*41) wyznaczyó Q . W tym celu

zróżniczkujemy wyrażenia (5*51) i (5*56) pomnożone przez ^względem zmien
nej u^, a następnie utworzymy ich całki po u2. Funkcja Q2 będzie więc 
równa

q2 = “ g eF<łu1 + °1 ] u2 + ^ u 2 &  +

+ £  Ak k(u1)k-1l [<*n (u2 - uf)] + C3 (u1)l. (5.57)
n-1 n L k-1 J
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Pozostałe wielkości, to znaczy i wyznaczymy z wzorów (5*27)■>
(5.31) i (5.39').

5.2.2. Powłoki grupy III

Wprowadzając wielkości pomocnicze
1 v,1

oraz ich pochodne

6H-bJ „ b9
• ■ s ir

b1 i 6H-b2
m r a p  0 = s i r j p

-  -i 3^ = X
t ?  * ’*• i ?  ’i'

(5-58)

(5.58f)

nadamy wyrażeniom (5*33) i (5*36) następujące postacie

F1 = 6H|., [oCQ1 -)łQ2],

F2 = 6H|., [&Q2 -tfQ1], (5.59)

M22 j j ł £  .  j  , ? W  + a  3 j z _ s !  +

A^g1 L 3 u  3 u 3 u 3u

+ (a,1 - TT»2 - i B  + 1) yfi1 Q1 + (ö,2 -/S,., + 8 b  + f) {g Q2 + G]
(5. 60)

Wydzielimy z grupy III część powłok takich, które mogą być opisane w ten 
sposób, że ich pierwsze i drugie formy różniczkowe będą określone współ
czynnikami g^j» î-j zależnymi jedynie od jednej zmiennej û

«ij “ «id (ul>’ (5.61)
bij “ bij (u1)‘

Powłoki spełniające warunki (5*61) dają znaczne uproszczenia rachunkowe, 
ponieważ
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f = o,
A =  (5-62)

B -  2 (12*

p
Wyrażenie (5.60) po wyrugowaniu pochodnej Q związkiem (5.49) dla tyoh po
włok przyjmie kształt

u22 = - Ł - f c a - ó )  -ŁHŚLi ł . .  - f i  _  i  +  ( * , . .  -  i  b + 1 )  ilg1 Q1 +
Avl?L 3U1 ¿u 1 3 u2 1-| (5.63)

+ ( 6 b  - y ł M )  ^ O 2  +  G - b  ^ P J .

Równanie różniczkowe (5*37) przy spełnionym warunku f = 0 będzie równe

8 ^  + s *“  ^ --------------- ^  3 T -  ■ °-
(5-64)

Równanie (5.64) i (5*41) przy uwzględnieniu wyrażeń (5.63) i (5•58) sta
nowią układ dwóch równań o niewiadomych , Q2. Różniczkując równanie (5*64) 
względem zmiennej u2, a następnie rugując z niego wielkośó Q2 za pomocą 
związku (5«41), po odpowiednich przegrupowaniach i uporządkowaniu całego 
wyrażenia, otrzymamy ostatecznie równanie różniczkowe zawierające tylko jed
ną niewiadomą funkcję Q1

3 u1 3 u2 (3u2)2
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Postać rozwinięta rćwnania (5*65) wyniesie

+ («  -  i  ) -  j -  i + (¿a +fi> r2l) -2— iśLS_ +
1)2 3u v ’ au1 (3u2)2 <3u2)3 122 (3u2)2

pM -iB * *#* Vz\ * [■>♦«., 2 % a l  * +

+ Ĵ A (1 + 6 f1) +f^2 O4»-) -Sb)J^^ ̂  + [f^’1 + 2̂2 1̂+ot*l “3fB)J ̂ 2^' = R-

(5.65')
Funkcja obciążeń R występująca w rćwnaniacb (5*65) i (5.65') jest rćwna

(5.66)

Niech rozwiązaniem rćwnania (5.65) będzie suma całek

<J1 = + <3q » (5.67)

- całka szczególna rćwnania niejednorodnego,
Qq - całka ogólna równania jednorodnego.
Całkę q! obliczymy przy założeniu, że funkcja obciążeń R wyrażona wzorem1 1 1 1  (5*66) jest funkcją jednej zmiennej u , a wtedy możemy przyjąć Q =Q„(u )•_ SDla przyjętych założeń

R . R(u1),

<4 - Q > 1).

równanie (5*65) przyjmie postać

2 ^ * ♦ [ *  <1 T» «».,-»»)] 2 ^ - » .
(5.68)

51



Równanie (5*68) ma podobną budowę do równania (5.4 7), jego całka będzie 
więc równa

R Fe

gdzie

■/

Sa + fi Q 2 

A ( i  +<5 ,- ,)  + p22 <Ai -  6 b > 1

du1 + C1 j du1 + C2], (5.69)

du
¿ a +y4Q|

Przechodząc do rozwiązania części jednorodnej równania (5*65) załóżmy

(5.70)

,1, „an ^ - o )
+ Cn*>Ts1 Q1 = Bn X(u1) e 

łe.
Podstawiając (5*71) do (5.65) otrzymamy po uporządkowaniu

(5-71)

Bn, Cn - dowolne stałe.

i r  + 0̂anXl ~|
Bn|(an + r22>[— " <an + Ą& + * anX] + anXJ

+ * anX ]
" T P

a (u2-u2) n' o'

Ponieważ

an (u2"uo> e +0,

to funkcja X(u1) musi spełniać równanie 

ân + ¡22̂
3 P^~~T + a X 1

3U au1 ~  " (a* + B)[6i? +ia«Z] + anx
+ A l - 8 * i

1  3  u 1 +  ^ j

(5.72)

= 0.

Postać rozwinięta równania (5*72) będzie równa

6 A + fi (an + (^|)J™-1^2 + [a(1 + & , 1) + (an + Q 2) ( A 1 - 5 B

an (a-6)| 3 X  a. = T  + a„
¿u n
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Jeśli rozwiązaniu równania (5*72) nadamy postać szeregową

co

* = £ V u » k. (5.73)
k=0

to całka ogólna równania jednorodnego (5*65) zbudowana z (5*71) i (5*73) 
może być zapisana w postaci

■>; ■ ¿ S k  £  v »’>ł •‘"<"2'u°) * «»]• i5-74>
1g n»lL k=»o J

Suma całek (5.69 i (5*74) daje rozwiązanie ogólne równania niejednorodne
go (5.65;). Wielkość Q2 wyznaczymy przez całkowanie wyrażenia (5*41) poO 1u , podstawiając uprzednio odpowiednie pochodne, wzięte względem u z wy
rażeń (5.69) i (5*74) pomnożonych przez tfg1.

(5.7 5 )

n=l n k=l J

Natomiast wielkości M1** i wyznaczymy z wzorów (5-31 ̂ ), (5.63) i 5-27)
W przypadku ogólnym, to znaczy takim, w którym współczynniki pierwszych i 
drugich form różniczkowych będą zależały od dwóch zmiennych, rozwiązanie 
problemu możemy sprowadzić do układu dwóch równań różniczkowych rzędu 
pierwszego, drugiego o dwóch niewiadomych, albo przez dalsze rugowanie do
prowadzić do jednego równania różniczkowego rzędu piątego, zawierającego 
jedną funkcję niewiadomą.

Przekształcone równanie (5*37)» uzyskane przez podstawienie do niego 
wyrażeń (5.36) i (5*33) i wykonaniu odpowiednich przegrupowań,wraz z rów
naniem (5.4 1) daje następujący układ równań

— j? -------- . s - j T - . f  r22 m *
3£3r M  ^ q2 3 A L11] E 1—12

+ — ------------    -  g — JTT-  -  £  I2 2  C11]  -  (5.76)

I— iq2 d&r  8 + ffir ^  3 I i n 2  . p
-  g  ( g  0 -------— -------“ T T ” —  +  s  r -?  +  f  ¡2 2  8  “  °*du du
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¿u
gdzie

[ i ]  = j g Æ f l 1 .  J i ' ß  q1 4
3u 3u

[ii] = ¿ á & < ¿  . i * J Ł ? 2 .
L J  3 u 3 u

= o,du

(1 - I b ) 12 Q1,

(f + s B) ^g1 Q2.
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6. ROZWIĄZANIE RÓWNAŃ IIIPINITEZYMALNYCH PRZEMIESZCZEŃ

Rozwiązanie równań infinitezymainych przemieszczeń przeprowadzimy w o- 
parciu o wprowadzone stany wymuszone, dające rozwiązania częściowe, odpo
wiadające pracy błonowej i pracy zgięciowej powłoki. Wiąże się z tym ko
nieczność nałożenia na przemieszczenia poszczególnych stanów, rozpatrywa
nych niezależnie, pewnych dodatkowych więzi usztywniających zapewniają
cych ciągłość uzyskanego rozwiązania. Tak więc możliwość rozpatrywania po
szczególnych stanów niezależnie jest uwarunkowana wprowadzeniem dodatko
wych więzi krępujących do ich ośrodków materialnych. Zewnętrznym wyrazem 
wprowadzonych więzi krępujących są funkcje obciążeń wymuszających,pełnią
ce role spoiwa łączącego oba stany warunkiem nierozdzielności.

Stan infinitezymalnyoh przemieszczeń powierzchni środkowych powłok pro- 
stokreślnych jest opisany wektorem przemieszczenia u", którego składowe 
wyrażone w bazie r^, r^, nT przedstawia wzór (2.10). Ogólne równania sta
nu przemieszczenia zostały podane w rozdziale 2.2.Podstawowy związek skła
dowych przemieszczenia z tensorem odkształcenia podaje wyrażenie (2.13). 
Występujące w nim składowe tensora odkształcenia wyznaczymy ze związków 
fizycznych (3*3) - (3*12).

Ogólne wyrażenie dla wyznaczenia poszczególnych składowych tensora od
kształcenia napiszemy w oparciu o pracę Q9j, [17] •

* ij = e [ (1 +s,) eil sjk “ * sij slk]flk.

gdzie:
E - moduł Younga,
\> - stała Poissona.

Związek (2.13) tensora odkształcenia z wektorem przemieszczenia umożliwia 
wyznaczenie składowych przemieszczenia w1, które będą sumami złożonymi z 
wpływów prac: błonowej w1 i zgięciowej w1, czyli

w1 - w1 + w1. (ó.2)

Wielkości fizyczne składowych przemieszczeń otrzymamy następujących 
wzorów:
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6.1. Stan błonowy

Dla stanu błonowego, po wykorzystaniu (3*4) i (3*9), wyrażenie (6.1) 
przyjmie postać

^ ij = '2EE [ C1 + * > Sil gjk " * gij glk] Slk* (6'4)

Znając składowe tensora odkształcenia •f . obliczone z (6.4) możemy z za-■*•«) _-łleżności (2.13) wyznaczyć kontrawariantne tensory przemieszczenia w .Roz
pisany układ równań (2.13), przy równoczesnym wykorzystaniu wielkości geo
metrycznych (1.3), (1.7) i (1*8) wyniesie

g12 

g12

3 w^ 3 w2
r r  +du ®12 T Tdu

3w^ 3w2 3w^ 3 w2— T +¿u1 g22 3 7
+ ——n  +

3u g12 5 7

3 w 1 . 3w2 , 1 ^S22: - 1 , 1
5 7  + g22 3 7 ? 1 7

- W + 5

1 1 *

r 4  + "2 - 2bi2w3 = 2^?»du

3g. 
3 u

22 — 2 —3
W b22

»12»

22 '

(6.5)

Układ równań (6.5) po pewnych przekształceniach może być zapisany w do
godniejszej postaci

¡ 7  612 5 7  " * 11’

3 w2 3w1 . 3g12w
s ¡ 7 + — 23u4 + 3u^

3w1
5 7  + >1̂ 22

3

Su*g i  * « - ^ F -  * ł  »’ ■ 1

Dla układu ortogonalnego równania (6.5) znacznie się uproszczą i przyjmą 
kształt

—13w
3? 1 1 »

i=2 3 w1
3u 3 u - 2b -3

12" 2 i 1 2 »
(6.5")
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Ponieważ g12 = S1 2(u2) 3est funk0^  tylko z“ienIieÓ u2 (Patrz t0
całkując pierwsze równanie układu (6.5f), otrzymamy

w1 + g12«2 = / i n du1 + C(u2). (6.6)

Podstawienie (6.6) do drugiego równania układu (6.5 ) daje

s H t  “ 2b12*3 - 2*12 " *12*11 " /  ~ 2  d“1 " (6*7,)

Z równania tego wyznaczymy w3 przy założeniu b12 + 0. Założenie to nie 
będzie spełnione tylko dla powierzchni prostokreślnych rozwijalnych.

53 ‘ ^  [g $  ‘ 2i 121 s’2< 11 */ iu' * ‘6'7>
Dla powłok grupy I równanie (6.7') daje nam wprost rozwiązanie ze względu 
na w2. Pozostałe wielkości W1, W3 dla tej grupy powłok wyznaczymy z rów
nania (6.6) i trzeoiego równania układu (6.5').Przechodząc do powłok gru
py III, podstawmy (6.7) i w1 z równości (6.6) do trzeciego równania ukła
du (6.5'), a wówczas po jego przekształceniu i uporządkowaniu dojdziemy 
do następującego równania różniczkowego

(6 .8)

6.2. Stan zgleciowy

Warunek H1** - 0 charakteryzujący stan zgięciowy prowadzi do równości

- O, (6.9)

wynikającej z wyrażeń (3*4)* (6.4).
Równośó (6.9) mówiąca o zerowaniu się składowych tensora odkształcenia 
dla stanu zgięoiowego, uwzględniona w tougim wyrażeniu (3*4), prowadzi do 
związku tensora naprężenia zgięciowego T  ̂ ze składowymi tensora $ 
mieszanej deformacji zgięoiowej

ł « -  ar giJ8 r  * ♦ z^*13. <6*10>
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Rozwiązując równanie (6.10) ze względu na § . otrzymamy* J

^ij = E [ (1 + ^) SilSjic -^8ijSik]tlk. (6.11)

Występujący w (6.11) tensor naprężenia zgięciowego t lk może być na pod
stawie drugiego równania układu (3.6”) zastąpiony tensorem momentów Mlk z 
równości

Mlk = - f h3t lk, (6.12)

dającej

?i3 = " ^  i (1 + '°'> SilgÓk "'?gijSlk]Mlk* (6-13)

Następnie znajomość składowych tensora g i;} mieszanej deformacji zgięcio- 
wej, obliczonych z wyrażenia (6.13), umożliwia rozwiązanie układu równań 
(2.19) ze względu na kontrawariantne tensory przemieszczenia w1stanu zgię- 
ciowego.
Rozpisany układ równań (2.19) dla powłok prostokreślnych wyniesie 

b12 3A1 SA2 i
* 3 7 ł g’2 5 7 ł K* - 2 S 11-

b1p 2 s l  + ^ 2  _ 9 ^ f t 2 _ g l2 b12 3f22 A2 a s 3 d ^ 2 b2 
12 z ?  ^  ou1̂  ^ “ 1 ^ W ^ 7 “ "

_ 1 0 2 ^ 2  _ .3 . ^ 3  = 2^ 2>

^12 J f c t 2 £ 12^12 3*22 ¿2 ^12 ^ 2 2  ¿1 3s22S2
Nfg1 3u + g i 2 r r  + — n - -

bJ
^  3u- 2g ^ 1  - ■ 2 g - ^ T "  T 612 ^  - - ^ 7

T S & 2 -(2Hbl2 - K g l2) w 3 - b 12S3 = 2 ł 21,

^  + (H + J ^ L l )  ftl + , (H + I12|12^
3uV  ^  * 122 57 ł « 7 ?» ’ * [« ♦*£»> ^  *

ł ^  “ « * «  • < 7 7  -2 7 7 >  [ ” 2 * ' 1 2  5  *

* * I < 1 - (2H122 - Kg22) - 12253 - 28 22-
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Dla układu ortogonalnego układ równań (6.14) przyjmie postać

h z  + h *  M  ¿1 + & £  _ \  m s 2 .  -  b12«3 = 2 § 21.
^g1 3 u s 3u 3u 3u t

+ 2 ■51 - (2Hb22 - KS22) ™3 “ b22P  = 2^22*t)u c>u

Dalsze uproszczenie równań (6*14 ) uzyskamy dla powłok grupy I, sparame— 
tryzowanych w układzie ortogonalnym

as1 _ 2 a 
2 S n *  

^22 9 fi? w2 + 38j . 1 _Ł|g2 = 2 §
S 3u* 2 ^ T  12

(6.14 )

i 2 2 _ 3 J Ę i !  
s 3u

+ H
3u

*1w a re.$;
3 u2 i Hf1' a32Hb22w^

- b22&3 2» 22 '

Wielkości 5 i występujące w równaniach (6.14) są związane ze składowymi ten
sora przemieszczenia w1. Obecnie zajmiemy się wyprowadzeniem wzorów opi
sujących wielkościS 1 za pomocą składowych przemieszczenia w .Znajdźmy z 
iloczynu wektorowego wektor jednostkowy m,' prostopadły do po
wierzchni środkowej powłoki odkształconej

ĝ? ii'= rij x r^ = x ^  + r!j x u^ + x r 2 + u^ x u2> (6.15)

bo rV = r^ + u^ - patrz 2.2.
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Pomijając w (6.15) iloczyn x û , jako wielkość małą oraz podstawiając 
r^ x r^ = ^nT, napiszemy

3 =  r!J x + u!j x r^, (6.15')

Wyznaczmy następnie z (2.6) wektor przemieszczenia d, przy równoczesnym 
wykorzystaniu wyrażenia (6.15^)

T= *+ ^ + 5 *  *£]• (6-16)
Dla wersji uproszczonej można przyjąć g'= g, a wówczas

^  0 ^  X **2 + “T x (6.16f)

Rozłóżmy wektor u^ w bazie r", 3",

5 - V *  n + * * 1 *  (6.1 7)

a następnie podstawmy (6.17) do (6.161)

^= ^ X ^  + “ X ^  + ^ X + Tk* ^ 1kl*
Po wymnożeniu i uporządkowaniu otrzamamy

d %  -If V  - T̂2?2 + ty11 + 1222) 3. (6.1 8)

Teraz z kolei obniżmy w (6.18) wskaźniki przy wektorach i 1, a tym samym
przejdźmy do bazy ST

- ^ g 1^  + O?11 +1722) m. (8.19)

Porównanie wyrażeń (2.15) z (6.19) daje

6 k »i?1 glk, 
cl 11 99 (6.20)
S 3 - - (V )•

Natomiast porównanie (2.11) z (6.17) zezwala opisać 11

= *k bkl + 4 ^ ,
„11 «3 *1| (6«21)
i  - bi * “ w li*
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Podstawienie wyrażeń (6.21) do równości (6.20) prowadzi do związku wiel
kości $ k ze składowymi tensora przemieszczenia w1

S 1 = b + *? ) g i j ,
(6 . 2 2 )

P  = bk ^ _ ^ | k .

Rozwiązując układy równań (6.14) i (6.22) wyznaczymy kontrawariantne skła
dowe tensora przemieszczenia dla stanu zgięciowego. Kontrolą prowadzonych 
obliczeń będzie tożsamościowe spełnienie środkowych równań układu (6.14)» 
to znaczy musi zachodzić równość

§ 1 2 = § 21. (6*23)

wynikająca z symetrii kowariantnego tensora g ^  określonego wyrażeniem 
(2.8). Symetria tensora g ^  wyrażona warunkiem (6.23) świadczy o regu
larności powierzchni odkształconej, ponieważ parametry g ^  opisują jej 
kształt.

6.3* Równania nierozdzielności

Na to, by obie formy różniczkowe, pierwsza i druga, powierzchni od
kształconej były nimi w pewnym otoczeniu dowolnego punktu tego obszaru po
trzeba i wystarcza by wyróżnik pierwszej formy g' był dodatnio określony 
oraz współczynniki g ^  i b!. spełniały równania Gaussa i Codazziego. 
Wyróżnik gr obliczony z (2.3 ) po odrzuceniu wielkości małych wyższego
rzędu wyniesie

g' = g (1 + Rg™1^ ) -  (6.24)

Dla infinitezymelnego stanu odkształceń jest zawsze

l + 2smXi mn> 0  (6.25)

bo
<x |

czyli
g O  0, (6.26)

jeśli
g >  0.
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Równanie Gaussa powierzchni odkształconej posiada kształt [ 7]

R1212 = b11 b22 ~ bi2 b21* (6.27)

Symbol R1212 - oznacza tensor Riemanna powierzchni. Tensor R . 212 można 
wyrazić za pomocą współczynników pierwszej formy różniczkowej.Korzystając 
z wyników wyprowadzonych w książce [17J dla infinitezymalnego stanu od
kształcenia napiszemy

R1212 = R1212 + R ̂  12112 ~ ̂  11 I22 “ ̂  22|l1' <6*28)

Symbol R^212 - oznacza tensor Riemanna powierzchni przed odkształceniem. 
Z geometrii różniczkowej wiadomo, że

R1212 = b»

czyli wprowadzając w wyrażeniu (6.28) w miejsca tensorów Riemanna, -wyróż
niki drugich form różniczkowych, otrzymany

b = b + 2 2f1 2 | 12 -?T 1 1 | 22 “ ^ I h *  (6.28')

Z drugiej strony wyróżnik b' możemy obliczyć z wyrażenia (2.7'). Odrzu
cając iloczyny zawierające wielkos'ci nieskończenie małe rzędu wyższego o- 
raz podnosząc wskaźniki ij w bazie b . podobnie jak to zrobiono w
(2.23) uzyskamy

b'«.b(l + 2bm n g nm). (6.29)

Porównanie (6.29) z (6.280 daje następujący związek

2bb 5 mn = 2 ̂ 1 2 Il2 I1 I22 2 2j 1 1' (6.30)

Równanie Codazziego dla powierzchni odkształconej w ujęciu tensorowym na
piszemy w oparciu o pracę £ 7]

bijtk " bikfj = °» (6.31)

gdzie symbol f oznacza pochodną kowariantną obliczoną na powierzchni od
kształconej.
Dla powierzchni będą tylko dwa niezależne równania Codazziego (6.31)

b1lf2 “ b12?1 = °»
>/ f * (6*31 )
2211 “ 2112 “ °’
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Podstawiając do (6.31') wyrażenie (2.7*) napiszemy po rozwinięciu

2 iT2 “ g 12T 1 5 + b11T2 “ b12|l = °*
(6-31 )

2 (S22?1 ” ® 2lT2  ̂+ b22? 1 “ b2lT2 =

r l  Ir powierzchni odkształconej umożliwi nam 
przeprowadzenie obliczenia pochodnych wyrażeń <6.31)• Wiemy, że

r S  = \  g , lan  < « 3 » . i + « ¿ i . j  -  « ł W *  ( 6 *3 2 )

ale podstawiając za g!^ wyrażenia (2.3 ') oraz przyjmując z pracy 
dla infinitezymalnego stanu odkształceń

= gii . 2-#^ (6.33)

będziemy mogli dla małych odkształceń wyrażeniu (6.32) nadać postać

n ;  - 1 3 -**■ i«. * «“ ’' u -  <6-32'>

gdzie rTjm są symbolami Christoffela pierwszego rodzaju, a

tfijm = ^jm,i + ^mi,j - ^ij,m* (6.34)

Mając możemy obliczyć pochodne wyrażenia

!1lT2 “ b12t1 = b1212 - b12|-

+ V l ( lf km
I-1 km 
Il2m " g *12.)

- bkl('f 1311
f  km
Il1m " g * 11m)'

ale

czyli

b12I2 " b12I1 = °* 

b1 iT2 " b12fl = b1 k̂m Pl2 " gk̂ 12m) “

“ b2 (̂ km Rl “ gk^11m^'

I
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D a l s z e  p r z e k s z t a ł c e n i e  t e g o  w y r a ż e n i a  d o p r o w a d z i  do  p o s t a c i :

*iiTs - ».aTi k |, -

P o d o b n i e  p o s t ę p u j ą c  o b l i c z y m y  p o c h o d n e  w y r a ż e n i a

"¡aTi - "2 1 (2 - - -•# i2|2> + 4 i K |2 -

-  b ^ t , | 2  *  o ą  r2 ? - » i r , ; > < :

(s.3 5)

(6.36)
km*

W i e l k o ś c i  ( 6 . 3 5 )  i  ( 6 . 3 6 )  p o d s t a w i o n e  do u k ł a d u  ( 6 . 3 1 ^ )  d a d z ą  n a s t ę p u j ą c y  
u k ł a d  ró w n a ń  C o d a z z i e g o

2 «ii|2 - S , 2|,> - = t f „ | 2 - * 12|,> ♦ Ą 1 a \, - 4 ^ 1 ,  *

* <ł 2 n ?  -»? ii?)*». - 0.

2<s22|i -*2,|2> - 2»<*>2 |, - 1 „ |2> . 4 ł k2|2 - b | » kl|2 + <6'37)

< 4 r2? - km = 0.

R ó w n a n ia  ( 6 . 3 7 )  w r a z  z e  z w ią z k ie m  ( 6 . 3 0 )  b ę d z ie m y  n a z y w a l i  r ó w n a n i a m i  n i e -  
r o z d z i e l n o ś c i  d l a  p o w ło k .  R ó w n a n ia  t e  d l a  i n f i n i t e z y m a l n e g o  s t a n u  o d 
k s z t a ł c e n i a  m u sz ą  b y ć  b e z w z g l ę d n i e  s p e ł n i o n e ,  j e ś l i  o d k s z t a ł c o n a  p o w i e r z 
c h n i a  ś r o d k o w a  p o w ł o k i  ma b y ć  p o w i e r z c h n i ą  r e g u l a r n ą .

P o w ło k i  g r u p y  I  r o z w i j a l n e ,  s p a r a m e t r y z o w a n e  w u k ł a d z i e  o r t o g o n a l n y m  dadzą 
n a s t ę p u j ą c e  u p r o s z c z e n i a  ró w n a ń  ( 6 . 3 7 )

S 1 1I2 - § 12|l - H ^ 1l|2 - 2 i 12 |l) = o.
(6.38)

§ 22I1 - g 2 112 ■ h(^22i 1 + n 2 ^ 22)= 0.

a -Jeśli do równań nierozdzielności (6.30), (6.37) względnie (6.38) podst„ 
wimy związki (2.13) i (2.19) oraz (6.22), to uzyskamy spełnienie tożsamo 
ściowe tych równań.

64



W d a l s z y c h  r o z w a ż a n i a c h  b ę d z i e  p o t r z e b n y  z w ią z e k  w i ą ż ą c y  t e n s o r  momen
tów  Mi ;  ̂ z p r z e m i e s z c z e n i a m i  w1 . J e ś l i  do d r u g i e g o  r ó w n a n ia  u k ł a d u ( 3 . 6 " )  

p o d s t a w im y  w y r a ż e n i e  (3 * 4 )  o r a z

-i-i A4H -i-nlr ( 6 . 3 9 )PŁ3 = 2T  ̂+ b^C ,

t o  po  o d p o w ie d n im  p r z e k s z t a ł c e n i u  o t rzym am y

Mi d  = -  3 H f mn] + -  3 ^ ]  +

H- b j [ A ' g ^ g- ^ n  + 2tt<lik] + 2K[x*(gi3iF“  + g^ ) i  mn * (6-40)

+ 2tt ( « i  + b“ ^)]}.

O b n i ż a j ą c  w r ó w n o ś c i  ( 6 . 4 0 )  w s k a ź n i k  i j  n a p i s z e m y

Mi j  = - § h 3 { 2 ^ g i j « ,n n [ S m n - 3 H i m n ] + 4 t t [ 8 i ; i  - 3 H f ± a ] t

+ + 2K[ ^ (Sijimnafmn + <6'40 >

+ bls B ^ B ^ i ^ )  + 2jx (b^g.^ in + blnSil^ ja)]}.

Wprowadźmy o z n a c z e n i a

^  = ¿ ^ m n *

0 - ^ m n -  

a  w ów czas  z w ią z k o w i  (6.40*) m ożna  n a d a ć  k s z t a ł t

Mij = fh3{ 8X*gia[3*H - B] + 4 ^ ^  -g J  - 

- bjk[X*A5 i + 2i^i] “ 2K[**(°Sij + Abl%lSjs) + (6*40 >

t z? in + b^giilf an)]}-

6.4* Równania uzupełniające
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Uwaga: wskaźniki przy ‘b1*1 obniżyć w bazie b ^  - patrz rozdział 2.3» 
Dalsze uproszczenia zapisu uzyskamy, jeśli wprowadzimy następujące tenso
ry kowariantne dla odpowiednich sum:

Eij = (B + KC> «ij - \ Abij’
(6.42)

s i i  ■* U  ł  i  V *  i  ł  K<SX° S j l ł  i a  + ^ « U *  !»>•

Podstawienie (6.4 2) do (6.40) daje

Mij = ¥ {  zX* [ ^ i j  - Eij] + ** [3H* ij - a j } .  (6.40"')

Wprowadzonym wielkościom (6.41) nadamy postać roboczą pozwalającą przejść
z odkształceń na przemieszczenia. W tym celu obliczmy iloczyn zawierający
pochodną kowariantną wielkości 8 k przy wykorzystaniu .(6.22)

<jk|j «ik = <w \ n  + w »n)| S g ^ i k  = <w\ n  + w?n>lj&?*

czyli

S k|jgik = (wlbii + w?i)|j. (6.43)

Drugiemu wyrażeniu (6.22) może być nadana postać

5 3 - 2Hw3 - wk|k, (6.4 4)
ponieważ

bk = 2H.

Związki (2.13) i (2.19) uzupełnione wyrażeniami (6.43), (6.4 4) podstawio
ne do sum (6.41) dadzą po rozwinięciu:

A = wk|k - 2Hw3,

B = b^ kli + %"k b^|j + ? g^ 3lij - w 2 - K) w3> (6.4 5)

C ■ ł [ b22®1kwk| l  -  b1 2 ^ 1 k wk| 2 + S2kwk| 1 5]  -  S»3-

Dla ilustracji napiszemy rozwinięty układ rćwnań róśnieżkowych(6.40V) dla 
powłok grupy I rozwijalnych, sparametryzowanych w układach współrzędnych 
krzywoliniowych ortogonalnych
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(6.4^)

u n  -  -  f ^ H ^ l k + h I2w2 + ^ 3 l n  + f e  v,3\ z ] +

+ «Ł[2B» 1 | 1 + w3 |n]}>

M12 "  “ ^ h 3 [  b22V'2 | 1 + bk112v/k + w3112]»

M21 = t ^ ^ 3 [Hw1U  " łb22w2 l ~ bk211v/k * w3|2l]> 

m22 = - 6 {4 Hwklk+ 4 ?w2 + r t + +

+ix[2Hwk|k + 2H|2w2 + J'3yj-.

Równania środkowe układu (6.4 6) dadzą następujący związek po wyrugowaniu 
pochodnych przemieszczenia w3

- M*o ■ ^¿Łh3!!̂  w1| 2 + WG2|ij. (6.47)"21 " 1 2  

ponieważ
I12 = w 121 *

oraz
bk112 " bk2 |l = °*

Przejdziemy obecnie do wydzielania stanu błonowego B1J z równań równowa- 
gi (4.1). Wyrażenie (3.10) wykorzystane w układach równań (4*1) prowadzą 
do układu równań stanu błonowego przy odpowiednio dobranych funkcjach ob
ciążeń, bo uzyskane po przekształceniu równania

+ 6H JiM^^ ♦ (6H<$ l - bij) a1 + Pj = 0,
4Ó.4S)

B ^ b ^  + Ć H M ^ b ^  + + P3 = 0,

można zapisać w postaci (5*4), jeśli funkcje obciążeń wymuszających 
spełnią następujący układ równań

P̂  - ĆHLli^ + (6kS l - bj|) a1 + Pj,
(6.49)

P3 «« 6HIl1;ib1;. + + P3,
wskaźnik j przyjmuje wartości 1, 2.



Eatomiast obciążenia P , P wymuszające stan zgięciowy muszą spełniać 
pierwsze i trzecie równanie układu (5*28). Wyznaczając z nich obciążenia 
P ,  P  napiszemy

P  = - [ 6 ^ ^  + (6h S i - bi) i1!,
(6.50)

ł s i IJ-
Dodając stronami (6.49) i (6.50) uzyskamy zgodnie z założeniem tożsamość

pd + pd _ pd.

Siły błonowe N1'3 opisane wzorami (3*9) po podstawieniu wielkości T  ^  z 
(3«4) i wykorzystaniu oznaczeń (6.41) będą mogły być związane z odkształ
ceniami wzorami

f 15 = 2h[%* AglJ + 2jl $ 1*̂ ], (6.51)

albo w ujęciu kowariantnym

% j  = 2h[X" Agid + 2 ^ i d }  (6'52)

Jeśli z równań (6.40w), (6.52) wyznaczymy tensory# ̂  1:0 6ędą one
wówczas wyrażone za pomocą tensorów ^¿j, I/Lj zależnych od obciążeń wymu
szających P^, P^ - patrz rozwiązanie w rozdziale 5. Takie przedstawienie 
tensorów # i g pozwala w ramach wersji uproszczonej, po odrzuceniu 
wielkości małych rzędu wyższego, wprowadzić uproszczenia w równaniach 
(6.40 ) prowadzące do związków (6.13). Podobnie możemy uprościć układ rów
nań (6.38). Tak więc zbiorcze równania nierozdzielności (6.30) i (6.38) 
oraz związki (6.40w ) i (6.52), wersji uproszczonej, przyjmą kształt:

2b^Dm$ mn = 2 ̂  12| 12 “ ̂  11| 22 “ ̂ *22 |l1»

?1l|2 - S 12I1 = °* <6-53)

^ 22|l 2l| 2 = °*

Ai A3

P  = - f 6HMi;ibi;].

U. .

iJ

= 4iih(0iAgi . +1 .J,

(6.54)

gdzie OC = TiC
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Równania nierozdzielności (6.30), (6-38) względnie ich wersja uprosz
czona (6.53) mają podstawowe znaczenie dla przedstawionej w pracy teorii, 
są one bowiem matematycznym opisem więzi nałożonych na wymuszone staqrbło
nowy i zgięciowy rozpatrywane niezależnie.

Równania te mogą posłużyć do wyznaczenia funkcji obciążeń wymuszają
cych występujących w rozwiązaniach ogólnego układu równań powłok prosto-
kreślnych.
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7. PRZYKŁADY

7.1• Powłoka walcowa

Dana jest powłoka walcowa zamknięta o promieniu a i wysokości 1 rys.3 
zamocowana u swej podstawy i obciążona ciężarem własnym f,parciem cieczy 
znajdującej się wewnątrz ~p, oraz parciem wiatru vT.

7• 1«1 • Opis geometryczny
Równanie wektorowe powierzchni środ

kowej:
p̂  ̂ 1

r - a (cosu i + sinu j) + u k, (7.1)

1 2Zmienne u i u są zawarte w przedziałach

(7-2)

Współczynniki pierwszej i drugiej formy 
różniczkowej oraz ich wyróżniki

S11

°1 1

1» S-J2 = &21 = ®22 = S = a >
(7.3)

12 = 21 0, 22 0.

Krzywizny - gaussowska i średnia

K (7.4)0, H =

Symbole Christoffela drugiego rodzaju dla powierzchni walcowej są równe 
zeru

R i  - o. (7-5)
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7 .2 . Ogólny układ równań powłok walcowych

7.2.1. Stan błonowy

Wyrażenia (5*6), (5*8) i (5*10) określające napięcia U  ̂ stanu błono
wego dla powłoki walcowej będą równe

Tj22 _ _ £
- a ’

f12 = i  J  |1| du1 _ J  ?2du1 + Ci (u2 }> (7.6)

fj11 = - J  du1 -J* p1du1 + \

odkszta!
parciu o wyrażenia (6.4)

C2 (u2).

Składowe tensora odkształcenia 3* . • dla powłoki walcowej napiszemy w o-

^11 = O T  t®11 -'>a2fi221’11 “ OT'
(7.7)

* 12 ~ * 21 “ 2Żh *

^ 2 2 = O T  ta2fl22

7.2.2. Stan zgieciowy

Dla powłoki walcowej pochodne kowariantne II są równe zeru, o-Y11 
układ równań (5.30) będzie układem dwóch równań o niewiadomych Q i Q .Wy
znaczone z tego układu kontrawariantne tensoiy Qx dla wielkości geome
trycznych określonych wzorami (7*3) - (7*5) wyniosą

Q1 = - f P1,

Q2 = - § P2.

.22Z trzeciego równania układu (5*28) wyznaczymy Ii

(7-8)

■3u 3u‘

Podstawienie do tego równania wyrażeń (7*8) daje

„22 a T1 3P1 , 1 3P2 1 1 V  (7 9)
8u ^ 3u



Drugie równanie układu (5*32) dla powierzchni walcowej przyjmie postać

+ . <j2 = o.
9u Su

Całkując powyższe równanie względem zmiennej uV, otrzymany

M12 = _ f  2M l| du1 + f Q2dU1 + c, (u2). (7-10)
J 3u J J

11Funkcję U wyznaczymy z pierwszego równania układu (5.32). Równanie to 
dla powierzchni walcowej wyniesie

3m 11 3m 12 „1— -ar + — -m  - Q = 0, 
3u 3u

skąd

"  , . /  , /  . o, (u2,. (7.11)
3u

Napięcia zgięciowe Ni*' uzyskamy z wzoru

N1«* = 6Hlii;i,

patrz rozdz. 5*2.
Dla powłoki walcowej jest H = czyli

N1 3 » ^ « 13. (7 .12)

Składowe tensora mieszanego ę .y deformacji zgięciowej obliczymy ze związ
ku (6.13)

§11 = ’ ^ f Ml1
s 12 - - 2i~ y L1 &2u12, <7.13)4Eh'

s 2 2 - - ^ j [ * V 2 - « 11].

7.2.3* Równania uzupełniające

Funkcje obciążeń wymuszających,występujące w rozwiązaniach stanów bło
nowego i zgięciowego,znajdziemy rozwiązując układ równań nierozdzielności. 
Posłużymy się wersją uproszczoną równań (6.53), które dla powłoki walco
wej przyjmą kształt
72



2 a g l1 = 2 V 12>12 “ ^11,22 "^22,11*

§11,2 -*12,1 =°* (7*U )  

§ 22,1  “  § 2 1 ,2  = ° *

Podstawiając do dwóch ostatnich równań układu (7* 14) wielkości (7*13) na
piszemy

(M11 - a2!!22) ^  - (1+0) a2!!1,2 = 0, 

(a2!!22 - M11)^ - (1+0) = 0.

Powyższy układ równań, po przekształceniu i wykorzystaniu równań równowa
gi (5.28) można też przedstawić w postaci

(M11 + a2!!22) 2 - (1+0) a2Q2 = 0,
(7-15)

(li11 + a2M22) . - (1 +0) Q1 = 0.» 1

Wprowadzając do sumy

■n mn 0
B = s ? mn

wielkość § i;j obliczoną z drugiego wyrażenia (6.54) otrzymany

g^ltiO = . 8t^£ (oi+ys) E. (7.16)

Widzia^, że lewa strona wyrażenia (7*16) dla powłoki walcowej sparametzy- 
zowanej w układzie ortogonalnym jest sumą występującą w układzie równań 
(7.15), czyli

(0C+/k) B o + (1+0) a2Q2 = 0,
3 * (7.15 )

(«+/&) B^1 + (1 +0) Q1

Rugując z wyrażeń (7.15') funkcję B, uzyskamy w ramach teorii uproszczo
nej następujący związek wiążący kontrawariantne tensory sił tnących

q}2 - a2 Q2n = 0. (7.17)
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liatomiast uwzględniając w (7•15,) wyrażenia (7*8) uzyskamy kontrawariant- 
ne tensory obciążeń wymuszających P1, P2, które będą jedynie związane z 
odpowiednimi pochodnymi funkcji B:

B1 (« + * )  (|)3 a2B t1,

«2 igu h 3 (7*18)
p = 3 T T t S 7  (« +*> &  V

(7-19)

Podstawiając do prawej strony pierwszego równania układu (7.14),wielkości 
(7*7) oraz dokonując pewnych przegrupowań, napiszemy

2a§11 = a2 [ 2̂ ]i2 + ^ 1 1  + ^ 2 2] -  a2(»11 + a2|f22),ii -

- (H11 + a2Ń22)f22}’

Uzyskana z równań równowagi (5-4), dla powłoki walcowej, zależnos'ć

+ U2|2 = - tfj, + p22),

wraz z sumą

gij ^  = 4 i1 *1 +^ )  A »

podstawione do (7.19) dadzą

23 g11 = 2Eh { 4^ h (W + ^ )  [a2Af11 + A>22] + (1 + 0) a2 [ V ,  + P22J|.

(7*19')
Lewą stronę wyrażenia (7.19) możemy z kolei przedstawić za pomocą wiel
kości (7*13), a wtedy

2a§11 = "*** M22] ’ 

albo po wykorzystaniu (7.16)

2a § 1 1 = (a + ^) B + (1 + 3? ) a2 M22]. (7 .2 0)

Porównanie (7•19f) z (7 .20) daje następujący związek

“2 2 ł n f e  <“ ♦ «  <I>3 [ A „  . A 2 2 . 2^ ] - - f  . t 2 ,].
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Związek ten dla wersji uproszczonej może być zapisany w postaci:

H22 + te+/S) (|)3 f a2A,11 + A,22 + 2a B1 = °* (7*22)

bo prawa strona (7.21) jest wielkością małą rzędu wyższego w porównaniu z
wziętym z wyrażenia (7*9)« Obliczmy drugą pochodną wyrażenia (7*1 0

“¡11 = ~ < 2  + « J ’

a następnie za M11 podstawmy wielkość z sumy (7*16), to wówczas uzyska
my równanie

a2!!22, + M222 - Q22 + ^  &+/» B|11f (7-23)

które po uwzględnieniu (7.15f) i (7*22) przyjmie postać

a2X + X 22 + 2(1-0) a3 BtH  = (7*23 )

gdzie
X = a2A ^  + A 22* (7*24)

Trzecie równanie układu (5-28) po wykorzystaniu (5*15') daje

3M22 = #+jS) (|)3 a Y - P3, (7-25)

gdzie
Y = a^B aĵ + B gg* (/*26)

A3Podstawiając (7*25) do wyrażenia (7*22) znajdziemy funkcję P

P3 = 3Tf^5T «K+jS) (|)3 [3X + 2a (Y + 3B)]. (7-27)

Y/yrażenia (7.18) i (7*27) przedstawiające funkcje obciążeń wymuszających 
P5, zależą jedynie od wielkości A i B, które są funkcjami opisującymi 
kształt zdeformowanej powłoki.

Obecnie przejdziemy do opisu funkcji kształtu A i B. Jeśli w równaniu
(7.23) w miejsce M22 podstawimy (7-25), a za QŁ wprowadzimy (7*8), to po 
uporządkowaniu będzie

3^  («+/0 ( | ) 3 + Y>22 + 3 d +0)a2B>11] =  a2^ „  + P 22 +

+ Ą - | a  P22. <7*28>



Suma

ii11 + a2»22 = 4^ h  («+£)A,

zrozniczkowana dwukrotnie względem zmiennej u1, celem wprowadzenia w miej
sce N ,1» wielkości (7.6), daje równanie

- 4/tha «x+A)Af11 = a2^ ^  + + ^  ^  (̂ 2g)

które dodane do (7.28) pozwoli na zapis

(0£+̂ > ^ 3 [ a2r,1l + ^,22 + 3 ( 1 ^ a 2B )11 + Bj22] -
(7.30)

- 4fih (0i+y3)aA>11 = p,

gdzie

P = a P3^  + + a(p1_) _ (7.31)

bo
p1 = p1 + p1.

Otrzymaliśmy układ dwóch równań (7.23f) i (7.30) o niewiadomych A i B.
Rugując z nich funkcję B uzyskamy równanie różniczkowe cząstkowe rzędu 
ósmego ze względu na funkcję A.
Przyjmując

Z = a + X j22 = -2(1—tf)a3B^11t (7-32)

otrzymamy

a2 [a2Zfli + Zł22] t11 + [a2Zf11 + Z ^ J ^  + + Zf22 +

9 . p (7*33)
+ 3(1-V^) (f)

Równanie (7.33) jest ogólnym równaniem różniczkowym rzędu ósmego wersji 
uproszczonej, uwzględniającym dowolny sposób obciążenia i podparcia po
włoki walcowej.
Wyrażenia opisujące wielkości sił wewnętrznych w powłoce, po pewnych prze
kształceniach i wykorzystaniu użytych oznaczeń, można przedstawić w na
stępującej postaci dogodnej do formułowania warunków brzegowych
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Siłv błonowe

H11 = - a2!?22 + 4 |ih 4*+/») A,

U12 = - J  U22 du1 + J* P2du1 - J  P2du1 + - 3  C1 (u2), (7.34)

Jf22 „ ł [ p  . p3],

Momenty i siły tnące

“ 11 = * + «  (l )3 ° 2 [ x  - 2* 4

“ 12 “ T i f e  (“+;4) (i )3 / X ,2du1 + c3 (u2)* (7.35)

n22 “ “ Tlf^T (w+;i) ( « ) 3 Cx + 2aBl ’

q1 = " 3tfw) (a) 3 a3 B,1 *
(7.36)

q2 - - (#i+/i) (t )3 g a 

siły Drzekro.iowe

H11 = - a2»22 + 4ph(*+/S) £ a  - ~  b J,

N12 = - j  Ń2! du1 “ 22(iu1 “ /  p2(lu1 + S  °1iu2) + a
(7.37)

Kontrawariantne tensory przemieszczenia wyznaczymy z (6.5W) po scał-
kowaniu.
Całkując wyrażenia

w]l “ ^11*

a^w22 + w^2 = 2^ 12’ (7*38)

a2w g ■ sw ̂ 22 •
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otrzymamy

w1 = /  ̂  n du1 + C1 (u2),

W2  =  ¿ 2  - w ] s  ]  d u 1  +  C2 ( u 2 )> (7-39)

w3 = " k I/22 "

Wielkości "i występujące w (7-39) należy przyjąć z (7*7)« Dla osiowej 
symetrii odkształceń równania różniczkowe rozwiązujące (7.23') i (7*33) 
znacznie się uproszczą i przyjmą kształt

X + 2(1-D)a B = C1,
2 3 (7.40)

8 ,11 + 3 ^  x + 3(1-V2) (f)2 A = - (f) P + C2.

Wielkości i Cg są dowolnymi stałymi, natomiast

X = a2A ,
(7-41)

P = P3 + l / r W .

Rozwiązanie równania ogólnego (7*33) względnie dla osiowej symetrii rów
nania drugiego z układu (7*40) może być zapisane jako suma całek ogólnej 
równania jednorodnego A° i szczególnej równania niejednorodnego A3

A = A° + A3. (7-42)

7.2.4. Równania uzupełniające uściślone

Równania różniczkowe (6.4 6) dla powłoki walcowej przyjmą postać

£(A* + 2fx) aw^ + 2X*aw22 + (X*+ 2{Oa2w311 + 3.*w322J,

M12 = “ f i ^ 3 [aw2i * w^12],
(7-43)^  [ . v ,  - .;2 . ^ 21],

1*22 = ~ £ (i.* + 2^.)aw^ +A. a2v/3^  + (<).* + 2(ł)w 32J.
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llatoniast związki (6.5") i (6.14") będą równe

?11 = W j i

j ,  1 2  2
2*12 = ,2 + a W ,V

i 22 = a V 2 -  aw

(7.44)
2811 = w! i v

2 ? 12 = aw^ + w 312,

2 g 22 = 2e”%  + w322 “ w3‘

Korzystając z odpowiednich sum (6.41) oraz (6.45) będziemy mogli napisać

?22 = a2(B ~ S 11^ (7*45)

Podstawienie do (7*45) wyrażeń (7*44) daje

2aw2 = - W + 2w3 + 2a2B, (7-46)
f ć

gdzie
W = + w322 + w3. (7-47)

Podobnie z pierwszego wyrażenia (6.45) po podstawieniu (7.46) wyznaczymy

2aw1- = W - 2a2B + 2aA. (7.48)
f *

Wielkości (7-46) i (7.48) wprowadzone do układu równań (7*43) dadzą po 
podniesieniu wskaźników

M11 = - |fia (|)3 [ (<*+/J) W + 2a2w ^  1 - 2a2B + 2AaJl], 

“22 = - " a2w31l]‘
(7-49)

Funkcję 2 przedstawimy jako pochodną M^2, ponieważ wtedy wykorzystamy 
wyrażenie (7•46)

u]l = - f ^ a  (|)3 [w - Ba2*3^  + 2a2B ] r  (7-49)
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Równanie (6.4 7) po wykorzystaniu (6.52) i (7*44) umożliwia w najprostszy 
sposób opisać pozostałą wielkość H2"*

*21 = M12 + I12. (7.49)

W równaniach (7-49) parametry« i/* są równe

a x*

fi= 1 +« .

Obecnie rozpiszemy układ równań (6.52) podstawiając równocześnie związki 
(7*44) oraz (7*46) - (7-48)

fi11 = [w - 2a2B + 2 /J ba] ,  

U22 = _ |  £w - 2a2B - 2«aA].
(7-50)

•1 pKontrawariantny tensor B przedstawimy jako różniczkę wziętą względem 
zmieimych u1, u2, bo w takim ujęciu można wykorzystać wyrażenia (7*46) i 
(7*48)

B ™ 2 = - Ą  | £ a 2 (W - 2w3 - 2a2B)9l1 - (VI - 2a2B + 2aA)22].
B ’ ’ (7.51)

Tensory sił tnących O1 wyznaczymy z drugiego wyrażenia układu równań rów
nowagi (5*28).
Równanie

.,11 . ,,21 _1 n M . + M o “ Q =0»i 1

daje po podstawieniu (7*49)

q1 = - ĄpAa (|)3 [W + aAjf1 + ^  N^f, (7.51)

Natomiast drugie równanie

M12 + li2? - Q2 = 0,
91 9*

p
zróżniczkowane względem zmiennej u po uwzględnieniu (7*49) prowadzi do 
wyrażenia

q*2 = f a (a)3 [&2 (W - 2w3 “ 2a2s)»ll - 2̂ ®,22J * <7*52>
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jeśli w wyrażeniu (7-52) uwzględnimy.(7-50) i dokonamy całkowania, to

q2 _ . Ł  (|)3 [W - oa\ 2 - §|[sfl - 2^ l ]  + C(u1),

albo po wykorzystaniu (6.48) i odrzuceniu wielkości małych rzędu wyższego 
będzie

Q2 = -  f /»  £  ( | ) 3 [ w  aA]>2 -  ^ [ l ] 2 _ p2] + c(u1) .  (7-53)

Pierwsze wyrażenie (6.48) daje dla powłoki walcowej układ dwóch równań rów
nowagi stanu błonowego

+ | Q1 + P1 = 0, 

®11 + Ń2| + § Q2 + P2 = 0.
(7.54)

*1
Jeśli pierwsze równanie (7*54) zróżniczkujemy względem zmiennej u , a dru
gie względem zmiennej u2, to po podstawieniu w miejsce l13 i Qx wyrażeń
(7.50), (7-51), (7*52) i uporządkowaniu otrzymamy

a2P u  + F 22 + 2a V 11 + 2a(.2fia.ZX ^  + A>22) - 4/łh2 (W + aA)^., +
3 1 ’ ’ (7*55)
P' = 0,P,1

a2P 11 + Pj22 - 2a2™3ll " 2 (w+>5) b̂ '22 + f  ̂  [ W " ] ,22 "

- 4p2, - o, <7-56)fa ,2 »

jdzie
P = W - 2a B. (7.56)

Pomijając w (7.55) wielkości małe rzędu wyższego oraz wykonując odejmowa
nie i dodawanie stronami tych równań, uzyskamy

a2]?,11 + P,22 + 2a ^ , 1 1  -OCA,22) + f?E[Pll - P!2 != °’(7-57)

a2wj1 +y3a(a2AM1 + A,22) + ^  [i], + *J2] -  °*

Pozostało jeszcze niewykorzystane trzecie równanie równowagi (6.48)

af22 + 3M22 + Qii + P3 = 0. (7.58)

81



Podstawiając do (7.58) za 2T22, M22 i O1 odpowiednie wielkości z wyrażeń
(7.4$), (7.50), (7-51) i (7.53) otrzymany

F - 2»aA + § (!)2 [^(a2w,l1+w,22+3W> “ 3aM l 1  +A “
- P3 = 0. (7.59)

Odrzucając w (7*59) wielkości małe rzędu wyższego w porównaniu z jedno
ścią, napiszemy

P - 2aaA + §yS (|)2 [ a2w,11 + *,22] - ^  p3 = °* (7*b0)

Otrzymaliśmy układ trzech równań (7.57), (7-bO) o niewiadomych A.P.w3 roz
wiązujący powłoki walcowe.
Podstawiając funkcję F z równania (7*60) do równania pierwszego układu 
(7*57), uzyskamy

2$*+/S) a3A ^  - \P> (l)2 [ a2Sf1i + *,2 2] + Ą S  R = °* (7*61)

gdzie _
W = a Tfj., + v f22’

(7.62)
R " ^ 1 1  + ^ 2 2  + atP!l “

Teraz z kolei rugując wielkość A z równań, drugiego układu (7-57) i 
(7 .61) otrzymamy po uporządkowaniu

a2*,11 + *,22 + 3 lt )4 a4*31111 =

XjyJS [ a2R,11 + R,22 _ &3 (?]l + <2>,1l]*

(7.63)

gdzie
" \ l 1 + w ,22*W = a2*? «, + W „ .  (7.64)

Ogólne równanie różniczkowe (7*63) jest dla weraji uściślonej równaniem 
rzędu ósmego, rozwiązującym powłoki walcowe dowolnie obciążone i podparte. 
Punkoje tensorowe uogólnionych sił wewnętrznych oraz przemieszczeń są o- 
pisane wyrażeniami
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oraz

B11 > 2{A -j [*' + 2AaAjt 

j}22 = - 2*ax],

Ń1| = -2^| Jk + 2/łaAj ., - P1 >

2
M11 = - $fia (§) [«W + a V 1t] - § 5 S11,

M2 2 . - ^  CS>3 [ A " - « ^ « ] .

M «  = - f fi« (|)3 [ »  - 2 * ^ !  - P],V <7‘b»

m21 „ m12 + if12f

Q1 = - $(lJSa ( | ) 3 [W + aA]M  + ^  ^|.

i2 - - $ t i  (|>3 CW - ^ ] , 2  - ^  + i  *2 + C(U1)’

w1., = ^ 5 fi + 2aAj, 

w22 - ^ [ f - 2 w 3 ],

Ni J = ftiJ + 1 .

Osiowa symetria odkształceń daje następujące uproszczenia równań (7*57) 
prowadzące do Jednego równania

Ŵ  +fi&k + t —jt f  P^du^ = C, l7»UÓ)

bo ,
w^o = O określa F = 2w . (Y«&7)

Równanie różniczkowe rozwiązujące t,7*i>3) dla osiowej symetrii będzie rów
naniem zwyczajnym czwartego rzędu

•^,11 ♦ - f ?  (H)2 w3 - Ifr lf)3[ p3 - f i  / p1du1 + 7  c}
C7*b8)



Rozwiązanie równania ,(7*63) względnie dla osiowej symetrii 7*68) może być 
przedstawione podobnie jak w (7*42) za pomocą sumy złożonej z całki ogól
nej w3 równania jednorodnego i całki szczególnej w3 równania niejednorod
nego

w3 = w3 + w3. (7-69)

7.3« Y/pływy obciążeń

7*3.1. Y/pływ ciężaru własnego

V/pływ ciężaru własnego, v/yrażony wektorem ^  rozłożony po osiach trój- 
ścianu r^, in’ zgodnie z wzorem (4*2) będzie równy

P = 'ą' = -q rT = p1^  + p3^
1

Z równania tego otrzymamy

P1 = -q, P2 =0, P3 = 0, (7.70)

gdzie q = 2h f jest ciężarem przypadającym na jednostkę długości. Y/iel- 
kość określa ciężar objętościowy materiału, z którego jest wykonana po
włoka.
Wpływ ciężaru własnego jest rozłożony osiowosymetrycznie, ponadto podpar
cie dolnego brzegu rozpatrywanej powłoki jest również osiowosymetryczne to 
też przemieszczenia w^ będą również osiowosymetryczne. YYielkość B może
my więc w tym przypadku obliczyć z wyrażenia (7*40)

B = ? A j i [ C1 - 4  ( 7 - 7 1 )

Jeśli następnie podstawimy (7*71) do (7*72), to po odpowiednim przelicze
niu otrzymamy wyrażenie opisujące obciążenie wymuszające P3

p  = -§[a2x ,, + 3-0X - 30,], (7.72)

5. ¿ ¿ f a  * • *  <£>3-

Obciążenie wymuszające P3, po wykorzystaniu równania (7*40^ może też przy
jąć postać

P3 = 3&[x + (1 - V 2) (f)2 A + 0, - }C2] + p . (7.72')

84



Wielkości sił i momentów opisane wyrażeniami (7-34) - (7-37) oraz prze
mieszczenia (7.39) dla wpływu ciężaru własnego przyjmą kształt

Ń11 = - £ a  [3(X+C1) - C2]+ qu1,

S22 = | P ,

S12 = 0,

M11 = | a 2 [x - ̂ C.,],

M22 = ji)X - C.jJ,

M12 = M21 = 0,

N11 = - § a [ 3  (1+"CD C1 - C2 ]+ qu1, (7*74)

H22 = - § a X s11,

Q1 = § a2 X 1,f 1

Q2 = 0 ,

= 5 k / [ f11 - ^ 2i}22] du1 • c3*

w2 = 0, 

w3 = " a2fi22]'

M11 =0, Q1 = 0. 
pozwolą wyznaczyć stałe i Cg, bo

iaT 3(1+Y?) - Cg 1 + qł = 0,
L (7-75)

ss o x^ — 'O 0  ̂— o.

w1 =0, W3  = 0, W3 ., = 0,

Warunki brzegowe

Dla u1 = 1, jest N11 = 0, 
Warunki nJ = 0 i -- 0

1Natomiast dla u 0 jest
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Wielkości fizyczne

«?1 = 1]>

«2 2  =

«12 “ «21 " °>

=0,

U12 = § “2 [ X 

JŁ3 = - § a 2 [Vx - o j ,

*¡2 =

Q] = & a 2 * M ,

Ol - 0.

> 1 - - * / “ [ « "  - W * ] . « ' ,

*2 = °»

W1
3

Wzory uściślone
5 3Całka szczególna wJ równania (7*68) dla wpływu ciężaru własnego 

sie

"3 = T j T W f t  f [ qu1 + 4i"a °]*

Wielkości sił, momentów oraz przemieszczeń opisanych wyrażeniami 
dla tego wpływu będą równe

N11 - qu1 + C,

Ń22 = -4{i (1 + |) w3,

li12 = 0,

(7.76)

wynie-

(7.77) 

(7.65)

(7.78)
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2 11
“22 = - i a (a> [* a**?11 +^ " 3 ] T p i ^ T« «" S

M12 = M21 = O,

Q1 = - | ^ a  (|) [ ^ a 2w3^  +<*w3] f1 - 'jjSjLjpg

Q2 - O,

w1 " / [ ś  " 3 + 4^ A + yff h11] du1 + 5’

w2 = 0, 

w3 = w3 + §r3.

Warunki brzegowe

Dla u1 = 1 jest N11 - 0, M11 =0, Q1 = 0. 
Warunek h Ĵ  = 0 daje

ql + 4 £ t C  = 0.

Dla u1 = 0 jest w1 = 0, w3 = 0, w3., = 0. 

Wielkości fizyczne

N11 “  q l [  f "  ”  1] *

N22 “ (1 + P  a *3 + 3a“22>

Ą  “ K21 = °»

*?, “ 0,

*12 “

Kg-j - -a2®!22,

*22 “ °*

(7-78)

(7.79)

(7 .80)

(
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q\ - q1,

ą  = o,

*1 • - /
1

-1 = °.

W ]  =  W3 .

7.3.2. Wpływ parcia cieczy

Zgodnie z wzorem (4*2) będzie

= (u1 - 1 ) 3*=

akąd
P 1 = P* = 0,

(7.80)

(7-81)

Współczynnik f* zależy od rodzaju cieczy i na przykład dla wody wynosi 1. 
Wpływ parcia cieczy powoduje pracę osiowosymetryczną, czyli wielkości B i 
P3 będą opisane wyrażeniami (7-71) i (7-72) lub (7.72r). Siły momenty i 
przemieszczenia z wzorów (7.34) - (7-37) i (7*39) dla tego obciążenia bę
dą równe

Ń11 = - §a [3(X+C.,) - C2],

Ń22 = i [ P - p 3],

ii12  = o

li11 = Sa2 [z 

M22 =§[\>X - oj.

M12 = M21 = 0,

J11 = -I a [3(1-1)) C1 - C2], 

N2 = — % a X,,| 1 ,

(7-82)
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Q1 = § a2 X 1 ,
9 1

Q2 = O,

w1 = ^ / t 11 - V a 2U22]du1 + Gy  (7-82)

2w* = O,

w3 -

Warunki brzegowe

Dla = 1 jest =0, ■ O, = 0.
Warunki n}1 = 0, M11 = 0 dają

1 1
3(1 -V) O, - C2 - O, 

x1 -Vc1 » 0.

Pierwszy warunek (7*83) określa

N11 = 0.

Dla brzegu utwierdzonego u^ = 0 będzie

1 3  3W = 0, W m 0, = 0.

Wielko3» . lizarozne

M O

N?2- ^21 = °*

•fi
l

ro a — g A . n .

“ 11

01

“ ^ a2C X “ V C ll*

» - $ a 2 [ \ ) I  -  c j ,

“ 22 - 

»1 a2X t1,

(7.83)

(7.84)
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q!  = O,

" i - - 2 f c j  [ h11 - v « 2i 22 ] d u 1i

wn2 - O,

*3 “ ^ h [ V n 11 " *2s22]*

Wzory uściślone

Całka szczególna dla parcia cieczy będzie równa

*3 - j f ś m i  P*(t" - u  *  + ♦f-I£ c}
Siły, momenty i przemieszczenia wywołane parciem cieczy wyniosą

H11 « 4(l | C,

fi22 . -4Ji (1 + %) w3 + (1 _ iL),

N 12 = 0,

m11 - - j p  (l)3 ^ « 2^. ,  +oc^3] - ®11 + f * T ( s m  fa2 (1

^  H  *M1 +^ 3] -  T & k  ^  ®
2 *11 +

'^*:fe+y5T (a} (1 " T “}*

M12 - M21 = 0,

«’ - - 4 e *  -i* 7 ^  “2-
2Q » 0,

w1 =//^/*3du1 +̂ vŁiyS) f  (7T " 1) u1 + TsA «  Cu1 + S’
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w2 » 0, 

w3 - V  + I3.

(7.84)

(7.85)

(7.85)



Warunki brzegowe

Dla u"̂ m 1 — a 0, M “ 0, Q - 0,
a dla u1 = 0 jest w 1 » 0, w3 = 0, w3  ̂=» 0.

C - 0, (7-86)

Warunek = 0 daje

czyli
N = 0.

Wielkości fizyczne

N?2 - - 0,

Ngg « -4(1 (1 + |) | w3 + lt* al ('1 - Y") + 3aM22,

- o.

«7* - M1\

£• - - a V 2,
(7.87)

“22 “  ° *

O} - Q1.

- o,

= ”3<łu1 + *  4pfe-yr f %  - 1) u1»
1 (

*7 = 0,

w"] ■ w3.

7 .3 .3. Wpływ parcia wiatru

Podobnie jak poprzednio, wzorem (4*2) rozłożymy parcie wiatru W

P - f  - WiT * P1r^ + P2^  + (7-88)

-i
»
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Rozwiązując układ równań (7.88) po podstawieniu r̂ ", r̂ ", ST’ obliczonych z 
(7*1) i przyjmując P2 = 0, bo jest to składowa styczna do powłoki nie 
wpływająca na jej pracę, otrzymamy:

P2 = 0, (7.89)

P3 = W cos u2.

Kierunek wiatru założono równoległy do osi x, ponadto przyjęto że wpływ 
ssania jest też równy W. Wielkośó B wyznaczymy całkując wyrażenie(7»32)

B = r CT-'v ) a [ u1ci(u2) + C2 (u2) “ X " ^ / /  X,22du1du1J. (7.90)

albo

B = 'ż'(j-v)a [ ^ . ( u 2) + Cg (u2) ~ ^ z f f z du1du1J.

Natomiast funkcję A otrzymamy rozwiązując równanie różniczkowe cząstko
we (7*33). Tensory sił, momentów i przemieszczeń uzyskamy z wyrażeń(7«34) 
- (7*39) przy spełnieniu następujących warunków brzegowych
dla

u1 = 1, jest N11 = 0, N12 = 0, M11 = 0, M12 «0, Q1 » 0,

dla (7.91)
u1 - 0 jest w1 = 0, w2 « 0, w3 a 0, w3  ̂= 0.

Wielkości fizyczne obliczymy z wzorów



Wzory uściślone

Rozwiązując, równanie (7*63) wyznaczymy w^, a następnie z równań(7*57) 
i (7*60) otrzymamy funkcje A i i. Mając określone A, F i w^, możemy z wy
rażeń (7*65) uzyskaó tensory sił, momentów i przemieszczeń przy założeniu 
warunków brzegowych jak w (7*91)• Przejścia z funkcji tensorowych do wiel
kości fizycznych dokonamy wzorami (7*92).

Obliczenie przykładów liczbowych przeprowadzono w Centrum Obliczenio
wym Politechniki Wrocławskiej w oparciu o programy opracowane dla obu me
tod. Podwójne programy realizujące poszczególne metody niezależnie, po
służyły między innymi do przeprowadzenia testów sprawdzających.

W przeliczonych przykładach szczegółowych przyjęto pełne zamocowanie 
wzdłuż dolnej krawędzi walca, rys. 3 oraz różne rodzaje materiałów, z któ
rych są utworzone powłoki, a mianowicie: stal i żelbet. Przyjęto następu
jące dane wyjściowe dla stali i żelbetu:

stal:
h = 0,5 cm 
a = 1 ,0 m 
1 = 5,0 m
V = 0,3
E = 2.1.106 kg/cm2

żelbet:
h = 5,0 cm 
a = 1,0 m 
1 = 5,0 m 
a) = 0,18
E = 0.21.106 kg/cm2.

Wyniki przeliczonych przykładów dla wpływów ciężaru własnego i parcia cie
czy załączono w tablicach zamieszczonych w końcowej części pracy.



Rys. 4
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Drukowane w -tablicach wartości poszczególnych wielkości fizycznych, na 
przykład M12, W1 są podawane w kolumnach w zapisie półlogarytmioznym,^to 
znaczy wielkość M12 = 2.2861986o-02 należy odczytać M12 = 2.2861986.10 .
Symbol 51 równy 10 jest podstawą wykładnika potęgowego, a liczba za nim
stojąca jego wykładnikiem.

Na rys. 4 przedstawiono charakterystyczne wykresy obliczonych wielko
ści sił, momentów zginającyoh i przemieszczeń tylko dla parcia cieczy w 
zbiorniku żelbetowym. Rysunek bowiem nie potrafi oddać wszystkich subtel
ności wynikających z dużej rozpiętości skali liczb, lepiej to robi tabli
ca liczbowa.

Analiza otrzymanych wyników i porównanie ich z rozwiązaniami podawany
mi w literaturze, potwierdza słuszność podanej w pracy metody.

*
4
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- 1  . 9  0  4 7 5 4 0 - 0  3 
- 1 . 6 5 7 1 4 1 0 - 0 3  
- 1 . 8 0 9 5 2 4 0 - 0 3  
- 1  . 7 6 1 9 0 5 0 - 0 3  
- 1 . 7 1 4 2 8 6 0 - 0 3  
- 1 . 6 6 6 6 6 7 0 - 0 3  
- 1 . 5 4 7 6 1 9 0 - 0 3  
- 1 , * 2 8 5 7 1 o - 0 3  
- 1 , 3 0 9 5 2 4 0 - 0 3  
- 1  . 1 9 0 * 7 6 0 - 0 3  
- 1 . 0 7 1 4 2 9 0 - 0 3  
- 9 . 5 / 3 6 1 0 0 - 0 *  
- 8 . 3 3 3 3 3 3 0 - 0 4  
- 7 . 1 4 2 8 5 7 0 - 0 4  
- 5 . 9 5 2 3 8 1 0 - 0 4  
- 4 . 7 6 1 9 0 5 0 - 0 *  
- 3 . 5 7 1 4 2 9 3 - 0 *  
- 2 . 3 8 0 9 5 2 0 - O *  
- 1  . 1 9 0 4 7 6 0 - 0 *  
- 9 , 6 3 6 9 2 1 3 - 3 2
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- 7 . 6 3 4 4 6 4 3 * * 0 1  
- 3 . 3 3 7 0 4 1 9 * - 0 1  
- 9 . 3 6 0 9 3 3 3 » - 0 2  

4 . 4 1 2 9 Z 0 6 » - 0 2  
9 . 5 8 9 6 2 1 2 * - 0 2  
9 . 6 0 4 6 7 3 6 * - O2 
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3 . 2 2 6 5 2 3 3 » - 0 2  
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3 . 5 1 6 0 5 3 9 8 - 0 1  
- 6 . 3 4 6 4 6 7 4 0 1 - 0 2  
- 3 . 3 6 5 6 2 3 3 8 - 0 2  

2 . 7 2 / 2 5 3 4 8 - 0 5  
6 . 0 2 9 3 8 4 6 8 - 0 3  
3 . 6 6 6 7 5 9  7 8 - 0  3 
3 . 0 0 6 3 5 7 3 8 - 0 5  
3 , 0 1 3 8 6 5 9 8 - 0 3  
3 . 0 0 1 5 1 6 5 0 - 0 5  
2 . 9 3 3 2  * 7 9 S - 0 5  
2 . t t 5  7 7 4 6 5 8 - 0 3  
2 , 7 6 5 4 5 2 3 6 - 0 5  
2 ,  7 1 4 1 9 8 0 8 - 0 5  
2 , 6 4 2 6 6 3 7 4 - 0 3  
2 , 5 7 1 4 3 6 5 4 - 0 5  
2 . 5 0 0 0 0 0 7 8 - 0 3  
2  5 2 1 4 2 8 5 4 - 0 3  
2 . 1 4 2 8 5 7 1 8 - 0 5  
1 . 9 6 4 2 6 5 7 8 - 0 5  
1 . 7 6 5 7 1 4 5 8 * 0 3  
1 . 6 0 7 1 4 2 9 8 - 0 3  
1 . 4 2 6 5 / 1 4 8 - 0 3  
1 . 2 5 0 9 0 0 0 8 - 0 5  
1 , 0 4 2 8 6 8 - 0 3  
6 . 9 2 6 5 7 1 5 8 - 0 4  
7 , 1 4 2 8 5 6 7 8 - 0 4  
5 . 3 3 7 1 5 0 9 8 - 0 4  
3 . 5  7 1 2 9  5 1 8 - 0 4  
1 . 7 6 7 3 7 4 1 8 - 0 4  

. 0 0 0 0 0 0 0 8  0 0

621 I K GCM/ CM]

- 1 . 0 4 5 6 6 0 2 8 - 0 1  
1 , 9 3 6 9 7 5 7 8 - 0 2  
1 . 0 0 7 3 4 8 2 8 - 0 2  

- 8 . 4 7 1 2 1 7 5 8 - 0 4  
- 1 . 8 1 1 5 1 9 9 8 - 0 3  
- 1 . 1 0 4 8 3 0 1 8 - 0 3  
- 9 . 0 1 4 1 4 7 1 8 - 0 4  
-9 , 04221 9 5 8 - 0 4  
- 9 . 0 0 5 0 2 4 6 8 - 0 4  -6.7 9 9 6 7 6 9 8 - 0 4  
- 6 . 5 / 3 2 1 2 9 8 - 0 4  
- 8 . 3 5 6 3 5 0 0 8 - 0 4  
- 8 , 1  4 2 5 9 7 3 8 - 0 4  
' 7 . 9 2 8 5 9 1 8 8 - 0 4  
- 7 .  71 430 8 6 « i - o 4  
- 7 . 5 0 0 0 0 2 0 8 - 0 *  
- 6 . 9 6 4 2 8 5 7 8 - 0 4  
- 6 . 4 2 6 5 7 1 4 8 - 0 4  
- 5 . 8 9 2 6 5 7 1 8 - 0 4  
- 5 .  3571 4 2 9 8 - 0 4  
- 4 . 8 2 1 4 2 6 6 8 - 0 4  
- 4 , 2 8 5 / 1 4 3 8 - 0 4  
- i . 7 5 0 0 0 0 0 8 - 0 4  
- 3 . 2 1 4 2 6 5 / 8 - 0 4  
- 2 . 6 7 6 5 7 1 4 8 - 0 4  
- 2 . 1 4 2 8 5 / 0 8 - 0 4  
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. 1 4 3 2 0 9 5 8 - 0 6  
. 1 3 3 1 5 2 2 8 - 0 6  
. 4 0 8 1 7 0 6 8 - 0 6  
. 2 9 3 3 9 4 9 8 - 0 8

= 0 . 5  A = 1 O O

N1 1 [ K G / C M 1
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3 . 6 6 6 0 0 0 0 8  00 
3 . 5 8 8 0 0 0 0 8  00 
3 . 5 1 0 0 0 0 0 8  00 
3 , 4 3 2 0 0 0 0 8  00 
3 . 3 5 4 0 0 0 0 0  00 
3 . 2 7 8 0 0 0 0 8  00 
3 , 1 9 6 0 0 0 0 8  00 
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3 , 0 4 2 0 0 0 0 »  00 
2 , 9 6 4 0 0 0 0 8  00
2 . 6 6 6 0 0 0 0 8  OU 
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2 . 7 3 0 0 0 0 0 »  00 
2 , 5 3 5 0 0 0 0 8  00 
2 , 3 4 0 0 0 0 0 8  00 
2 . 1 4 5 0 0 0 0 8  00 
1 . 9 5 0 0 0 0 0 8  00 
1 . 7 5 5 0 0 0 0 8  00 
1 , 5 6 0 0 0 0 0 8  00 
1 . 3 6 5 0 0 0 0 8  ’ 00 
1 , 1 7 0 0 0 0 0 8  00 
9 , 7 5 0 0 0 0 0 8 - 0 1  
7 . 8 0 0 0 0 0 0 8 - 0 1  
5 , 6 5 0 0 0 0 0 8 - 0 1  
3 , 9 0 0 0 0 0 0 8 - 0 1  
1 . 9 5 0 0 0 0 0 8 - 0 1

. 0 0 0 0 0 0 0 8  00
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- 1 . 1 6 6 6 6 3 0 »  00 
- 3 . 9 7 0 0 7 0 9 8 - 0 1  

2 . 776 571 0 » - 0 2  
5 . 4 / 6 0 2 9 6 8 - 0 2  
3 , 2 9 9 6 9 9 4 8 - 0 3  

- 2 . 1 2 4 1 7 4 9 8 - 0 5  
- 5 . 5 6 7 4 6 5 9 8 - 0 4  

1 . 01  7 3 7 3 0 8 - 0 4  
6 . 3 3 3 6 6 5 0 8 - 0 5  
2 . 8 4 3 1 3 6 0 8 - 0 5  
2 . 1 6 7 5 1 6 1 8 - 0 5  
2 . 4 2 3 9 5 0 4 8 - 0 5  
2 . 4 5 9  5 4 9 3 8 - 0 5  
2 . 3 8 7 5 0 6 5 8 - 0 5
2 .  3 1 4 4 0 9 4 8 - 0 5  
2 . 2 4 9 3 3 4 6 8 - 0 5  
2 . 0 8 9 3 1 0 1 8 - 0 5  
1 . 9 2 6 5 7 1 1 8 - 0 5  
1 . 7 6 7 6 5 6 9 8 - 0 5  
1 , 6 0 7 1 4 2 6 8 - 0 5  
1 . 4 4 6 4 2 8 4 8 - 0 5  
1 . 28 5 7 1 4 1  8 - 0 5  
1 . 1 2 4 9 9 9 6 8 - 0 5  
9 . 6 4 2 6 5 5 7 8 - 0 6  
8 . 0 3 5 7 5 4 9 8 - 0 6  
6 . 4 2 8 1 0 6 5 8 - 0 6  
4 . 6 3 3 1 4 2 2 8 - 0 6  
2 . 9 1 9 6 1 0 9 8 - 0 6  
8 . 9 7 1  7 3 2 3 8 - 0 6  

- 1 . 8 5 1 6 3 2 7 8 - 0 4
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- 5 . 2 7 3 3 2 1 3 8 - 0 5  
- 7 . 0 0 2 6 5 1 6 8 - 0 5  
- 8 . 6 9 2 7 1 4 4 8 - 0 5  
- 1 . 0 3 4 5 3 7 2 8 - 0 4  
- 1 . 1 9 6 1 0 6 4 8 - 0 4  
- 1 . 3 5 3 9 6 4 8 8 - 0 4  
-1 . 5 0 8 1 0 6 0 8 - 0 4  
- 1 . 6 5 6 5 5 6 5 8 - 0 4  
- 1 . 6 0 5 2 5 0 / 8 - 0 4  
- 1 . 9 4 6 2 5 0 / 8 - 0 4  
- 2 . 0 8 7 5 5 6 5 8 - 0 4  
- 2 . 2 2 3 1 0 / 9 8 - 0 4  
- 2 . 3 5 4 9 6 5 0 8 - 0 4  
- 2 . 6 6 6 5 5 7 9 8 - 0 4  
- 2 . 9 5 6 5 3 6 5 8 - 0 4  
- 5 . 2 2 5 5 0 0 / 8 - 0 4  
- i . 4 6 9 2 5 0 / 8 - 0 4  
- 3 . 6 6 9 7 6 6 5 8 - 0 4  
- J , 6 8 7 1 0 7 9 8 - 0 4  
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- 4 . 4 4 4 2 5 0 8 8 - 0 4  
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- 4 .  58 3 5  5 6 5 8 - 0 4  
- 4 . 6 1 8 3 5 7 9 8 - 0 4  
- 4 . 6 2 9 9 6 4 0 8 - 0 4
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9 . 3 0 0 8 2 7 8 - 3 «  
- 3 . 5 7 2 2 5 7 8 - 0 5  
- 5 , 4 B 2 2 1 V 6 - 0 5  
- 5 . 4 0 2 5 4 7 8 - 0 5  
- 5 . 1 4 1 1 6 6 8 - 0 5  
- 5 . 0 0 4 0 1 5 8 - 0 5  
-4  . 9 0 0 0 7 7 8 - 0 5  
- 4 . 7 9 1 7 8 4 8 - 0 5  
- 4 . 6 6 0 2 6 6 8 - 0 5  
- 4 . 5 6 8 5 6 6 8 - 0 5  
- 4 . 4 5 7 1 2 5 8 - 0 5  
- 4 . 3 4 5 7 1 0 6 - 0 5  
- 4 . 2 3 4 2 6 7 8 - 0 5  
- 4 . 1 2 2 8 5 8 8 - 0 5  
- 4  . 01 1 4 2 9 8 - 0 5  
- 5 . 9 0 0 0 0 0 8 - 0 5  
- 5 . 6 2 1 4 2 V 8 - 0 5  
- 5 . 3 4 2 8 5 7 8 - 0 5  
- 5 . 0 6 4 2 8 6 8 - 0 5  
- 2 . 7 8 5 7 1 4 8 - 0 5  
- 2 . 5 0 7 1 4 3 8 - 0 5  
- 2 . 2 2 8 5 7 1 8 - 0 5  
- 1 . 9 5 0 0 0 0 8 - 0 5  
- 1 . 6 7 1 4 2 9 8 - 0 5  
- 1 . 3 9 2 8 5 7 8 - 0 5  
- 1 . 1 1 4 2 8 6 8 - 0 5  
- 8 . 3 5 7 1 4 3 8 - 0 6  
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- Z . 4 3 9 Z B 9 U «  01 
- 1 . 6 3 0 3 3 4 3 «  01 
- 8 . 9 0 6 3 6 8 8 «  0 0  
- 3 . 4 9 0 8 3 4 8 «  0 0  
- 1 . Z 6 3 6 Z 4 1 m - 0 1  

1 . 4 3 9 1  / O Z «  0 0  
1 . 9 8 1  4 9  Z9 «1 0 0  
1 . 8 9 1 6 4 / 4 «  0 0  
1 . 3 4 8 8 3 9 1  «1 0 0  
1 . 1 6 8 3  Z 1 3  W 0 0  
8 . 3 4 Z Z 9 6 6 a ) - 0 1  
4 . 6 8 4 / 3 6 4 « - U 1  
4 . 1 Z 0 Z 4 Z 6 Ó - 0 1  
4 . 1 1 3 Z 0 4 8 M - 0 1  
3 . 8 9 0 3 1 B6M- U1 
3 . 3 1  Z 3 / 6 3 » - ( J 1  
3 . 1 U / 3 Z 9 4 « - 0 1  
Z . Z 1 Z 0 3 3 4 U - 0 1  
Z . 5 Z 4 Z 3 9  U « -  0 1 
1 , 9 3 9 4 0 3 0 o j - 0 1  
1 . 3 3 3 4 6 4 3 W - 0 1  
1 . 1 6 Z 5 Z 3 3 « J - 0 1  
Z , 3 3 3 Z 4 8 3 n ) - 0 Z  
Z .  Z 5 3 4 Z Z 0 o l - 0 Z  
3 . 1 3 / 4 1 8 4 * 1 - 1 3
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- Z . 3 1 4 1 8 / 3 «  01 
- 8 . 8 0  Zł  1 46 «  00 
- 3 . Z 3 4 3 Z 0 3 « - 0 1  

Z . 3 3 8 6 9 3 6 «  00 
Z . Z Z 8 Z 6 1 9 «  UO 
8 . 1 9 Z 4 6 0 4 « - 0 1  

-8 . 1 31 1 638Ó1-01 
- Z . 1 3 9 / 3 6 6 «  00 
- 3 . 0 3 3 1 4 6 6 «  00 
- 3 . 3 Z6 ZZ Z 9«  00 
- 5 . 6 8 / 6 / 0 0 «  00 
- 3 . 6 3 3 6 9 / 7 «  00 
- 3 . 3 / 6 5 / 8 7 «  00 
- 3 . 3 6 3 / 9 6 4 *  00 
- 3 . Z 0 3 9 Z 7 9 «  00 
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B p a ó O T e  n p u B o j H T c a  pemeHHH jiHHeüHaTux o Ó o a o H e x  nocTpoeHHHX hs ojiho- 
p o j ,H o r o  M 30 Tpon H o r o  M a T e p H a a a ,  H a x o a a a tH x c a  b m o u c h t h o u  HanpaaceHHOM c o c T o a -  

hk>, IIpHHüTa u a T e u a T i m e c x a a  M0j,eJib o n p e x e j iK w u a a  o o c t o ä h m c  H a n p a x e H H a  b 
oß o J io H X e ,  o c H O B a ïH a a  Ha jiHHeÜHOü TeopHH o ô o J io H e x ,  n p i m e u  MaTepnaabHyo c p e -  

6y  oocTaBJiHDiuyx) o ß o J io H x y  npHHHTo x a x  c p e j ; y  T y x a  ^.Hooxe’ a } .  ÜTa mo& e ji b l e -  

n e T  K CHCTeiie jiHHeÜHbix ypaBHeHHÜ c  M a c th h m h  npoH3BO,nHbiMH,Ha3HBaeUŁDC y p a B -  

HeHHHMH paBHOBecHH, a  Taxace x jihhcühhm *HiJ4>epeHUHajibHLiM sa B H C H M o cT tsu  u e x -  

Äy $yHXHHÄMH^ on.pexeaax)iuHUM n e $ o p u a i iH D  oCojiohxh,. a  xoopïH H aTaM H  B e x T o p a  

cuenteHHH e e  cpe.nHHHoü n o s e p x H o c T H .  Sth ypaBHeHH« -  sonoJiHeHHHe a J i r e ö p a K -  

HecxHiiH oTHoraeHHKMH u e x s y  Mo Me ht hmh K HanpaxeHHHMM,.a (JyHxiiHaMH o n p e x e x a B -  

oihmk j ,e$opM anH B  oCojiohxh, n o x y n a e M u e  H3 h p h h h t o ü  MoaeiiH o p e j u  -  n p H B o ja T  

X C HC Teue ypaBHeHHÜ o n p e je j iaB in H X  C T aT H H ecx y »  p a ö o T y  oßoaoH X H »

C yn e cT B eH H o ä  npoßJieM oü b TeopHH o 6 o a o n e x  H B a a e T c a  o n p e u e j i e H H e  j e $ o p M H -  

pOBaHHOH H O B e p X H O C T H  n o  O T H O m e H H B  X CpeXHHHOH nOBepXHOCTH oCojiohxh. B H a -  

CToam eü p a Ö O T e ,  x ap a x T e p H C T H X y  xeipopMHpoBaHHOü noBepxHOCTH -  xpoM e BeKTO- 

p a  CMemeHHa I f  o n p e * e j i a » m e r o  n o x o x e H H e  OTjiejibHbDC T o n e x  3toü noBepxHOCTH 

H C B H a a H H o r o  c n e p B O H  .RHaxpepeHHHajibHoü ÿopM oü - B B e jc H  hobhü B e x T o p  d, 
CBasaHHbLÜ c  BpameHHeu h BTopoH jHcxpepeHHHajibHOH ip o p M o ü .T a x o ü  n o j x o x  x & e -  

a y  p a 3 p e u i H a  r a y ö x e  npoHHXHyTb b  cynHOOTb p a ö O T u  o6oflOHXH, BKSBaHHow mo -  

Me HT HUM peXHMOM H Ha TOM OCHOBHHHH noSBOJlHJl BBeCTH HOBUe noHHTHH TeHSapOB: 

g ^  _  cMemaHHOH m o m € h t h o h  .neiÿopMaiiHH, C B a s a H H o ro  c  B T opoü  j,H(J)$epeHKHaj:b- 

HOÜ ( p o p M O H  B MOMeHT HOÜ neijpopMalJHH , CBB3BKH0 T O  O TpeTHeÜ flH<*>$ep eHL(H aJI b -

HOH qpopMOÜ,,

H o B u e  BeaHHHHbi g . j  h T?. j  n o 3B0JIHJIH n p o c T o  o n p e a e a H T b  a b Co h ,  n a p a a e a b -  

huh -  no  OTHOmeHHB x cpeaKHHOH noBepxHOCTH -  cjioü  o f ioaoH X H . E J i a r o ^ a p a  t o -  

M y  n o x a 3 a J i o c b ,  h to  b qpH3HHecxKX oTHomeHHax M e x a y  HanpaaeHHHMH H a e i f o p M a -  

HHeH, HanpaxeH H H  b j i e 6 oü T o n x e  o6 o ao H X H , b oöJiacTH  aHHeÜHOü T eo p H H , moxho 

p a ccM aT p H B aT b  x a x  cyMMy co cT oainy®  H3 HanpaxeHHÜ BH3saHHbDC 6e3M0MeHTH0Ü h 

MOMeHTHOH paCOTaMH.

C a e a o B a T e a b H o ,  H H T e rp a a H  onpex eaa B ¡ i(H e  ycH Jina  h mom chth  MoryT 6uT b  p a c -  

HHTaHH H npeaC TaB aeH b!  C IIOMOUlbB COOTBeTCTBeHHbDC CyMM COCTOaaiHX H3 B 0 3 a e H -  

CTBHX paCOTl 6e3M0MeHT HOH H MOMeHTHOH,

JlpHBeaeHHHe b p a ß o T e  pemeHHa o ö m e ü  CHCTeMbi ypaBHeHHÜ XHHeÜHaTLtx o f i o a o -  

Hex, paöoTaBüiHX b m o m c h t h o m  peKHMe, o c H O B y e T c a  Ha He3aBHCHMou p a c o u a T p i t -  

BaHHH HByX BHHyXaeHHHX COCTOHHHÜ: 6e3MOMeHTHOTO H MOMeHTHOrO. B ycaoBHHX
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ciM omHoä cpef lH  (.KOHTHHyyM) noÄ>iHHeHH0 ii saKOHy T y K a ,  npHMeHHH n p u a p u n  c y -  

nepnoBHUHH, n p n  cooTseTCTBeHHO noflOöpaHHbix <pyHK«HHX H a r p y s o x ,  moxho p a o -  

CMaTpüBaTb OT^eJIbHŁie BJIMÄHKÄ He3üBHCílM0 o
C a e a y e T  n o f l s e p K H y T b ,  u t o  $yHKHHH H a r p y s o K  BHHy*flaiomHX o n p ef le f leH H u e  c o c -  

t o h h h h  t  „ e *  6 e 3 MOMeHTHHe u m o m c h th u b ,  i u i o t h o  CB a3aH u c onpef lefleH iiuM  3a- 
ÄaHHHM co c T o a H M e u  nepeMemeHHÜ H nosTOMy h x  (popsaa acHO o n p e Äe J ie H a .  C c y m e c -  

t b a h h ,  HMeHHo TOflbKo ö e s u o u e H T H o e  a h 6o MoiieHiHoe c o c T o a H H e ,  mh b b o ah m  b 

paecM aT pH B aeM oe  KOHTHHyyM, K3Khm HBJiaeTca oÖo.no 'iKa, HeKOTopue floöaBCHHue 

CBasH npHflaioflHe oöcyscflaeMOH Moflean xëCTKOCTb. BflHííHHe s t h x  floßaBOBHux cbh~

3 eii noJiHocTbio K O M neH cnpyeT ca cooTDeTCTBeHHO nofloöpaH H oß (p ynam ief i  H a r p y s c x  

BHayacflanmeä o n p e f l e a e H H o e  c o c T O a H n e  h n o T o a y  o h o  n e  n e p e j a e T c a  Ha p a 6oT y  

B T o p o r o  c o o t o h h h h .  T a x a a  n p o p e s y p a ,  no oTHOCieHH» k AHHeßsaTbiu  oCofloaxaM  -  

o c H o a a H H a a  Ha BaefleHHH s B y x  BbiHyafleHHbix c o o t o h h h h :  6 b B M C m c h th o ro  h m o-
MeHTHoro -  n o 3 B o a a e T  noflyHHTb peiueHKe c h c t e M u  flHqflpepeHpHaflbHbix ypaBHeHHH 

o ô c y a t f la e M o ro  K a a c c a  oöOflOMeK, h t o  -  o 6 me r o B o p a  -  HeB03M0iKH0 nyTeM npaM O- 

r o  p a c v e T a .
CymeoTBeHHUM 0 T p e 3 K0 M oömeii C H deM H  ypaBHeHHH h b j i h d t c h  ypaB H eH H a H e -  

p a 3 fleaHM0 CTHo E a h h h h  noflxofl k aTOMy B o n p o c y  mu n o a y s a e M ,  H c x o x a  h 3  y c j i o -  

b h h  HeoôxoflHMooTH, BunoflHeHHH — k o 3tp(pHpHeHTaMH nepBofl H BTOPOH A H l ^ e p e H -  

UHaabHOH ÿopMbi fle^opMHpoBaHHOH noBepxHOCTH -  ypaBHeHHH r a y e  a  h KoflanHH. 

flpHHBTbie noHHTHa TeH 3 o p o B ?  n ' y  o e a e r a a B T  s a f l a n y  h jaiDT K a s  p e m e n n e  

TP H ypaBHeHHH, a  HMeHHO ypaBHeHHH HepasfleflHMOCTH. 3 t h  ypaBHeHHH h b j i h b t c h  

COOTBeTCTBeHHblMH HeTOflKO flflH oÖofloHeK, HO -  npHHHMafl H = 0  -  t o n e  flflH

njiacTMHo
ypaBHeHHH Hepa3fleflHM0CTH HMeBT ocHOBHoe 3HaneHHe flJia npeflCTaBJieHHOH b 

p a ć o T e  T eopH H , T a s  KaK o h h  HBJiaioToa iiaTeuaTiwecKHM  bhaom  CBH3eH HafloaceH- 

HHX Ha BHHystfleHHue, ÖesMOMeHTHoe H MOMeHTHoe c o o t o h h h h , p a o c M a T p H B a e M u e  H e-  

saBHCHMo, OHH m oryT 6HTb HonoflbSOBaHu T a s s e  flflH o n p e se f le H H H  ÿyHKUHH b u -  

HyasflaunHX n a r p y a o K  B U C T y n a m n x  b p e m e n n a x  oômefi o n c i e M u  ypaBHeHHH f l n n e n -  

aaTbOc côof lO H eK , CfleflyeT r o s e  s a a e T H T b ,  h t o  öoflbmeHCTBO npeflCTaBfleHHbix a 

p a ö o T e  pemeHHH K a c a e T c a  B c e x  b h a o b  oćoflOHeK, HeToflbKo f lHHeHHaTux.i lpHBefleH 

HUH B KOHUe p a 6 0 TbI UHCJieHHHH npHMep, HflflBCTpHpyBilHH oecyKfleHHUH MeTOA p e -  

meHHH, pasHHTaHHbtfi flflH MHflHHflpHHecKoH oöojioHKH, ncflTBepacflaeT e e  noflHyc n p n -  

rOÄHOCTbo
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S u m m a r y

The paper treats of stress analysis of reotilinearly drawn shell struc
tures constructed of homogenous material working in moment state» The as
sumed mathematical model representing the stress in shell is based on the 
linear theory of shell structures admitting that the material medium of 
which shells are made is subject to the principle of Hooke.The assumed mo
del leads to some linear equations with partial derivatives, called the 
equations of equilibrium and to linear differential connections between 
the functions describing the deformations of the shell and the coordina
tes of the displacement vector of the middle inner surface of the shell. 
These equations supplemented by algebraic connections between forces, mo
ments and functions describing the deformation of the shell resulting fran 
'the assumed model of the material medium lead to a set of equations des
cribing the static work of the shell.

The essential problem in the theory of shell structures is the des
cription of the deformed surface relatively to the inner middle surface of 
the shell.

In this paper to the description of the deformed surface, beside the 
vector of displacement Tf defining the positions of the individual points 
of the surface and connected with the first differential form,another vec
tor 7  has been introduced connected with turn and with the second dif
ferential form. This way of formulation allows of a better insight into 
the character of the work of the shell as resulting from the moment state 
and of introducing on these grounds new conceptions of tensors* S ^  of 
compound bending deformation connected with the second differential form 
and, 1} ^  of bending deformation connected with the third differential 
form.

The introduction of new values g ^  and ^  allows of a simple des
cription of whichever layer parallel to the middle inner surface of the 
shell. With regard to what has been said above it has been proved that 
concerning the physical relations linking stresses with deformations, the 
stresses in any point of the shell may be examined within the limits of 
the linear theory as a sum consisting of stresses resulting from the mo
ment le as and moment work of the shell.
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Thus integrals defining sectional forces and moments may he computed 
and defined also by means of adequate sums composed of effects of the mo-
mentless and moment work of the shell.

The solution of the general scheme of equations of rectilinearly drawn 
shell structures working in moment state as given in the paper consists 
in examination of the two forced states independently, the momentless and 
the moment state. Employing the principle of superposition and applying 
the adequately selected functions of loads we can examine for continuous 
material media subject to the principle of Hooke the particular effects in
dependently.

It should be emphasised however that the functions of loads forcing 
the particular states i.e. the momentless and the moment state, are clo
sely connected with a given state of displacements and therefore their 
character is univocally defined. Because by working out the momentless or 
the moment state only we introduce into the continuous material medium un
der examination what a shell exactly is, additional bonds stiffning the 
particular model. The effect of these additional bonds is totally compen
sated by the adequately selected function of loads forcing the given sta
te and therefore is not transfered to the work of the other state.

This procedure in reference to rectilinearly drawn shell structures,in
troducing two forced states, the momentless and the moment state, allows 
of achieving the solution of differential equations pertaining to this 
class of shell structure, what cannot be accomplished commenly by direct 
calculation.

An important fragment of the general scheme of equations are equations 
of continuity of the shell. The uniform formulation of this problem may 
be obtained if we begin from the condition of the necessity of fulfilling 
the equations of Gauss and Codazzi by coefficients of the first and se
cond differential forms of the deformed surface.

The previously introduced conceptions of tensors g ̂  and 1^-y facili
tate this issue and in solution give three equations called the equations 
of continuity of the shell. These equations do not hold good for shell 
structure only but are also valid for flat and upright plates under assum
ptions that H = 0-

The equations of continuity of the shell are of basic importance for 
the theory presented in the paper, as they are the mathematical descrip
tion of bonds put on both forced states, the momentless and the moment 
state independently examined. They may be also employed for defining func
tions of forcing loads, coming in solutions of the general scheme of equa
tions of rectilinearly drawn shell structures. It should be underlined 
that most of the issues presented in the paper refer to all shell structu
res and not to rectilinearly drawn only.

The example given in the final part of the paper computed for a cylin
drical shell structure illustrating the proposed method of solution,fully 
proves its practibility.
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