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UGIĘCIA BELKI MOSTOWEJ OBCIĄŻONEJ RUCHOMĄ GRUPĄ SIŁ 
DOWOLNIE ZMIENNYCH W CZASIE

Streszczenie. W pracy wyznaczono ugięcia bel­
ki mostowej obciążonej grupą sił ruchomych o 
dowolnej zmienności w czasie. Belkę mostową re­
prezentuje układ o ciągłym rozkładzie masy z 
tłumieniem o oporach proporcjonalnych do pędu 
masy. Rozwiązanie może znaleźć zastosowanie 
przy obliczaniu ugięć teoretycznych znacznej 
grupy mostów drogowych £7] obciążonych pojaz­
dami wieloosiowymi, lub przy szukaniu związku 
między pomierzonymi obciążeniami osi pojazdu a 
ugięciami mostu.

1. Wstęp

Bezpośrednią przyczyną drgań belki mostowej są siły działające na
nią. Ogólnie stwierdzić można, że drgania powstają na skutek zmiany:

- położenia sił na belce,
- intensywności działania sił.

Zmianę położenia siły na belce charakteryzuje prędkość i czas, na­
tomiast wartości sił obciążających belkę uzależnione są od następują­
cych czynników:

- profilu nawierzchni,
- parametrów pojazdu,
- parametrów mostu,
- prędkości przejazdu.
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Nie zajmując się bliżej wyznaczeniem wartości sił obciążających, 
którym to problemem zajmowano się w kilku pracach (np. D J . W ) .  • 
niniejszej pracy założono, że intensywności sił w czasie przejazdu 
przez belkę dane są w postaci funkcji zależnych jedynie od czasu.

2. Założenia

W rozważaniach wzięto pod uwagę belkę wolnopodpartą o rozpiętości I 
przy następujących założeniach:

- materiał belki jest doskonale sprężysty, jednorodny i izotropowy,
- belka ma stałą sztywność El na długości,
- masa belki p jest równomiernie rozłożona
- w belce występuje tłumienie o oporach proporcjonalnych do pędu masy.

Materiały stosowane w konstrukcjach mostowych wykazują własności 
reologiczne i mogą wykazywać odkształcenia trwałe po cyklu obciąża­
jącym, jak również nie są jednorodne i izotropowe. Potraktowanie ob­
ciążenia mostu jako działania jednorazowego, nie zaś jako procesu cią­
głego w czasie oraz oscylacja naprężeń w granicach sprężystości mate­
riału jest koniecznym przybliżeniem, które umożliwia przyjęcie modelu 
ciała doskonale sprężystego. Niejednorodność i anizotropia wynika ze 
struktury stosowanych materiałów oraz konstrukcji mostów betonowych i 
stalowych. Uwzględnienie tych własności komplikowałoby jednak, a w wie­
lu przypadkach niepotrzebnie - zadanie. Dlatego - za dotychczasowymi 
badaczami dynamiki mostów - przyjęto założenie jednorodności i izotro- 
powości materiału.

Wolnopodparte konstrukcje mostowe charakteryzują się nieznaczną 
zmianą sztywności przekrojów poprzecznych na długości mostu,a ich cię­
żar własny jest praktycznie stały na długości.

Charakter tłumienia w  konstrukcjach mostowych jest bardzo złożony 
M .  Traktując w przybliżeniu tłumienie w mostach jako zjawisko jedno­
lite, przyjęto proporcjonalność oporów ruchu do pędu masy.
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W rozważaniach pominięto wpływ sił poprzecznych na pracę odkształ­
cenia oraz energię kinetyczną związaną z obrotem przekrojów belki. 
Dla belek stosowanych w rnostownictwie stosunek rozpiętości do wymia - 
rów poprzecznych jest bardzo znaczny, co pozwala na pominięcie wpływu 
sił poprzecznych na ugięcia belki. Również zaniedbanie obrotów prze­
krojów nieznacznie wpływa na ugięcia belki W -

Ponieważ mosty są obciążone pojazdami wieloosiowymi, rozpatrywano 
przejazd grupy sił oddalonych od siebie w stałych odległościach. In­
tensywność sił jest dowolnie zmienna w czasie, a przejazd następuje ze 
stałą prędkością v.

Przed wjazdem obciążenia belka znajduje się w spoczynku, w poło­
żeniu równowagi statycznej.

3* Rozwiązanie zadania pomocniczego

Chcąc wyznaczyć ugięcia belki mostowej obciążonej ruchomą grupą sił 
dowolnie zmiennych w czasie konieczne jest rozwiązanie zadania pomoc­
niczego polegającego na określeniu ugięć belki dla dowolnie zmienne­
go w czasie, ruchomego obciążenia skupionego.

Uwzględniając założenia dotyczące belki równanie różniczkowe ugięć 
belki można zapisać W .  0 ]  w postaci:

gdzie p(x,t) jest intensywnością obciążenia. 
Podstawiając współrzędne bezwymiarowe (2)

(2)

oraz współczynniki bezwymiarowe (3)
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równanie (1) można zapisać następująco:

i_  + ,  jL  (4)
* 2 a i 4 *r2 ax t̂v

Równanie (4 ) rozwiązywano przy założeniu przesuniętych w lewo od 
początku belki układach położenia przekroju i siły (rys. 1) uwzględ­
niając warunki początkowe drgań belki (5 ) dla Z =»TT

8w(Ć,tn)
wl£.tn) = w($),  ^ ---- = w(4), (5)

oraz warunki brzegowe (6).

.2
w(# T) = O, "(Ł.i) = 0, (6)P» gę-i ^P

32w(1+£p,T) = 0, wd+^p.T) = O.

Ugięcie belki można wyznaczyć dla $ należącego do przedziałuj£ ,1 +

+<y *

Rys. 1. Układy współrzędnych przy rozwiązywaniu belki obciążonej siłą
dowolnie zmienną w czasie
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Rozwiązania równania U) dokonano stosując bezpośredni rachunek o- 
peratorowy [_6j P-rzy uwzględnieniu, że warunki początkowe są zadane tyl­
ko w jednym punkcie różnym od zera, a warunki brzegowe w dwóch punk­
tach, z których żaden nie jest równy zeru. Możliwe jest w tym przy­
padku rozwiązanie zadania najpierw tak, jak gdyby warunki początkowe 
dane były w punkcie o współrzędnej zero, warunki brzegowe zaś w punk­
tach o współrzędnych 0 i 1, pamiętając o konieczności odpowiedniego 
odwrotnego przesunięcia układu współrzędnych.

W nowym układzie współrzędnych X ', £ r, gdzie

(T)

równanie (4) przyjmie postać (8), warunki początkowe (5) formę (9)» a 
warunki brzegowe (6) postać (10).

0) = wt£+£p), n«+ep.o)- idS+ip). (9)

a2wlO.T+t ) = 0, -=rr-w(0,T'+T ) = 0,n 3 ^ 2 n »
2

w( 1 ,T+T ) = 0, -^TTT W(1 ,t'+t ; = 0.

(10)

n

Wykonując na równaniu (8; transformację laplace’a i uwzględniając 
warunki początkowe (9) otrzymano

^-~r + 32w + 2fs w = p(€+£,s)+(s + 2 f)*(£+£_)+«(£+f■ ). (11;
6 Z d£'4 p V p

gdzie oo i oo ,
w = y*w e“0,“dti p = /*p(€+£p.T +tr)e Ł"dti

0 0
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Funkcje własne znaleźć można z równania jednorodnego wynikającego 
z równania (8). Uwzględniając warunki brzegowe (10) i normując funk­
cje własne można je zapisać (por. W )  w postaci

(£') = sin nflłi (12)

Rozwinięto funkcje w, p, w(|'+#p), w(£*+#p) w szeregi według funk­
cji własnych.

Co
w(#»s) = >[?y  . w*(s) sin n3f£j

n=1 n
CO

p(€+# .s) = ̂  (s) sin nfll’, (1 3 )
v n=1OO

» « 6 + 0  = < ? y \  A* sin n3K't 
p HTi n

oo
B* sin n3Tf'.P nn=1

Współczynniki rozwinięcia tych funkcji można zapisać wzorami (14).
1

w*(s) = 'i?'£  w(£|s) sin n3$d £‘,
0

*(s) = \fPJ* p(£'+£p,s) sin nJFlfd i?,

An = w^'+^p sin nSfi'di',

B* f  w(4+£ )sin nj[4d£'.
n Jn P

(14)

Mnożąc równanie (11) przez funkcje własne (12), całkując od 0 do 1 
i uwzględniając warunki brzegowe (10), otrzymano następujące równanie 
algebraiczne:
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Korzystając z pierwszego z wzorów (13) wykonano odwrotną transfor­
mację skończoną otrzymując

— /A1W

+  * 1

’ \     - Sin n®i(<r,s) = yfP y     sin nJśi (16)
¿j. iaafii* fi2
n=1 G2.2 + s~ + 2 fi

Mianownik pod znakiem sumy można przedstawić w postaci

6

gdzie:

(nl) . 2 , -.2 c 2 . , — + s  + 22fs = (s +fj + O n , (1 7)

n v n

*» • ^  • 7  ̂  ‘1S>

Wielkości /J> n i oznaczają odpowiednio częstości kołowe drgań 
własnych nietłumionych i tłumionych belki.

Biorąc pod uwagę zależność (17) i korzystając ze związków (14),rów­
nanie (16) przekształcono do postaci 

oo , 1

5li',S/" 2 S  łn u “

+ *(io+£p}]  sin ^ 0 ^ 0 *

(19)
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Wykonując odwrotną transformację Laplace’a i wykorzystując twier­
dzenie o splocie, mamy

w(£ ,t) =

 Jsin nffi je 0 PliQ+# .t£+r )sini (r ^ d t ;  d#o+
uv n=1 wn ~ •},¿iv n=i n - ^

Oo
+ 2 sin ndf^e § ^w(£q +£p)cos6T +

^  [*( W + ̂ w(#0+ -p)] sin^ ,} sin n^ o dic

(2 0)

Wracając odpowiednio do układu oraz podstawiając za zmienną
całkowania t Q =X^ + X otrzymamy

)

9T2 f 2ł8innSrtf-#_)r , )
^ 2  2 ^  i  j  - ^ Ł j -  p^ 0+fp ' V s3ja6n('t:'To)dV lo+

(21)
n=1 O

<*>\  i -$X - 1 ) /»r _ ,

+ 2 /  sin nft(£-£ )e n f -<w(£ +# )cosS (T-t ) + *—  jw(£ +£ ) +/  i p J  ̂ o p n n & n L o p

+#p)] 3inSn(T-Tn)|sin nff# d#Q.

Jest to wzór na ugięcie belki wolnopodpartej dla przekrojów zawar­
tych w przedziale ,1 +<Tp) P^y zadanych warunkach początkowych
drgań dla f = t .• n
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Chcąc znaleźć ugięcie belki obciążonej siłą skupioną dowolnie zmien­
ną w czasie, intensywność obciążenia opisujemy w postaci (rys. 1)

\  dlal -tdet£p.i+£p).

P^.T) =< (22)
0 dlat-td4 ^ p,1+#p).

gdzie 6 oznacza tutaj funkcję Diraca, a - funkcję Heaviside’a, zaś 
przez Z - Z^ określono położenie siły w czasie X .

Ponieważ

j  p(£0+£p,r)Sin nsr#0d#0 = j e « ) W - T a)f6p o+fp-(T-td)]sin nOT^d^ =
o o

- ^  P(r)'!2(‘C-tn)sin nCl (T-Td-ip) 

dla warunków podanych w (22), ugięcia belki można zapisać

T sinn3T(#-# ) /'-?(‘T-t ) _
*(#,*)-  j-JŁ- Je P(To)sinn3r(To-Td-^sin5n(r-TjdTo+

n r,- -n
1

-/(U-f ) fi r
+ 2 ^ j sin »^(1-^,)® n j | " ^ 0+#p)°0S\ic" V + ir"L"^o+V +

0

+  ^ w ^ o + ^ p ) ] 8 l l l "& n ( i : " T n )  }  s i n  n ^ o d ^ o ’

(23)

gdzie T -td € (fp,1+fp).

Wzór (23) przedstawia ugięcia belki poddanej obciążeniu siłą sku­
pioną dowolnie zmienną w czasie, poruszającą się po belce ze stałą 
prędkością przy przesuniętych w lewo od początku belki układach poło­
żenia przekroju belki o wielkości £ I i czasu of ^  oraz położenia 
siły w miejscach określonych czasem CC-^) ”•
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Pomijając tłumienie w belce oraz przyjmując =*^ = 0 t wzór
{23) sprowadza się do formy podanej w pracy [4].

4 . Ugięcia belki obciążone! grupa sił ruchomych

Korzystając z wielkości opisanych na rysunku 2 ugięcia belki pod 
działaniem siły P^T) można zapisać na podstawie wzoru (23) podsta­
wiając T  ̂  = 0 i Tn = oraz uwzględniając zerowe warunki początko­
we tp.2) w postaci

gdzie %€ ,t2J.

W momencie wjazdu drugiej siły na belkę (dlaT «*E ) ugięcie belki 
będzie równe

n-1 Ł1

sinnÄi - # )

prędkość ugięcia zaś wynosi w dowolnym przekroju Ą belki

i,ii; -

P , « e) sia ) . (26)

• Tl cos& (t,-T ) -äTsinS IT -T )ldT . |_n n 2 o  n 2 o J o
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Rys. 2. Przejazd przez belkę mostową grupy sił dowolnie zmiennych w
czasie

Ugięcie belki po wjeździe drugiej siły można określić sumując ugię­
cia od sił P^T) i PgCn przy zadanych warunkach początkowych uwzględ­
niając, że siły działają od czasu T = “C a ich położenia są określo­
ne: dla siły P^T) czasem T, a dla siły P^Ct) czasem /.

Korzystając z wzoru (24) ugięcie belki po wjeździe drugiej siły 
można zapisać w postaci

°° sin nOt(£-# ) f 1"-?« -'EJf

r  n=1

sin n3t(S-£p) J* -?<£

+ P2tt0)sin nil^-^g-T^-^jsin, Sn (t-To) dt

f 1

(27 /

+ 2 ̂  l sin n3i(̂  —#
n=1

/{», (f0.fp)coą(c-t2) .

i : [ v W ł ? w v ]  »« o  aio-
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Wprowadzając warunki początkowe (25) i (26), w których sumy opisa­
no według j oraz oznaczając drugą sumę we wzorze (27) przez S moż­
na ją zapisać w postaci

oo
E

- * x - y  2 L ^ i  y  - ^ 2 " V
sin n®l£-#n)e ) j e  0 P, (Tj sin j3t(t^-#J.

n=1

OO ć.

l i

d-iłi
T o ' o p

. c-isinä (t -t )cosŚ (t-T ) + cos8 .(t9-t ) sini (T-t„) - 
cl 3 2 o 2 ®n O 2 0  n 2

- ^  sinSj(T2 -tQ) sin8n (t-t2) + sinŚ.. (Tg-t^) sinŚn (t-T2) j-.

, /sin nJ^ sin j3T£ d£ dt .J  *O ° *0 o

(28)

Biorąc pod uwagę równość
oo Oo 1

Sin n3r#o Sin ^ o d ^o =<
n=1 j=1 o

2 Z Ü  AnBn dla j = n’ n=1

dla j 4 n,

oraz korzystając z przekształceń na funkcjach trygonometrycznych za­
pis sumy S znacznie się uprości.

S =
sin n9t(£-£̂ )

.21— , I1 “n /
e 0 P. (T ) sinnOTCC - f  ) s in £  ( t - t  )dT ,1 o o p n o o

(29)
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Podstawiając wyżej otrzymane wyrażenie do równania (27) i uwzględ­
niając równość =^1 otrzymano

w2 (l,t) -

oo , rr —

5T \  ' sinnJt(£ - f ) i f -f(X-Z )
= >  =----2-< ie 0 P,(t )sinn3t(t -'OsinS (T-t )dT +

Sn U  1 0  o 1 n o o
r  n=1 I

't*'2

i  (30;

e PgCi^sin nJlCt^1̂ ) sin5n(T-T0)dto

Wyznaczając z kolei warunki początkowe drgań belki z równania (30) 
dla chwili wjazdu trzeciej siły (Z=T^) i wprowadzając je do równania 
na ugięcie belki po wjeździe trzeciej siły, otrzymano po przekształ­
ceniach podobnych do przekształceń (28) i (29) następującą postać:

w3 (f,t) =
T

OT r^isin n3t(£-f )f ę -ftt-t )
_2i > ----  2J. I e 0 (tQ) sin n H ‘to-T1)sin5n(-r-'To)dTo 4
(xwd

sin n3t(£-fp}J ę

l i T T % I

f C-?(t-t) -

+ I e 0 P0(T )sin n3T(T -'OsinS (t-t )dT + (31)ą/ 2 o o 2 n o o
2

fX- jftl-t) - 1
4- Je 0 P3(lo)sin n3((t0-'t3)sinSn(t-Xo)dtoh
X3

gdzie t€ {̂ i3,tj.

Ogólnie po wjeździe i-tej siły ugięcie belki można zapisać

.t) = , ^
sin 4 ,  r -Jtc-t) - '32

¿ J  5 ¿ J W *  sl»„*(t0-tp).lnłnt t - V « 0.
tLV n»1 n
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gdzie i ■ 1,2,...,m,

dla i <  m,
t€

p i ’ *i*i ]

1 +t^J dla i = m.

Opisując ugięcie i prędkość ugięcia belki w chwili zjazdu pierw­
szej siły z belki 1 +T^) i wprowadzając je do wzoru na ugięcia
belki od wpływu sił pozostałych otrzymano

_2Ł > sin

1«*.

m

I M

~tx-x)
) sin ni(T-t ) e o o p sinS (t-tjdt n o <

133)

♦ /  P / t 0)sin n ^ - t  
*1

)e sin| (t-r )dt
O 0 0 •t

gdziete £1 1 +X2J.

Postępując podobnie przy zjazdach z belki następnych sił można po 
zjeździe i-tej siły zapisać ugięcie w postaci

OO

£

tiy 0 - 1

sin niT(,£-fp)

1 /-P=i+1'tn

-ftt-tj -

W ®  sinnla0-tp)stailt-r0)df+
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gdzie:

te
[ 1+^, 1+T1+1J dla i <  m,

C 1+ ^m’ ° °   ̂ d l a  d = m*

Na podstawie wzorów (32) i (34) możliwe jest ogólne opisanie ugięć 
belki obciążonej ruchomą grupą m sił dowolnie zmiennych w czasie.

_  2 i V  łi° v  f

K  L J

w(£,T) =* 
m 3£(t)

^■(f-T ;
P (t )e 0 sinn^lT -T )sinS (f-t)dt,- o p n o o7

(35)

P o

gdzie:

3i(t ) =< f

rp dla t e r ,p
t dla T <T<1+T ,P P

1+tp dla T ^  1+T .P

Ugięcia belki znaleźć można w przekrojach £ należących do przedzia­
łu dla dowolnego czasu T.

5« Zastosowania

Uzyskane rozwiązanie służy do określenia ugięć teoretycznych belek 
mostowych, dla których znane są funkcje zmiany sił w czasie ich prze­
jazdu przez belkę.

W szczególności rozwiązanie może mieć zastosowanie przy obliczaniu 
ugięć teoretycznych dużej grupy mostów drogowych, w której praktycz­
nie można zaniedbać współpracę belki mostowej z pojazdem M .  gdy jez­



dnia na moście jest pozioma, a warunki początkowe sił w osiach pojaz­
du wyznaczono z warunku przejazdu przez nierówność progową CO-

4B__________________________________________  Stefan jenjrzejek

w  pM[N»H
[cm] 0O2Tm]

Rys. 3« Ugięcia i momenty zginające w środku rozpiętości mostu obcią­
żonego przedstawionym zestawem sił

Rozwiązaniem można się również posłużyć przy szukaniu związku po­
między pomierzonymi obciążeniami osi pojazdu a ugięciami mostu. W tym 
przypadku funkcje intensywności sił zapisać można w postaci szeregów 
Fouriera, a wyznaczenie ugięć jest sprawą dość prostą. Dla takiego 
postawienia zadania ułożono program nr JCZ196M30 na maszynę cyfrową 
ICL-4-50.
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Za pomocą programu wykonano obliczenia ugięć i momentów zginają­
cych w środku rozpiętości mostu o następujących danych:

El = 4510 kN.m2 (4.6.105 Tm2),
— 1 2 “2 

¿i = 6,0 Mg.m (0,6 Ts m ),
—2 —2

12 = 7,06 kN.m .s(0 ,7 2 .Tsm ).

Most obciążono zestawem sił ruchomych (v = 20 m.s o przedstawionej 
na rysunku (rys. 3 ) zmienności w czasie ich przejazdu.
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IIPOrKB MCCT030H EAJIKK SArPWKEHHOn 11 JUKI! [HUM K0JIJIEKTK3CM CfcJI 
llPOK3BOJJbHO KOMHlnEMUX 110 BPEi.iElM

P e 3 b m e

B paficTe onpe^ejiaeTca nporn 6 moctobom SaJiKH 3 arpyxeK0 ii ko ji jieKTHBo u c m  
npoM 3 3 0 JibHo HsueHaeuhix bo BpeueHn, itoCTOBOM CajiKy npe^cTaBJiaeT cacTeaa o 
uaccoii pacnoaoKeHoit npoicuixaTejibKo st BH 3 K0 M conpoTMBJieKneM.

PemeHMe sajaMH mokho npaweaaTb k BbwacaeHHB TeopeTHaecKax npomfioB aaa- 
UHTeabHoii rpynnu flopoxHux moctob [7 ] 3arpyi'.eHHHX UHoroocHHMH 3KnnaxaMH m h  
k KCKaHMB osa 3M uex;;y H 3 MepnMHMu HarpysKaMa ock 3Knnaata a n p o m d a M H  CaJiKH. 
iloflaao vncjioBoJi npvmep.

DEFLECTIONS OF A BRIDGE BEAM LOADED WITH A GROUP 
OF MOBILE AND TIME VARIABLE FORCES

S u m m a r y

This is a study of the deflection of a bridge beam loaded with a 
group of mobile and time variable forces. The bridge beam is represen 
ted by a dynamic system of a continuously variable mass and cushio­
ning with resistances proportional to the mass momentum.

The results may be used to calculate theoretical deflections of the 
large group of road bridges£7] loaded with multi-axle vehicles, or to 
establish the relation between estimated loads of vehicle; axis and 
bridge deflections.

A numerical example on the paper is given.


