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UGIECIA BELKI MOSTOWEJ OBCIAZONEJ RUCHOMA GRUPA SIt
DOWOLNIE ZMIENNYCH W CZASIE

Streszczenie. W pracy wyznaczono ugiecia bel-
ki mostowej obcigzonej grupg sit ruchomych o]
dowolnej zmiennosci w czasie. Belke mostowag re-
prezentuje ukdad o ciggtym rozkkadzie masy z
thumieniem o oporach proporcjonalnych do pedu
masy. Rozwigzanie moze znalez¢ zastosowanie
przy obliczaniu ugie¢ teoretycznych znacznej
grupy mostéw drogowych £7] obciazonych pojaz-
dami wieloosiowymi, lub przy szukaniu zwigzku
miedzy pomierzonymi obcigzeniami osi pojazdu a
ugieciami mostu.

1. Wstep

Bezposredniag przyczyna drgan belki mostowej sa sity dzialajace na

nig. Ogélnie stwierdzi¢ mozna, ze drgania powstajg na skutek zmiany:

- potozenia sit na belce,

- intensywnosci dziatania sit.

Zmiane podtozenia sidy na belce charakteryzuje predkos¢ i czas, na-
tomiast wartosci sit obcigzajacych belke uzaleznione sg od nastepuja-

cych czynnikow:

- profilu nawierzchni,
- parametréw pojazdu,
- parametrow mostu,

- predkosci przejazdu.
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Nie zajmujac sie blizej wyznaczeniem wartosci sit obcigzajacych,
ktérym to problemem zajmowano sie w Kilku pracach (np. DJ . W) . -
niniejszej pracy zatozono, ze intensywnosci sit w czasie przejazdu

przez belke dane sa w postaci funkcji zaleznych jedynie od czasu.

2. Zatozenia

W rozwazaniach wzieto pod uwage belke wolnopodpartg o rozpietosci |

przy nastepujacych zatozeniach:

- materiat belki jest doskonale sprezysty, jednorodny i izotropowy,
- belka ma stakg sztywnos¢ El na diugosci,
- masa belki p jest rownomiernie roztozona

- w belce wystepuje thumienie o oporach proporcjonalnych do pedu masy.

Materiaty stosowane w konstrukcjach mostowych wykazuja whasnosci
reologiczne i1 moga wykazywa¢ odksztatcenia trwate po cyklu obcigza-
jacym, jak réwniez nie sa jednorodne i izotropowe. Potraktowanie ob-
cigzenia mostu jako dziatania jednorazowego, nie za$ jako procesu cig-
gtego w czasie oraz oscylacja naprezen w granicach sprezystosci mate-
riatu jest koniecznym przyblizeniem, ktére umozliwia przyjecie modelu
ciata doskonale sprezystego. Niejednorodnos¢ i1 anizotropia wynika ze
struktury stosowanych materiatéw oraz konstrukcji mostoéw betonowych i
stalowych. Uwzglednienie tych wkasnosci komplikowatoby jednak, awwie-
lu przypadkach niepotrzebnie - zadanie. Dlatego - za dotychczasowymi
badaczami dynamiki mostow - przyjeto zatozenie jednorodnosci i izotro-
powosci materiatu.

Wolnopodparte konstrukcje mostowe charakteryzujg sie nieznaczng
zmiang sztywnosci przekrojoéw poprzecznych na ddugosci mostu,a ich cie-
zar whasny jest praktycznie staly na dlugosci.

Charakter t#umienia w konstrukcjach mostowych jest bardzo ztozony
M . Traktujac w przyblizeniu thumienie w mostach jako zjawisko jedno-

lite, przyjeto proporcjonalnos¢ oporow ruchu do pedu masy.
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W rozwazaniach pominieto wptyw sit poprzecznych na prace odksztat-
cenia oraz energie kinetyczng zwigzang z obrotem przekrojow belki.
Dla belek stosowanych w rnostownictwie stosunek rozpietosci do wymia -
row poprzecznych jest bardzo znaczny, co pozwala na pominiecie wpkywu
sit poprzecznych na ugiecia belki. Rowniez zaniedbanie obrotow prze-
krojow nieznacznie wpdywa na ugiecia belki W -

Poniewaz mosty sg obcigzone pojazdami wieloosiowymi, rozpatrywano
przejazd grupy sit oddalonych od siebie w statych odlegtosciach. In-
tensywnos¢ sit jest dowolnie zmienna w czasie, a przejazd nastepuje ze
stalg predkoscia V.

Przed wjazdem obcigzenia belka znajduje sie w spoczynku, w podo-

zeniu rownowagi statycznej.

3* Rozwigzanie zadania pomocniczego

Chcac wyznaczy¢ ugiecia belki mostowej obcigzonej ruchomg grupa sit
dowolnie zmiennych w czasie konieczne jest rozwigzanie zadania pomoc-
niczego polegajacego na okresleniu ugie¢ belki dla dowolnie zmienne-
go w czasie, ruchomego obcigzenia skupionego.

Uwzgledniajac zatozenia dotyczace belki rownanie rézniczkowe ugiec

belki mozna zapisac W . 0] w postaci:

gdzie p(x,t) jest intensywnoscig obcigzenia.
Podstawiajac wspotrzedne bezwymiarowe (2)

&)

oraz wspodczynniki bezwymiarowe (3)
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rownanie (1) mozna zapisa¢ nastepujgco:
[ + , L 4

*2 ai4d *r2 ax v

Réwnanie (4) rozwigzywano przy zatozeniu przesunietych w lewo od
poczatku belki uktadach potozenia przekroju i sity (rys. 1) uwzgled-
niajac warunki poczatkowe drgan belki () dlaz =T

sw(C,tn)
wl£.tn) = w($), N = W@, ®
oraz warunki brzegowe (6).
2 )
W(#P»T) =0, oe-i (,tp-l) =0, ®
w(1l+£p,T) = O, 32 wd+~p.T) = O.

Ugiecie belki mozna wyznaczy¢ dla $ nalezacego do przedziatujf£ ,1+

+<y *

Rys. 1. Ukdtady wspédrzednych przy rozwigzywaniu belki obcigzonej sita
dowolnie zmienng w czasie
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Rozwigzania réwnania U) dokonano stosujgc bezposredni rachunek o-
peratorowy [ 6j P-rzy uwzglednieniu, ze warunki poczatkowe sg zadane tyl-
ko w jednym punkcie réznym od zera, a warunki brzegowe w dwéch punk-
tach, z ktérych zaden nie jest réwny zeru. Mozliwe jest w tym przy-
padku rozwigzanie zadania najpierw tak, jak gdyby warunki poczgtkowe
dane byty w punkcie o wspétrzednej zero, warunki brzegowe zas w punk-
tach o wspotrzednych O 1 1, pamietajac o koniecznosci odpowiedniego
odwrotnego przesuniecia ukdadu wspotrzednych.

W nowym ukdadzie wspodrzednych X ™, £r, gdzie

rownanie (4) przyjmie posta¢ (8), warunki poczatkowe (5) forme (@)» a
warunki brzegowe (6) posta¢ (10).

0) = wtE+£p), n«+ep.o)- 1dS+ip). (©)
10.T+ =0 a2 0,T"+T ) =0
wlo.T+t ) = 0, -5K5-w(Oo, P =0 @o)
2
w(1,T+T ) = 0, ATTTW( ,t"+t ; = O.

Wykonujac na réwnaniu (8; transformacje laplace’a i uwzgledniajac

warunki poczatkowe (9) otrzymano

Ne~r + 32w + 2fs w = p(E+£,8)+(s + 2F)*(E+£ ) +«(E+m) . (11;
6Z dE"4 p \ p
gdzie (0s) i 00 ,
w =y*w e“0,dti p = /Ap(E+Ep.T +tr)e L'dti

0 0
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Funkcje wkasne znalez¢ mozna z réwnania jednorodnego wynikajacego
z rownania (8). Uwzgledniajac warunki brzegowe (10) i normujac funk-

cje wkasne mozna je zapisa¢ (por. W) w postaci

(D = sin nfi 12)

Rozwinieto funkcje w, p, w(]"+#p), wE+#p) w szeregi weddug Funk-

cji wkasnych.

Co
w(#»s) =>[?y .W’r:(s) sin m3fEj
n=1
co
p(€+# s) =~ (s) sin nfll; as)
\Y n=1
00
»«6+0 = <?m_|_\_ A* sin nX"t
P I N
00
P B* sin n3Tf".
n=1 "

Wspoédczynniki rozwiniecia tych funkcji mozna zapisa¢ wzorami (14).

1
w*(s) = "I”E  w(£]s) sin n3%d £°,
0
*(s) = \fPJ* p(£"+£p,s) sin nHfdi?,
An = wA"+7p sin rSfitdi®, as
B* f w(4+£ )sin nj[4dE".
n Jn P

Mnozac réwnanie (11) przez funkcje whasne (12), catkujac od O do 1
i uwzgledniajac warunki brzegowe (10), otrzymano nastepujace réwnanie

algebraiczne:
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Korzystajac z pierwszego z wzorow (13) wykonano odwrotng transfor-

macje skonczong otrzymujac

+ t1

¢ <r1,s) = yiP Yy - Sin ndsi (16)
- iaafii* ® )
n=1 GE + s~ + 2Ffi

Mianownik pod znakiem sumy mozna przedstawi¢ w postaci

M 52, e = s+ Fonc,? a7)
6
gdzie:
n Vv n
xy e A e7 A <15>

Wielkosci £n i oznaczaja odpowiednio czestosci kotowe drgan

whasnych nietdumionych i tdumionych belki.
Biorac pod uwage zaleznos¢ (17) i korzystajac ze zwigzkow (14),réw-
nanie (16) przeksztatcono do postaci

[0 ) , 1

51i59/" 2S «
n u
(€))

+ *(io+£p}] sin "0"N0*
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Wykonujac odwrotng transformacje Laplace’a i wykorzystujgc twier-

dzenie o splocie, mamy

w(E ,t) =
Jsin nffi je 0 PliQ+# .t&+r )sini (r~dt; d#or
g n= wn - <,
Oo
+ 2 sin ndfe 8 "w(£q +£p)Ccos6T +
o)
Nt + Nw(#0+ -p)] sin™  }sin n*odic
Wracajac odpowiednio do ukdadu oraz podstawiajac za zmienng
catkowania tQ =X +X otrzymamy
)
9T2 f 248innSrtf-#_)r , )}
n2 2n i i -~tj- p~ 0+fp " V s3jabn € To)dV  lo+
n=1 0
@1)
\ i _$X —1)](/»r _ _
+ 2/ Ism nft(£—£p)e n 3 —;\/\/(E(;#p)cossn (T-tn)+& 7 {w(ée +b£ ) +

+#p)] 3inSn (T-Tn)|sin nff# d#Q.

Jest to wzor na ugiecie belki wolnopodpartej dla przekrojéw zawar-
tych w przedziale ,1 +<Tp) P~y zadanych warunkach poczatkowych
drgan dla f =t .

N
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Chcac znalez¢ ugiecie belki obcigzonej sidg skupiong dowolnie zmien-

na w czasie, intensywnos¢ obcigzenia opisujemy w postaci (rys. 1)

\ dlal -tdet£p.i+£p).
PAT) = (¢2))
0 dlat-td4 " p,1+#p).
gdzie 6 oznacza tutaj funkcje Diraca, a - funkcje Heaviside’a, zas

przez Z -Z”~ okreslono potozenie sidy w czasie X

Poniewaz

Jj p(EO+£p,r)Sin nsrHOd#0 = je« )W -Ta)F6po+fp-(T-td)]sin nOTAIN =

o (0]

- ~ PO 1(C-tn)sin nCl (T-Td-ip)

dla warunkéw podanych w (22), ugiecia belki mozna zapisac

T sinn3T(#-# ) /=-2(T-t ) _
*(#,*)- J-Jb- Je P(To)sinn3r(To-Td-~s in5n (r-TjdTo+
n o
1
-/(U-F ) Fi r
+ 2~ j sin »(A-",)0® njjl""~0+#p)°0S\ic” V + ir'L""o+V +
0

(€X))

+ A wA o +Ap)] BIII& n (i:"Tn) } sin n~ odno’

gdzieT -td € (fp,1+fp).

Wzor (23) przedstawia ugiecia belki poddanej obcigzeniu sitg sku-
piong dowolnie zmienng w czasie, poruszajgaca sie po belce ze stalag
predkoscig przy przesunietych w lewo od poczatku belki uk#adach poto-
zenia przekroju belki o wielkosci £ 1 i czasu of ~ oraz potozenia

sity w miejscach okreslonych czasem CC-") e
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Pomijajac tdumienie w belce oraz przyjmujac =N = 0t wzor
{23) sprowadza sie do formy podanej w pracy [4]-
4 . Ugiecia belki obcigzone! grupa sit ruchomych
Korzystajac z wielkosci opisanych na rysunku 2 ugiecia belki pod
dziataniem sity P~T) mozna zapisa¢ na podstawie wzoru (23) podsta-

wiajac T~ =0 i Tn = oraz uwzgledniajac zerowe warunki poczatko-

we tp.2) w postaci

n-1 1

gdzie %€ ,2J.

W momencie wjazdu drugiej sidty na belke (dlaT «E ) ugiecie belki

bedzie réwne

sinnAi -#)

predkos¢ ugiecia zas wynosi w dowolnym przekroju A belki

P, «e) sia ) - (26)

"l'l cos& (Zt,-T ) -aTsinS IT -T zlldT -
_n n o n 2o [6)
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Rys. 2. Przejazd przez belke mostowg grupy sit dowolnie zmiennych w
czasie

Ugiecie belki po wjezdzie drugiej sidy mozna okresli¢ sumujac ugie-
cia od sit PAT) i PgCn przy zadanych warunkach poczatkowych uwzgled-
niajac, ze sidy dziaklaja od czasu T =€ a ich potozenia sg okreslo-

ne: dla sidy PAT) czasemT, a dla sidty P~Ct) czasem /.

Korzystajac z wzoru (24) ugiecie belki po wjezdzie drugiej sity

mozna zapisa¢ w postaci

°°  sin nGt(&-Ep) I 1“Rk -"EIF

r n=1
+ P2ttO)sin nil~-"g-TA-"jsin, S (t-To) dt @/
f1l
+ 27~ Isin Bi(™-# /{», (f0.fp)cog(c-t2) .
n=1

i - [ vWw4H?2w v ] »«0 alo-
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Wprowadzajgc warunki poczatkowe (25) i (26), w ktérych sumy opisa-
no wedbug J oraz oznaczajac drugag sume we wzorze (27) przez S moz-

na ja zapisa¢ w postaci

00 Q ¢
-*X-Yy 2Ly, =N 2T"YV
E sin nel£-#n)e ) je 0 P, (TJ sin j3t(L -#J.
T o p
=1 1 i
: d-iki

. c-isind (t -t )cos$ (t-T ) + cos8 .(t9-t ) sini (T-t,,) -
cl 3 2 o0 2 ®n 0 20 n 2
- A sinSj(T2 -tQ) sindn (t-t2) + sirS.. (Tg-t) sinSn (t-T2)j-. (28)
) A i
, J/sm nJ *Osm J3TE d,go dt 0"

Biorgc pod uwage rownoscé
c 0o L 2 Znyl AnBn dla j=n-~

Sin n3r#o Sin ~ o d Mo =<
n=1 j=1 o] dla j 4 n,

oraz korzystajac z przeksztakcen na funkcjach trygonometrycznych za-
pis sumy S znacznie sie uprosci.

sin n9t(E-£")
S = e 0 Pl(To) smnOTOCO-fp)smEn(t-tO)dTO,

9
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Podstawiajac wyzej otrzymane wyrazenie do rownania (27) i uwzgled-
niajac rownosc =~1 otrzymano

w2 (1,0 -
00 w_
5T\ "simItE-f) 1 f -f(X-2)
= > =—---2-< 1ie 0 P,(t )sinn3t(t -"0sinS (T-t )dT +
Sn u 10 o 1 n o o
r n=1 i t30,
e PgCi~sin nJICt"T) sin5n (T-TO)dto

G

Wyznaczajac z kolei warunki poczatkowe drgan belki z réwnania (30)
dla chwili wjazdu trzeciej sity (Z=T") 1 wprowadzajac je do rdéwnania
na ugiecie belki po wjezdzie trzeciej sidy, otrzymano po przeksztakt-

ceniach podobnych do przeksztatcen (28) i1 (29) nastepujaca postac:

w3 (F,©) =
T
0T r~isin n3t(£—fp}fe -ftt-t )
21 > ——— 2]. e 0 (tQ)sin nH to-T1l)sin5n (="To)dTo 4
()Ql\d i T T % 1
fC-?2(t-1t)
+ a) e 0 PQ(T )sin rGT(T Qsms (t-t )dT + GD
X-jfel-t) 1
4- Je 0 P3(lo)sin n3((1£)—‘l3)smSn (t-Xo)dtoh
X3

gdzie t€ {MN3,tj.

Ogolnie po wjezdzie i-tej sidy ugiecie belki mozna zapisac

D = n

sin 4, r -Jtc-t) - "32

¢ J 5 ¢ J W * sh»,,*(to-tp) . Inknt t - V « 0.
wV n»l n
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t€

Opisujac ugiecie i predkos¢ ugiecia belki w chwili zjazdu

pierw-

szej sity z belki 1 +T™) i wprowadzajgc je do wzoru na ugiecia
belki od wptywu sit pozostatych otrzymano

m
- ~tx-Xx)
_2t > sin - — - -
o O)sm nl(T0 tp)e smSn(t—tddt<
133)

1™,

V4 P/t0)sinn”~ -t )e sin]_(t-r )dt <
*1
gdziete £1 1 +X2J.

Postepujac podobnie przy zjazdach z belki nastepnych sit+ mozna

po
zjezdzie i-tej sidy zapisa¢ ugiecie w postaci

sin niTGE-fp) -ftt-tj _
. W ® sinnla0-tp)stailt-r0)df+
ty o-1 “P=i+1"tn
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gdzie:

[1+7, 1+T1+1J dla i< m,
te

Cl+"m’ °° A dla d = m*

Na podstawie wzorow (32) i1 (34) mozliwe jest ogoélne opisanie ugiecC

belki obcigzonej ruchomg grupa m sit dowolnie zmiennych w czasie.

w(E,T) =
m  3E(D
= - ~a(F-T ;
. 21V hH° v f N )
) o PP(tO)e 0 sinn ITO—Tp)smSn(f—g)dg7
35
gdzie:
dla ter
rp p
3i(t) =< ¥ dla TP<T<1+TP,
N
1+tp dia T 14T, -

Ugiecia belki znalez¢ mozna w przekrojach £ nalezgcych do przedzia-

+u dla dowolnego czasu T.

5« Zastosowania

Uzyskane rozwigzanie shuzy do okreslenia ugiec¢ teoretycznych belek
mostowych, dla ktdorych znane sg funkcje zmiany sit w czasie ich prze-
jJazdu przez belke.

W szczegdélnosci rozwigzanie moze mie¢ zastosowanie przy obliczaniu
ugie¢ teoretycznych duzej grupy mostéw drogowych, w ktérej praktycz-

nie mozna zaniedbac¢ wspodprace belki mostowej z pojazdem M . gdy jez-
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dnia na moscie jest pozioma, a warunki poczatkowe sit w osiach pojaz-

du wyznaczono z warunku przejazdu przez nieréwnos¢ progowg CO-

w pPMI[N»H
[anl ozm]

Rys. 3« Ugiecia i momenty zginajgce w Srodku rozpietosci mostu obcig-
zonego przedstawionym zestawem sit

Rozwiazaniem mozna sie rowniez postuzy¢ przy szukaniu zwigzku po-

miedzy pomierzonymi obcigzeniami osi pojazdu a ugieciami mostu. W tym

przypadku funkcje intensywnosci sit zapisa¢ mozna w postaci szeregow

Fouriera, a wyznaczenie ugiec¢ jest sprawg dos¢ prostg. Dla takiego

postawienia zadania utozono program nr JCZ196M30 na maszyne cyfrowg
1CL-4-50.
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Za pomocag programu wykonano obliczenia ugie¢ i momentow  zginaja-

cych w Srodku rozpietosci mostu o nastepujacych danych:

El = 4510 kN.m2 (4.6.105 Tm2),

c

i = 6,0 Mg-m_l (0,6 Ts'm 2),
2 = 7,06 kN-m_2.s(o 72 .Tsm_2)-

Most obcigzono zestawem sit ruchomych (v = 20 m.s 0 przedstawionej

na rysunku (rys. 3) zmiennosci w czasie ich przejazdu.
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11IPOrkB MCCTO30H EAJIKK SArPWKEHHON MJUKI! [HUM KOJIJIEKTK3CM Cil
H1IPOK3B0JIbHO KOMHINEMUX 110 BREi-iEIM

Pesbme

B paficTe onpe”ejiaeTca nporn6é moctobom SalJikH 3arpyxeKOii kojijieKTHBou cm
npoM330JibHo HsueHaeuhix bo BpeueHn, itoCTOBOM CajiKy npe~cTaBJiaeT cacTeaa o
uaccoii pacnoaoKeHoit npoicuixaTejibKo s BH3KOM conpoTMBJieKneM.

PemeHMe sajaMH mokho npaweaaTb k BbwacaeHHB TeopeTHaecKax npomfioB aaa-
UHTeabHoii rpynnu flopoxHux moctob [7] 3arpyi”.eHHHX UHoroocHHMH 3KnnaxaMH mh
k KCKaHMB osa3M uex;;y H3MepnMHMu HarpysKaMa ock 3Knnaata a npomdaMH CaJikH.
iloflaeo vncjioBoJi npvmep.

DEFLECTIONS OF A BRIDGE BEAM LOADED WITH A GROUP
OF MOBILE AND TIME VARIABLE FORCES

Summary

This is a study of the deflection of a bridge beam loaded with a
group of mobile and time variable forces. The bridge beam is represen
ted by a dynamic system of a continuously variable mass and cushio-
ning with resistances proportional to the mass momentum.

The results may be used to calculate theoretical deflections of the
large group of road bridges£7] loaded with multi-axle vehicles, or to
establish the relation between estimated loads of vehicle; axis and
bridge deflections.

A numerical example on the paper is given.



