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BEZBOSREENIE WYZNACZANIE ROWNANIA UNT1 WPLYWOWYCH
DLA BELEK CIAGLYCH O DOWOINIE ZMIENNYM MOMENCIE BEZWELADNOSCI

Streszczenie. W artykule podano teoretyozne
podstawy do programu na EMC na wyznaczanie li-
nii wphywowych momentu zginajacego, sity po-
przecznej i ugiecia belki ciggtej. Belka ma sko-
kowe zmiany momentu bezwkadnosci na granicach
przedziatéw. Przedzialy sg dane dowolnie na
ddugosci belki. Zastosowano metode kinematycz-
na na wyznaczenie rownania linii  wpkywowych.
Wyprowadzono podstawowe wzory oraz podano przy-
k#ad zastosowania.

1. Wstep

W Instytucie Drdog i Mostéw uruchomiono system programowy na elek-
troniczng maszyne cyfrowg (.BWC) na wyznaczanie obwiedni wielkosci sta-
tycznych w ustrojach nosnych mostéw belkowych. Jednym z podprograméw
systemu jest okreslenie linii wpdywowej poszukiwanej wielkosci statycz-
nej.

W systemie nie poczyniono zadnych zatozenn ograniczajacych zakres
schematéw statycznych belek mozliwych do obliczenia. Nalezato  zatem
wybraé taka metode wyznaczania linii wpdywowej, aby przy wykorzysta-
niu mozliwie matego obszaru pamieci maszyny i duzej szybkosci wyzna-
czania rzednych uwzgledniata réwniez szeroki zbidr ustrojéw, obejmu-
jJjacy belki jednoprzestowe, wspornikowe, ciagte bezprzegubowe i gerbe-
rowskie, o dowolnie zmiennym momencie bezwktadnosci ze skokowym wkacz-

nie.
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Zastosowano zatem metode bezposSredniego wyznaczania rownania linii
wptywowych, ktéra spednia wymienione warunki . Wyprowadzenie wzorow
jest nieco skomplikowane, lecz samo zastosowanie metody jest proste i
formalnie zwarte. Tok postepowania jest niezmienny, niezalezny ani od
schematu statycznego ani od rodzaju wielkosci wyznaczanej.-Schemat sta-
tyczny i prawo zmiennosci momentu bezwkadnosci definiuje sie danymi
wejsSciowymi, dostosowanie zas do rodzaju wielkosci zawarte jest w kil-
ku zaledwie instrukcjach programowych.

Hetoda bezposrednia, zwana rowniez kinematyczng, opiera sie natwier-
dzeniu, ze rownanie linii wpdywowej jest analogiczne z réwnaniem osi
odksztatconej preta, w ktérym wymuszono w badanym punkcie uogélnione
Jjednostkowe przemieszczenie whasciwe danej wielkosci statycznej.

Artykut niniejszy zawiera wyprowadzenie wzordéw dla obliczenia pew-
nych wielkosci pomocniczych wystepujacych w réwnaniu linii wplywowej

oraz krotkie oméwienie podprogramu.

2. Sprowadzenie obliczenia belki ciagle.l do obliczenia przeBet wydzie-

lonych

V programie przeprowadza sie obliczenie dla wydzielonego przesta o

sprezyscie utwierdzonych koncach (rys. 1).
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Sztywnos¢ utwierdzenia okreslono korzystajac ze znanych wzoréw

transformacyjnych:
EJ
“0l --1%* )
EJ
w ktorych
« m ilJ o - ifisSL- ,
0O N~ - =11 -~01~* 1 ~00n1 -/ 01
fi. —————————— ,
~00 M1 (018
Ot
«21l mf ~ L (7) o
o
i 12
0
gdzie £=y » L m~jr«
c

AN
Biorgc pod uwage trzy kolejne przesta belki: j-1, j i1 j+1 (rys.2),
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Bys. 2. Podziat belki ciagtej na przesta wydzielone

Porownujac prawe strony wzorow (3), (4) i grupujac wyrazy

jemy wyrazenie:

*U> > + b(D"NG-2),
w ktorym
1 JcC3-1) K.D *(On
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Dla M(.o) * O (na podporze skrajnej) otrzymuje sie z (4);
ITIiT"" auT”?
b(1) = 0.
Korzystajac z wzoru (5) mozna datwo wykazad, ze gdy
d() d= ad),
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to stuszny jest wzor rekurencyjny
<Hp = d(g+1) . ~g+1). (€5)

Wstawiajac zaleznos$¢ (6) do wzoru (3) otrzymuje sie

Bl 4-D p
“(J-0 =- - ¢ py [ACj-1).dC j-1).

Wz6r na obliczenie zredukowanego wspédczynnika sztywnosci utwierdze-

nia ma zatem postac¢ nastepujaca:

i TMGI-D] 1 .
E E | u-ifn uj-1) T

Wspodczynniki C,](J)/E obliczono z tego samego wzoru,zmieniajac po-

rzadek przeset na odwrotny i zastepujac 06~ przez 06Q.

3. Wyznaczenie réwnania osi odksztakcone!

W przesle belki o skokowo zmiennym momencie bezwkadnosci, w punk-
cie o odcietej xQ wymuszono uogélnione przemieszczenie (rys. 3).li-
nia osi odksztakconej rozbija sie wtedy na dwie gatezie. Obracamy le-
wg gataz dookota osi z, otrzymujac jeden z trzech interesujgcych nas
nrzypadkow (rys. 4). Kazdy z nich charakteryzuje sie w punkcie xq dwo-
na warunkami geometrycznymi 1 jednym statycznym.

Przypadek a - dla linii wpkywowej momentu zginajacego:

©)
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Rys. 3. Uogdélnione przemieszczenie w przesle belki

Rys. 4« Trzy rodzaje uog6lnionych przemieszczeh po obrocie jednej ga-
tezi dookota osi z

Przypadek b - dla linii «pkywowej sity poprzecznej
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Przypadek o - dla linii wpkywowej ugiecia

X*V

qﬁ+vp"0

az2)

(13)

Roéwnanie osi odksztatconej wyznaczono dla jednej gatezi (rys. 5) z

rownania roézniczkowegos

»— fila

Rys. 5B« Schemat statyczny sprezyscie utwierdzonego wspornika o skoko-
wo zmiennym momencie bezwkadnosci

w ktérym oprécz warunkow (8), (10) lub (12) sa jeszcze do spednienia

owa warunki brzegowe, wspélne dla wszystkich przypadkow
y(@) -0 (14)

ho) - - (15)

(o]
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przy czym

M0=—MC—QO°XO,
(MU) = - Mc - QO(x0 - X).

Dla kazdego n-tego przedziatu statego momentu bezwktadnosci jest

Yo = g% L[F90O+ Dy = x+

gdzie
P (x) =F M(x)dx = Mc . X + QO (xq x - |-), (¢15))

2 X X 3
P2Q) ="M(x)dx dx = Mc . ~ + ) 07)

Na granicy przedziatéw spekniono dwa warunki ciggtosciodksztakcen

Cl Un}=yn(xn}’ a8
»n-11" = JInU n)* t19)

Z warunku (18) otrzymuje sie zaleznosc:

D -P (x)X P - D+ D . y-2-
n 1 n n-1 n 1 n-1

Gdy bedziemy rekurencyjnie podstawia¢ to wyrazenie w miejsce czyn-

nika Dn_1 otrzymamy:
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@0)

mozna po wykorzystaniu wyrazenia (16) wzor (20) przedstawi¢ w postaci

Dn -

gdzie

WwD2 (n)

Z warunku (19) mamy

120
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Postepujac podobnie jak poprzednio, otrzymamy:
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Hy = O

zatem po wykorzystaniu wzoréw (.17) 1 (21) mozna okresli¢ wspétczynnik
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gdzie
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Jesli jeszcze dodatkowo zdefiniuje sie funkcje T:

V. e) = WDlU) +£°

£2
m*D2”~ +M " 2°

# 2
TYyMCE) = WEL () + £. WD1(n) + —

TYQ”™ “ WE2/™ + wb2™ns+ ~ 2 ATH

to mozna wyrazenia na katy obrotu i1 ugiecia w przedziale n przedrta-

wi¢ w postaciach

n v - 122)

v ® B
1 3 ey oo Tyg)T @3

Dla drugiej gatezi, odwrdconej dookoda osi z wazne sa te same wzo-
ry, jesli odwrdci sie porzadek elementow W(n),£ ~ 1 Jn oraz zastagpi
sie Co przez C.,, Qq przez | przez (1-F) i £Q przez Cl-#Q)*

Dla wyznaczenia niewiadomych M* i Q* wykorzystano warunki (8) do

iskrocie dla lewej 1 prawej gatezii
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otrzymujemy z odpowiednich ukdadow réwnan rozwigzania w postaci

w4, Qrsapey,
przy czym
4- (tgl - t2P) ("1 - t3P) - + t1P)Ct4l + t4P),

zas AM 1 A Q zaleza od przypadku, ktéry jest rozpatrywany. 1 tak:-
- w przypadku a

AM=-U*1+t/). JE),

AQ = (t31 - t3P) . J(fo),

- przypadku b

1 n. JtO
AM=- (27 - t2P). = j2-,
J(EJ

AQ = It, + t/)

- w przypadku c
AM = t4PtR21 - t2P) + 2P (t°l + t#P),
AQ - - t2P(131 - t3P) - t4PCtll + t7).
Majac wyznaczone wartosci niewiadomych Mé i Q; mozna juz bez tru-

du w obrebie badanego przesta znalez¢ rzedne osi odksztakconej z roéow-

nania t23).
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Gatezie linii wplywowej na sasiednich przestach wyznacza sie na-
stepujaco!

W pierwszej fazie wyznacza sie linie pomocnicze, bedace liniami
wpdywowymi momentu utwierdzenia na jednym i drugim konicu kazdego prze-
sta*

W drugiej fazie poszukuje sie kata obrotu przekroju przypodporowe-
go, ktory jest wspétczynnikiem powinowactwa przeksztatcajacym linie

pomocnicza w poszukiwang gataz linii wpkywowej .

fiys. 6. Sposob tworzenia dalszych gatezi linii wpdywowej poza prze-
stem z punktem obliczeniowym

Jesli przez ™ oznaczy¢ katy obrotu na lewej podporze preta j,
a przez / - na prawej podporze, to wspétczynnik powinowactwa dla

przesta k potozonego po lewej stronie przesta i (z punktem oblicze-

niowym) (.rys. 6) wynosi n
ptm 1 f l.

Jok+1
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a dla przesta 1 potozonego po prawej stronie przesta 1

1-1

4. Opis podprogramu

Syntetyczny schemat blokowy podprogramu do wyznaczenia rzednych li
nii wpkywowej zadanej wielkosci statycznej przedstawiono na rys.7.Wy-
znaczenie rzednych obejmuje przesto z punktem obliczeniowym xq. Pow-
torzenie tego podprogramu kolejno dla sztywnosci Co = 10® (zamiastoo)

i X0 =0 oraz = 10® i xo0 » 1 powoduje wyznaczenie pomocniczych li-

nii wphywowych dla przeset pozostatych.

5« Modelowanie roéznych belek przy korzystaniu z podprogramu

Zastosowanie algorytmu dla belek o skokowo zmiennym momencie bez-
whadnosci, jak juz wspomniano na wstepie, pozwala aa ooticzanie sze-
rokiej grupy ustrojéw belkowych z technicznie wystarczajgca dok¥ad-
noscig. Niektore mozliwosci w tym zakresie przedstawiono na rysunku
8 i 9.

Aproksymacja skosu krzywoliniowego za pomocg skosu o linii schod-
Kowej (rys. 8) daje wyniki obarczone bardzo matym btedem ze  wzgledu
na to, ze funkcja momentu bezwkadnosci podlega tu jedynie caktkowaniu
we wzorach transformacyjnych (1) i (2). Jesli tyiko przedziat<dx jest
na tyle maty, ze zmiany funkcji Ff 1 JGBF) mozna uwaza¢ za liniowe,to

na mooy twierdzenia o wartosci Sredniej
X:T)(
F(EE =AM F (), XC,x4AX),
X

mozemy operowa¢ usrednionym momentem bezwkadnosci na odcinku o dfugo-

scid
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(jffigggdgga TOEW /RWXo,KLALK.IK,QIVitytak; /LWtP 17 ")

Wyznaczenie sztyw-
nosci, wez4ow Coi 8
wg wzoru /?/ lub
nadanie im wartosci
z gory

i
Przetoarsenie wielkosci NL,LK,JK,X».Ce 1 C,,
w wielkosci W™MW~_WS~tfEgQ,

*

Ifyzp&jzenie wielkosci

ptigp| *tiP

oraz liczgyA

Wyznaczenie liczby/iW 1a Q zaleznie®
od liezby sterujuoej BW

Rys. 7. Syntetyczny schemat blokowy podprogramu dla wyznaczenia rzed-
nych linii wptywowych

(Parametry podprogramu: RW - rodzaj wielkosci, Xo - odcieta punktu o-

bliczeniowego, NI - liczba odcinkéw statego momentu bezwkadnosci, LK -

tablica dtugosci odcinkéw w liczbie NI, JK - tablica momentow bezwikad-

nosci odcinkéw w liczbie NI, GP - wymagana gestos¢ podziatu tablicowa-

nia linii wpkywowej w liczbie GP + 1, Pl - tablica dwoch katéow obrotu
przy podporach)
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Rys. 8. Zastepcza belka o skokowo zmiennym momencie bezwkadnosci przy
skosach krzywoliniowych

Zagadnienie modelowania belek pokazanych na rysunku 9 przedstawia
problem nieco inny. Nalezy sobie zdawa¢ sprawe z faktu, ze proponowa-
ne zastgpienie podanych belek idealnych belka o skokowo zmiennym mo-
mencie bezwktadnosci jest przyblizeniem za pomocg innego schematu sta-
tycznego. Ustroje te w dalszym ciggu sa belkami ciggtymi o pewnych jed-
nak cechach zblizonych do schematéw idealnych. Belki te nalezatoby na-
zywa¢ quasi-wspornikowymi, quasi-przegubowymi i tym podobnie. W zwigz-
ku z réznymi niedoskonatosciami w realizacji rzeczywistych przegubdw,
utwierdzen i1 podpar¢ obliczane konstrukcje wykazuja nierzadko wieksze
podobienstwo do modelu belki o skokowo zmiennym momencie bezwkadno-
Sci, niz do modelu belki idealnej. W kazdym razie roéznice miedzy obo-
ma modelami mogg by¢ praktycznie bez znaczenia. Przedstawiony dalej
przykdad obliczenia przeprowadzonego przy uzyciu oméwionego programu
pozwoli zorientowa¢ sie w wielkosci tych roéznic.

Wyznaczono linie wpdywowe belki A przedstawionej na rys. 10A, przy
czym zastgpiono ja modelem B przedstawionym na rys. 10B. Na rysunku

11 pokazano linie wpkywowg momentu zginajacego HA w przekroju Srod-
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Rys. 9. Zastepcze belki o skokowo zmiennym momencie bezwkadnosSci w réz-
nych przypadkach:

a) belki dwuwspomikowsj gb) belki gerberowakiej, o) belki ciagtej na
Jjednym koricu utwierdzonej
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Bys. 10. Belka A obliczana w przyktadzie oraz jej model zastepczy B

/ W MFi

Rys. 11. Wyniki obliczenia modelu B

Dla pordéwnania linig kreskowang i w nawiasach podano doktadne wartossi
dotyczace belki A
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kowym oraz linie wpitywowg sidy poprzecznej Q * przy podporze. Na wy-
kresach naniesiono i opisano réwniez porownawcze linie dotyczace sche-
matu A. W obrebie interesujacego nas przesta mamy bardzo dobrze za-
chowany charakter linii, wartosci rzednych zas w przypadku momentu réz-
nig sie o okoto 5% (w stosunku do najwiekszej rzednej) oraz o okoto
2% w przypadku sidy poprzecznej.

Mozna sadzi¢, ze zwiekszenie roznicy momentéw bezwkadnosci w mode-
lu zastepczym datoby jeszcze mniejsze roznice miedzy obydwoma modela-
mi belki.

HENnOCPEHUT3EHHfE HA3HAVIEHHE yPABHEHMIl JttiHtM
fl30 itV ttii CKBO3HLK EAJIOK U flPOh3a0JIbliO iIEPEUIHH M

MOMEHTOM HHEPHWK

Pe3nue

B padoTe HazosHTca TeopeTHUecKne ochobh k nporpauay sa 3.U.B.M., koio-
pn8 Hueeu uasuaHHT# jihHue bjimhhhh b ckbobhoH CoiKe. 3tb fi&nica HueeT cia-
'JO'tHoe HsueHeHiie HHepiiHalJibHoro nouema b koh+#ubi pasjMOB, KOTOpue npoaa-
BOJitHne no iOJirocTa Cmkh. npnueHeHO KHHeiiaTiniecKan neTozy HasHa-ieHM jpaB-
HeHHtt JIHHnNIi BUBeseHO OCHOBHOe IpopMyJitJ H SBHO TO*e npHMep HCHHC-

JieBK«.
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DIRECT DETERMINATION OP THE EQUATION OP LINE
OP INFLUENCE FOR CONTINUOUS BEAMS WITH AN ARBITRARILY
VARIABIE MOMENT OP INERTIA

Summary

Theoretical base for a computer-programm for the determination of
influence-lines of the bending moment, the shearing force and the de-
flection of the continuous beam is presented. The moment of inertia
of the beam changes in steps in arbitrarily chosen points® of the
length. The kinematic method has been used. Fundamental formulas are

derived and a numerical example is given.



