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Streszczenie. W artykule zbadano stabilność okresowych i prawie 
okresowych rozwięzań układu równań:

Użyto do.tego celu tzw. uogólnionych funkcji okresowych, których de
finicja podana jest w tekście. W zakończeniu rozpatrzono przypadek 
synchronizacji tego typu drgań.

1. Wstęp

Będzieey zajeować się układee równań:

cięgle po x, y „
Dla n - 1 układ (i) opisuje oscylator quasi-harnoniczny.ZaJ«ieay się 

tutaj analizę drgań tego układu dla n »  1. Kładęc 0, otrzynany:

x » y2"” 1 + ¡u X ( x , y), gdzie | ̂  | 1.

y » -X2"-1 +¿LY(x,y),

x « y2""1 t¿íX(x ,y), 

y - -x2"-1 ♦¿tY(x.y).
( 1)

gdzie: n - liczba całkowita dodatnia; |^ t| «l ; funkcje Xfx,y), Y(x,y) sę

(2)

a stęd:

2n-l dx + y‘2n-l dy * 0.x

/
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Całkując powyższe równania otrzymuje się

2n 2n „ _x + y = 2n C (3 )

Równanie to przedstawia krzywą zamkniętą we współrzędnych x, y. Amplituda 
drgania zależy od stałej C i dla skończonego n wynosi

JL
= (2n C)2n. (4 )

Łatwo można pokazać. Ze przy n-«o , xMax *̂~ 1, 1 przy dowolnym,
skończonym C. Na podstawie równań (2) i związku (3) można określić okres 
drgania

*max l-2n

®  “ J  y1 2n vdx “ 4 j  ^2nC " x2° ) 2n • (5)
F 0

Dla skończonego n okres 0 zależy od wyboru stałej C. Dla n-»-oo0 -»4, 
Tak więc rozwiązanie układu (3 ) przy skończonym n przedstawia drgania z 
nieokreśloną amplitudą i nieokreśloną częstotliwością. Dodatkowe warunki 
dla określenia amplitudy i okresu drgań otrzymamy analizując układ (l). 
Dla n-»oo amplituda drgania xa^ ~  1» 8 okres 0-»- 4, niezależnie od
postaci funkcji X(x,y); Yfx,y).

2. Uogólnione funkcje okresowe

Uogólnione funkcje okresowe wprowadzone przez Datajewa [l] są rozwią
zaniem układu (2 ). Stałą C występującą w równaniu (3 ) dobiera się tak, 
aby 2nC = 1 .
Definiujemy: v

x(t) = Snt 
y(t) = Cst

Wtedy na mocy (2 ) i (3 ) słuszne są następujące związki:

dSnt r 2n-l
s r  ’ Cs *
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Amplituda uogólnionych funkcji okresowych wynosi 1, a okres na podstawie 
relacji (5)

1 l-2n
0 = 4  J  (l --^ 2 n ) 2n dx. (Ga) g

Portret fazowy odpowiadający funkcjo« Snt i Cst pokazano na rys. 1.
Dobierając chwilę początkową t tak, 
aby:

Sn(O) « 0, Cs(0) = i.

otrzymuj e«y:

Sn(-t) = -Sn(t),
i

Cs(-t) = Cst.

W skrajnych przypadkach dla n=l i n*-oo 
portret fazowy Jest odpowiednio okrę- 
gie« i prostokęte«. Okres drgań wynosi 
w tych przypadkach odpowiednio 0 = 2¡T 
0 = 4 .  Na podstawie rys. 1 orśz rela
cji (5), nożna łatwo wykreślić przebie

gi funkcji Snt, Cst. Dla n=l sę to sinusoidy. Przebiegi Snt i Cst 
podano na rys. 2a,b. Przy n »  1 okres drgań jest bliski 4. Podczas
zmniejszania n okres ulega wydłużeniu przy zachowaniu stałej amplitudy.

3. Kryterium stabilności układu autonomicznego

W układzie (l) dokonujemy zmiany zmiennych w następujący sposób:

x = rCsY’. '
(7)

y = rSnf,

gdzie: r, 'f sę funkcjami t.
Wstawiając związki (7 ) do układu (l) na mocy związków (6), otrzymuje się 
po prostych przekształceniach:

Rys. -1
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Rys. 2

gdzls:

Ajir.-fO - X(x.y)Cs2"”V *  Y(x,y)Sn2B"1lP.

A2 (r,<f) - i  [yiK.yJCs'#’- X(x.y)Sn^

Układ (8) jsat ctkładsa z szybko zwiewną faz«. Możne go łatwo doprowadzić 
do postaci standardowej w sansla Bogolubowa [2] przaz prosta przekształce
nia. Otrzynojeny

dr A (r.V»)

a r ' 1  T ^ r r ; < s )

Funkcja stojąca po pfawaj atranla równania (9) jest okresowa po f o 
okresie 0 (relacja (6a)).
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Ukłed uśredniony odpowiadający równaniu (9) wa postać

Aj(r)

3 ?  ‘ - ^  'r2 Cn-l)ł
dr „ 1 (J0)

gdzie

0

A 1 (r) - i  J[x(rCafł. rSnY^Cs2"“1?  ♦
0

♦ Y (rCa *P, rSn^JSn2""1 ^ ^ .  (11)

Układ (9) posiada stabilna rozwiązanie, okresowe po <? okresie @ deżece 
do ro przy ¿i -» 0, jeZeli

9 ( \ < r) \  
f ?  \^5TńTTT ) >  0. (12)

gdzie rQ jest piarwiastkiew równania

A.(r) - O. (13)
/ 1

Relacja (13) określa jednocześnie aeplltudę drgania opisanego równanlea 
(7). Rozkładając prawe stronę równanie (9) w szereg potęgowy wzgledea ¡1 , 
otrzyauje sie

dr \lrtf) 2 A2(r,¥)
S ą ’  - P  p2fn-l) ¿* ---- r4(ali) *

Będzieey poszukiwać rozwlezanle powyższego równania w postaci szeregu

r(9?) - ro ł-^irjdP) ♦¿i2 r¿ W )  * ...

Otrzyaujeay sted przy zachowaniu dostatecznie dużej dokładności

/A.(r .?)
T T ń T I T -  d<ft 

0 ro

Wtedy drugie równanie układu (8) nożna napisać z dostatecznie duże dokłed- 
noście

f  “ - r ? - 1 » V A2 (ro'V) ‘ 2(n-l)r2B”^ r . W .  <H>
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Będzieay poszukiwać rozwięzań równania (14) w postaci szeregu

2,,f(t) = ^ D (t) Vz (t) + ...
-V

skęd otrzymuje się:

V °  “ - '•o(n‘l)t-

t

<Pl (t:) = ^ A 2 (rQ • )) - 2(n-l )r^n_3r1f 0 (i')d<, (15)
0

^ 2 (t) = | ^ l (r)| ^  V ro ,<7) - 2(n- l) rf -3 r . C ^ j  ^ O C .

W wyniku otrzyaujeny drganie:

2(n-l) „ , » ( . 1  2,x

(16)

y(t) - -r0Sn(r^(n-l)t -¿ ¿^ (t ) - ¿t2<^(t-... ).

Funkcje podcałkowe prawych stron równań (15) sę okresowe. 0 ile nie za
wieraj? one składowej stałej, to rozważane drganie dane za poaocę równań 
(16) będzie okresowe, w przeciwny« wypadku drganie będzie prawie okresowe. 
Okres drgania Jest równy, lub prawie równy

t f . 0 r2(l-n)
O '

gdzie 0  jest określone relację (6a).
Wynika stęd. Ze okres silnie zależy od aaplitudy drgań. Należy zwrócić 

uwagę na fakt. Ze dla n= l, czyli w przypadku drgań quasl-haraonicznych za
leżność taka nie występuje. Zjawisko to jest cechę charakterystycznę drgań 
silnie nieliniowych. Scheaat strukturalny odpowiadajęcy układowi (l) po
kazany Jest na rys. 3. Na scheaacie tya p = f(x) « x2n_1.

Każdy układ równań w postaci:

• 2n-1 u / \
x = a y  ♦¿tXCx , y ) ,

y - -bx2"-1 + ¿tY(x,y)

■ożna doprowadzić do postaci (l) przez prostę zaaianę zaior.nych w nastę- 
pujęcy sposób:



O stabilności pewnych silnie nieliniowych. 81

r E H i k ł l

i

T
Rys. 3

" 3 1 ’ 

Y - S Y i *

Łatwo nożna pokazać, ż e :

1 2n-l
4n(l-n) .4ntl-n )

a b ,

2n-l 1
4n(1-n) . 4n(l-n)

przy n t 1.

4. Oddziaływanie drgań. Synchronizacja

Woźny pod uwagę dwa słabo sprzęgnięte układy:

~ *V- [Xi (xi-Vi) + ̂  Fl ̂ x2y2 'a* i] *

y1 = -«f- 1 *¿1 ♦ £ G 1 (*2 .y2 .at)] .

- \*2 = Y2n"1 * n f e2lxZ *2) +ĆF2(xl'Yl- at }J ■
-1 +¿1 [Y2 ( * 2 . y 2 ) ♦ £ G2 Cx1 . y 1 . « t ) ] .

2n-

(17)

(18)

gdzie: Fi> Gi> F2 ’ G2 ’ funkc3e ciągłe okresowe po rC = at o okresie© ;

a - r f " ’1 5 ; |ji|«l.

Synchronizacja noże następie. Jeżeli anplitudy rozwięzsń okresowych u- 
kładów (17) i (18) przy 8 = 0 będę równe.r . W dalszyn cięgu badać bę- 
dzieny rozwięzania układów (17) i (18) w postaci:

= rQCs(at ♦ jfj(t)), 

yl = ro3n(at + ^ l (t))*

x2 = r0cs !at * i

i z  ~ r o S i t ( a t

(19)

(19) do (17) t (10) po pr*ntych pri«h«*t»Łe«*i»ch otrzysujeny 

sriffm m in  rdimezltaw»' <1* f«* dm  drg»ń » postaci enntępajpcnj :
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a r  ■ • [{V £Gi ) C a K * f i ) - (xł*£F1 ) sn(i+fl)]. 

3 T  ■ a [(V ĆG2 ) Ca(’C* Ą ) - < V iF2 } S" ( W 2 )].

(20 )

Funkcja stojące po pranej etronla układu (20) a« okresowe po i" o okrasie 
9. Warunek synchronizacji jest równoważny warunkowi stabilności okreso
wych (o okrasie 9) rozwiązań układu (20).
Układ uśredniony aa poatać:

a r  ■ • P 2 (* W 2 }*

(2 1 )

gdzie:

9

(22)

r i “ I  /  C#(W ! >  - (x 1+ć f 1 ) s n ( f fl)]dr.
0

9

r 2 ” |  /  [(Y2+£G2 5 C#fW 2 > ' (X2+tF2 ) S«(W 2 )]dr.

Warunkiea stabilności rozwiązania okresowego układu (20)..Jest, aby pier
wiastki równania

dat

tfi-Tio
^2*^20

spełniały warunek

gdzie:

5{ ’A}< o.

r*1^10*^20^ " °*

i
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**2 ̂ 1 0  '^20^ = °'

W przypadku, gdy układ (21) posiada cykl graniczny, jak pokazano w pracy 
[3], układ (20) posiada stabilne, wolnozeienne rozwiązanie. Równania (19) 
przedstawiają wtedy drgania prawie okresowe.

Praktyczne obliczenie całek występujących w relacjach (11) i (2l) nie 
jest zbyt trudne, jeżeli wzięć pod uwagę, że przy odpowiednio dużych n 
funkcje Cs?, Sn ? nożna z wystarczajęco dużę dokładnościę przybliżyć od
powiednio przebiegiee prostokętnye i piłowy» (rys. 2a,b).

%
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OB yCTOiłWBOCIH HEKOTOPHX CHJIbHO HEJfflHEiłfiffii ABTOKOJUSEAHHit 

P e 3 k> m e

B paóoie npoBepaeTca ycToa^HBocib nepHO^H^iecKHx n ikoith nepHOAH'jecKHx k o - 
jieóaHHB aBTOHOMHoS CHCTeuu BH^a

x = y2n_1 + X(x,y)

y <= -x2n-1 + Y(x ,y)

t ą s  1. C 3ToS ąejihB Hcnoxb30BaHU TaK HasuBaewae oSoóąeHHHe nepHOflH-
qecKHe $yHKHHH, K,oiopux onpeAeaeHHe flaHO b Tencie. B 3aKiiK>HeHHH ciaTbH pac- 
cMOTpeH cjiyiiaB CHHxpoHH3ai{HH KOżedaaHB storo inna.
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ON THE STABILITY OF SOME STRONGLY NON-LINEAR 
SELF-EXCITING OSCILLATIONS ✓

S u ■ ■ a r y

In this paper the stability of the periodic and aleost periodic solu
tions of the différentiel systee

x - y2"-1 ♦|juX(x.y)

9 - -x2"-1 *¿1 Y(x,y)

where were proved. In this procès, the generalized periodic
functions are used. The sinchronization of the strongly non-linear oscil
lators was proved.


