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OBLICZANIE WSPOLCZYNNIKOW SZEREGU FOURIERA PRZY DANYCH WSPOLCZYNNIKACH
SZEREGU WALSHA

Streszczenie. W artykule podana jest metoda obliczenia wspot-
czynnikédw szeregu Fouriera przy danych wspédczynnikach szeregu
Walsha. Motoda ta jest tak pomyslana, by mozna by#o wykonywac¢ obli-
czenia na komputerze osobistym lub kalkulatorze (W szczegélnosci
kalkulatorze HP 9820).

1. Wprowadzenie

Dowolna catkowalna funkcje f(t), okreslong w przedziale <0,T> i spek-
niajaca warunki Dirichleta mozna roztozy¢ w szereg wzgledem danego ukta-
du bazowych funkcji ortogonalnych. Jako funkcje bazowe, dan oprécz funkoji
trygonometrycznych, stosuje sie miedzy innymi funkcje Walsha, co w pew-
nych przypadkach pozwala na szybsze, niz dla funkcji trygonometrycznych,
znajdowanie wspoédczynnikéw rozkdadu. Funkcje Walsha dla dowolnego k
i dla x€ <0, 1> definiuje sie nastepujaco [i] :

M-1
wal(k,x) = [ sgn(coskr 2rXx), @
r=0
gdzie:
x = - i- Jest znormalizowanym czasem,
M - najmniejsza liczba naturalna spedniajaca zaleznos¢ 2 > Kk,
kr - kolejna cyfra zapisu liczby k w kodzienaturalnym dwdjkowym.

Podobnie do funkcji trygonometrycznych funkcje Walsha dzielimyna parzyste
(cal(s,x)) 1 nieparzyste (sal(s,x)), jak pokazano na rys. 1.

Korzystajac z tego, ze w obliczeniach komputerowych wyznaczenie wspod-
czynnikédw szeregu Walsha jest szybsze ¢od wyznaczania wspédczynnikéw
Fouriera, mozna te ostatnie wyznacza¢ posrednio ze wspoédczynnikéw Walsha.
Metoda ta moze mie¢ znaczenie wtedy, gdy funkcja f(t) ma skonczone widmo

Walsha.
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Rys. 1. Funkcje Walsba
Fig. 1. Walsh Functions

2. Przejscie ze wspoétczynnikéw YZalsha na wspédczynniki

Niech funkcja f(t) o okresie T bedzie przedstawiona w postaci

regu Y/Zalsba:

F() = CQO + ~ ca 031 (3*) .+ 2 Ss 381 (S°X),
3=1 8=1

gdzies
X = e - znormalizowany czas,

oraz w postaci szeregu Fourieras

a 00 00
f(t) = » n an 003 (25Mx) + 2 ~n ain @5Inx)*

n=1 n=1
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Rozwinmy funkcje cal(s,x) i sal(s,x) w szereg Fouriera [3] * Dla funkcji
cal(s,x) jako parzystej wspodczynniki bn = 0, a dla funkcji sal(s,x)
jJako nieparzystej an = O.

cal(s,x) = 2 agn cos 2ttnx ,
n=1
sal(s,x) = ~ bsn sin ZKnz, @
n=1
gdzies
1

aol = 2 1 cal(s,x)cos 23fFnx dx,

bSﬁ =2 f sal(s,x)sin 27T nx dx.

Po podstawieniu wzoréw (4) do (2) i pordéwnaniu (3) z (2) uzyskuje sie
podstawowe zaleznosci przejscia ze wspodczynnikdéw rozwiniecia w szereg

Walstaa na rozwiniecie w szereg Fourierai

api = T1 agy cg
S«l
oo
bn = 2 "'sn s (5)
s=1
Podstawiajac!
A-1, m-1 “ bsn*
(6)
Ak.m "™ asn,
gdzie!
dla k =2, 4, 6, 8
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zbudowa¢ macierz A spedniajaca réwnanie:

aQ
S§j> , Sg, Cg, ==§ = 1 0 0 ... 2 2“> pj» alf b2,
0 Ali A12
0 A22 eee
- - - LX X3 (7)

Z (6) wynika, Zze co drugi element w wierszu macierzy A roéwny jest zero.
Ze wzgledu na to, ze dla funkcji Walsha o okresie 1 spedniona jest zay
leznos¢ [1] j

wal(k,x -m1)»- wal(k,x) ®)

w rozwinieciu tych funkcji w szereg Fouliera wystepuja tylko harmoniczne
nieparzyste, a dla pozostatych funkcji, ktdére sa "Scisdnieciami" wczedniej-
szych funkcji oryginalnych, harmoniczne niezerowe sa jeszcze rzadsze.
Oznacza to, iz w najlepszym przypadku co czwarty element wiersza macierzy
A jJest rézny od zera.

Korzystajac z twierdzenia o zmianie skali czasu mozna zapisac:

A2k,2m “ Ak,m *
®

A2k-1,2m-1 = Ak-1,m-1~
gdzie:
k > 2,4, 6, ...,

a 3 2,A, 6,

Na podstawie (9) mozna powiedzie¢, ze dlaotrzymania catej macierzy A
wystarczyzna¢ rozwiniecie wszereg Fouriera, dla S nieparzystego, tyl-
ko tych funkcji sal(s,x) i cal(s,x), ktéorych okres wynosi 1, tzn. tych,
ktére nie sa "Scisdnieciami” funkcji wczesniejszych. A poniewaz funkcje
cal(s,x) mozna otrzyma¢ z funkcji sal(s,x) 1 przesuwajac ja o 1/4, zatem

sal(s,x +}) a 8§ b3n sin(25Tnx + ¥ n)

n»1

0o

=2 (1n bsn 003 ZXax 10
=1
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gdzie:

Korzystajac z wkasnosci funkcji Walsha, ze

sal(s,x + i) a (-1) P+1 cal(s,x)

gdzie:
kp - najmniej znaczace zero liczby binarnej k = 2s-1,

mozna napisac:

00 k
2 bsn 008 = P+1°al(s,x),
n=1

poniewaz

cal(s,x) a "V a cos 25Inx,

n=1
wiec
n=1 Kk
agy = (-1 * 1) pribg,
Liczba k przyjmuje wartosci 1, 5, 9, 13, 17,..., co w zapisie

wyglada nastepujgco:

0 0 0 0 1 1
0O o© 1 0 1 - 5
0 1- 0 0 1 - 9
0 1 1 0 1 - 13
1 0 0 0 1 - 17

kp+1 \

Wida¢ stad, ze kp+l przyjmuje na przemian wartosci 011.
k +1

37

@1

(12)

aas)

a4

binarnym

Zatem czynnik (-1) p w wyrazeniu (14) mozna zastagpi¢ czynnikiem

k-2
-1)* ka2, 6 10, ...
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n-1
Poniewaz w macierzy A indeks m = 2n, to czynnik (-1) przybierze
postac;
m-2

(-1 m= 2, 6, 10,

Wz6ér (14) bedzie wiec teraz wygladat nastepujaco;
m-2 k-2
Am o= (<1)~ (1) Ak -1)md (5)

Wezmy cztery kolejne rozwiniecia w szereg Pouriera czterech funkcji Walsha
(cztery wiersze macierzy A) o numerach k-1, k, k+1, k+2 (k =2, 6, 10,...).
Dwa ostatnie rozwiniecia odpowiadajace funkcjom sal(s,x), cal(s,x) o s
parzystym sa powtdrzeniami wczesniejszych i1 mozemy je uzyskaé ze wzoréw (9).

Dwa pierwsze sa oryginalne, lecz znajac jedno z nich mozna na podstawie
(15) otrzymac¢ drugie. Wynika stad, ze dla wyznaczenia macierzy A wystar-
czy obliczy¢ co czwarty wiersz, tzn. wiersze o numerach k = 2, 6, 10,

Ilub k =1, 5, 9, ... = Pozostate wiersze uzyskujemy zmieniajac znak ele-
mentéw lub ich roztozenie.

Przy obliczaniu oryginalnych elementédw macierzy mozna korzystac¢ ze
lwzoréw (4), ale do obliczen maszynowych wzory te nie sg wygodne. Inny
spos6b obliczania podany jest w [4 i [5], gdzie uwzgledniajac to, zZe
funkcje Walsha sa przedziatami state, a minimalna szeroko$¢ takiego prze-
dziatu réwna jest M - najmniejsza liczba naturalna taka, ze 2M > k),

ppdano zaleznos$¢;

3 Ak,m-1 a 2(-1)g°(-j)asinc(2 X)) cos¢(- N
r=0
gdzie;
gr - warto$¢ r-tej pozycji zapisunumeru funkcji Walsha w kodzie Graya
a - ilos¢ jedynek w tym zapisie,

J -)-1j sine - sinus catkowy (sine x =

Jezeli zatozy¢, ze liczone beda wiersze o numerach k = 2, 6, 10,...
iniezerowe elementy w tych wierszach o numerach m = 2, 6, 10,..., to
A m_1 = 0. Ze wzgledu na to, ze dla takich k jakwyzej ostatni bit
(g™) w kodzie Graya réwny jest zawsze 1, pierwszy czynnik we wzorze (16)
bedzie réwny;

m-2



Obliczanie wspétczynnikéw szeregu Fouriera.. 39
Uwzgledniajac powyzsze uwagi mozna wzér (16) uprosci¢ do postaci:

2a+m+2 m M-1
2(-1)“T ~Binc(2®:T) n cosC-S™ - gr £) an
r=1 i

W praktycznych obliczeniach wspétczynnikédw Fouriera na podstawie da-
nych wspédczynnikédw Walsha bierzemy pod uwage skoniczona ich liczbe. Wpro-
wadza to sita rzeczy btad w obliczeniach. B#ad ten nie istnieje, jezeli
funkcja posiada skonczone widmo Walsha, co wynika z samej metody.

Jezeli funkcja posiada skonczone widmo Fouriera, a liczba wspétczynni-
kéw w tym widmie wynosi B, to zaktadajac, ze mamy dane takze B wspéiczyn-
nikéw Walsha, mozna uzyska¢ doktadne wspédczynniki Fouriera z zaleznosci

(©OF

-2
an V  ino
-2
bu = bﬁ3|nc 5%1 dlan < B as)
b = é b_sine 2 é dla n =8B
n n

gdzie:

an, bn - wartosci wspédczynnikédw Fouriera obliczone przy uwzglednie-
niu skonczonej liczby wspétczynnikéw Walsha.

W praktyce do$¢ trudno przewidzie¢ z goéry ilos¢ niezerowych wspédczyn-
nikéw Fouriera. Ti takich przypadkach szacujemy maksymalna wartos¢ B
(obliczenia prowadzi sie dla najmniejszego M, takiego ze 2M > B).

3. Schemat blokowy programu

Najprosciej program przeliczajacy wspoétczynniki Walsha na wspoédczynni-
ki Fouriera zrealizowa¢ w ten sposob, ze wektor wspétczynnikéw Walsha
mnozony jest przez 3tata, z goéry obliczona, macierz przejscia. Zapamieta-
nie takiej macierzy wymaga jednak duzej pojemnosci pamieci. Poniewaz
program miat by¢ napisany na kalkulator HP-9820, ktérego pamieé¢ programu
i danych wynosi 418 rejestrow, macierz przejscia bedzie liczona w trakcie
realizacji programu i jednoczesnie mnozona przez wektor danych. 17 danej
chwili bedzie liczony i zapamietany tylko jeden element macierzy i w celu
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Rys. 2. 0gé6lny schemat blokowy programu
Fig. 2. Btock diagram of the program
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unikniecia liczenia wielokrotnie elementéw o tej samej war+osci, bedzie
on powtarzany odpowiednia ilos¢ razy [9] -

Majac obliczone na podstawie wzoru (17) obliczamy Ak-1 n_1 zgod-
nie z (15)* Ze wzorow (9) wynika, ze elementy te powtarzaja sie w dalszej
czesci macierzy jako A, ,"; A N N Adk(4m; ~k-i ,4m-1* —

...k =m=2,6,10,14, e==). Wszystkie te elementy mnozymy przez odpo-
wiednie wspotczynniki Walsha zgodnie z numerem wiersza k i sumujemy
zgodnie z numerem kolumny m.

Schemat blokowy programu pokazany jest na rys. 2.

4« Podsumowanie

Przy obliczaniu wspédczynnikéw Fouriera na podstawie danych wspétczyn-
likéw Walsha mozemy popedni¢ biad wynikajacy z uwzglednienia skonczonej
ilosci wspétczynnikédw Walsha. Préba szacowania tego bdedu podana jest
w [6] - B¥ad ten nie wystepuje, gdy funkcja posiada skoriczone widmo Walsha
lub Fouriera.

Dla funkcji ciagtych o nieskonczonym widmie Walsha i Fouriera, aby wyli-
czy¢ kilka wspodczynnikédw Fouriera, trzeba uzy¢ (obliczy¢) duza liczbe
wspoétczynnikéw Walsha. W takim przypadku korzystniej bedzie stosowaé bez-
posrednio szybka transformate Fouriera (FFT).

Natomiast dla funkcji dyskretnych, szczegdlnie gdy ich skok zsynchro-
nizowany jest ze skokiem funkcji Walsha, liczba wspétczynnikéw Walsha,
ktére trzeba uwzglednié¢, by odwzorowa¢ funkcje f(t) z zadanym biedem
Sredniokwadratowym, jest mniejsza niz liczba wspétczynnikéw Fouriera [i]

i wtedy przedstawiona tutaj metoda obliczania wspétczynnikéw Fouriera
staje sie przydatna.
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BHHHCJIEHHE KOSMHI14EHTOB PHM $yPbE riPH EHM yOJUIIA

Pe3ioue

B erarte ash MeiOA paciera KOoyiHnaeHTob p/yta iypte npii AaHHUx Koafjxjz-
W teKTax p-nna yojima. Meioft 3aAyuaH tskhm 05pa30M, mofiu moxho 6BUNO npoBoAHTt
pacvdTH ¢ HcnoAt3oBaHaeu UHKpoKountlorepoB hah sjieKTpoHHtnc KajxtKyjwiopoB
(b gqacTuocTH Ha naJitKyjiHTope HP 9820).

CALKULATION OF THE FOURIER COEFFICIENTS FROM GIVEN WAISH COEFFICIENTS

Summary

The paper describes the method of Fourier series coefficients calculation
from given V/alsb series coefficients.

This method is prepared to he perfomed onpersonalcomputers or desktop
calculators.

This vias obtained on the ground of calculating only the original elements
of transition matrix (that reduces the number of operations).

Other elements of this matric are foundby changing theindices or signs
(if needed) of these original elements.



