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STATYKA UKEADOW STARZEJACYCH SIE

Streszczenie. W pracy podano_sposob wyznaczania stanu  naprezen
i przemieszczen w pewnej klasie ukfaddéw wykonanych z  materiakéw
podlegajacych procesowi starzenia sie. Problem sformutowano w posta-
ci réwnania macierzowego, ktdérego rozwiizanie pozwala na wyznacze-
nie stanu naprezen. 1 przemieszczen ukdadu. Uzyskane réwnanie moz-
na_przez podstawienie sprowadzi¢ do réwnania macierzowego, odpowia-
dajacego pewnemu zagadnieniu lepkosprezystemu, ktore juz tatwiej ro-
zwigzaC (por. [5. 6))-

1. Wstep

Zwigzki miedzy uogolnionymi sikami a przemieszczeniami w lepkosprezy-
stych uk#adach odksztatcalnych, ktére podano w pracach [6, 6]pozwolidy na
skonstruowanie réwnan statyki dla tych ukdadéw. Ogélna posta¢ tych zwiaz-
kow pozwala rowniez wydedukowaC¢ rownanie statyki ukdadéw podlegajacych sta-
rzeniu. W pracy [6] podano nawet ogélng postac¢ rownan metody przemieszczen
odpowiadajacych tym materiatom, naswietlajac jednoczesnie trudnosci,jakie
wynikajg w trakcie ich rozwigzywania.

Prostszy przypadek szczeg6lny polega na rozpatrywaniu zawezonej klasy
materiatéw, ktérym w réwnaniach catkowych zagadnienia odpowiadajg jadra
w postaci iloczynowej. W tych przypadkach mozna catkowe réwnanie macie-
rzowe Volttery 1 rodzaju sprowadzi¢ do réwnania calkowego typu splotu,ktoé-
re juz dtatwiej rozwigza¢, np. przez wykorzystanie transformacji Laplace®a
Analizie tego przypadku szczegélnego poswiecona jest niniejsza praca. Po-
dano w niej ogbélng posta¢ réwnan macierzowych statyki ukdadow podlegajacjch
procesowi starzenia sie, oraz sposob sprowadzenia rownan szczegolnych sta-
tyki tych uktadéw do réwnan, ktorych forma jest identyczna z formg staty-
ki ukdadéw lepkosprezystych.

2. Rownanie problemu

Oznaczmy podobnie jak w pracach [5, 6] przez u, (Xx., t) przemieszcza-
nie czastki x4&j = (ii= 2. X})) nalezacej do uk¥adu odksztakcalne-
go b(Xj e B). Ukkad liczb BX'SRmsRB) przedstawia wspodrzedne czastki x°,
natomiast t jest czasem. Przez g,:](xo, ) oznaczymy side kontaktowg dzia-
+ajaca na czastke x°.

Podane w pracach [5, 6] zaleznosci miedzy uogolnionymi sidami P/, tj.
sitami 1 momentami a uogbélnionymi przemieszczeniami czastki Xy uj(}.,t)j
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tj. przemieszczeniami i1 oblotami ukdadu odksztatcalnego B > podlegajacego
procesowi starzenia sie maja postac

T
T tT-F . T 1)
Iod i SjxjrtEreni) - (2-~

PjCsj.-t) = ; Mo, Tixi) © AAD o .17 @.2)

(0}

Podane tutaj zwiazki wykorzystamy do konstrukcji réwnan statyki ukda-
dow podlegajacych procesom starzenia sie. W zwigzkach tych P~ Ui sg odpo-
wiednio uogélnionymi sidami i przemieszczeniami ukdadu B, 6/ jestprze-
mieszczeniem czastki xs wywokanym dziakaniem jednostkowej sidy wczastce
X", natomiast jest sika wystepujaca w xi, ktora wywoluje jednostkowe
przemieszczenie czastki x*. Analize funkcji 6" 1 wystepujacych w
Q.1) i @Q-2) przeprowadzimy w dalszej czesci pracy.

Znajac posta¢ zwigzkoéw miedzy uogélnionymi sidami a przemieszczeniami
+atwo juz poda¢ og6lne réwnania statyki ukdadéw podlegajacych  starzeniu
sie. W tym celu dla pordéwnania zapiszemy réwnania statyki dla identycz-
nych, tj. znajdujacych sie w tej samej konfiguracji ukdaddw sprezystych.

Eéwnania te maja postac

~ij jE¥r=" i,j=1,2,..., n r =1,2,..., m .3)

B + Mgj "Ry = Pj 1» =1,2,...,N E=1,2,..., U. (2.9

Pierwszy ukdad réownan (2.3) odpowiada metodzie sit dla n-krotnie statycz-
nie niewyznaczalnego ukfadu sprezystego B".
Natomiast drugi odpowiada metodzie przemieszczen dla N-krotnie geometrycz-
nie niewyznaczalnego uk¥adu sprezystego B™. Sa poszukiwanymi a gs
i znanymi sitami i przemieszczeniami W uktadzie sprezystym. Uktady
liozb Sr;j sa przemieszczeniami czastki x~ e B”, wywotanymi dziata-
niem jednostkowych sit przytozonych odpowiednio w x” i xr, a i sg
sitami w Xj wywodanymi przez wymuszone przemieszczenia czastek Xj i x;J.Po-
nadto Uj jest znanym przemieszczeniem czastki x», a Pj znang sita uogol-
nionag dziatajaca na czastke Xj-

Wréwnaniach (2.3) i 2.4) nalezy sumowaé po powtarzajacych sie wskazni-
kach, czyli
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6ij xi ESLjJ X1 +V 2+ + 6nj xn

2.5
SIJ 15U 1 +“2)F2 + eee +%J V

Jak wiadomo ukdady réwnan macierzowych (2.3) i1 (2.4) powstaty z anali-
zy zwiazku zachodzacego miedzy sidami uogolnionymi a przemieszczeniami

Ud = 6i;j P+ @.6)

Pl = “iJ UI* @7

Nalezy podkresli¢, ze zaleznosci (2.6) i1 (2.7) w ukdadzie sprezystym sg
odpowiednikami zwigzkéw @ .1) 1 @.2), ktére sg stuszne dla osrodka staraB-
jacego sie.

Podobienstwo formalne réwnan metody sit (2.3) i przemieszczen (2.4) po-
zwala zapisa¢ te réwnania w postaci jednego réwnania macierzowego

AY + BP = C , 2.8)

0 oo
w ktoérym macierze A,Y, B,P,C , odpowiadajg nastepujgcym macierzom w ukka-
dach (2.3) i (2.9

A* ([®ij]1» [VP* fe=(Prj] -[ VP

Y= (lij, pj),  P=(laj, [?*]), C* ([UJ, [PID).

Podamy teraz réwnania metody sit i przemieszczen dla osrodka podlegaja-
cego starzeniu sie. Bozpatrywa¢ bedziemy identyczne do poprzednich, (BYjBg)
uktady i Bg, z tym ze zatenai uych ukkadéw opisany bedzie teraz réw-
naniami teorii starzenia sie.

Uzyskujemy roéwnania

\ ez”".T) > * «n



52 Jan Kubik

Réwnania (@.10) 1 (-.11) sg odpowiednikami ukdadéw 2 .3) i Q-4) w ukla-
dach sprezystych. Rownania (2.11) podano w pracy [6], w ktorej wskazano
réwniez na trudnosci zwigzane z rozwigzywaniem tych réwnan.

Odpowiednikiem réwnania macierzowego (2.9) jest réwnanie

J ACE,T) Y (T)dV+ 7/ B(t,T) P (T)dT =cCl) , 2.12)
Jo Jo

w ktérym dokonano nastepujacych utozsamien
A= (MGG LT 5 xb)], "MigGafellT - )J,
ANJAJ*E*TAF N T [IMRINXI L, TN »
y= (IXi(x1,6], [P &1.,D]), P= ([EXE,)], ["(ijI.-©)]1 ) (2.13)

0 = Clud(xd,)], [PIXi.OD)-

W wielu przypadkach punkty xit Xj przytozenia nieznanych sit 1 przemiesz-
czen 9. = «Pjfajjt) sa ustalone, wtedy zachodza zwiazki

N st ) = O6IdR(E,T), MIJQCg,LE,T:Xi) = n=*
.19
ACt,TT) cAsit.T) ,  s(t,T) = R, T, PIit.ID).
0o
PunkcjeA 8 R(t,T) sa przemieszczeniami w ukdadzie wywotanymi dzia-

+aniem sit jednostkowych stalych-w czasie, natomiast Mi;. . R(t,T) sa sita-
mi wywodanymi przez jednostkowe przemieszczenia w ukkadzie B2*

" ZajmowaC sie bedziemy dalej szczegdlnym przypadkiem réwnania (2.12), w
ktorym macierz A jest nastepujaca

A(t,T) =As(t,T) = AL(T) N(t -T). @.15)
0
W zaleznosci (2.15) macierz A jest macierzag sprezystosci dla ukdadu row-
nan (@ .8), natomiast funkcja L(T) opisuje efekt starzenia sie materiatu w
ukdadach BN 1 B2. Dla ukkadow lepkosprezystych zachodzi A(t,T)=AN(t -T)

(por. [, 6D.
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3. Bozwiazanie rownania problemu 1 zastosowania

Podamy teraz ogélne rozwigzanie réwnania (2.12), w ktorym uwzglednimy
zaleznosci (2.15). Uzyskujemy roéwnanie

k im -T) L(DY(T) dT+ 7/ B(t,T) P(T)dAT= (D). @GB.D)
Jo Jo

Wprowadzimy do réwnania (3.1) nowg funkcje Z(t), ktdérg okresla zalez
nos¢

LMY M = z(M) G2

i otrzymujemy w wyniku réwnanie macierzowe

Ki N(t-T)zZ(T)dT =C(t) -i B, HDP (DAT, @3
0 Jo

ktorego forma jest podobna do réwnan macierzowych statyki ukdadow lepko-
sprezystych.
Rozwigzanie réwnania maoierzowego (3.3) przedstawia nastepujgca rownosé

t r T 4
Z(t) =A“1 f n(t-T) [cen -1i B(TVF)P(OdT jdT
Jo Jo
I}N(t—*R / n(THdT =1 G5
Jo Jo

natomiast dunkcje Y (t) wyznaczymy po uprzednim rozwigzaniu réwnania (3.2]

Y(t) =i L“1 (I)zZCDhdT+Yio). @G.5
Jo

Ostateczne rozwigzanie réwnania (3.1) po uwzglednieniu (3.4) i (3.5

ma posta¢ nastepujaca
]

t T r
)f(t) :A~1f L“l(t-T) I n(T-T') |C(T") ~|B(T>T”)P (r )dT”jor<ri+'/(0)
Jo

3.6)
leju,tm. T’e [o,t] , t’e[o,T7] .
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Z rozwigzania (3.6) wynikaja dwa przypadki szczegélna
cC =20 , P o0 (1 przypadek) G.7D
c *0 , P=0 (2 przypadek), (€RS))

ktére najczesciej spotykamy w zastosowaniach.

Przeprowadzone w poprzedniej czesci pracy wywody ogélne  zilustrujemy
przyktadem wyznaczania sit hiperstatycznych w N-krotnie statycznie niewy-
znaczalnym, pretowym ukdadzie starzejacym sie.

Przektad

Wyznaczymy nieznane sidty X = (X, X2,...> XQ) w N-krotnie statycznie
niewyznaczalnym, jednorodnym ukdadzie pretowym, w ktérym punkty przytoze-
nia sit Xdoznaty przemieszczen otwartosci = (UMU2, ..., Zatozy-
my, ze znamy macierz sprezystosci Aw identycznym ukdadzie sprezystym

o 9 %/\29000 d.n
217 822™ " ,»S2n

A-Pul G-9
° ° i
®nl” n2eeeex*nn
oraz, ze odpowiedniki wyrazéw Cw macierzy A maja postac
(3-10)

®ij = *ij(oo +¥ (1 “

We wz.orze (3.10) cQ, A i "Jsg parametrami materiatowymi okreslonymi na pod-
stawie doswiadczen (por. [L, 8, 9]), natomiast wyrazy macierzy C okresla
zaleznos¢

C= [°j] =[CjEoJt] =V tC* (3.11)

Uwzgledniajac (3-10) i G."y) w rownaniu (3.3) otrzymujemy

Al @+ - efLIT=, e



Statyka uktadow .. 55

Wprowadzajac nowa niewiadomg Z= (CQ + Zw (3.12) uzyskujemy prosta
posta¢ réwnania catkowego - rownanie catkowe typu splotu

A /(1 - Z(T)dT =t EO0 JC . (3.13)
Jg

Rozwigzanie réwnania (3«13) jest nastepujace

Z(t) =A"1(6 (t) + JH(D)) ~BOIC , 3.14)

1
gdzie 6 (©jest "delty" Dirac a a H(t) "funkcjg" Heaviside "a* Po dal-

szychprzeksztatceniach poszukiwana funkcja x (t) dana jest wzorem
xao =a“V VvV i +fb tnfcr™ &V &=
(3-15)

~[cF n +10 (£t -40NNn A +V I + 10 InlA])]"0A"1C-

Rozwigzanie sprezyste identycznego zadania prowadzi do zaleznosci
X(t) = e0jA“1C t (3.16)

o(t) .X(t) jest nastepujacy

natomiast .stosunek” rozwigzan X(t)

o(t) =[¢t™i +i (t"c; InlA+cotl+c;InlAp]=

={¢E¢~NT +i1 t N~ In( + °f *>]}e

Ze wzoru (3.17) wynika, ze w chwilach poczatkowych sity hiperstatyczne
X(t) z rozwigzania w uktadzie starzejacym sie bedg mniejsze od sit X (©)
z rozwigzania uktadu sprezystego. Natomiast z uptywem czasu i starzenia sie
materiatu zachodzi zaleznos¢ odwrotna - rozwigzania X(t) beda wieksze od
X(t). Z analizy roéwnosci (3.15) wynika réwniez, ze trudnosci zwigzane z
uzyskaniem rozwiazania w uktadzie starzejgcym sie nie zalezag od stopnia
statycznej lub geometrycznej wyznaczalnos$ci, a zaleza jedynie od postaci
zwigzkéw konstytutywnych, stad kazde rozwigzanie uzyskane dla ustalonego
materiatu mozna +atwo wykorzysta¢ do wyznaczania rozwigzan w uktadach o
dowolnej konfiguracji i statycznej lub geometrycznej niewyznaczalnosci,ale

wykonanych z tego samego materiatu.
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Dla przyktadu podamy rozwigzania w jednokrotnie statycznie niewyznaczat-
nym uktadzie starzejacym sie w ktérym zachodzi

6ij = 611 =*11(°0 + T)(1 * (3.18)

a na podstawie (3.15) rozwigzanie XL(t) okresla zaleznos¢
[ o]

+i’6:t'c"k InIA+cotI+cO-Injw >kj r~ « (3.19)

LITERATUBA

[11 Arutiunian N. Ch.s Niekotoryje woprosy teorii podzuczesti. Gos. lzdat
Tiech.-Teor. Lit. Moskwa - Leningrad,” 1952.

[2J Simer C.i Podstawy teorii pedzania ustrojow hiperstatycznych wstepnie
sprezonych, Bozpr. Inz. 3, 1957.

Bl Freudenthal A. M.s Inelastic Behavior of Enggneering Materials and
Structures. J. Wiley and Sons. New York 1950.

Iig%k J.: Metoda sit dla uk¥addéw lepkosprezystych, Bozpr. Inz. 4,

=

Inz. 1,

Kizirija G. W.s Basczet konstrukcji s uczetom deformacji pokzuczesti
betona, Tbilisi 1969.

Nowacki W.: Teoria pektzania, Warszawa 1963.
Bzanicyn A.fi.« Teoria pokzuczesti, Moskwa 1968.
Sattler K.s Theorie der Verbundkonstruktionen, Berlin 1953.

Kubik J.jlg%:toda przemieszczen dla ukdadéw lepkosprezystych, Bozpr.

83 8 g



Statyka ukdadow 57

CTATHKA CTAPEKIIHHX CTEPXHEBHX CHCTEM

Pe3bme

B pa00Te npejCTaBJieHH oCmae ypaBHeHHH ctstmkh CTepsHeBux chctOm ¢ yve-
toii OTapeHHa MaTepaaJia. Sjpa 3thi HHTerpalibHia: ypaBHeHHO CTaTHKH hmobt $op-*
mh npon3Be«eHnas ¥ (1) Ff2(t -T).

STATICS OP THE AGEING SYSTEMS

Summary

On the paper is shown basic equation of the statics of bars systems, in
which was taken into consideration ageing of materials. Principal parts of
integral statics equations have shape of the products T/CT) 2t -T).

Praca wptyneta 5.6.1971r.



