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STATYKA UKŁADÓW STARZEJĄCYCH SIĘ

Streszczenie. W pracy podano sposób wyznaczania stanu naprężen 
i przemieszczeń w pewnej klasie układów wykonanych z materiałów 
podlegających procesowi starzenia się. Problem sformułowano w posta­
ci równania macierzowego, którego rozwiązanie pozwala na wyznacze­
nie stanu naprężen. i przemieszczeń układu. Uzyskane równanie moż­
na przez podstawienie sprowadzić do równania macierzowego, odpowia­
dającego pewnemu zagadnieniu lepkosprężystemu, które już łatwiej ro­
związać (por. [5. 6j).

1. Wstęp
Związki między uogólnionymi siłami a przemieszczeniami w lepkospręży- 

stych układach odkształcalnych, które podano w pracach [5, 6]pozwoliły na 
skonstruowanie równań statyki dla tych układów. Ogólna postać tych związ­
ków pozwala również wydedukować równanie statyki układów podlegających sta­
rzeniu. W pracy [6] podano nawet ogólną postać równań metody przemieszczeń 
odpowiadających tym materiałom, naświetlając jednocześnie trudności,jakie 
wynikają w trakcie ich rozwiązywania.

Prostszy przypadek szczególny polega na rozpatrywaniu zawężonej klasy 
materiałów, którym w równaniach całkowych zagadnienia odpowiadają jądra 
w postaci iloczynowej. W tych przypadkach można całkowe równanie macie­
rzowe Volttery I rodzaju sprowadzić do równania całkowego typu splotu,któ­
re już łatwiej rozwiązać, np. przez wykorzystanie transformacji Laplace'a 
Analizie tego przypadku szczególnego poświęcona jest niniejsza praca. Po­
dano w niej ogólną postać równań macierzowych statyki układów podlegającjch 
procesowi starzenia się, oraz sposób sprowadzenia równań szczególnych sta­
tyki tych układów do równań, których forma jest identyczna z formą staty­
ki układów lepkosprężystych.

2. Równanie problemu
Oznaczmy podobnie jak w pracach [5, 6] przez u., (x., t) przemieszcza- . J onie cząstki x-j(xj = (ii • ?2. Xj)) należącej do układu odkształcalne-

go b(Xj e B). Układ lic zb (5Ct̂ 3f2■»?3) przedstawia współrzędne cząstki x̂ ,
natomiast t jest czasem. Przez ¿.(x., t) oznaczymy siłę kontaktową dzia-J Ołającą na cząstkę x^.

Podane w pracach [5, 6] zależności między uogólnionymi siłami P ̂ , tj.
siłami i momentami a uogólnionymi przemieszczeniami cząstki x., ui(x.,t)jJ J J
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tj. przemieszczeniami i oblotami układu odkształcalnego B > podlegającego 
procesowi starzenia się mają postać

t.
TT (Y t T — f . T fT)

J d ' i  5i j (x j * t *‘r ’ I i ) - ' (2 -^

}  ©U. (Xj ,1T) r ,
PjCsj.-t) = / Mi;j(x;j,t,Tixi) —  efT. Te [0,t] . (2.2)

'o

Podane tutaj związki wykorzystamy do konstrukcji równań statyki ukła­
dów podlegających procesom starzenia się. W związkach tych P ^  Ui są odpo­
wiednio uogólnionymi siłami i przemieszczeniami układu B, 6^  jest prze­
mieszczeniem cząstki xs wywołanym działaniem jednostkowej siły w cząstce
x^, natomiast jest siłą występującą w xi, która wywołuje jednostkowe 
przemieszczenie cząstki x^. Analizę funkcji 6^  i występujących w
(2.1 ) i (2.2) przeprowadzimy w dalszej części pracy.

Znając postać związków między uogólnionymi siłami a przemieszczeniami 
łatwo już podać ogólne równania statyki układów podlegających starzeniu 
się. W tym celu dla porównania zapiszemy równania statyki dla identycz­
nych, tj. znajdujących się w tej samej konfiguracji układów sprężystych.

Eównania te mają postać

^i j j <ł̂ = ̂ j i , j = 1 , 2 , . . . , n  r = 1,2,..., m (2.3)

'Pj + Mgj 'Pg = Pj I»J = 1,2,... ,N E = 1,2,..., U. (2.4)

Pierwszy układ równań (2.3) odpowiada metodzie sił dla n-krotnie statycz­
nie niewyznaczalnego układu sprężystego B^.
Natomiast drugi odpowiada metodzie przemieszczeń dla N-krotnie geometrycz­
nie niewyznaczalnego układu sprężystego B^. Są poszukiwanymi a qs
i znanymi siłami i przemieszczeniami w układzie sprężystym. Układy 
liozb Sr;j są przemieszczeniami cząstki x^ e B^, wywołanymi działa­
niem jednostkowych sił przyłożonych odpowiednio w x^ i xr , a i są 
siłami w Xj wywołanymi przez wymuszone przemieszczenia cząstek Xj i x;J.Po­
nadto Uj jest znanym przemieszczeniem cząstki x^, a Pj znaną siłą uogól­
nioną działającą na cząstkę Xj.

W równaniach (2.3) i 2.4) należy sumować po powtarzających się wskaźni­
kach, czyli
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6ij xi E S1j X1 + V 2 + + 6nj xn
(2.5)

SIJ I 5 “u  1 + “2J f2 + ••• + % J  V

Jak wiadomo układy równań macierzowych (2.3) i (2.4) powstały z anali­
zy związku zachodzącego między siłami uogólnionymi a przemieszczeniami

Ud = 6i;j P± (2.6)

PI = “iJ UI* (2*7)

Należy podkreślić, że zależności (2.6) i (2.7) w układzie sprężystym są 
odpowiednikami związków (2.1 ) i (2.2), które są słuszne dla ośrodka staraB- 
jącego się.

Podobieństwo formalne równań metody sił (2.3) i przemieszczeń (2.4) po­
zwala zapisać te równania w postaci jednego równania macierzowego

A Y  + B P  = C  , (2.8)
o o o

w którym macierze A,Y, B,P,C , odpowiadają następującym macierzom w ukła­
dach (2.3) i (2.4)

A *  ( [®ij] » [ V P *  fe=(Prj] • [ V P  

Y =  ( [ i j ,  p j ) ,  P =  ( [ q j ,  [ ? * ] ) ,  C *  ( [ U J ,  [ P j ] ) .

Podamy teraz równania metody sił i przemieszczeń dla ośrodka podlegają­
cego starzeniu się. Bozpatrywać będziemy identyczne do poprzednich, (B̂ jBg) 
układy i Bg, z tym że zatenai uych układów opisany będzie teraz rów­

naniami teorii starzenia się.
Uzyskujemy równania

\  e z ^ . T )  _ >  * «n



52 Jan Kubik

Równania (2.10) i (2.1 1 ) są odpowiednikami układów (2.3) i (2.4) w ukła­
dach sprężystych. Równania (2.11) podano w pracy [6], w której wskazano 
również na trudności związane z rozwiązywaniem tych równań.

Odpowiednikiem równania macierzowego (2.9) jest równanie

j A(t,T) Y ’(T)dV + / B(t,T) P (T)dT = CCI) , (2.12)
J o  J o

w którym dokonano następujących utożsamień

A  = ( [^ij(xj ,t, T ; xŁ)] , ^Mjj(xjft 11T )J ,

^ i j ^ j * * ' ^  * xr^]* [MRJ^xJ,t,T*xl^] » 

y =  ([Xi (x1 ,t)], [<PI (x1 ,t)] ), P =  ([qE (xE ,t)], [^(ijj.t)] ) (2.13)

0 = C[ud(xd,t)], [Pj(Xj,t)]).

W wielu przypadkach punkty xit Xj przyłożenia nieznanych sił i przemiesz­
czeń <pj. = «Pjfajjt) są ustalone, wtedy zachodzą związki

 ̂ (x j, t ) = óidR(t,T), Mjj(xj,t,T;Xi) = (̂  *
(2.14)

A(t,TT) cAsit.T) , s(t,T) = (R(t,T), Pit.lT)).
O o

PunkcjeA 8^dR(t,T) są przemieszczeniami w układzie wywołanymi dzia­
łaniem sił jednostkowych stałych-w czasie, natomiast Mi;. . R(t,T) są siła­
mi wywołanymi przez jednostkowe przemieszczenia w układzie B2*
' Zajmować się będziemy dalej szczególnym przypadkiem równania (2.12), w 
którym macierz A  jest następująca

A(t,T) =As(t,T) = AL(T) N(t -T). (2.15)
O

W zależności (2.15) macierz A  jest macierzą sprężystości dla układu rów­
nań (2.8), natomiast funkcja L(T) opisuje efekt starzenia się materiału w 
układach B^ i B2. Dla układów lepkosprężystych zachodzi A(t,T)=AN(t - T) 
(por. [5 , 6]).
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3. Bozwiazanie równania problemu i zastosowania
Podamy teraz ogólne rozwiązanie równania (2.12), w którym uwzględnimy 

zależności (2.15). Uzyskujemy równanie

k i m  -T) L(T)Y(T) dT+ / B(t,T) P(T)dT= (T). (3.1)
Jo Jo

Wprowadzimy do równania (3.1) nową funkcję Z(t), którą określa zależ 
ność

Ł(T) Y  (T) = Z(T) (3.2)

i otrzymujemy w wyniku równanie macierzowe

k i  N(t -T)Z(T)dT =C(t) - i B (t ,T) P (T) dT, (3.3)
•'o Jo

którego forma jest podobna do równań macierzowych statyki układów lepko- 
sprężystych.

Rozwiązanie równania maoierzowego (3.3) przedstawia następująca równość

t r T  -i
Z(t) = A “1 f  n(t-T) [ c e n  - i  B(TVF’)P( ‘O d T  j d T  

Jo Jo

} /I  N(t-*R I n(T’)dT = 1 (3.4)
Jo Jo

natomiast dunkcje Y(t) wyznaczymy po uprzednim rozwiązaniu równania (3.2J

Y(t) = i  L“ 1 (T) ZCDdT+Yio). (3.5)
Jo

Ostateczne rozwiązanie równania (3.1) po uwzględnieniu (3.4) i (3.5) 
ma postać następującą

t  T r p'
)f(t) = A~1 f L“1(t-T) !  n(T-T’ ) | C (T ’ ) ~ |B (T >,T” )P  ( r  )dT’’ jcrr’<ri+'/(o)

Jo

(3.6)
leju,t ■ . T’e [o,t] , t”e[o,T’] .
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Z rozwiązania (3.6) wynikają dwa przypadki szczególna

C =  O  , P O  (1 przypadek)

C *  O  , P =  O  (2 przypadek),

(3.7)

(3.8)

które najczęściej spotykamy w zastosowaniach.
Przeprowadzone w poprzedniej części pracy wywody ogólne zilustrujemy 

przykładem wyznaczania sił hiperstatycznych w N-krotnie statycznie niewy- 
znaczalnym, prętowym układzie starzejącym się.

Przekład
Wyznacżymy nieznane siły X  = (X^,X2,...> XQ) w N-krotnie statycznie 

niewyznaczalnym, jednorodnym układzie prętowym, w którym punkty przyłoże­
nia sił Xdoznały przemieszczeń otwartości = (U^,U2,....U )̂. Założy­
my, że znamy macierz sprężystości A w  identycznym układzie sprężystym

A -  P u l  ‘

1n9 $^2 9 •••o o o
fi2 1’ 822" ' ,»S2n

° ° i*
®n1 ’ n2 ••••»*nn

(3.9)

o
oraz, że odpowiedniki wyrazów w macierzy A  mają postać

®ij = *ij(oo + ¥  (1 “ (3.10)

We wz.orze (3.10) cQ, A i 'J są parametrami materiałowymi określonymi na pod­
stawie doświadczeń (por. [1 , 8, 9]) , natomiast wyrazy macierzy C określa 
zależność

C =  [°j] = [Ć jEoJt] = V t Ć ‘ (3.11)

Uwzględniając (3.10) i (3.'1yT) w równaniu (3.3) otrzymujemy 

t_ I
Aj (CQ + £)(1 - e~'f(t_‘r))XdT =t J C • (3 . 12)
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Wprowadzając nową niewiadomą Z= (CQ + Żw (3.12) uzyskujemy prostą 
postać równania całkowego - równanie całkowe typu splotu

A  /(1 - Z(T ) d T  = t E0 J Ć  . (3.13)
Jq

Rozwiązanie równania (3«13) jest następujące

Z(t) =A" 1 (16 (t) + -J H(t)) ^ B 0J C  , (3.14)
1

gdzie ó (t) jest "deltą" Dirac a a H(t) "funkcją" Heaviside 'a* Po dal­
szych przekształceniach poszukiwana funkcja X  (t) dana jest wzorem

xao = a “V V i  + f / t n f c r ™  ł  V ć =Jo
(3.15)

- [cf n  + 10 (t - ł0 \ln A + V I + 10 lnl A | ) ] ^ 0A " 1 Ć -

Rozwiązanie sprężyste identycznego zadania prowadzi do zależności

X(t) = e0j A “1Ć t (3.16)

natomiast .stosunek" rozwiązań X(t) = O(t) . X(t) jest następujący

o (t )  = [ ć t ^ i  + i  ( t "  c ;  l n lA + c ot l+ c ; ln lAp]=

= { ć ^ T  + i  t  ^  ln(1 + °f *>]}•

Ze wzoru (3.17) wynika, że w chwilach początkowych siły hiperstatyczne 
X(t) z rozwiązania w układzie starzejącym się będą mniejsze od sił X  (t) 
z rozwiązania układu sprężystego. Natomiast z upływem czasu i starzenia się 
materiału zachodzi zależność odwrotna - rozwiązania X(t) będą większe od 
X(t). Z analizy równości (3.15) wynika również, że trudności związane z 
uzyskaniem rozwiązania w układzie starzejącym się nie zależą od stopnia 
statycznej lub geometrycznej wyznaczalności, a zależą jedynie od postaci 
związków konstytutywnych, stąd każde rozwiązanie uzyskane dla ustalonego 
materiału można łatwo wykorzystać do wyznaczania rozwiązań w układach o 
dowolnej konfiguracji i statycznej lub geometrycznej niewyznaczalności,ale 
wykonanych z tego samego materiału.
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Dla przykładu podamy rozwiązania w jednokrotnie statycznie nie wy znacz at- 
nym układzie starzejącym się w którym zachodzi

6ij = 611 = *11 (° 0 + T )(1 “ (3.18)

a na podstawie (3.15) rozwiązanie XL(t) określa zależność
[ o

+ i * : t "  k  l n lA + c ot  l + c - ln  w  > k j  r ~  • (3. 19)0 o o  o j
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CTATHKA CTAPEKJIHHX CTEPXHEBHX CHCTEM 

P e 3 b m e

B paÓOTe npejCTaBJieHH oCmae ypaBHeHHH ctstmkh CTepsHeBux chct©m c y v e -  

toii OTapeHHa MaTepaaJia. Sjpa 3thi HHTerpaJibHia: ypaBHeHH0 CTaTHKH hmobt $op-' 
mh npon3Be«eHnas f (1T) f2 (t -T).

STATICS OP THE AGEING SYSTEMS 

S u m m a r y

On the paper is shown basic equation of the statics of bars systems, in 
which was taken into consideration ageing of materials. Principal parts of 
integral statics equations have shape of the products f^CT) f2(t -T).

Praca wpłynęła 5.6.1971r.


