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ANALITYCZNE WYZNACZENIE FUNKCJI RELAKSACJI 1 PELZANIA
W ZELBETOWYCH SEUPACH OSIOWO SCISKANYCH

Streszczanie. W pracy wyznaczono funkcja relaksacji i pedtzania w
zelbetowym stupie osiowo Sciskanym. Funkcje te otrzymano dla zastep-
czego stupa jednorodnego, w ktérym stan naprezenia i odksztakcenia
jest identyczny jak usredniony stan naprezenia i odksztakcenia w stu-
pie zelbetowym. W rozwazanym zelbetowym stupie, beton jest sk#adni-
kiem posiadajgcym cechy Teologiczne, natomiast stal posiada tylko
cechy sprezyste.

1. Wstep

W analizie statycznej konstrukcji zelbetowych istotng trudnos¢ stanowi
podanie analitycznego opisu cech fizykalnych, niejednorodnego materiatu,
jakim jest zelbet. Z trudnoSciami tymi spotykamy sie juz w zakresie spre-
zystym, a poteguja sie one znacznie w trakcie przeprowadzania Teologicznej
analizy konstrukcji zelbetowych, w ktérych pierwszy skdadniki beton posia-
da cechy Teologiczne, natomiast drugi: stal, przy naprezeniach wystepuja-
cych w betonie jest materiatem sprezystym.

W wielu praktycznych zadaniach wygodne jest okreslenie cech materiatu
niejednorodnego pewnymi usrednionymi funkcjami, opisujacymi zastepczy ma-
teriat jednorodny. Z potrzebag takiego postepowania spotykamy sie miedzy in-
nymi w obliczeniach statycznych konstrukcji zelbetowych, w ktérych wyzna-
czamy stan naprezenia wg metod przyjmujacych za podstawe jednorodnos$¢ ma-
teriatu konstrukcji. Wspomniane uprzednio funkcje zastepcze odnoszace sie
do os$rodka jednorodnego musza by¢ tak dobrane, aby usrednione stany napre-
zenia 1 przemieszczenia w obu os$rodkach, tj. zelbecie oraz materiale jed-
norodnym byty identyczne. Mamy wiec tutaj do czynienia z okreslonym odwzo-
rowaniem osrodka niejednorodnego na jednorodny. Przyjety zastepczy os$ro-
dek jednorodny, modelujacy zachowanie sie zelbetu posiada wkasciwosci re-
ologiczne. W najprostszym przypadku liniowego os$rodka lepkosprezystego o-
pis tego osrodka uzyskujemy przez podanie zwigzkéw konstytutywnych, w kté-
rych nalezy zna¢ funkcje relaksacji i pelzania. OkresSleniem tych wkasnie
funkcji poswiecony jest niniejszy artykut.



60 Jan Kubik, Adam Zybura

2. Zatozenia

Rozpatrujemy zelbetowy stup poddany dziataniu sity P(t), ktéra wywotu-
je w nim stan jednoosiowego S$ciskania - rys. 1.
Oznaczamy przez - przekréj poprzeczny betonu, a przez Pz - przekréj
poprzeczny stali.
W skupie tym beton i stal traktujemy jako dwa
rozne sktadniki o odmiennych cechach reologicznyoh.
Przedziaty zmiennosci parametréw determinujacych po-
le naprezen w stupie sa tak dobrane, Zze nie nastepu-
je w zadnym z materiatoéw sktadowych przekroczenie li-
niowego zakresu zmiennosci parametréow opisujacych za-
chowanie sie stupa. Stan ten zachodzi dla naprezenW
betonie 67(t) zawierajacych sie w przedziale 0,4RS*E
€~N(t) < 0,6 Rg. Zaktadymy, ze stup zostanie obcigzo-
ny najwczesniej po uptywie 30 dni od jego wykona-
nia (por. QI2]). Po tym czasie w rozwazaniach mozna
poming¢ zmiennos¢ cech fizycznych zwigzanych z pro-
cesem starzenia sie betonu.

3. Rownania zagadnienia

Analize zagadnienia rozpoczniemy od wydzielenia
z funkcji przemieszczen u(t) odksztakcenia S(t). O-
bydwie te funkcje zalezg od czasu t i 4aczy je za-
leznos¢ liniowa (3.1). W rozpatrywanym elemencie mu-
Rys. 1. Skup zelbe- si zachodzi¢ zgodnos¢ odksztatcen materiatow sktado-
towy poddany osiowe-, wych (betonu i stali), ktéra prowadzi do relacji
mu Sciskaniu. G.2)

Zwigzki te tgcznie z roéwnaniami Fizykalnymi dla betonu wg [9] (3-3) i
stali (3.4), oraz réwnaniami rownowagi (3.5) determinujg stan naprezenia W
stupie.

Komplet réwnan wyjsciowych rozpatrywanego problemu jest nastepujaoyj

*0 - 1C*) u(t)

S(O “ 1. (3-1)
eb () = ea(t) = = 8(b 3.2
6(t) = a (M e-i"-" d&r (3.3

G-9
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/ dro + dPz = P(t).

Fb (3.5)

W réwnaniach (3.1) 1 (3.5 67(t), 6a(t) - okreslajg naprezenia w be-
tonie i stali, Bjj, Ez - moduty sprezystosci tych materiatéw, cO, <y- wspod*
czynniki otrzymane droga doswiadczalng (wg [9]1), P(t) - site dziatajaca
na rozpatrywany stup.

4. Wyznaczenie funkcji relaksacji V (t) 1 petzania <P(t)

Poszukujemy teraz takiego zastepczego lepkosprezystego stupa jednorod-
nego w ktérym stan naprezenia i odksztalcenia jest taki sam jak usrednio-
ny stan naprezenia i przemieszczania w stupie zelbetowym. W ten spos6b be-
dziemy proébowali odwzorowa¢ osrodek niejednorodny (stup zelbetowy) na
osrodek jednorodny. Jak juz wspomniano musi by¢ przy tym spedniony waru-
nek réwnosci przemieszczen w obu stupach« zelbetowym i hipotetycznym s#tu-
pie jednorondnym, przy takim samym obcigzeniu zewnetrznym P(t). Warunek
ten ujeto zaleznosciami (4.5), w ktérych przyjeto, ze opis stanu napreze-
nia i przemieszczenia w jednorodnym osrodku lepkosprezystym jest nastepu-

Jacy:

szczaniem, TFfunkcja relaksacji i pekzania w hipotetycznym osrodku jednorock-

Zaktadamy, ze w chwili poczatkowej, w obu stupach nie wystepuja stany
naprezenia 6"(0) = 6a(0) =$(0) = 0).

W dalszym ciagu bedziemy na podstawie warunku réwnych odksztatcen przy
tych samych obcigzeniach obu stupéw, poszukiwali Ffunkcji V(t) i "P(t). Wy-
konujemy na roéwnaniu (3.3) transformacje Laplace"a okreslong zwigzkami«

e e}

X+j°°

“4.2

uzyskamy wtedy

“.3)
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Przeksztatcajac odpowiedni®, wyrazenie (4.3) i retransformujgc otrzymamy

ffACt) =f e“'5"1+Eh0oK t"'R dT + / edr)EbSe~'i(1+Bb0o) (t- "~ d(..
Jo Jo

4.4
Jezeli zastepczy os$rodek jednorodny ma tak samo reagowac¢ jak niejedno-
rodny przekréj zelbetowy, to musi zachodzic

-t *
P() = (Fb + Fa)J P. v(-T)dir, e,8. (4.5)

Podstawiajac roéwnania (3.4),

(4.4) i (4.5 do (3.5) uzyskujemy

Vb [/ ~ p- "1(1+Bb0o)Ct“tdT +J eff)fe-|~«b°0)~dl] +

t
+ 8()Vz = (F, + V%) j (406)
Wykonujac na roéwnaniu (4.6) transformacje Laplace™a uzyskamy
~Nb F + @) ————— -————— 1+ 8 =
L p+*J(1+Sbc0) ) p+t5(i+Bbc0)J ¢
4.7
= (Fb + Fz)p S(p) V(p)-
Dzielac przez pg (p) (b+Fz) i retransformujgc otrzymamy poszukiwang funk-
cje relaksacji
v(t> =sphr; e - N +Ebc0J . ]+ fzezd,
(4.8)
F.,
Po wykonaniu catkowania i uwzglednieniu, ze jp =7, ostateczna postac
funkcji relaksacji jest nastepujaca B

V() =TTJ [~M[e-""oi* + @-"-j-) +~ - J +7J. (49
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Uzyskana funkcja relaksacji okresla wkasciwosci relaksacji osrodka nie-
jednorodnego, jakim jest zelbet, w stosunku do hipotetycznego lepkosprezy-
stego osrodka oednorodnego. Oczywiscie $redni stan naprezenia w obu o$rod-
kach* zelbecie i1 zastepczym osSrodku lepkosprezystym jest identyczny.

Chcac uzyskac¢ funkcje petzania, wykonujemy transformacje Laplace"a okre-
Slong zwiagzkami (4.2), na wyrazeniu (ujmujacym relaksacje rozpatrywanego
stupa (4.9), wykorzystujac jednoczes$nie rownos¢ (4.1). Otrzymamy wtedy*

V(P) =1+ fm{ [p +«J?1+VoJ (@ " 1+Vo) + P(I+V 0 J] + *
(4.10)

Wprowadzajgc dodatkowe oznaczenia do réwnania (4.10)

cC= (@ +jp (@ + Bbc0)> 6=TTy! - (4.11)

uzyskujemy

(p,w- « .

Retransformujgo wyrazenie (4.12) i wykorzystujac zwiazki (4.1) otrzymamy
ostateczng postac¢ funkcji petzania

~ (8(cC+6) + £ oiBbco +oC+ 8§ “ i5(oC+c’))J e~ CtE,™ + ac+ 8 **
(4.13)
5. Przykdtad liczbowy

Nalezy wyznaczy¢ funkcje pedzania dla zelbetowego stupa osiowo Sciska-
nego wykorzystujac dane doswiadczalne zaczerpniete z pracy [9]w dwu przy-
padkach*

Przypadek 1* gdy stup wykonywany jest z betonu R = 110 kG/cm2 i stali
St0S, w ilosci* ~i= 1%, 2%, 1 N = 3%

Przypadek 2* gdy stup wykonany jest z betonu R™ = 170 kG/cmp i stali St0S,
w ilosci* 7= 1%, 2%, i ~,= 3%.

Otrzymane dla obydwéch przypadkéw funkcje poréwnamy z funkcjami pedzania sa-
mego betonu otrzymanymi z wyrazenia (4.13), zaktadajac, ze [,=0 i 8=0.
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Dane:

Ez =21 . 105 kG/cm2,

dla batonu = 110 kG/om2 =2 . 10™ kG/om2,wg [9] przy wilgotnosci
wzglednejotoczenia 70% cO = 9,0 . 10"5 2m_, <y-0,026 ~ ,dla betonu
Rw = kG/cm2 ®b = 2,6 * /0™ kG/°m2> WS [9]przy wilgotnosci wzglednej
otoczenia 70% cQ = 0,94 . 10“5 2s£f 0,028 *~p

Przepadek 1
Dla wartosci {,= 1% obliczamy wspoé#czynniki oC, it i 6 okreslone zwigz-
kami (4.11)

\ = 2 . 105

og= -
@ +y) @+~ _00) (@ +0,01) (@+2 .10~ .0,9 . 10-5) “

= 0,705 . 105

p,= <f(I + BbcO) = 0,026(1 + 2 . 105 .0,9 . 10-5) _ QfQ73

6= = °F1,"n " 1°~ = 0,208 . 105
n n 1+ 0,01

Podstawiajac obliczone wspédczynniki do wzoru (4.13) i obliczajac war-
tosci funkcji “PCt) dla odpowiednich dni t, otrzymamy rzedne poszukiwanej
funkcji petzania.

Chcac znalez¢ rzedne funkcji petzania dla pozostatych stupéw zelbeto-
wych o zadanej ilosci zbrojenia, obliczamy analogicznie wartosci wspotczyn-
nikébw C, ¢, 6 dla “ odpowiednio = 0,02 i = 0,03. Uzyskane wyniki
podstawiamy do wzoru (4.13) obliczajac wartosci funkcji *P(t) dla dni t.
Ezedne funkcji pedzania dla stupa betonowego otrzymamy obliczajac wspot-
czynniki €, p> dla ~,= 0, oraz przyjmujac 8=0. Podstawiajgo te wspot-
czynniki do wzoru (4.13) uzyskamy rzedne funkcji pedzania dla poszczegd6l-
nych dni t w stupie betonowym.

Obliczone rzedne funkcji pedzania dla stupéw zelbetowych, oraz stupa be-
tonowego, wykonanych z betonu Bw= 110 kG/cm zamieszczono w tabeli 1.

Funkcje te przedstawiono graficznie na rys. 2.
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Tabela 1
Wartosci rzednych funkcji pedzania dla stupéw z betonu
Bfl = 110 kG/cm2, . 10-5 )& /cm2
t
0 30 45 60 90 200
0,03 0,39 7,18 8,60 9,41 10,15 10,50
0,02 0,42 8,06 9,75 10,79 11,75 12,28
0,01 0,46 9,19 11,35 12,69 14,11 15,02
0 1,00 15,38 17,45 18,39 19,04 19,20

Bys. 2. Wykresy funkcji dla stupéw wykonanych z betonu B”™ 3 440 k(/cai2

1 - dla stupa zelbetowego ou,=3*, 2 - dla stupa zelbetowego 0 p,= 2%,
3 - dla stupa zelbetowego o =1%, 4 - dla stupa betonowego.

Przypadek 2.

Bzedne funkcji petzania dla stupéw zelbetowych i stupa betonowego, wy-
konanych z betonu Bfl = 170 kG/cm otrzymamy w identyczny sposéb  jak w
przypadku 1, przyjmujac do obliczen wartosci modutu sprezystosci ~ oraz
wspotczynniki doswiadczalne , 00 dla betonu BN = 170 kG/cm2.

Obliczone rzedne funkcji pedzania dla stupéw zelbetowych oraz stupa
betonowego, wykonanych z betonu Bfl = 170 kG/cm2 zamieszczono w tabeli 2.
Punkoje te przedstawiono graficznie na rys. 3.

Tabela 2
Wartosci rzednych funkcji petzania dla stupow z betonu
Bw = 170 kG/cm2,. 10-5 kG/cm2
\ t 0 30 45 60 90 200
0,03 0,32 6,07 7,36 8,11 8,85 9,24
0,02 0,34 6,70 8,22 9,21 10,17 10,78
0,01 0,36 7,49 9,34 10,57 11,93 12,95

0 0,83 8,73 11,04 12,62 14,56 16,35



66

Jan Kubik, Adam Zybura

Rys. 3. Wykresy funkcji pedtzania dla stupdéw wykonanych z betonu
Rw = 170 kO/cm2

1 - dla stupa zelbetowego o y,= 3%, 2 - dla stupa zelbetowego o (-~ 2%,

1
i2]

€]

4
1]
[cl

L8]

3 - dla stupa zelbetowego o {x= 1%, 4 - dla stupa betonowego

LITERATURA

Basant Z.P.s Numerical analysis of creep of au indeterminate oomposi-
ce beam, Trans, ASMS, 1970 E 37» No 4.

Bychawski Z., Eimer Cz., Kaufman S, Olszak W.: Teoria konstrukcji spre-
zonych, PWN Warszawa, 1962,

Dischinger P.: Elastische und Plastische Verformungen der Eisenbeton-
tragwerke und inbesondere der Bogenbricken, *Der Bauingenieur™, Haft
5/6, 21/22, 31/32, 47/48, 1939.

Preudenthal A_.M.: The Inelasic Behavior of Engineering Materials and
Structure, New Tork 1950.

Hering K.» Die Berechnung von Verhundtragwerken mit Steifigkeitsmatri-
zen, ''Stahlbau', 1969, 38, No 8, 225-239.

Kubik J.: Metoda sit dla uktadow lepkosprezystych. Rozpr. Inz, 4, 18,
1970.

Kubik J.» Metoda przemieszczen dla uktadéw lepkosprezystych. Rozpr,Inz.
1, 19, 1971.

Sattler K.s Theorie der Verbundkonstruktionen, Berlin, Wilhelm Ernst
& Sohn, 1959.



Analityczne wyznaczenie fuhkoji ., 67

[9] ApyTBHSK H .X.j HeKOTopue Bonpooa TeopHH noli3y'iecTH, MocxBa 1952.

Ccl0] AlieKoaHipoBCKafl C.B.,Earpzz B.fl.s UorsyveCTb fieToaa nNpz nepzomzvecKzx
BOBseacTBzax, |AooKBa 1970.

[11] Ka3HpHH I’.B.j PccveT koBCTpyKnzil O yaeTOM je$opManzit noaayveCTz Csto-
Ha, T6z«ica 1969.

[12] yrznKzit H.H.i Teopza z pacveT xereso-fieTOBBHx CTepxaeBux KoHOTpyznzB
O yieTOM fljizTeltbHHX npooecoB, KaeB 1967.

[13)j PxaaznHB A.P.J Teopza noasyvecTz, Mocasa 1968

AHAJMTHHECHHE OIIPEBEJIEHHE $iHK[{HH PEHAKCAHHM H 110JI3yHECTH
B 2CEHE30BErOHHUX RiHTPAJIfcHO CXATIB CTOJIBAX

Pe 30 me

B pa6oTe onpesereHO iyaxae pejiaKcanzz a norsyvecTz b xejie806eTOBBOM
ijeHTpalJiBHO cxaTuu OTOlifie. $yHKije noayveao jaa 3aMeHaunero amaoposBoro ctojr-
fia.B kotophm aanpaxeaHoe z je<i>opiiaueaaoe cocToaaze axeaTz'JBoe xax aanpaxS»-
Hoe Z aeifopManeHHoe cooToaHze b xeaesofieTOBHOM CToade. B paBBemzTeraoM Xe-
aesoCeTOHHCu CTOlJide, CeTOH 3to cociaBaaa vacTi aoTopaa zueei peoaorBVeCKze

npzueTH, a CTont ynpyrze.

ANALYTICAL DETERMINATION OE THE RELAXATION AND CREEP FUNCTIONS
IN AXIALLY COMPRESSED REINFORCED CONCRETE COLUMNS

Summary

On the paper relaxation and creep functions in axially copressed rein-
gorced concrete columns were determined. Funotions were obtained for the
substitutional, homogeneons column, in which the state of stress and defor-
mation is the same as the averaged state of stress and deformation in a
reinforced concrete column. On such a column concrete constitutes the com-
ponent having rheological properties while steel reveals only elastic pro-
perties.

Prdc$ zloAono w redakcji w czerwcu 1971 r.



