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1. WSTgP

Obserwowany od lat nieustajagcy wzrost dziatan dynamicznych w budow-
nictwie jest powodem licznych ucigzliwos$ci i zaklécen eksploatacyj-
nych oraz czesto uszkodzen lub nawet awarii. Ciggle rosngca moc sty-
mulatoréw drgan na tle wyraznej tendencji do stosowania nowoczesnych,
ekonomicznych ustrojow nos$nych, o zmniejszonym ciezarze i wymiarach,
wprowadza dodatkowe kryteria do oceny przydatno$ci konstrukcji.Sg ni-
mi petna analiza drgan oraz utrzymanie wielko$ci amplitud przemie-
szczen, predkosci i przyspieszen w granicach dopuszczalnych.

Dotychczasowe sposoby traktowania probleméw dynamicznych w projek-
towaniu konstrukcji charakteryzujg sie duzg ré6znorodnos$cig pod wzgle-
dem ujecia. Duza pracochtonnos$¢ Scistych metod obliczen sprowadza sto-
sowanie ich do zupeinie sporadycznych przypadkéw,a to z uwagi na ogra*
liczony czas opracowan projektowych.

Duzy postep wtej dziedzinie nastgpit z chwilg wykorzystania do o-
bliczen elektronicznych maszyn cyfrowyoh o duzej mocy obliczeniowej
oraz w zwigzku z opracowaniem metod numerycznych opartych na algebrze
macierzowej.

Nalezy jednak pamieta¢, ze maszyny cyfrowe dotychczas wykorzysty-
wane byty wzasadzie do sprawdzenia wielkosci amplitud a nie do symu-
lowania catego procesu drgan. Bardzo czesto ograniczano obliczenia do
otrzymania jedynie czestotliwos$ci drgan wymuszonych i poré* ania ich
z czestotliwos$cig sit wymuszajgcyoh lub okreslania  amplitudy przez
wprowadzenie do rachunku tzw. wspo6tczynnika dynamioznego.

Réwnolegle z rozwojem maszyn cyfrowych i techniki cyfrowej, obser-
wuje sie intensywny rozwo0j elektronicznej techniki analogowo-cyfrowe;j.



Ketody analogowe znalazty juz zastosowanie w statyce budowli a pro-
pagatorem ich w kraju jest A* lisowski, autor cennych prac z tego za-
kresu [I2]i 03].

O. Dabrowski i 1» Jaramikiewicz zbudowali specjalny analog elak -
tryczny modelujacy uktady pretowe [4].

Réwniez autor niniejszej pracy, wspotuczestniczyt w pracach[l5 nad
budowg pierwszego w Polsce urzadzenia analogowego do obliczen statycz-
nych belek ciggtych i ram, ktérego tworcg byt A* Lisowski.

Analog ten wykorzystywany byt przez kilka lat w jednym z biur pro-
jektowych na Slasku.

Problemom wykorzystania techniki analogowej w obliczeniach statycz-
nych poSwiecone jest w literaturze zagranicznej szereg prac,miedzy in-
nymi E.l. Gutienmacher [e], K.K. Kieropian, T.H. Czegolin [lo], G.E.
Puchéw 08].

Czeste postugiwanie sie elektroniczng technikg cyfrowa do obliczen
dynamicznych obiektéw narazonych na wptywy dynamiczne oraz ogranicze-
nia towarzyszace tej technice, sktonity autora niniejszej pracy doroz-
wazan nad mozliwoscig wykorzystania metod analogowych w dynamice bu-
dowli. Za wykorzystaniem tej techniki przemawiat fakt, ze sam proces
fizyczny drgan ma zawsze charakter ciggty, bedacy funkcjg czasu, na-
tomiast zasady dziatania maszyny cyfrowej majg wyraznie charakter dy-
skretny. Dlatego tez analiza ciggtego procesu drgan przy pomocy metod
dyskretnych jest bardzo trudna, a niejednokrotnie wrecz niemozliwa i
ogranicza sie do uzyskania amplitud poszukiwanych wielko$ci. Sama in-
terpretacja wynikéw cyfrowych jest bardziej ztozona i pracochtonna niz
bezposdrednio dostepnych wynikéw analogowych, bedacych rezultatem sy-
mulacji procesu drgah.

1.1. Sfmiofriw elektromechaniczne

Metody analogii stuzg do oceny badanych zjawisk na podstawie porow-
nania Ich z innymi znanymi juz zjawiskami i obejmujg zagadnienia podo-
bienstwa réznych uktadéw fizycznych, chemicznych i biologicznych.



Do gtéwnych zalet tych metod nalezg: przejrzysto$¢, pogladowos$é oraz
redukcja naktadu pracy obliczeniowej. Zgodno$¢ opisu  matematycznego
drgan liniowych ukladéw mechanicznych z opisem matematycznym odpowied-
nich zjawisk w obwodach liniowych elektrycznych, tworzy podstawe do
metod analogii elektromechanicznej.

Podobienstwo to bylo juz znane w poczatkach elektrotechniki,a pier-
wsze wzmianki o analogii elektromechanicznej ogtoszono na poczatku
biezgcego stulecia.

Podstawowe wiadomos$ci encyklopedyczne z zakresu analogii w zjawi-

skach dynamicznych podaje H.P. Olson (26].
Na mozliwosci wykorzystania analogii elektromechanicznej w analizie
dynamicznej mostéw zwrdcit uwage réwniez J.A. Glomb [6]. Wykorzystu-
jac analogie elektromechaniczne T. Szamin w pracach [22] i [23] podat
sposéb obliczen osiowo obcigzonych fundamentéw pod maszyny. Na istnie-
nie analogii elektromechanicznej i mozliwosci jej wykorzystania w ana-
lizie uktadéw dynamicznych zwrécit uwage m.in. S. Kaliski [9«

Ze wzgledu na elektryczne S$rodki obliczeniowe modelowanie jest mo-
zliwe przy zastosowaniu ukitadéw prostych analogii lub maszyn analogo-
wych. Ukfadem prostych analogii nazywamy taki uktad analogowy, w kto-
rym elementy tworzgce uktad nie pobierajg dodatkowej energii zasila-
jacej, a energig sterujgcg uklady jest energia sygnatu wielkosci obli-
czeniowych. Natomiast maszyna analogowa jest urzgdzeniem liczagcym, w
ktérym do wykonywania operacji obliczeniowych nalezy dostarczy¢  do-
datkowg energie elektryczng.

Rozdziat 2, 3 i 4 niniejszej pracy zawiera analize mozliwosci wy-
korzystania analogii elektromechanicznej do budowy modeli elektryoz-
nych symulujgcych drgania mechaniczne w uktadzie prostych analogii.

Analizujagc drgania ukfadéw pretowych o wielu stopniach swobody przy
wykorzystaniu analogii elektromechanicznej, dochodzi sie do wniosku,
ze mozna zastgpi¢ skomplikowane obliczenia pomiarem odpowiedniej wiel-
kosci na elektrycznym modelu rozpatrywanego uktadu. Mozna rowniez ta-
two zmienia¢ parametry obwodu, co pozwala zbada¢ zachowanie sie roz-
patrywanego uktadu pretowego przy réznych sztywnosciach, wspotczynni-
kach ttumienia oraz masach i sitach wymuszajgcych.



Mozna rowniez nie postugujagc sie metodami pomiarowymi wykorzysta¢ do
obliczen metody obliczania elektrycznych obwodéw sprzezonych.

Zagadnieniu temu poswiecony jest rozdziat 5, ktéry zawiera rowniez
program na emc pozwalajgcy na petng automatyzacje obliczen.

Wrozdziale 6 podano spos6b postugiwania sie maszynami analogowymi)
do rozwigzywania rownan rozniczkowych ruchu uktadéw pretowych o wielu
stopniach swobody. Zalgczono rowniez fragmenty otrzymanych wynikow w
graficznej formie.

Wrozdziale 7 przeanalizowano proces ustalania sie drgan wymuszo-
nych. Wskazano na mozliwosci wykorzystania maszyn analogowych i cyfro-
wych do znalezienia postaci drgan w stanie nieustalonym.

Wrozdziale 8 podano wnioski koncowe i konkretne wskazowki  doty-
czace postepowania w praktyce postugiwania sie analogig elektromecha-
niczng dla analizy uktadéw dyskretnych poddanych wplywom dynamicznym.

1.2. Wykaz stosowanych symboli i oznaczen.

Zatozone postacie wzor6w w niniejszej pracy, ze wzgledu na wyste-
pujace w nich symbole ukladéw mechanicznych i obwodow elektrycznych,
wymagajg stosowania ztozonego uktadu wskaznikéw. Zagadnienie to,w ce-
lu unikniecia niejasno$oi podczas czytania pracy wymaga wczesniejsze-
go omowienia.

Ogolnie przyjeto nastepujgce zatozenias

- wielkosci mechaniczne oznaczono literami matymi, wielkosci elektryoz-
ne natomiast literami duzymi,

- macierze oznaczone sg w pracy ttustym drukiem,

- wskazniki umieszczone sg zawsze na dole symbolu.

Oznaczenia mechaniczne

- masa skupiona
sztywnos$¢ uktadu mechanicznego,
- sita oporu odpowiadajgca jednostce predkosci,

X o x 3
1

- przemieszczenie uktadu.
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przemieszczenie uktadu we wspotrzednych transformowanych,
sita dziatajagca na ukiad,

sita oporu,

energia kinetyczna uktadu mechanicznego,

energia potencjalna uktadu mechanicznego,

funkcja dysspaciji,

predkos¢,

wspdtczynniki bezwtadnos$ci uktadu,

wspoétczynniki sztywnosci uktadu,

wspotczynniki ttumienia uktadu,

wspoétczynniki sztywnosci wystepujgce w rOwnaniu Lagrange*a,
amplitudy przemieszczen,

logarytmiczny dekrement tlumienia,

- wspotczynnik ttumienia,
- czestotliwo$é drgan wiasnych,

czestotliwo$¢ drgan wymuszonych,

zastepcza sita oporu (imprdancja mechaniczna),
okres drgan,

state materiatowe ttumienia normalnego i stycznego,

- uogo6lnione pomieszczenia jednostkowe,
- przesuniecie fazowe,

czas rzeczywisty.

Oznaozenia elektryczne

E(t)» SEM - zrodto napiecia»

J(t) mSPM - zrodto pradu,

R - opornoso,

| - indukcyjnosé,

C - pojemnos¢,

Er,Ec i EI - spadki napie¢ na opornosci, pojemnosci i indukcyjno-
$ci,

JRJC i Jb - prady plynace przez oporno$¢ pojemnos¢ i indukcyj-

nos¢,



tadunek na kondensatorze,
strumien magnetyczny,

odwrotno$¢ opornosci (przewodnosc),

odwrotno$¢ pojemnosci (elastancja),
odwrotnos$¢ indukcyjnosci,

energia pola magnetycznego zgromadzona w indukcyjnosci,
energia pola elektrycznego zgromadzona w pojemnosci,

funkcja dysspacji (rozproszenie mocy chnilowej na oporno-
sci),

opornos$¢ zastepcza (impedancja),

przewodnos$¢ zastepcza (admitancja),

wspoétczynnik podobienstwa,

wskaznik podobienstwa,

obwody réwnolegte S, 1, Ci J(t).

kat przesuniecia pragdu wzgledem napiecia,

czas w skali modelu elektrycznego (maszynowy).



2.1.

2. ANALOGIE EIEKTROMECHANICZNE DRGAN UtADOW LINIOWYCH
O JEDNYM STOPNIU SACBCDY

Drgania ukfadu mechanicznego

Rozpatrzmy uktad o jednym stopniu swobody przedstawiony na rysun-

ku 2.

1.

Rys. 2.1

gdzie przyjeto:

Jako wspdtrzedng wuogdl-
niong przyjmijmy  przemie-
szczenie X masy m, ktorg
bedziemy mierzyé¢ od potoze-
nia réwnowagi statycznej u-
ktadu, przy czym dodatni
zwrot przemieszczenia X
przyjmujemy zgodnie z rys.
2.1.

Znane rownania drga¢ uktadu
nozna poda¢ w postaci:

mx + cx + kx = p(t)(2.1)

p(t) - sita zewnetrzna dziatajgca na ukiad,

k
c

- sztywnos$é sprezyny,

- sita oporu odpowiadajgca jednostce predkosci (wsp6iczynnik

ttumienia lepkiego).



W réwnaniu (2.1) przyjeto, ze sita oporu jest proporcjonalna do
predkos$ci ruchu masy m

i = cx(t)

Ten typ sit oporu, nazywany liniowym tlumieniem wiskotycznym (lepkimi
a wspotczynnik ¢ nazywa sie wspoOtczynnikiem ttumienia lepkiego i ma
wymiar

Wystepujgce nieliniowe sity opona moga byé czesto zastgpione w o-
bliczeniach liniowymi sitami za pomoca odpowiedniej linearyzacji,'
wspoOtczynnika ttumienia.

2.2. Drgania w obwodzie elektrycznym

Bedziemy rozpatrywa¢ uktady o statych skupionych, to znaczy takie,
dla ktorych wymiary obwodu sg potnijalnie mate w stosunku do diugosci
fali elektromagnetycznej.

Wuktadach mogg wystepowad elementy czynne: zrddia napiecial' E(t)
i pradu J(t) oraz elementy bierne: opornos¢ R, indukcyjnos¢ L i po-
jemnos¢ C.

Dla wyprowadzenia réwnan drgan w obwodach elektrycznych  wykorzy-
stywa¢ bedziemy znane prawa Kirchhoffa.

Pierwsze prawo Kirchhoffa ujmuje w postaci rownania bilans pradéw

w wezle™":
¢ n

@-2)
k=1
gdzie n jest liczba gatezi" wweZle, a JkU) pradem w k-tej gate-
zi.

niez sitg elektromotoryczng i oznacza¢ przez SEU.

ta wartos¢.
12



Drugie prawo Kirchhoffa ujmuje w postaci réwnania bilans napie¢ dla

oczkaobwodu:

AEKit) (2.3)

gdzie 1 oznacza liczbe gatezi biernych rozpatrywanego oczka, nlicz-
be Zrodet napiecia, AE"Ct) spadek napiecia na k-tej gatezi,E~t) na-
piecie i-tego Zrddta.

Rozpatrywanyobwod elektryczny pokazano na rysunku 2.2. Skiada sie
on z indukcyjnoscil, pojemnosci C, oporno$ci R i Zrédia napie-
cia E(t), wszystkie te elementy potaczone sg szeregowo.

Dodatnie kierunki pragdu J i na
pied6 Bg, E i Ejj pokazano na rys.
2.2.

Er
Stosujagc drugie prawo Kirchhof-
fa (2.3) otrzymamy
EL + Er + Ec = E(t) (2.4)
Zwigzki pomiedzy pradem w ob-
wodzie, a napieciami na elemen-
tach obwodu majg postac:
“ LJ
Br = RJ
(2.5)
Jdt + EOC
Rys. 2.2

gdzie EOc * Ed,(°) jest wartoscig napiecia na kondensatorze wchwili

t =o.
TrOczkiem nazywamy najprostszy obwdd zamkniety w uktadzie sieci.

13



Przyjmujac dalsze zwigzki miedzy napieciem Ec i tadunkiem Q na
kondensatorze o pojemnosci C otrzymamy:

t
Q=CE = Eadt+ (2.6)

Q=1
gdzie Qo = CEqc.
Wprowadzajagc zwigzki (2.5) i (2.6) do réwnania (2.4) otrzymamy:
IQ+ Rit + ~ Q= E(t) (2.7)

Rownanie to opisuje drgania elektryczne w rozpatrywanym obwodzie,przy
czym, aby uzyskad jego rozwigzanie jednoznaczne, musin® zna¢ dwa wa-
runki poczatkowe.

Uwzgledniajg* (2.6) warunki te mozna zapisa¢ w postaci:

Qo) = @ = CE,,

(2.8)

Q(0) =3(0) =1,

Wynika stagd, ze dla okre$lenia drgan w szeregowym obwodzie RIC mu-
simy zna¢ w chwili poczagtkowej napiecie na kondensatorze oraz prad pty-
nacy przez cewke.

Rozpatrzmy z kolei obwod elektryczny sktadajacy sie z elementéw RIC
potagczonych réwnolegle, przy czym obwod zasilany jest zrddiem pradul
J(t). Dodatnie kierunki napiecia E, prgdu J oraz pragdéw wgateziach
Jc, JRi JL podano na rys. 2.3*

Stosujgc pierwsze prawo Kirchhoffa (2.2) otrzymamy

JC+ JR+JL“ I(t) (2,9)

1)Zrbédto pradu J(t) w dalszej czesSci pracy nazywaé bedziemy  rdwniez
sitg pradomotoryczng, a oznacza¢ przez SPM.

14



Rys. 2.3

Zwigzki pomiedzy pradami i napieciami w obwodzie majg postacie:

Jc - CE
JB’' HE(,) @-10)
- Edt + JoL

gdzie: J ~ =J"(0) jest pradem ptynagcym przez cewke w chwili t = 0.
Wykorzystujagc zalezno$¢ miedzy pradem J~, a skojarzonym st: umie-

niem magnetycznym V cewki o indukcyjnosci | otrzymamy
t
V- LJL= j Edt + Vq (2.11)
0
gdzie
Vo - Jo’;_r :

Wprowadzajgc zwigzki (2.10; i (2.11) do réwnania (2.9) po prostych
przeksztatceniach otrzymamy

cCV +jjv + = j(t) (2.12)

15



Réwnanie to opisuje drgania elektryczne w réwnolegtym obwodzie RIC,
przy czym dla jednoznacznego okre$lenia drgan musimy znaé Wchwili po-
czatkowej dwa warunki poczatkowe: prad ptynacy przez indukcyjnosé o-
raz napiecie na kondensatorze (co odpowiada napieciu miedzy weztami).

“Vv Lol
(2.13)

V(o) - E(0) - EQ

Rownanie (2.12) ma takg samg posta¢ jak rownanie (2.7). rézni sie
natomiast od niego sensem fizycznym; rdéwnanie (2.12) przedstawia row-
nowage pradow Wwezle, réwnanie (2.7) natomiast warunek réwnowagi na-
pie¢ Wobwodzie.

Za pomocg jedynie formalnej zamiany:

Q-—- V 1-—-¢C
Ex-J c- = (2.14)
J- -E S g— j =G

mozemy przeksztatci¢ réwnanie (2.12) na réwnanie (2.7) oraz  warunki
poczatkowe (2.8) na (2.13)«

Ta cecha charakterystyczna pozwalajgca na przeksztatcenia  réwnan
(2.12) i (2.7) nosi nazwe zasady dualizmu,a obwody pokazane na rysun-
ku 2.2 i 2.3 nazywajg sie obwodami dualnymi.

Rozpatrujagc obwody dualne mozemy wyznaczy¢ rozwigzanie tylko dla
jednego z nich, a nastepnie stosujgc zamiane wg relacji (2.14) napi-
sa¢ bezposrednio rozwigzanie dla drugiego obwodu.

2.3* Elektryczne odpowiedniosci analogowe drgan uktadu mechanicznego

tatwo zauwazyé, ze rownanie (2.1) opisujgce drgania uktadu mecha-
nicznego ma taka samg posta¢ jak réwnanie (2.7) i (2.12) opisujace
drgania elektryczne w ukfadach RIC.

16



Istnieje wiec petna réwnowazno$¢ matematycznego opisu drgan mecha-
nicznych i drgan w obwodach elektrycznych. Tozsamo$¢ ta pozwala usta-
li¢ analogie miedzy mechanicznymi i elektrycznymi zjawiskami drgan -
tak zwane elektromechaniczne analogie.

Zasada dualizmu wystepujaca wteorii drgan obwodéw elektrycz-
nych powoduje istnienie dwoch ukladéw analogii  elektromechanicznych.
W pierwszym, gdzie istniejg analogie, sita p odpowiada sile elektro-
motorycznej SEM, przemieszczenie x - tadunkowi Q, predkosci v - prad
J itd.

Wdrugim uktadzie analogii sita p odpowiada sile prgdomotorycznej
SPM, przemieszczenie x - strumieniowi magnetycznemuV, predkos¢ v -
napieciu E itd.

Porownujac réwnania (2.1) z réwnaniami (2.7) i (2.12) zestawiono
tablice 2.1, ktora podaje odpowiedniosSci pomiedzy parametrami ukiadu
liniowego mechanicznego a parametrami obwodéw elektrycznych dla  obu
dualnych uktadéw analogii.

Wykorzystujac odpowiednicsci analogowe elektromechaniczne mozna roz-
szerzy¢ je na zaleznosci energetyczne, zachodzgace w uktadach drgaja-
cych mechanicznych i elektrycznych. | tak, energii kinetycznej ukitadu
mechanicznego

odpowiadajg w pierwszym i drugim uktadzie analogii wyrazenia:

Dla energii potencjalnej uktadu mechanicznego
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odpowiadajg w pierwszym i w drugim uktadzie analogii wyrazenia:

Funkcji dysspacji

odpowiadajg w pierwszym i drugim ukfadzie wyrazenia

F1

£ ¢K (K

Ciggta zmiana energii z jednej postaci w druga, z czestotliwoscia
rowng podwojonej czestotliwosci drgan, jest cechg wspdlng wszystkich
uktadéw rezonansowych.

Wuktadach mechanicznych ma to oczywiscie odpowiednik w ciggtej
zmianie energii potencjalnej na kinetyczng i odwrotnie.

Przeanalizujemy raz jeszcze obwod elektryczny pokazany na rys.2.2,
ktéry nosi nazwe szeregowego obwodu rezonansowego. Przyjmijmy  zato-
zenie, ze R =0.

Napiecie E* i E* jako wielkosci proporcjonalne do J bardzo sil-
nie wzrastajg podczas rezonansu. Napiecie w punkcie, w ktérym konden-
sator tgczy sie z cewka, oscyluje w bardzo szerokich granicach.* chwi-
li, kiedy osigga ono najwiekszg wartos¢ dodatnig, prad réwna sie zeru,
a kondensator natadowany jest dodatnio. Energia obwodu skupie sie wte-
dy w polu elektrycznym miedzy oktadkami kondensatora. Po uptywie jed-
nej czwartej okresu pragd osigga warto$¢ maksymalng a E™ = E» = 0.
Energia obwodu skupia sie teraz w polu magnetycznym wywotanym przepty-
wem pragdu przez cewke. Po uptywie nastepnej ¢wiartki okresu prad zno-
wu staje sie roéwny zeru, a napiecie osigga najwiekszg warto$¢ ujemna,
energia obviodu skupia sie zndéw tylko na kondensatorze.

19
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Po uptywie kolejnej ¢wiartki okresu napiecie staje sie rowne zeru,
a prad ptynac w przeciwng strone 03igga warto$¢ maksymalngienergia ob-
wodu zawarta jest w polu magnetycznym cewki. Tak wiec energia ciggle
przeptywa z cewki do kondensatora i na odwrot. Czestos¢ tego przepty-
wu réwna sie podwoOjnej czestos$ci pradu. Opisany proces ilustruje rys.
2.4.

Odpowiednio$ci miedzy parametrami podane w tablicy 2.1 stanowig
podstawe elektrycznego modelowania drgaé¢ uktadéw mechanicznych. Przy
czym modele mozna budowa¢ wg pierwszego lub drugiego uktadu analogii.
Wtablicy 2.2 zestawiono zwigzki pomiedzy pragdami a napieciami,w Kkto-
rym wystepujg elementy bierne BIC.

Tablica 2.2
Elementy . Napiecie na elemen- Prad plynacy przez
obwoduy ~ OZnaczenie tach obwodu elementy obwodu
Opornos¢ - j||fth - ER®BI =55
Induk- L ~ o
cyjnos¢é -0 Ifirr- EN =L =LC .
Pojem- c
nos¢ V  C|Jdt+EoC= C Q +

— i Jc =CE=CV

+ EoC

Woprzypadku rozpatrywania analogii elektromechanicznych dla drgaé
skretnych, tok rozumowania oraz odpowiednio$ci dla uktadéw  analogo-
wych pozostajg bez zmian, natomiast zamiast sity musimy wprowadzi¢ mo-
ment sity»zamiast przemieszczen liniowych - katy obrotu, zamiast masy,
masowy moment bezwtadnos$ci, zamiast wspotczynnika sztywnos$¢d, sztyw-
no$¢ skretng, oraz zamiast wspditczynnika ttumienia drgac liniowych
wspotczynnik ttumienia drga¢ skretnych.

Analogia pomiedzy drganiami w uktadach mechanicznych i elektrycz-
nych zachodzi szczegdélnie wyraziscie w przypadku rezonansu.Przesledzi-
my to dla przypadku analizy obwodéw elektrycznyoh pragdu sinusoidalne-

go.
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elektrotechnice analiza obwodéw pradu sinusoidalnego (stan usta-

lonyi odbywa sie metodg symboliczng*
Zamiast wykresow czasowych wprowadza sie badania wektoréw na  ptasz-
czyznie zespolonej. Opis metody mozna znalez¢ w pracach posSwieconych
elektrotechnice np.
Dla zaznajomienia z podstawowymi pojeciami metody symbolicznej prze-
analizujemy obwody szeregowy i rownolegly RLU przedstawione na rys.
2.2 i 2.3*

Jezeli zatozymy dla obwodu szeregowego (rys. 2.2 , ze sita elektro-
motoryczna E(t) jest okreSlonem wzorem S(t) = ECsin (cot +¥) to impe-
dancja bedzie okre$lona wzorem

Rys. 2.5

22



Natomiast zwigzki pomiedzy napieciami na opornosci, cewce indukcyj-
nej, kondensatorze oraz pragdem J pokazano na rys. 2.51)przedstawiaja-
cym trojkagt napiec.

Prad jest przesuniety wzgledem napiecia o kat /b dany wzorem

col - —
teyp * ~— 5 ~ (2.16)
Amplituda pragdu zatem rowna sieg
z {/(cL-—) +R T (2-.7)

f

Woprzypadku braku opornosci w obwodzie (R=0), dla coL = e wielkos$¢
pradu wzrasta do nieskonczonos$ci, méwimy wtedy o0 rezonansie napiecio-
wym w obwodzie szeregowym.

Wyniki dla obwodu réwnolegtego (rys. 2.3) sa podobne do wynikéw dla
obwodu szeregowego. Mozna je otrzyma¢ wprost korzystajac z zasady dua-
lizmu.

Wzér (2.15) okres$lajagcy impedancje przechodzi we wzo6r (2.18) okre-
Slajacy admitancje

& +i2 2*18)

We wzorze tym wszystkie grupy wyrazow stanowig odwrotno$¢  odpowied-
nich wyrazéw ze wzoru (2.17).
Amplituda napiecia dana jest przez wzér

R S— (2.19)

1 Na rys. 2.5 i 2.5 oznaczono: Jn - 0§ urojona, Re - 0$ rzeczywista
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W przypadku braku opornosci w obwodzie (R=0), dla coc = éi wielkos¢
napiecia wzrasta do nieskonczonos$ci, méwimy wtedy o rezonansie pragdo-
wym w obwodzie réwnolegtym.

Natomiast zwigzki pomiedzy pradami oraz napieciem E(t)pokazano na ry-
sunku 2.6 - trojkat pradow.

Rys. 2.6

Napiecie jest przesuniete w fazie wzgledem pradu o kat f>dany przez
wzor:

tgp = (2.20)
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Dla uktadéw mechanicznych w przypadku wymuszen wywotanych sitg har-
moniczng P ” PO sin (wt +0) ukfad drga z predkoscig v = vQ sincnt,
meohaniczna impedancja, ktora odpowiada prawu Ohma, dla uktadéw mecha-
nicznych przybiera postac

@ .21)

Itykorzystujagc analogie elektromechaniczne. T. Szamin w pracach |22]
i [23) podat sposéb obliczania metoda analogii elektrycznej obcigzo-
nych osiowo blokowych fundamentéw pod maszyny. Autor przytoczyt pod-
stawy wykorzystania tej metody podajac przykiady postugiwania sie nig
w szczegblnych (obcigzenie osiowe) przypadkach obliczen fundamentéw
blokowych obcigzonych sitami harmonicznie zmiennymi.
Niedostateczne przyjecie sie wsréd projektantow omawianej metody ttu-
maczy¢ mozna brakiem znajomosci podstaw analogii elektromechanicznejw
stopniu pozwalajgcym na wykorzystanie podobienstwa zapisu matematycz-
nego, jak réwniez niedostepnosciag maszyn analogowych pozwalajgcych na
modelowanie uktadéw elektrycznych jako odpowiednikow uktadéw mechanica-

nych.
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3. ANALOGIE EIEKTROLIECHAIICZNE DAGA? UKLADON UNIOWYCTI
O SKONCZONEJ LICZBIE STCHil SWOBODY

3*1e Metody konstrukcji roéwnan drgan uktadéw pretowychdyskretnych

Rozpatrywaé bodziemy tzw.drgania mate,to znaczytakie, gdzie mak-
symalne wychylenia punktéw uktadu z potozenia réwnowagi sg na tyle ma-
te, Zze ruch uktadu mozna opisaé¢ liniowymi réwnaniami rézniczkowymi.

Drgania odbywajg sie dookota potozenia réwnowagi statycznej, a u-
ktad mechaniczny ma n stopni swobody, gdzie 1<n<°°,

Metody konstrukcji réwnan liniowych ukfadéw mechanicznych opisane
sg szczegOtowo w wielu pracach np. [’] CW-

Whniniejszym rozdziale zajmiemy sie budowg réwnan ruchu korzystajgc z
trzech znanych w mechanice budowli metod a mianowicie:

- metody opartej na réwnaniu Lagrange'a drugiego rodzaju,

- metody sit,
- metody przemieszczen.
Wykorzystujgc réwnania Lagrange*a drugiego rodzaju, ruch ukiadu o n
stopniach swobody wyrazi sie w postaci:
n n n
X ht trs - <k = Gi (1) (3-1)
k=i =1 =1

gdzie i =1,2,...,n.



Wystepujace we wzorze wspoOtczynniki bezwitadnosci uktadu obliczy¢
mozna ze wzoru na energie kinetycznag«

ek “ 2 ¢ L bik *i\
i, il
Natomiast wspotczynniki sztywnosci dik, obliczy¢ mozna ze wzora na
energie potencjalng:

State ¢ = Cj~ sg wspotczynnikami ttumienia*

Przyjmowanie wspotczynnikow cik wymaga pewnego wyjasnienia.
NajczeSciej uzywang miarg ttlumienia,stosowang w praktyce projekto-
wej, jest logarytmiczny dekrement tlumienia.

gdzie
a., a - amplitudy, poczatkowa i kohAcowa odcinka wibrogramu,zawie-
rajagcego n petnych cykli drgan.

Logarytmiczny dekrement ttumienia okre$lony jest najczes$ciej na
drodze analizy wykresow drgan - wibrcgraméw uzyskiwanych w teku badan
dynamicznych istniejgcych obiektdow. Wanalizie drgan ustrojow o jed-
nym stopniu swobody powszechnie uzywang miarg ttumienia jest rowniez
wspoOtczynnik ttumienia € . Obie miary tgczy zaleznos$¢

A =CT

gdzie
T - okres drgan.
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Przyjmujac zatozenie, ze sity oporu proporcjonalne sg do pierwszej
potegi predkosci odksztatcenia otrzymamy znane réwnanie (2.1)

bk + cx + kx =0
Oznaczajac:
¢= — - wspdtczynnik ttumienia

Uklad posiadajacy poczatkowe wychylenie xq i poczatkowg predkos¢
xq = 0 przyjmuje ogdlnie znane rozwigzanie:

X = xq e (cos c(t + —sin cet)
gdzie
o« - czestotliwos¢ drgan wiasnych ttumionych,
T =~-* - okres drgan wiasnych,
A =£T - logarytmiczny dekrement tlumienia.

Zmienno$¢ amplitud okreslona jest funkcja

gdzie: n - liczba petnych obrotow.
Wréwnaniu (3*1) wystepuje wspo6iczynnik ttumienia lepkiego ¢ o wy-
miarze [t s/mj.

W dostepnej literaturze brak jest informacji na temat badan doty -
czacych wielkosci tego wspodtczynnika. Czesto zaktada sie [9], ze dla
uktadéw o wielu stopniach swobody wielkos$ci wspétczynnika sa propor-
cjonalne do wielko$ci mas.



Wrozwigzanych wniniejszej pracy przyktadach postuzymy sie réwniez po-
wyzszym zatozeniem.
Zatozymy rowniez, ze:

Odpowiada to ttumieniu uktadu o jednym stopniu swobody, dla ktorego:
A =025» 1 =1,0 si me 20,0 t (masa uktadu).

w. (Jawrcnhski i J. Kuszewski w pracy wprowadzajac podziat ukitadu
rzeczywistego ciggtego na sztywne e[s]wnty skonczone, potgczone miedzy
sobg elementami sprezystymi i elementami ttumigcymi o charakterysty-
kach liniowych. Autorzy wyprowadzili w oparciu o teorie sprezystosci,
przy zalozeniu modelu Teologicznego Kelvina - Voigta, wzory na wspot-
czynniki sprezystosci i tiumienial). Przy czym w wyniku badan dla sta-
li otrzymali nastepujgce state materiatowe ttumienia normalnego i sty-

cznego przy S$ciskaniu

V « 100 totJs/cm2

2
= 50 kGs/cm

Woprzypadku obliczania drgan konstrukcji stalowych mozna postuzy¢
sie tymi wspdiczynnikami.

Wprzypadku ogélnym w réwnaniu (3.1) wystepujg wszystkie wspdirzed-
ne uogdlnione x. oraz ich pierwsze i drugie pochodne.

Rozpatrzmy z kolei budowe réwnan ruchu wyprowadzonych przy wykorzy-
staniu metody sit.

Metoda sit polega, jak wiadomo, na wyrazeniu niezaleznych uogdlnio-
nych przemieszczeh mas uktadu przez wszystkie sity dziatajgce na ukiad
i odpowiednie wspo6tczynniki wplywu.

W przypadku rozciggania zalezno$ci miedzy naprezeniem i odksztat-
ceniem jednostkowym majg postac

0(t) = Efi(t) +V _ £(1)
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Zajmijmy sie ukladem o n stopniach swobody, ktérego ruch opisany
jest za pomocg n wspdtrzednych uogélnionych x”», i s 1,2,...,n, z
ktorych kazda przedstawia niezaleznie od pozostatych przemieszczenia
(lub katy obrotu) jednej z mas uktadu.

Wspdbiczynnik 57 jest réwny uogélnionemu przemieszczeniu x W
wotanemu dziataniem uogo6lnionej sity rownej jednos$ci przytozonej w
punkcie Kk, na kierunku x*.

Przy przyjeciu, jak wrozdziale drugim, sit oporu dziatajacych na
masy' uktadu, przemieszczenia uogo6lnione poszczeg6lnych mas mozna przed-
stawi¢ w nastepujacej formie:

n n

Xi - ckV Sik +S Pk(t) 8ik (3,2)
k«l
gdzie i =1,2,...,n.
Przez PX(fd) oznaczono sity zewnetrzne dziatajace na masy ukiadu.
Rownanie (3.2) przedstawi¢ mozna w nastepujgcej fonoie

+Z IV k +V k} 5ik p*(t) SIiA (3*3)

gdzie: i =1,2,...,n.

Stosujagc z kolei metode przemieszczen wyrazamy uogOlnione sity dzia-
tajagce na poszczeg6lne punkty uktadu poprzez uogoélnione przemieszcze-
nia wszystkich punktéw, do ktérych przytozone sg sity oraz wspdiczyn-
niki sztywnosci r”. Wspoliczynnik r™ jest réwny uogdlnionej sile,
ktdrg nalezy przytozy6 w kierunku uogo6lnionego przemieszczenia x”,aby
utrzymac¢ uktad w rownowadze, gdy przemieszczenie =1, a pozostate
przemieszczenia uogo6lnione x* =0 dla i*k oraz i =1,2,..., n.

Przy przyjeciu, jak w metodzie sit, wielko$ci sit oporu oraz sit
wymuszajgcych warunki rownowagi uogdlnionych sit mozna przedstawi¢ w
formie: 0
XD &xio ome) A (3%4)

k=1
gdzie: i =1,2,..., n.
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Rownanie (3*4) mozna zapisaC inaczej
n

m V ci*i+y~!rik*kspiu) (3<5)
k1

3.2. Drgania w liniowych sprzezonych obwodach elektrycznych

Obwody elektryczne wplywajg na siebie wzajemnie, jezeli maja np.
jedng gataz wspolng - méwimy woéwczas, ze sg one ze sobg sprzezone po-
przez te gataz. WnajogolIniejszym przypadku wspélna gatagZz moze zawie-
ra¢ indukcyjno$¢ 1, oporno$¢ R i pojemnos$é¢ C.

Na rys. 3.1 pokazano najogdlniejszy sposOb sprzezenia dwoch elek-
trycznych obwodéw drgajgcych, przy pomocy wspdlnej gatezi zawieraja-
cej elementy skupione L12, R12 i Cl2.

Li  Cf R1 &  Cz ;2
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Wykorzystujac drugie prawo Kirchhoffa (2.3) otrzymujemy nastepuja-
ce rOéwnania rézniczkowe dla rozpatrywanego obwodu:

15 * h«, +jl « *~AT7* VS *V iV V 5P m>(t)

(3.6)
V «2
L@ + R"2 + @ +“0,/ +fil2"W + L12(W =8S2("

Po uporzadkowaniu bedzie:
U 1+L12¥S + (R1+R12}S + (C 7+ C ~)Q1 + L12°2 + RI1272 + C ~ 2 =E1(t)

L1221 + R12®1 + V  IL2+L127*2+ (R2+R127M2 + + CT2nQ2 “B2(t~

Wdalszej cze$ci niniejszej pracy rozszerzymy zapis (3.6) na n ob-
wodéw szeregowych i réwnolegtych RIC sprzezonych ze sobg w specjalnie
dobrane sposoby.

Nalezy dodad, ze drgajace uklady mechaniczne rozpatrywac¢ mozemy o-
czywiscie jako ukiady analogowe w stosunku do elektrycznych,przy czym
sprzezenie zrealizowane jest poprzez sprezysto$¢ uktadu [K], masy [m]
i sity oporu [c].

Jednakze sprzezenia w ten spos6b pojetego nie mozna przedstawic¢ wspo-
sob réwnie tatwy jak sprzezenie obwodéw elektrycznych.

Szczego6lne trudnos$ci napotyka sie przy budowie modeli mechanicznych
ktére sa analogami ukladéw elektrycznych, przy czym drgania opisane
sg w sposéb najogdlniejszy rownaniami Lagrange'a drugiego rodzaju(3.1).

Nalezy zwrdci¢ uwage na obowigzujgce przy rozwigzywaniu obwodow e-
lektrycznych trzy zasady:

- zasada superpozycji: ze wzgledu na liniowo$¢ przedstawionych ukta-
déw réwnan mozna sumowa¢ wplyw poszczegdlnych sit elektromotorycz-
nych E(t) i pradomotorycznych J(t),

- zasada wzajemnos$ci: w omawianych ukfadach mozna zamienia¢ miejsca-
mi wskazniki w wielkosciach charakteryzujgcych sprzezenie dwdch czto-
néw np. = lki (jezeli sita elektromotoryczna E(t) zaczepiona w
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gatezi i-k wywota w gatezi n-r prad J(t), to taka sama sita elektro-
motoryczna E(t) wpieta wgatagZz n-r wywota taki sam prad (J(t) w ga-
tezi i- k),

- zasada wyodrebnienia: mozna wyodrebni¢ (odcig¢) dowolng cze$¢ sieci
od reszty pod warunkiem, ze do poszczegélnych par punktéw przecie-
cia dotgczymy bezoporowe sity elektromotoryczne réowne napieciu, ja-
kie istniaty miedzy tymi punktami przed przecieciem.

Oczywiscie, wszystkie te trzy zasady majg swoje analogie w mecha-
nice wtwierdzeniach o superpozycji wplywdw wzajemnosci przemieszczen

i metodzie przekrojow.

3*3» Analogie oparte na rownaniach Lagrange*a drugiego rodza.lu

Podany we wzorze (3.1) uktad rownan opisujgcych ruch ukiadu o n
stopniach swobody wyprowadZzmy przy wykorzystaniu rébwnan  Lagrange*a
drugiego rodzaju, poda¢ mozemy réwniez w zapisie macierzowym:

(3.7)

bx +cx +rx=q

gdzie
blilb12......... bin cllcl12***, ¢ 1n
b21b22......... b2n C2i°22'***’°2n
C =
ni n2 nn 12, ’ **,0nn
ritrl2,*** rin X1 g.,(t)
[ = 12002220y o %2 «ig-it

Qeee q,,(t)
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Rozpatrzmy pokazany na rys. 3.2 schemat uktadu elektrycznego, kté-

ry zawiera n obwodow R”, L”, C*,
poprzez szeregowe obwody L*n, CA*,

ze wzgledu na formalne uproszczenie w uktadaniu réownan).
t

Liczba elementéw sprzezonych réwna jest:

L

i

skkrl_
- ¥ Rn

e[l iujj ] /< CS

Rys. 3*2.

Wykorzystujagc pierwsze prawo Kirchhoffa rownania pragdéw dla
i ... n przy zatozeniu ze:

1,2
Tk
otrzymamy:
-1 k=1
ki1 Kfl
k=t LK
k+1
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k=1 k=1 2
k*2 k*2

(3.8)

nn

k+n k+n

k=1 n
kfn

Rownanie (3*8) mozna napisa¢ w postaci

¢ s r vi* E irlit~r cikyk k +
=1 k-1 1k k*1 IK k=1 k*1 ik
k+i k+i

(3.9)

A .
ool e KO
Kfi

Wzapisie macierzowym rownanie (3.9) przybierze postac

cv +Gv+rv =i (3.10)
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gdzie:

ol M2**#* ¢ nk
1 1 1 1
2 ik : T
k ?[k «12* 1n [ E g.k 12 1n
- L Vi el
«21 k 2k r L21 a 2k#”“ v_2ﬂ
L L
Rn1 Lnl

J ., (t)

A2 - f2 (x>

v in (t>

K réwnaniu 13»10) macierze C*6,1” sg macierzami symetrycznymi, ktorych
elementy lezgce poza przekatng gtébwng «ilE(i + k) sa odpowiednio po-
jemnosciami, opornosciami i indukcyjnos$ciani sprzegajagcymi»

Porownujac réwnania macierzowe (3.7) i (3.10) widzimy wprost odpo-
wiednio$ci macierzy

b——C, c—G@G, r— T, 3, Xe—Ax
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Pomiedzy poszczeg6lnymi elementami macierzy zachodzg odpowiedniosci

n
A
- ik » U
il %(_11
n
a 1 a V
Cik “ Rk cii "™ Z a\k
k-1 1
n
., A1l A
ik Ltt, "o~ 1
ik w ik

P+(t) » JA(t)

Wykorzystujagc zasade dualizmu w elektrotechnice mozna  oczywiscie
Poda¢ rownanie uktadu dualnego w stosunku do uktadu pokazanego na rys.
3*2, ktéry odpowiada | rodzajowi analogii. Tworzy go uktad z szerego-
wo potgczonych obwoddéw RLC i E(t)sprzezonych ze sobg poprzez szerego-
we gatezie Htk, Ci)et L ™.

Wykorzystujagc drugie prawo Kirchhoffa, rownanie napie6 przy zatoze-

niu:

« “k- Jk
bedzie miato postac:
Lii «1¢ "li 5i ¢ «1 tiktsi & «k>
k-1
k+i
(3.11)
“ n
X to 191 *v - bi
k-1 k-g Tk
fcfi kK*i i *1.2%.n
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lub inaczej:

¢/ zapisie macierzowym rownanie (3.12) przyjmie postact

gdzie:
"=

L21

Lnl

Sk Wik

1

nl

LQ+ RQ+SQ =E

X 1?1k R2k’ "™ * 'Rln
k
?k L2k.......... ~2n R = @1 © H 2k,...,Rn
Ln2,, ***1]Lnk 1l
K K
1 ceej 771 Q1CY) EAt)
Cc12' 1n
cee ) I>1 Q @(t) E - Ez(t)
k 2 2n : :
T (1) Entt)
k nk

, N

(3.12)

Lik QG + ¢ Rtk *i +¢ ¢ j: Q +][] Lk *k +
=1 k=1 k=1
KA~i
n r
=1 k-1 1K
k~i kfi
i —1,2,...

v(3»13)



Wroéwnaniu (3*13) macierze £,R,5 sa macierzami symetrycznymi.
Porownujac réwnania C3»7) i (3«13) stwierdzamy odpowiednios¢ macierzy

+, ¢c-—R, r—S , x<—Q ,g-—-E

Pomiedzy poszczegdélnymi wyrazami macierzy zachodzg odpowiedniosci

bik Lik ii S %{(Zl..lk
n

ak = Rik i =¥ dr
k=1
. n

ko Gk W ok

3.4. Analogie ongrte na metodzie przemieszczen

Latwo zauwaiyé, Ze najprostszy zapis w sensie matematycznym posia-
da uktad réwnan opisujgcy drgania,a wyprowadzony prz,y pomocy metody
przemieszczen. Zapis ten podaje visor (.3*4), ktory w zapicie macierzo-

wym przybierze postac

mx + CX+ rXx»p 13.14)
gdzie
0»«me |0 o o ,.e01
O’Y\io.olo O C2tooog)
m = C =
0 Ofees 0 Oue*e o
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riiri2, ** rin * p/t)

r= r2ir22,...,r 2a X = 0 = 2(t)

ni 2 m ’n p(t}

cee &

Poréwnujac zapis (3*14) z zapisem (3*10) tatwo zauwazyC, ze stajg sie
one identyczne w przypadku, kiedy macierze C i G z réwnania 13.10)
stajg sie macierzami diagonalnymi, co prowadzi w sensie fizycznym do
zmiany sprzezenia RLC w sprzezenie tylko indukcyjne L. Wkonsekwencji
tego, uktadem elektrycznym modelujgcym drgania ukiadu  mechanicznego
opisanego metodg przemieszczen,jest uktad pokazany na rys. 3.3.

Wykorzystujgc pierwsze prawo Kirchhoffa rownanie pradow dla i-tego we-
zta bedzie miato postac:

"un +A *14 Viij; 94 4V m 13-15)
K*i
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Rownanie (3*15) inaczej zapisane:

n n
»n *r; A« XV - »i*X  0i"'- mJ*(t) 13-76)
tofi
v zapisie mecierzowym bedzie:
CV+G*i>+rv«j (3.17)

Macierze C,G *r takie SA0€ jak a réwnaniu (3.10), z tym, 4e macie-
rze Ci 6 ag diagonalne, tj«:

+0  1-k
k- o itk

0 - k
ck- Lo sk
Porownujac zapisy (3.17) i (3.14) stwierdzamy odpowiednio6¢ macierzy
m——C C"— G r —*
X — * p— J

Pomiedzy poszczeg6lnymi elementami macierzy zachodza odpowiednio™:i

A A
“1 7 Qi Gi- ‘\JII‘
A A
IM* ru * _k
*I'_A\ Vi Ptlt) -« JACY)
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Wykorzystujgc zasade dualizmu mozna podad réwnanie obwodu dualnego
dla obwodu pokazanego na rys. 3.3, ktéry bedzie odpowiadat pierwszemu

uktadowi analogii

n n
Nio«i o+ Rii3
=1
k*i
i —1,2,...,n
lub w foircie macierzowej:
LQ +RQ +SQ 3E (3.19)

W porédwnaniu z macierzami réwnania (3*13) macierze L i R sg diago-
nalne.

I tu tezmozna stwierdzi¢ odpowiednio$¢ miedzyzapisami (3.14) i
(3.19). tj:

m -—-L c-—- R r -—»S

x — Q p E

3,5. Analogie oparte na metodzie sit

Wyprowadzone w rozdziale 3*1 w oparciu o metode sit réwnanie réz-
niczkowe (3.3) opisujgce drgania liniowe ukiadu mechanicznego przed-
stawi¢ mozemy w postaci macierzowej:

X +S (rnx+cieg) (3.20)
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w ktérym macierze :X ,m ,Cip sg identyczne jak w réwnaniu (3.14), na
tomiast macierz 5 ma postao:

In

521 622'**,,62n

>ni

Podzielmy réwnanie (3.20) (rzez macierz 8 i przeksztatémy do po-

staci

m X +CX +%) X =p (3.21)

Jak tatwo zauwazy¢, réwnanie (3-21> jest analogiczne z réwnaniem(3.14)
a wszystkie zwigzki wynikajace z analogii elektromechanicznej wypro-
wadzone w rozdziale 3.4 majg i tu zastosowanie, wystarczy wykona¢ pod-

stawienie

r =51t (3.22)

Oczywiscie obowigzuje tu réwniez zasada budowy ukltadéw dualnych.
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4. WKOHZYSTANIE ANALOGII ELEKTROKECHANICZNE]
DO OBLICZANIA DRCAIS

Bardzo czesto zamiast w spos6b fizyczny budowaé¢ uktad elektryczny
bedacy analogiem ukitadu mechanicznego i dokonywa¢ pomiardw interesu-
jacych nas wielkos$ci, wystarczy w sposob niejako formalny zamieni¢ u-
ktad mechaniczny na elektryczny, wykorzystaé metody obliczeniowe sto-
sowane do obliczenia obwodéw elektrycznych i po obliczeniu wielkoS$ci
elektrycznych zamieni¢ je na poszukiwane wielko$ci mechaniczne.

Ogromne ustugi oddaje tu wykorzystanie ETO, dzieki ktorej nie tyl-
ko automatyzuje sie sam proces obliczeniowy, ale réwniez automatyza-
cji podlega formalna zamiana wielko$ci mechanicznych na elektryczne 1
na odwrot.

Wprzypadku obliczen "recznych" konieczna jest znajomos$¢ metod o-
bliczen obwodoéw elektrycznych liniowych pradu przemiennego o statych
parametrach HLC. Metody te opisane sg szeroko w wielu publikacjach
specjalistycznych z tego zakresu np. w pracy G. Cholewickiego |3]j.

W spos6b dostepny dla inzynier6w nieelektryk6w zagadnienie to przed-

stawione zostato przez A. Lisowskiego i A. SiemiefAca w pracy [ «]e

4«1. Dobieranie wartosci elementow obwodéw elektrycznych

Zasada modelowania za pomocg uktadéw prostych analogii polega na
odwzorowaniu tych samych réwnan za pomocg réznych uktadéw elektrycz-
nych, w ktérych stosunkowo prosto mozna uzyskiwaé przebiegi poszuki-
wanych zmiennych w zaleznos$ci od réznych funkcji wejsciowych i zmiany
ich parametrow.
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Warunkiem koniecznym podobiefdstwa dwdch rdznych zjawisk — (fizycz-
nych, che.idcznych, biologicznych lub innych) jest opisanie ich  tymi
samymi zaleznoS$ciami matematycznymi. Jest to warunek konieczny,ale nie-
wystarczajagcy. Dlatego tez, aby mdc zamodelowa¢ np. uktad mechaniczny
przez obwdd elektryczny 'realny fizycznie) i dobra¢ odpowiednie war-
todci HIC i CM czy SHs ns.';zy wykorzysta¢ pozostate teorematy teorii
podobieristwa. Rozpatrzymy je w kolejnosci wg pracy L. Mullera [L7]

Drgania ukiadu mechanicznego wyprowadzone metodg przemieszczen po-
daje zapis (3.14)".

MmX+CX+rx= p

gdzie
m,C - macierze diagonalne o elementach zawsze dodatnich,
P - macierz symetryczna posiadajgca zawsze dodatnie elementy na
gtéwnej przekatnej,
X,p - macierze kolumnowe.
Zapis ten mozna przedstawi¢ w formie niecoprzeksztatconej:
n
V i +ci*i +riixi +e rik xk = pi (4-1)
K+i
gdzie; i =12 ... n.

Jak wykazano w rozdziale trzecim przy wykorzystaniu pierwszego sy-
stemu analogii otrzymuje sie réwnanie obwodu elektrycznego, analogowe-
go do réwnania (3.141, dane zapisem (3*13)

LQ+ RO+5Q- E

1nJak wykazano w rozdziale 3.5 do tego samego zapisu da sie  réwniez
sprowadzi¢ réwnanie drgan wyprowadzone przy wykorzystaniu metody sit.
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stosujgc za$ drugi rodzaj analogii elektrycznych otrzymujemy réwnanie:

gdzie
L ,R,C,G

SiT
Q,%E,J

Macierz S i

F

cqtg y+try -j

macierze diagonalne, przy czym jak wynika z warunkow Fi-
zykalnych elementy tych macierzy powinny by$ dodatnie,
macierze symetryczne o elementach dodatnich,

macierze kolumnowe.

majg postac:

_1 L
k_l 1K Cl2........ Cln
_ 1
021
1
1
T/\ to.o A
k*1 12 n
- AU i A o
£ (k—l 2k 2n
n;7

Kryteria podobienstwa przeanalizujemy dla uktadu elektrycznego opi-
sywanego przez réwnanie (3»10), a wiec dla drugiego rodzaju analogii»

dla pierwszego

46

tok rozumowania jest identyczny.



Zapis (3«10) mozemy przedstawi¢ w formies

k+i k+i

gdzie: i * 1,2,...,n.

Zadanie polega na takim doborze wspdiczynnikéw rdwnania (4.2), aby
model elektryczny uktadu mechanicznego byt podobny do uktadu opisane-
go réwnaniem (4.1).

Skorzystamy w tym celu z dwdch podstawowych twierdzen teorii podobien-
stwa.

- Twierdzenie pierwsze (Newtona):

Jezeli zjawiska (uktady) opisane réwnaniami rézniczkowymi sg podob-
ne, to wielko$oi wystepujgce w réownaniach rézniczkowych tworza bez-
wymiarowe kombinacje, zwane kryteriami podobienstwa, a ich wartosci
liczcbowe dla wszystkich zjawisk (uktadéw) sag takie same.

- Twierdzenie drugie (Federmana-Buckinghama):

Rozwigzanie rownania rézniczkowego daje sie przedstawi¢ w postaci
funkcji kryteriow podobiefAstwa, okreslonych przy pomocy tego rowna-
nia.

Warunki podobiefAstwa miedzy uktadem mechanicznym a jego modelem
elektrycznym beda spetnione w przypadku, gdy zaleznos$ci wszystkich wza-
jemnych charakterystycznych wielko$ci sg wyrazone za pomocg statych
wspotczynnikéw podobienstwa N.

Zaktadamy istnienie nastepujacych zaleznosci:

(4.3)
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Dla pierwszego rodzaju analogii (réwnanie 3.13) zwigzki te sg iden-

tyczne, z tym ze w miejsce wielkosci®, Ci# i, wystepuja od-
powiednio Qt, lit R1, cik, Et.
Zaleznos$ci (4.3) zaohodzg dla i,k « 1,2,...,n, a wstawiajgc je doréw-

nania (4.2) otrzymamy:

(4.4)

K+i
dlai 31,2,...,n.
Aby réwnania (4.1) i (4.4) byly identyczne, muszg zachodzi6 zwigz-
ki réwnan bezwymiarowych okres$lajace kryteria analogii:

(4*5)

Uktad rownan (4*5) wygodniej jest doprowadzi¢ do nastepujgcej posta-
ci:l)

(4.6a)

(4.6b)
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Rownanie (4*61}) zachodzi dla:

dla k=i
(N* +Y "INk -i%) N:
r Zk_-f r rii
kfc
dla Mi
Nr k

Rownanie (4.6), wyrazajgce zalezno$ci matematyczne wspdtczynnikéw
podobieriatwat mozna przedstawié¢ w postaci tzw. wskaznikdbw podobien-
stwa W

c.t t
1 € BiC
dla Mi
ci " Lk
(4.7)
N Rer
ik dla k=i
Lii+ ik
M i
A BT
3 aOX

Jezeli zalozymy jednakowga skale czasu i amplitud w uktadzie mecha-
nicznym i elektrycznym, co prowadzi do:



to ostatecznie wskazniki podobienstwa przyjmag postad:

gt
TV
L, fis. A dla
i Hk
(4.8)
rik E dla to-i
G
Li +~ Lk

*3 A i

Poniewaz uktady opisane réwnaniami (3.10) i (3.13) sg dualne, wo-
bec czego dla pierwszego rodzaju analogii wskazniki podobienstwa przyj-

ma postao:

ej Bt

W <5
ikt G
i «i

r,.t % (4*97

Ve - n dla k-1

*Ak
p*t Y
cixi Vi

Analizujagc wskazniki podobiefstwa (4.10) widzimy, ze mamy 3n row-
nan, za$ niewiadomych parametréw jest

Bn+jon (1))t NESRSTENE =1,2
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Dodatkowo jeszcze dochodzg nieznane skale czasu i amplitud:

Wynika stad, ze zawsze mozna dobra¢ takie wielkosci elektryczne,
aby mialy one sens fizykalny i pozwalaly na zbudowanie modelu elek-
trycznego.

4.2. Budowa obwodéw elektrycznych

Podany w czes$ci 4.1 niniejszej pracy sposob dobierania wartosci e-
lementéw obwodéw elektrycznych modelujagcych drgajace uktady  pretowe
przy wykorzystaniu teorii podobiefstwa wazny jest dla wszystkich ukta-
dow pretowych oraz ich modeli elektrycznych i na charakter ogdliny.

Czesto decydujac sie na przyjecie konkretnych analogowych  modeli
elektrycznych mozemy obliczy¢é parametry elektryczne modelujgce ukiad
mechaniczny drogg prostej analizy wsp6tczynnikéw przy réwnaniach réz-
niczkowych i odpowiedniego przeksztatcenia zapisu formalnego.

Rozwazmy raz jeszcze rdownanie (3.14) opisujace drgania ukfadu me-
chanicznego wyprowadzone metodg przemieszczen:

mli+ cx+ rx = p
Rownanie (3*14) odpowiada réwnaniu obwodu elektrycznego (3.133 lub

(3.10) w zaleznosci, jakg posta¢ analogii przyjmiemy.
Wedlug pierwszego rodzaju analogii bedzie:

LQ+RQ+50*E
Wedlug drugiego rodzaju analogii bedzie:

CitGrMtry- |
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Ze wzgledu na zastosowanie metody Coltriego rozwigzywania obwodéw e-
lektrycznych wybrano do dalszych rozwazan drugi rodzaj analogii®wiec
réwnanie (3«10), w ktdrym oznaczono:

ty - wektor n wymiarowy, ktorego skitadowe oznaczajg strumienie
magnetyczne,

- macierz diagonalna pojemnos$ci wystepujacych w obwodach,

- macierz diagonalna przewodnos$ci obwodéw réwnolegtych,

- macierz symetryczna, odwrotnos$ci,indukcy.inosci,

- wektor, ktérego skitadowe stanowig sity prgdomotoryczne.

w4 o 0

Schemat elektryczny tego rdéwnania pokazany jest na rys. 3.3. Jty3u-
nek ten przedstawia n obwodéw réwnolegtych B,L,C sprzezonych kazdy
z kazdym poprzez indukcyjnos$o.

Macierze m i ¢ z réwnania (3*14) sg jak juz wspomniano macierza-
mi diagonalnymi o elementach zawsze dodatnich, majg one swoje odpo-
wiedniki analogowe w uktadach elektrycznych w macierzach C iG -

Nieco inaczej przedstawia sie sprawa z odpowiednio$cig pomiedzy ma-
cierza P a maoierzg F .

Macierz r e tzw. macierz sprzezen, jest macierzg symetryczng,ktdra
moze posiadad poza gtéwng przekatng elementy zarowno dodatnie Jjak i
ujemne. Problem sprowadza sie wiec do znalezienia takiego uktadu elek-
trycznego, w ktérym macierz sprzezen F mogtaby mieéd réwniez elemen-
ty dodatnie jak i ujemne, analogiczne do elementéw macierzy p . Jest
jeszcze jeden warunek, ktory musi spetniad macierz T - wynika on
wprost z zapisu C3*10) i dotyczy wielkos$ci elementow lezgcych na gtow-
nej przekatnej.

Macierz T bedgca odwrotnoscig indukcyjnosci musi wiec spetnia¢ na-
stepujace warunki wynikajace z sensu fizycznego obwodéw elektrycznych:

- warunek 1. Elementy lezace na gtownej przekatnej muszg by¢ wieksze
lub réwne sumie bezwzglednej wartosci elementdw lezgcych
w tym samym wierszu:
n



- warunek 2. Elementy lezace poza gtowna przekatng musza mie¢  iden-
tyczng warto$¢ i znak co odpowiadajgce im elementy  ma-
cierzy r

Macierz F wystepujagca w réwnaniu 13«14) i bedaca odpowiednikiem
macierzy r wréwnaniu (3.10) na ogdt nie spetnia warunkéw 1 i 2}jest
jedynie macierzg symetryczng o dodatnich elementach na przekatnej gtow-
nej. Aby doprowadzi¢ do rownoznacznosci réwnan mechanicznych i elek-
trycznych nalezy koniecznie uwzgledni¢ te dwa warunki.

Warunek 1 mozna uzyska¢ dokonujac transformacji rownania (3*14).
Przyjmijmy:

X =Ay

gdzie

A = (aik) - jest macierzg diagonalng o dodatnich wspotczynnikach.

Otrzymamy:

mAy +CcAy +rAy -p

Mnozagc lewostronnie przez macierz A otrzymamy:

AmAy+AcAy+ArAy - Ap

WprowadZzmy oznaczenia:

Ofset |0 One o050

2 2
m-AmA = 0 amp*ee*  G-AcA= 0  a2°29

°f* % *nm 0 O0..... Vn
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Poniewaz macierz r= (r”) jest macierzag symetryczng, wiec i  ma-
cierzr = (r™) jest robwniez macierzg symetryczng. Dobierajagc odpo-
wiednio wspdiczynniki a|,a2iees,an mozna tak przeksztatci¢ macierz
r , aby byt spetniony warunek 1.

Warunek 2 zostanie spetniony, je$li potrafimy odpowiednio  dobrad
schemat elektryczny ukladéw sprzezonych. Rozpatrzmy pokazane na ry3.
3*3 obwody sprzezone. Obliczmy metodg potencjatow weztowych Coltrie-

go rozdziat praddw w sieci elektrycznej. Dla wezta "i" bedzie:
It
ojj V. t=3-v (V-Vv) ,, J
1 Ri i i 1 +k
M i

Przeksztatcajgc powyzsze rdéwnanie otrzymamy:

n

k=1 xv k=1
Mi

Zatézmy, ze mamy sprzezone ze sobg trzy obwody, wobec czego i«1,2,3]
k =1,2,3.
Macierz F przybiera postao:



Analiza zapisu (4*12) wykazuje, ze dla zaproponowanego schematu
sprzeze wg rys. 3*3 macierz F bedzie miata zawsze dodatnie elementy
na gtéwnej przekatnej, natomiast wszystkie pozostate elementy macie-
rzy bedg zawsze ujemne.

Dla znalezienia petnej analogii macierzy I i macierzy T zmodyfi-
kujmy schemat elektryczny i do n obwodéw sprzezonych indukcyjnos$cia-
mi wyprowadzmy dodatkowo n obwodéw o elementach identycznych z ele-
mentami pierwszych obwodéw lecz o sile pragdomotorycznej skierowanej
przeciwnie. Ma rys. 4.1 pokazano pare dwdch identycznych obwodoéw.
Przez odpowiednie sprzezenie tych obwodéw "podwojnych" otrzymamy pet-
ng analogie dwoch macierzy I*iF e

Zaldzmy np., ze macierz P ma wszystkie elementy dodatnie.  Odpo-
wiednie sprzezenie ukladéw pokazano ma rys. 4»2”. Wykorzystujgc me-
tode Coltriego oraz oznaczajgc prad ptynacy do wezila znakiem a
wyptywajacy z wezfa znakiem dla wezfa *1* otrzymaaert

«u*, ¢£ ¢ £ v, ¢ ¢ i)* «i
kfi

Ha rys. 4.2 i 4*3 przedstawiono w sposob blokowy obwody rownolegte
tOC 1 J sprzezone Indukeyjnodciaml.
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tiya. 4.2

Dla wezta "k" bedzie:

'Ckkvk - 'Vk - T“‘Vk -

k=1
k+i

Mnozac réwnanie (4.13) przez -1 i porzadkujgc je otrzymamy:

k=1

Widzimy, ze dzieki potgczeniu obwodu

my dodatnie sprzezenie poprzez indukcyjnosc

Lw (& Vi) = -3y (4.13)

k=1
k+1

(4.14)

z obwodem DM otrzymuje-

powiada to dodatniemu znakowi przy elemencie

Lik miedzy obwodami.Od-
w macierzy T .

Tak wiec, potaczenia pomiedzy poszczeg6lnymi obwodami powinny byo

zgrupowane wg nastepujacej reguty:

obwad
<0
obwod
ik
obwod
>0
obwod
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Dla przykiadu rozpatrzymy sposob potgczen par obwodéw dla uktadu o
trzech stopniach swobody w dwu przypadkach:

- Przypadek 1 - wszystkie r . macierzy r sg ujemne, tzn. r < 0
(1,1. 1.2,3)
i*k

(odpowiedni schemat elektryczny podano na rys. 4.3).

Df Hi 02 H2 Dg Hs

Rys. 4.3

Mozna zauwazy0, ze obwody ztozone z elementow D”.Dg.D" oraz H”"Hg,
sg od siebie niezalezne, wobec czego wystarczy analizowa¢ uktad
ztozony wytagcznie z elementow D”~Dg.D” lub  ,Hg, .

- Przypadek 2 - jeden z elementéw 5 dodatni, pozostate ujemne,od-
powiedni schemat elektryczny podano na rys. 4.4. Np. r® a r2l1> 0.
Wtym przypadku nie mozna zanalizowa¢ oddzielnie obwodéw ztozonych

z D~Dg,D™ i , Hg, sg one bowiem wzajemnie sprzezone.

Widzimy wiec, ze tylko w przypadku kiedy wszystkie r (i"k) sga u-
jemne mamy do czynienia z n obwodami, w pozostatych przypadkach na-
lezy uwzgledni¢ 2 n obwodéw rownolegtych.

Ogolnie nalezy rozpatrywac¢ obwod elektryczny, ktory skiada sie z
(2n + 1) weziéw, 8 n gatezi gtdwnyoh (wchodzacych w skiad obwodéw D
i H i n (n-1) gatezi sprzezen indukcyjnych.
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DI H1 H Dg Ng

Rys. 4*4

Uwzgledniajgc wprowadzone dodatkowe n obwodéw réwnolegtych row-
nania (4.12) i (3*10) przyjmg postao;
rbwnanie mechaniczne:

51V . M1 +'il»1 + Fi2"2 + — +V n =PiU) 1=1*~

réwnania elektryczne (wytgcznie dla weztdbw w* obwodéw D7)

Chi + + sgn(ril)nil +sgnlrr)~An + 00+ sgn(riQW

= JN (1) i 1 (4«14)
gdzie
f . ®-j— i jest odwrotnoscig indukcyjnosci.
1K ik
Dla weztbw w" obwodéw réwnania sg identyczne.

58



Bioragc pod uwage réwnania (4-13» i (4.14) mozna przystapi¢ do okre-
Slenia parametrow Rjt.C oraz J obwodu elektrycznego modelujgcego ukiad
mechaniczny wyrazony réwnaniem (3.14)»

Zauwazamy, ze wspoétczynniki ~ ~ z roéwnania (4*14/° sa  odwrotno-
§ciami indukcyjnosci, tj.s

dla i *k

~ dla i*k

Dla jasnos$ci rozwazan pokazano na rys. 4.5 i-ty obwod réwnolegly
R1C.

Rys. 4.5

Nalezy rozpatrywac¢ dwa warianty modelowania: cyfrowy r emc i fi-

zyczny.
Dla pierwszego przypadku, wprost porownujgc réwnania (4.13)i (4.14)

okreSlamy parametry elektryczne.
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Proces ten wykonujemy dla kazdego ogniwa i = 1,2,...,n.

Wprzypadku modelowania fizykalnego tok postepowania przy wyznacza-
niu parametrow obwodu elektrycznego jest bardziej ztozony ze wzgledu
na konieczno$¢ doboru "realnych" wielkosci elementow RLC. Powoduje
to konieczno$¢ skorzystania z teorii podobieAstwa.

Trzeba rozwiagza¢ uktad réwnar (4*7)» dla ktérego warto$ci elementéw
elektrycznych (niewiadome) nalezg do pewnego zbioru wartosci: jest on
podany przez uktad nier(’)wnoéci2

R.< R
a g
Ld L Lg
<
c,d cc
Jd«SJ < .]g
d g
Nalezy réwniez zaznaczyé, aby przy dobieraniu poszczegélnych war-
tosci staraC sie, by one mozliwie mato roznity s?e miedzy so-

bg. Uwarunkowane jest to doktadnos$cig wynikéw.

Roéwnos$¢ parametrow dotyczy ich wartosci liczbowej.

—12
Dla przyktadu dysponujemy kondensatorami o pojemnosci =10 P,

aC - 10“s.
g



5. PROGRAM | ALGORYTM NA EMC - ODRA 1204

5»1« Budowa i przeznaczenie programu

Wpoprzednich rozdziatach niniejszej pracy podano mozliwos$ci wyko-
rzystania analogii elektromechanicznej do budowy obwodéw elektrycz-
nych modelujacych drgania ukladéw pretowych o skoriczonej liczbie stop-
ni swobody. Dla budowy fizycznej modeli elektrycznych konieczne jest
dysponowanie laboratorium elektrycznym wyposazonym w odpowiedni sprzet
i aparature.

Wpraktyce projektowej nie zawsze istnieje mozliwo$¢ stworzenia ta-
kich warunkéw projektantom, ktére by pozwolity na budowe modeli elek-
trycznych zapewniajgc jednocze$nie prawidtowo$¢ wykonania modeli,sta-
bilno$¢ zasilania i poprawno$¢ pomiarow.

Sktonito to do opracowania programu na BMC obliczania drgan ukta-
déw mechanicznych wykorzystujgc teorie analogii elektromechanicznej
tez koniecznosci fizycznej budowy modeli elektrycznych. Teoria analo-
gii elektromechanicznych pozwala bowiem, oprécz budowy modeli  elek-
trycznych, na obliczenie ukladéw mechanicznych zamienionych na obwo-
dy elektryczne. Kolejno$¢ postepowania jest nastepujgca: zamiana ukia-
du mechanicznego na elektryczny, obliczenie uktadu elektrycznego, za-
miana obliczonych wielkosci elektrycznych na mechaniczne. Obliczanie
uktadéw mechanicznych z wykorzystaniem analogii elektromechanicznej po-
siada rowniez te zalete, ze w przeciwienstwie do budowy modeli fizycz-
nych nie ma tu potrzeby odbierania skal wynikajgcych z ograniczen ele-
mentow R1C, ktérymi sie dysponuje, zakresdw przyrzagdow pomiarowych,

skali czasu itp. Istnieje roéwniez mozliwo$¢ automatyzacji catego pro-
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cesu obliczen tgcznie z zamiang parametréw mechanicznych na elektrycz-
ne i na odwrot.

Mniniejszym rozdziale podamy zasade budowy algorytmu i opis programu
na emc "Odra 1204" pozwalajagcy na petng automatyzacje obliczen.
Uktad algorytmu i programu odpowiada $ci$le wywodom z poprzednich roz-
dziatow.

Program stuzy do obliczania drgan wymuszonych ukfadéw pretowych o
skonczonej liczbie stopni swobody, uwzgledniajac ttumienie. Zatozono,
ze poszukuje sie rozwigzania w stanie ustalonym przy harmonicznych
sitach wymuszajgcych.

Rozwigzanie réwnania rézniczkowego (3*14/ polega na znalezieniu zmien-
nych N o=1,2,...,n/.

Wykorzystujagc teorie analogii elektromechanicznej, zadanie sprowadza
sie do obliczenia pradow dla kazdego z i-tych obwodéw pokazanych na
rys. 3.3*

Pomiedzy wielkosSciami mechanicznymi i elektrycznymi zachodzg  wprost

odpowiedniosci:

gdzie
m?, cM»r Ni “ odpowiednie elementy réwnania (4.13)»
Ji(, - prady ptynace w i-tym obwodzie przez indukcyjno$¢ o-
pornosci i pojemnoso.
Oczywiscie J ", i JAc majg posta¢ funkcji harmonicznych

ANNCcOjt + i)
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Jesli wuktadzie wystepuje 1 sit wymuszajacych o réznych czesto-
tliwosciach (odpowiada to w obwodzie elektrycznym 1 sitom pragdomo-
torycznym SPM o réznych czestotliwos$ciach), to poszukiwane wielkosci
przemieszczen, predkos$ci i przyspieszen obliczane sg dla kazdej cze-
stotliwos$ci z osobna i sumowane. Odpowiada to obliczeniu drgan w sta-
nie ustalonym. Dla przemieszczen bedzie:

1

k=1

Schemat og6lny programu przedstawiono na rys. 5.1.
Podstawowg jego cze$¢ stanowi podprogram obliczania obwodoéw liniowych
pradu elektrycznego przy pobudzeniu sinusoidalnym.

W ielkoSciami wejSciowymi programu sa:

1. Tytut zadania.
2. llos$¢ skupionych mas (uktadéw rownan).
3« Parametry uktadu:
m - wielkos$ci mas skupionych,
c - wspotczynniki ttumienia,
r - wspotczynniki sztywnosci.
4. Parametry sit wymuszajgcych:
p - amplitudy sit wymuszajacych,
co - czestotliwos$ci sit wymuszajgcych,
< - fazy sit wymuszajgcych.

WielkoSciami wyjsciowymi sg:

1. Amplitudy przemieszczen, predkosci i przyspieszen dowolnego punktu,
w ktérym wystepuje masa skupiona.

2. Fazy przemieszczen, predkoS$ci i przyspieszen dowolnego punktu, w
ktérym wystepuje masa skupiona.

3* Istnieje rowniez mozliwo$¢ wykreSlenia przebiegu przemieszczen,
predkosci i przyspieszenn dowolnego punktu, w ktdrym wystepuje masa
skupiona w funkcji czasu.
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Przebiegi te otrzymujemy na
drukarce wierszowej. Prorram wy-
kreSla wielkoSci mechaniczne i
ustala automatycznie skale am-
plitud, przemieszczen oraz o$ i
skale czasu.

Dziatanie programu przebiega
w nastepujacej kolejnosci: Po
wczytaniu danych uktadu mecha-
nicznego i umieszczeniu ich w
pamieci bebnowej,program usta-
la parametry obwodu elektryczne-
go réwnolegtego przedstawionego
na rys. 3*3» ktory jest opisany
w rownaniu (4.14).

Wyjatek stanowig sity prado-
motoryczne odpowiadajgce wymu-
szeniom w uktadzie mechanicznym,
ktore ustalone sg za kazdym ra-
zem oddzielnie.

Nastepnie oblicza sie licz-
be grup sit wymuszajacych o jed-
nakowej czestotliwosci.Dla kaz-
dej czestotliwosci dobiera sie
wielkosci sit pradomotorycznych,
wykonuje sie obliczenia obwodu
elektrycznego metodg potencja-
tow weztowych, a wyniki  umie-
szcza sie w pamieci  bebnowej.
W koncu po przejsciu z wielko-
§ci elektrycznych na mechanicz-
ne nastepuje wydruk wynikbw z
ewentualnymi wykresami.



Program zostat napisany w jeyzku ’Algol” na m.c. "ODRA 1204" z pa-
miecig bebnowg i drukarka wierszowa.
Ze wzgledu na to, ze program i wiekszo$¢ danych umieszczono w pamieci
operacyjnej, program moze liczy¢ ukiady do 12 mas. Czas obliczen za-
lezy bardzo od liczby grup jednakowej czestotliwos$ci, ktéra wplywa na
ilos¢ obliczen. Dla obliczonych przyktadéw podano w dalszej czeSci
pracy czas obliczen.

5.2. Obliczenie drgan belki ciggtej

Wocelu zilustrowania postugiwania sie opracowanym programem podamy
dwa przyktady obliczeniowe. Wobu przypadkach pomocnicze <obliczenia
statyczne, a mianowicie obliczenie wspotczynnikow sztywnosci r*k=8

wykonano przy pomocy programéw na emc,stuzacych do analizy statycz-
nych ustrojow pretowych.

Wprzyktadzie pierwszym wyznaczymy drgania belki stalowej (rys.5.2)
dwuprzestowej obcigzonej dwoma silnikami elektrycznymi, traktowanymi
jako obcigzenia skupione nf* i n”. Silniki te sg zrddiem sit wymusza-
jacych p~t) i p2(t).

E =2100000 KGIlcm2
J = 68740 cm*

Rys. 5*2
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Wielkosci wejsciowe podano w formie, w jakiej wymagane jest przygoto-
wanie danych do obliczen przy pomocy programu.

Tytuts Sortownia kop. D
Masy ciezar6w skupionych: nnJt]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n 12

1,74 0,87

Wspoétczynniki ttumienia: ¢

bl

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

10,0 5,0

Wspotczynniki sztywnos$ci ukiadu: rik

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

3,41 4,08
.103 .103

1

4,08 2,22
103 .104

2

10

12
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Na stronach 66 i 67 zatgczono tabele danych wejsciowych wypetnione
dla rozpatrywanego przyktadu. Otrzymane wyniki ze wzgledu na ich opi-
sanie nie wymagajg wyjasnien.

Czas obliczen przyktadu wyni6ést 40 sekund wraz z wykonaniem wykre-
su.

PrzeSledzmy, dla rozpatrywanego przyktadu, w jaki sposob bez postu-
giwania sie eaa mozna zbudowad dwa dualne obwody elektryczne.

Macierze wchodzace do réwnania (3.14) majg postac:

1,74, 0 10,0, 0
m - c =
0, 0,87 0 , 5,0
_3.41.103, 4,08.103 _ 0,52
4.08.103, 2,22.104 0,26

Macierz r nie spetnia warunku 1 (r12> r”) opisanego réwnaniem(4.10),
dlatego nalezy dokonaé transformacji. Przyjmijmy macierz A w postaci

1.0, 0

0, 0,5

Wykonujemy dziatania:

1,75, 0 10,0, 0
m-AmA = c A

0, 0,2175 0, 1,25
3.41.103, 2.08.103 0,52

r- ArA - p#p
2.08.103, 5.57.103 0,13

Wy pierwszego rodzaju analogii (wz6r 3.19) bedzie:
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Po prostych przeksztatceniach otrzymuje sie poszukiwane parametry ob-
wodu elektrycznegol”, pokazanego na rys. 5«3

L1l = 1,74 H Rl = 10,0 Q ci " 7,32.10 ?
122 » 0,2175 H *59 = 1,25 O, 2 = 2,833»10"4 P
31 ~ 0,52 V B v 0,13 V c12 * 4,897.10~4 P

Ze wzgledu na dokonang transformacje nalezy otrzymane w obwodzie spad-
ki napie¢ odpowiednio pomnozy¢ przez macierz A przed przej$ciem z wiet-

kosci elektrycznych; na mechaniczne.

W drugiego rodzaju analogii (wzor 3.17) bedzie:

m — C ¢— 6 r— T X — p~D

1~Otrzymane wielkosci liczbowe parametréw obwodu elektrycznego nie
pozwalajg na og6t na budowe realnego uktadu fizycznego.
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Po prostych przeksztatceniach otrzymano nastepujgce parametry obwo-
du elektrycznegol” pokazanego na rys. 5.4

cyp - 174 P =01 0, L1y = 7.32.10"4
o _ .
o « 0,2175 2 22 = 0,8£i Loy = 2,83.104
- 052 A 12- 013 A |5, = 4,89¢10"4
12

Podobnie jak w przypadku pierwszego rodzaju analogii spadki napiec,
tak w drugim rodzaju analogii obliczone prady nalezy pomnozyé przez
macierz A przed przejsciem z wielkosci elektrycznych na mechaniczne.

Wobwodach elektrycznych bedacych analogami uktadéw mechanicznych
wystapi¢ moga ujemne indukcyjnos$ci i pojemnoSci.

= L
2zt twit ¢ T * Toc (5-2)

Otrzymane wielkos$ci liczbowe parametrodw obwodu elektrycznego nie poz-
walajg na ogdét na budowe realnego uktadu fizycznego.
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Jes$li warto$¢ indukcyjnos$ci jest ujemna, tj. L<0O, wtedy, jak tatwo
zauwazy¢ ze wzoréw (5.2), impedancja indukcyjna przybiera  charakter
pojemnosciowy.

RL="t~ILI

Pojemno$¢ C odpowiadajgca ujemnej indukcyjnos$ci wyniesie

Przeprowadzajgc identyczny wywdd dla znalezienia ujemnej pojemnosci
przez indukcyjnos$¢ otrzymamy

5.3. Obliczenie drgan zelbetowej wiezy wyciggowej

Whniniejszym przyktadzie wyznaczymy drgania zelbetowej wolnostojg-
cej wiezy wyciagowej, ktdrej schemat obliczeniowy pokazano na rys.5»5-

- Tytuk: Wieza wyciggowa kop. J.
- Masy ciezar6w skupionych: W

194,0 165,0 104,0 202,0

- Wspétczynniki ttumienia: »

10,0 8,5 5,4 20,4
- Wspotczynniki sztywnos$ci uktadu: rik Jm1
6,135 . 105 -4,409.. 10? 1.539 . 105 6,948 . 104
-4,409 . 105 1,549 « 106 -1,313 . 106 2,057 . 105
1,540 . 105 -1,313 « 106 1.705 . 106 -5,456.. 105
6,948 . 105 2,067 . 105 -5.456 . 105 2,704 . 105
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P*-1.0sin9.4t%

mA-202,0
Jm600,0 m*
P- 15,0 m2
Pj=*3.0sin 79.5 I+33.00
m3-i04,0t
J- 650,00 m4
F- 155m2
m¢ -165,01 ‘2500
i
J- 700,0m4
F- 16,0m2
- 194,01
((((((((((((((0
liys. 5.5
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- Charakterystyka sit wymuszajacych p(t) [t]

79,5 0 O 3,0 0

9,4 0 0 0 1,0

Na rysunkach zatgczono wyniki obliczen wraz z fragiaentami wykresow
otrzymanych z drukarki wierszowej. Otrzymane wyniki ze wzgledu na ich
opisanie nie wymagajag wyjasnien. Czas obliczen przyktadu wyniost 20
sekund, natomiast sporzadzenie wykresu okoto 3 minuty.
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6. WYKORZYSTANIE MASZYNY ANALOGOWE]
DO OBLICZEN DUGAIf

6.1. Wprowadzenie do techniki analogowej

Stosowanie elektronicznej techniki obliczeniowej, szeroko unas pro-

pagowanej, ogranicza si¢ zasadniczo do maszyn cyfrowych i wtej dzie-
dzinie pracujg coraz liczniej powstajgce osrodki obliczeniowe. Tech-
nika analogowa ma réwniez szerokie zastosowanie dla zwiekszenia efek-
tywnosci obliczeh i moze by¢ z powodzeniem wykorzystana w  szczegdl-
nosci wszedzie tam, gdzie rozpatrywany problem da sie sprowadzi¢ do
rozwigzania réwnan rozniczkowych. Metody analogowe sg szczegdlnie przy-
datne w dynamice budowli, a to przede wszystkim ze wzgledu na sam pro-
ces fizyczny, jakimi sg drgania majagce zawsze charakter ciggty, kto-
rych opis matematyczny ma posta¢ réwnan rozniczkowych.
Do modelowania réwnan rézniczkowych liniowych przy pomocy maszyny ana-
logowej potrzebne sg elementy wykonujgce operacje catkowania, dodawa-
nia i mnozenia przez warto$¢ statg. Dwie pierwsze operacje wykonywane
sg przez zastosowanie wzmacniacza operacyjnego z odpowiednim sprzeze-
niem zwrotnym. Wzmacniacz ten jest podstawowym elementem maszyny ana-
logowej. Jest to wzmacniacz pradu statego, o bardzo ostrych  wymaga-
niach co do parametré6w. Mnozenie przez warto$¢ statg wykonuje sie przy
pomocy potencjometréw tez o odpowiednich parametrach.

Doktadny opis budowy i dziatania maszyn analogowych podany jest w
pracach specjalistycznych np. Z. Szoplinski [25]« Rozpowszechnieniom
techniki analogowej, zwtaszcza w biurach konstrukcyjnych  poswiecona
jest natomiast praca A. Lisowskiego [13].
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Nalezy doda¢, ze wprawdzie doktadnos$¢ obliczen na maszynie analo-

gowej jest gorsza niz na cyfrowej, to samo rozwigzanie réwnania rdz-
niczkowego trwa o wiele krdcej niz na najszybszych maszynach  cyfro-
wych.
Decyduje o tym operacja catkowania. Powoduje to coraz bardziej rosna-
cg tendencje do tgczenia maszyn cyfrowych i analogowych w jedng ma-
szyne. Maszyny te zwane hybrydowymi wykonujg pewne operacje np. cat-
kowania w sposéb "analogowy", pewne za$ w sposéb "cyfrowy". Najwie-
cej czasu na rozwigzanie réwnan rézniczkowych na maszynie jnatogowej
przypada na skalowanie, ktére jest procesem bardzo pracochtonnym.Dla-
tego dazy sie, aby te czynnosci wykonywane byty na maszynie cyfrowej,
zaoszczedzajac dzieki temu czas i jednocze$nie przyspieszajagc proces
rozwigzywania.

Prace zwigzane z modelowaniem réwnan rézniczkowych na maszynie ana-
logowej mozna podzieli¢ na kilka zasadniczych czynnosci:

- ustalenie schematu obliczen,

- okre$lenie skali amplitud i czasu,

- wykre$lenie schematu maszynowego obliczen z podaniem nastawy poten-
cjometrow, wag integratorow i sumatoréw itp.,

- dokonanie kontroli uktadu,

- dokonanie pomiar6éw i wykreséw poszukiwanych wielkoS$ci.

Whniniejszym rozdziale pokazano mozliwosci wykorzystania  maszyny
analogowej do obliczania dwoéch przyktadéw: belki o dwdch stopniach
swobody, ktore to przykiady rozwigzano rowniez s rozdziale pigtym ni-
niejszej pracy.

Obliczenia przeprowadzono dla znalezienia przede wszystkim stanu u-
stalonego. Zagadnienia stanu nieustalonego beda przedmiotem rozpatry-
waé wrozdziale 7 niniejszej pracy.

Obliczenia wykonano na maszynie analogowej zbudowanej w Zaktadzie
Optyki i Mechaniki Precyzyjnej Politechniki Slaskiej w Gliwicach.
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6.2. Obliczenie drgan belki ciggtej

Ruch uktadu drgajagcego pokazanego na rys. 5.2 opisany by¢ moze o-
gélnym réwnaniem rézniczkowym (3.5).
Obliczenie wspotczynnikéw wykonano w czesci 5.2 niniejszej pracy.
Modelowany uktad réwnan ma wiec postac:

1,74 x1 + 10,0 (1 + 3,41 - 103 x1 + 4,08 . 103 x2 = 0,52 sin 83,3 t

6.1
0,87 "2 +5 ¢2 + 4,08 . 103 x1 + 22,28 . 103 x? = 0,26 sin 83,3 t

Uktad réwnan rozwigzano przy zerowych warunkach poczatkowych na ma-
szynie analogowej.

Schemat maszynowy uktadu réwnan z naniesionymi statymi integrato-
row i potencjometrédw podaje rys. 6.1.

Na rys. 6.2 naniesiono otrzymane z rejestratora sygnaty x1, ™ i
Na rys. 6.3 przedstawiono otrzymane z rejestratora sygnaty X2, xg i
X%

Sygnaty X, X oraz X sg przesuniete wzgledem siebie - wynika to z
koniecznosci przejrzystego zapisu. Kazdemu sygnatowi Xx, X oraz X
przyporzadkowano o$ rzednych odpowiadajgcg poczatkowi liczenia (t=0).

Dla pozostatych sygnatéw nalezy uwzgledni¢ przesuniecie. Osie od-
cietych i rzednych opisano w jednostkach rzeczywistych wuktadzie réw-

nan.

6.3. Obliczenie drgan zelbetowej wiezy wyciggowej

Schemat obliczeniowy wiezy pokazano na rys. 5.3. Ruch uktadu drga-
jacego opisany moze by¢ rownaniem (3.5).
Wspdtczynniki rownania obliczono w rozdziale 5.3*
Modelowy ukitad rownan:

194 x1 + 10 x1 + 6,13 « 105 x1 - 4,41 ~ 103 xg + 1,54 . 103 x™ +

+ 6,95 « 104 Xy =0
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165 X2 + 85 x, - 441 .1 0" + 1,55 . 106 xg - 1,31 . 1C6 x3 +

+ 2,06 . 105 X4:0

104 X3 + 5,4 x3 + 1,54 . 105 XI - 1,31 . 106 x2 = 1,71 . 106 x3 -

- 546 . 105 x4 = 3,0sin 79,5 t
202 x4 + 10,4 x4

+ 2,70 . 100 x4 = 1,0 sin 9,4 t

Warunki poczatkowe:

1
o

x1(0) = X2(0) = x3(0) = x4 (o)

1
o

x" (0)

A(0) = x3(0) = x4(0)

Podany uktad rozwigzano dwukrotnie:

- z uwzglednieniem wspdtczynnikdw ttumienia ¢ (z ttumieniem),
- przy przyjeciu wspétczynnikow c* réwnych zero (bez ttumienia).

Schemat maszynowy réwnan z uwzglednieniem nastaw  potencjometrow,
wag sumator6éw i integrator6w podano na rys. 6.4 i rys. 6.5 oraz tabe-
li 6.1.

Wykresy i x™, x2 i x2, x3 i x3 x4 i ¢4 pokazano na rys. 6.6,
6.7, 6.8 i 6.9. Przy czym, ze wzgledu na brak miejsca zatgczono wni-
niejszej pracy wielkosci odprowadzen funkcji i jej pierwszej pochod-
nej dla uktadu z ttumieniem. Osie rzednych i odcietych opisano w jed-
nostkach rzeczywistych.

Analizujagc otrzymane wyniki zauwazamy, ze uklad osigga stan usta-
lony po czasie okoto 1 sekundy. Stan przejsciowy szczegOlnie  wyraz-
nie uwidacznia sie w przebiegach sygnatow x2* x2>
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m*100 0

r100 0

Maksymalng warto$¢ x1 osigga dla tsa 0,1 sekundy i wynosi ona
Xy maxfs - 1,2 . 100 m, podczas gdy dla stanu quasiustalonego wynosi
m, a wiec okoto 2,5 razy mniej. Predko$¢ x1 w stanie nie-

0,55 + 10-
ustalonym osigga wartos¢ 0,0057 s a po ustaleniu 0,0034 ’S’-
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Humer potencjometru

13
14
31
32
15
16

1

2

3
17

. J3

19
31

21
23

39
10

12
25
27
41
34
36
38
40

Nazwa potencjometru

0,795
0,795
0,094
0,094
0,00049
0,000000
0,365
0,574
0,6745
0,1272
0,000515
0,0795
0,0356
0,47
0,248
0,0000315
0,0197
0,126
0,1644
0,5250
0,0283
0.0000515
0,0459
0,510
0,2668
0,2705
0,0495
0.00C515
0,4685
0,1000
0,1000
0,0500

Tabela

Waga wejE¢ wzmacnia-

czy
1

1
1
1
1
1

10
2

1
10
1
100
10
20
10
10
10
100
100
20
10
10

10
10

=
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Przebiegi sygnatow w punkcie 2 sg w stanie nieustalonym bardziej
znieksztatcone, lecz i one podobnie jak sygnaly w punkcie 1 po upty-
wie okoto 1 s, stajg sie wyraznie przebiegami sinusoidalnymi.

I tak maksymalne wartc$ci sygnatdbw w stanie przejsciowym wynosza odpo-
wiednio:

X5 max = 5,3 « 10"5 m

L max = - 041 5

W stanie niemal ustalonym mozemy juz moéwi¢ o amplitudach sinusoidal-
nych, ktdre wynosza:

X2 = 3*10"5 -

Frzebiegi sygnatéw: przemieszczenia, predkos$ci i przyspieszenia w
punktach 1,2,3 i 4 ze wzgledu na wystepowanie tylko sit wymuszajacych
w punkcie 3 i 4 i to o réznych czestotliwos$ciach sg bardzo zréznicowa-
ne.

Z porownania amplitud rozwigzan z ttumieniem i bez ttumienia widac
wyrazne réznice.

Frzebiegi te nie sg oczywiscie sinusoidalne.

Dla poréwnania podamy wtabeli 6.2 maksymalne wartosci amplitud za-
raz po zatgczeniu i po czasie okoto 10 s, gdzie jedynie z do$¢ au-
zym przyblizeniem nozna méwi¢ o stanie ustalonym vy.

lialezy raz jeszcze podkresli¢ zupetnie odmienny ksztatt przebiegu
sygnatéw dla réznych punktéw (szczegdlnie odzwierciedla sie porownu-
jac przebiegi w punktach 1 i 4).

'‘Zatgczone wykresy na rys. 6.6 - 6.9 stanowig jedynie fragmenty wvi-
brograféw, a czas obserwacji podany jest na osi odcietych.
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Tabela 6.2

Sygna- Amplituda
ty w z tlumieniem bez ttumienia
punk-
tach Stan nieusta- Stan guasir Stan nieusta- Stan quasz-
lony ustalony lony ustalony
(t w 10s) (t f« 105)
*1 12,3 « 10~6 6,3 « 10-6 13,0 . 10"6 5,5 « 10"6
-6
X1 5,7 « 10'4 3,3 ¢« 10 58 . 10~4 3,40 . 10~4
X2 6,7 + 10“5 3,4 . 10-5 7,2 . 10"5 3,4 . 10-5
*o 8,8 . 1CT4 7,7 . 10 4 9,1 - 10"4 6,3 . 10-4
X3 9,2 . 10~5 +4,6 . 10"5 9,3 « 10-5 495 . 10"5
*3 -8,4 . 10-4 6,4 . 10~4 -8,4 . 10~4 6,8 . 10~4
X4 13,5 . 10"5 6,60 . 10~4 13,6 . 10"5 7,0 . 10"5
-4
*4 -9,5 . 104 5,8 . 104 -9,5 . 10"4 -6,0 . 10
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7. PROCESY USTALANIA SIE DRGAN WYMUSZONYCH

7.1» Okres$lenie stanu nieustalonego

Wopoprzednich rozdziatach niniejszej pracy rozpatrywano drgania u-
ktadow mechanicznych i obwoddéw elektrycznych opisane réwnaniami réz-
niczkowymi zwyczajnymi, liniowymi niejednorodnymi.

Zanalizy peinego rozwigzania réwnania rézniczkowego podanego wzo-
rem (3*14) wynika, ze poszukiwana funkcja, okre$lajgca drgania wymu-
szone sitg harmonicznie zmienng uktadéw ttumionych, w poczatkowym o-

kresie czasu jest nieokresowaj oznacza to, ze:

x(t) i x(t +T) (7.1)

Teoretycznie po czasie =«>, a praktycznie po kilku lub kilkunastu
okresach (duzy wplyw na okres ustalania sie drgan ma ttumienie) drga-
nia przyjmujg postaé ustalong o czestotliwosci rownej czestotliwosci
sity wymuszajgcej. Proces ten nazywamy ustalaniem sie .drgan harmonicz-
nych, a stan, w jakim znajduje sie ukiad nazywamy stanem nieustalonym
(przejsciowym)1'L

7.2. Stan nieustalony uktadu o jednym stopniu swobody

Rozpatrzmy raz jeszcze réwnanie drgan uktadu o jednym stopniu swo-
body (2.1) podane w formie:

mx + cx + kx = p(t)
ullm
Rozwazania powyzsze sg oczywiscie stuszne dla uktadéw stabilnych.
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Przyjmijmy wymuszenie harmoniczne * postaci:
p(t) a p sinloot + )

Pozostate oznaczenia jak we wzorze (2.1;.
Zatozmy dodatkowo wystepowanie matego ttumienia w rozpatrywanym u-
ktadzie c< 2~dmk'
oraz warunkéw poczatkowych: x(o) i y(,o0;.
Petne analityczne rozwigzanie rownania rozniczkowego ma postac:

x(t) =g"et jx(o;cosyct2-£2 t . - €2t ) .

- i:f? r~inffcocos (M sIM a2.62'+ A

_"Il’ccz-o%)z + 48%4

+ sin ( cos™cC2-n2n sin(<ot +4$-V)t

Fae’wr

gdzie

2su " c .. nr

¢ = *r*

Jak wida¢ peine powigzanie analityczne rownania (2.1) podane w za-
pisie (7*2) skiada sie z trzech cztonéw reprezentujgcych nastepujgce
procesy: drgania wiasne, wplyw warunkéw poczatkowych oraz drgania wy-
muszone. Wprocesie ustalania sie drgahn harmonicznych cztony reprezen-
tujagce drgania wtasne oraz wplyw warunkéw poczatkowych,zaburzajgce o-
kresowos$¢ ruchu wskutek ttumienia,wygasajg z uptywem czasu.

Ruch uktadu przechodzi stopniowo w drgania harmoniczne z czestotli-
woscig sity wymuszajacej.



7*3» Stan nieustalona ukladéw o wielu stopniach swobody

Rozpatrzmy rownanie drgan uktadow o wielu stopniach swobody podane
zapisem macierzowym (3*14)

mx + cx + rx = p (t)

gdzie oznaczenia jak na wzorze (3.14). Zalézmy warunki poczatkowe
X (0) =Xo i X(0) =Xo

Uktad réwnan (3.14) rozwigza¢ mozna metodg transformacji laplace'a.po
dokonaniu ktérej otrzymamy:

2n»x(s) -Mi - SN + scx(s)-cx +cx(s) =p(s) (7.3)

gdzie X (s) i p(s) sa transformatorami wektorow X(t) i plt).
Po uporzadkowaniu réwnania (7*3/ otrzymamy:

ms2 +cs+r(x)s =rT3X + sm +Cy +p(s) (7.4)

oznaczajac:
G (s) m tns2 +cs +r)"1
a =mxg +cx ,
b =MXq
Rownanie (7*4) przybierze postac
X(s) -6(s)a+ sG(s)b +6(s)p (s) (7.5)
Wykonujac transformacje odwrotng otrzymamy
Xx(t) «G(t)a + [G)i>]+ [B(t-t)p(r)dr (7.6)
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Jest to najbardziej og6lna postaé rozwiagzania uktadu réwnania po-
danego zapisem macierzowym (3*14). Dwa pierwsze cziony przedstawiajg
drgania wiasne uktadu oraz wplyw warunkéw poczatkowych. Trzeci czton
przedstawia drgania wymuszone uktadu.

Wyrazenie Gis) przedstawia macierz przejscia uktadu dynamicznego
o n wejsciach i wyjsciach. Jej transformata odwrotna stanowi impul-
sowg funkcje przejscia.

Elementy tej macierzy g”vit) stanowig odpowiedz k-tej wspdirzed-
nej (przemieszczenie) na impuls Diraca Sit) podany na i-tym wejsciu.

Woprzypadku, gdy warunki poczatkowe Xq = Xgq = 0, zapis (7,6) upra-
szcza sie do postaci

x(t; =\G(t-r)p (rjat (7.7)

Znalezienie rozwigzah analitycznych w postaci nieuwiktanej zapiséw
(7*6) a nawet (7*7) nie jest proste. Ogromna ilo$¢ pracy rachunkowej
nawet dla ukiadu o dwoch stopniach swobody czyni metode transformacji
Laplace*a nieprzydatng do celéw praktycznych.

7*4. Wykorzystanie maszyn analogowych do znalezienia postaci drgan w
stanie nieustalonym

Wrozdziale 6 niniejszej pracy omoéwiono ogdlne zasady postugiwania
sie technikg analogowa. Podano réwniez dwa przyktady obliczenia drgan
ustalonych: belki oraz wiezy wyciggowej. Maszyny analogowe majg te o-
gromng przewage nad maszynami cyfrowymi, ze umozliwiajg w prosty spo-
s6b obliczenie drgan w stanie nieustalonym. Wniniejszym rozdziale na
konkretnym  przyktadzie wykazemy te mozliwosci.

Jak juz wspomniano w rozdziale 6, podstawowym elementem maszyny a-
nalogowej jest Wzmac7niacz pradu statego o bardzo duzym wzmocnieniu
przecietnie 10 - 10 V/V, znikomym drycie zera oraz liniowos$ci w ca-
tym zakresie pracy. Oprécz tego kazda maszyna analogowa jest wyposazo-
na w caly szereg urzadzen peryferyjnych takich jak rejestratory, wol-
tomierze cyfrowe itp.
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Obliczmy drgania w stanie nieustalonym belki pokazanej na rys.5.2,
ktére opisane sg uktadem rownan (6.1).

1,74 x1 + 10,0 x1 + 3.41.103 . x1 + 4.08 . 103 x? = 0,52 sin 83,3 t
0.87.x2 + 5,0 x2 + 4,08.103 x1 + 22,28 . 103 x2 =0,26 sin 83,3 t

Powyzszy uktad réwnan rozwigzano dla dwdch warunkéw poczatkowych:

1. Warunki poczatkowe zerowe;

x1(0) = x(0) = x2(0) = ¢2(0) =0

2. Warunki poczatkowe rdzne od zera:

x1(0) = 0,5 . 10 ~ m x2(0) = 1,0 . 103 m

¢1(0) m0,2 . 10”2 m/s x2(0) 1,0 . 10"3 m/s

Pierwszg czynnoscig przy rozwigzywaniu problemu jest  narysowanie
schematu maszynowego uktadu réwnan rézniczkowych. Schemat taki podano
na rys. 6.1. Drugim krokiem jest zastgpienie zmiennych rzeczywistych
przez tzw. zmienne maszynowe. Dokonuje sie tego za pomocg wspoOtczynni-
kéw skalowych, definiowanych jako:

gdzie
X - zZmienna rzeczywista,
X - zmienna maszynowa.

Wspotczynnik skalowy okre$la, ile jednej jednostce rzeczywistej od-
powiada jednostek zmiennej maszynowej. Ze wzgledu na to, ze na ogo6t
w maszynach analogowych zbudowanych w technice lampowej zakres linio-
Wy wzmacniacza operacyjnego wynosi + 100 V, a w technice tranzystoro-
wej +, 10V, odpowiednio jednostka maszynowa posiada warto$¢ 100 i 10.
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Dobierajgc wspoéitczynnik skalowy staramy sie, aby on byt ze wzgledu na
doktadnos$¢ pomiaru jak najwiekszy.
Nalezy rowniez dobra¢ wspotczynnik skalowy czasu:

at “ T

t - czas rzeczywisty,
t - czas maszynowy.

Wspbiczynnik skalowy czasu powinien by¢ tak dobrany, aby nie byta
przekroczona graniczna czestotliwo$¢ pracy wzmacniacza operacyjnego i
jednoczed$nie, aby mozna byto obserwowal przebieg zmian na rejestrato-
rze.

W omawianym przyktadzie przyjeto nastepujgce wspotczynniki skalowe:

a_ = 62500 a = 1500000
X1

a. = 10000 ax. > 20000
X1 2

ay, - 200 ax, = 200

at - 100

Wykorzystujac wczedniej (patrz rozdziat 6.2) otrzymane przebiegi
dla stanu ustalonego, przyjeto skale czasu - 100, co stanowi zmniej-
szenie skali w stosunku do skali czasu w stanie ustalonym 400-kkotnie.

Badania przeprowadzono dla przedziatu czasowego t = 0?0,4 s, ktory
obejmuje okoto pieciu okreséw poczatkowych. Dla przyktadu pierwszego
(warunki poczatkowe zerowe) na rys. 7.1 pokazano przebiegi zmiennych

i , na rys. 7.3 odpowiednio zmienne *2 i x”. Osie rzednych wy-
cechowane sg w jednostkach rzeczywistych. Pokazane przebiegi na obu
rysunkach sg mocno znieksztatcone w poréwnaniu z odpowiednimi rozwig-
zaniami w czasie ustalonym. Uwidacznia si¢ bardzo wyraZznie wplyw drgan
wiasnych uktadu, szczegdlnie w pierwszych trzech okresach.

Przemieszczenie X, o0sigga maksymalng warto$¢ =1,32.10.V

Ximax
dla t =0,053e a odpowiednio x2max = *1 mdla * ~°'0n s*
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Wmiare uptywu czasu, amplitudy maksymalne obu sygnatow ulegajg sta-
temu zmniejszeniu. Szybciej ulega ustaleniu sie przemieszczenie
niz x1.

Przebiegi pierwszych pochodnych i X sg tez znieksztatcone, z
tym, ze xm a charakter bardziej zblizony do sinusoidalnego niz x".
Maksimum x  osigga dopiero w drugim okresie drgan dla t = 0,206 s i

wynosi ono X imax

symalng dla t = 0,054, rownajacg sie ¢¢max = ° ‘0072 N 9*
Dla przypadku drugiego (warunki poczatkowe niezerowe) na rys. 7*2

= 0,0092 a/s, odpowiednio Xx_ przyjmuje wartos¢ mak-

pokazano przebiegi zmiennych i X anarys. 7.4 odpowiednio x* i

\Y
W arto$ci maksymalne sygnatow i ich pochodnych sg w poréwnaniu z

pierwszym przypadkiem wieksze: xlmax = 1,52 . 10'4 mdla czasu t
= 0,075s, natomiast Xg,max =-8,0 . 10 * mdla czasu t = 0,065 s, a
pochodne odpowiednio wynosza:

= -0,012 m/s dla t = 0,205s, natomiast x,,

ymax = 0,0048 m/s dla

X} max
t = 0,05s.

Poréwnanie jakosSciowe wykreséow dla przypadku pierwszego z przypad-
kiem drugim wykazuje, ze drgania w przypadku pierwszym majg tendencje
do szybszego ustalenia sie niz w przypadku drugim.

7.5. Wykorzystanie maszyn cyfrowych do znalezienia postaci drgan
wstanie nieustalonym

Dla poréownania metody analogowej z metodg cyfrowg ten sam przykiad
rozwigzany w rozdziale 7.4 przy pomocy maszyny analogowej rozwigzano
na maszynie cyfrowej. Obliczenia wykonano réwniez dla dwéch przypad-
kéw: z warunkami poczatkowymi réwnymi zeru i réznymi od zera. Obli-
czen dokonano na BMC Odra 1204. Wykorzystano do numerycznego rozwig-
zania uktadu réwnan roézniczkowych metodg Rungego-Kutty. Wyniki spraw-
dzono dla dwdch krokéw catkowania h* = 0,002s i hj = 0,001s, w obu
przypadkach byty one prawie identyczne.
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Czas obliczen przy pierwszym kroku catkowania w zakresie t = 0,00
- 0,40s wyniost okoto 15 min. Otrzymane wyniki liczbowe przemieszczen
x1 i x2 oraz ich pierwszych pochodnych postuzyty do sporzadzenia wy-
kresow przedstawionych na rysunkach (7«5 t 7.8).

Wykresy wykonano w identycznej skali co wydruki z maszyny analogo-
wej, a to wcelu tatwego ich poréwnania.

Ze wzgledu na bardzo zblizony charakter przebiegdéw rozwigzan otrzy-
manych z maszyny analogowej i cyfrowej ograniczymy sie tylko do po-
dania maksymalnej warto$ci sygnatow.

Dla przypadku pierwszego, tzn. warunkéw poczatkowych réwnych zeru,
maksymalne warto$ci przemieszczeh wynoszg:

xImax " 1,26 * 10"4m° x2max = 4,85 * 10"5 E’

natomiast maksymalne wielkos$ci predkos$ci wynosza:

xImax = °*0073 m/,s* *2max = °»0038 “/s*

Dla przypadku drugiego, tzn. niezerowych warunkdw poczatkowych,mak-
symalne warto$ci przemieszczen i amplitud wynosza:

xlmax = 1,60 * 10"4m’ x2max = ~6'00 * 10~5 m

*1*3* = m°’°09 “Z3’ X2max = °*°°6 m/s*

Nieznaczne rdznice w wynikach otrzymanych przy pomocy tych  dwoch
metod sg konsekwencjg przyblizen metody dyskretnej, oraz doktadnoscia
maszyny analogowej.
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8. UWAGI | «KIOSKI KDifQOYffi

Gtownym celem rozprawy byto opracowanie metody wykorzystania ana-
logii elektromechanicznej do analizy drgan ukladéw pretowych o skon-
czonej liczbie stopni swobody.

Wpracy przeanalizowano rézne sposoby modelowania drgan ukfadéw
pretowych za pomocg sprzezonych obwoddéw elektrycznych.Rozpatrzono dba-
nia wywotane obcigzeniem harmonicznie zmiennym zaréwno w stanie usta-
lonym jak i nieustalonym. Wanalizie numerycznej wykorzystano cyfrowe
i analogowe maszyny matematyczne. Whnioski wynikajagce z rozwazan teo-
retycznych oraz na podstawie wykonanych przykfaddw sg nastepujgce:

- Analogia elektromechaniczna pozwala na budowe sprzezonych  obwodow
elektrycznych modelujagcych dyskretny uktad pretowy. Przejscie z u-
ktadu mechanicznego na modelujgcy go sprzezony obwod elektryczny wy-
maga jednakze transformacji uktadéw réwnan réwnowagi opisujacych
drgania mechaniczne.

- Najbardziej przydatny do praktycznego wykorzystania jest drugi sy-
stem analogii, w ktdrym przemieszczeniu odpowiada strumien  magne-
tyczny, predkosci napiecie, a sile wymuszajgcej zrodto pradu. Ze
wzgledu na warunki sprzezen, realizowane przez indukcyjnosci, nale-
zy dobiera¢ obwody drgajace "podwdjne"™ o sitach  prgiomotorycznych
skierowanych przeciwnie.

- S praktyce projektowej zamiast budowy fizycznej modelu elektryczne-
go mozna oblicza¢ uklady mechaniczne metodami stosowanymi przy ana-
lizie liniowych obwodéw pradu przemiennego. Opracowany w niniejszej
pracy program na BMC pozwala na petna automatyzacje obliczen, drgan
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ustalonych z zamiang wielko$ci mechanicznych na elektryczne i na
odwrot.

- Do obliczania drgan uktadéw pretowych dyskretnych mozna réwniez wy-
korzystywa¢ maszyny analogowe. Dodatkowg korzys$cig jest w tym przy-
padku po ustaleniu warunkéw brzegowych mozliwo$¢ tatwego otrzymywa-
nia przebiegu stanéw nieustalonych.

Ze wzgledu jednak na pracochtonno$¢ zwiagzang z ustaleniem skali am-
plitud, nastawy potencjometréw itp. sposob ten zaleca sie stosowaé
jedynie w przypadku ustrojow o kilku stopniach swobody.

Analiza -wykonanych przyktadéow wykazata bezsporng przydatno$¢ meto-
dy analogii elektrycznej do analizy drgan uktadoéw pretowych o skon-
czonej liczbie stopni swchody.

Nalezy doda¢, ze charakter metody umozliwia ujecie wpltywu rézno-
rodnych cech konstrukcji oraz obcigzenia wymuszajgcego drgania i prze-
S§ledzenia ich wplywu na elektrycznym modelu symulacyjnym. Zaletg po-
danego sposobu analizy dynamicznej jest réwniez fakt, ze dzieki S$ci-
stemu rozwigzaniu uktadu réwnan rézniczkowych odpadta potrzeba postu-
giwania sie pojeciem "wspoéiczynnika dynamicznego”. Pojecie to dla u-
strojow o wielu stopniach swobody nie jest bynajmniej jednoznaczne i
budzi powazne zastrzezenia

Tak wiec opracowana metoda stworzyta zupetnie nowe mozliwosci ana-
lizy drgan ukfadow pretowych dyskretnych. Stato sie to mozliwe prze-
de wszystkim dzieki wykorzystaniu dla obliczenia drgan mechanicznych
osiggnie¢ teoretycznych i praktycznych teorii drgan, sprzezonych li-
niowych obwodéw elektrycznych pradu przemiennego.

Wcelu poréwnania wynikbw otrzymanych réznymi metodami w tabe-
li 8.1 zestawiono wyniki obliczenn dla trzech réznych sposobow; pro-
gramu na BEMC opracowanego w rozdziale 5 wynikow obliczen uzyskanych z
maszyny analogowej oraz wynikéw obliczen uzyskanych z programu opra-

cowanego przez autora w oparciu o odrebng metode [16].
Jak wynika z analizy otrzymanych rezultatéw, wyniki dla trzech réz-

nych metod sg bardzo podobne.

Korzy$ci ze stosowania zaproponowanej w pracy metody skianiajg do
podjecia krokéw nad szerszag jej popularyzacjg, a w szczegdlnosci nad
wdrozeniem jej w biurach projektowych.
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Lp. Rodzaj przyktadu

1 Belka stalowa dwuprzestowa
z rozdziatu 5*2

Amplitudy punktu 1

- przemieszczenie [m]
- predkos¢ [m/s] J -
- przyspieszenie [m/sj

Amplitudy punktu 2

- przemieszczenie
- predkosé
- przyspieszenie

2 Wieza wyciggowa
z rozdziatu 5*3
Amplitudy punktu 1

- przemieszczenie [m]
- predkos$¢ [m/s] ' _
- przyspieszenie [m/s J

Amplitudy punktu 2

- przemieszczenie
- predkosc
- przyspieszenie

Amplitudy punktu 3

- przemieszczenie
- predkos¢
- przyspieszenie

Amplitudy punktu 4

- przemieszczenie
- predkosé
- przyspieszenie
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Tabela 8.1

Sposoby wykonania obliczen

Program
na emc

Kaszyna
analogona

4,66.10-;? 4,80.10""
3,89.10; 4,20.10,
3,23.10 3.20.10

0,523*10"~  0,55.10“~
2,18 .10"*  3,40.10
1,54 .10"4

0,344.10~2  0,35-10"J
6,09 .10"; 6,30.10
2,81 .10"4

0,476.10") -0,49*10~f
6,07 .10"T  6,80.10
1,03 .10

0,689.10"4 7.10.10"4
6,88. 10"4 6,10.10
9,62 .10"J

Program po-
réwnawczy

na emc

4,62.10-5

2.53.10-5

0,524.10"5

0,337*10-4

0,463.10-4

0,669.10"4
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Streszczenie

Glownym celem pracy byto znalezienie metody pozwalajgcej na wyko-
rzystanie analogii elektromechanicznej do analizy drgan ukladéw pre-
towych o skonczonej liczbie stopni swobody.

Ciagle rosngca moc stymulatorow drgan na tle wyraznej tendencji dc
stosowania nowoczesnych, ekonomicznych ustrojéw nos$nych, o zmniejszo-
nym ciezarze i wymiarach wprowadza dodatkowe kryteria przydatnos$ci kon-
strukcji. Sa nimi, petna analiza drgan oraz utrzymanie wielkosci am
plitud przemieszczen, predkos$ci i przyspieszen wgranicach dopuszczal-
nych. Duza pracochtonno$¢ obecnie stosowanych metod obliczeniowych,na-
wet z wykorzystaniem emc, skilonita autora do poszukiwan nad mozliwo-
§cig wykorzystania metod analogowych w dynamice budowli.

Wpracy przeanalizowano rézne sposoby modelowania drgan uktadow
pretowych za pomocn sprzezonych obwodéw elektrycznych. Analizg objeto
zarowno stany ustalone jak i nieustalone.

Obliczenia przyktadéw wykonano postugujac sie maszynami cyfrowymii
analogowymi. Rozwazania teoretyczne jak i analiza wykonanych przykia-
déw wykazaty bezsporng przydatnosé metod analogii elektrycznej do a-
nalizy drgan uktadéw pretowych o skohczonej liczbie stopni  swobody.
Najbardziej przydatny okazat sie ten system analogii, w ktorym prze-
mieszczeniu odpowiada strumien magnetyczny, predkos$ci napiecie o sile
wymuszajgcej zrodto pradu.

Dzieki wykorzystaniu teorii drgan sprzezonych obwoddéw elektrycznych
pradu przemiennego okazato sie zupeinie niepotrzebne wprowadzenie ja-
kichkolwiek poje¢ "wspoOtczynnika dynamicznego”. Wpracy przedstawio-
no sposoby budowy fizycznych modeli elektrycznych stuzgcych do pomia-
ru poszukiwanych wielko$ci. Opracowano réwniez specjalny program na
emc pozwalajacy na peing automatyzacje obliczen bez koniecznos$ci bu-
dowy modeli fizycznych, 7/iele uwagi poswiecono w pracy modelowaniu
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drgan w stanie nieustalonym z wykorzystaniem elektronicznych  maszyn
analogowych.

Korzysci ze stosowania zaproponowanej metody sktaniajg do  szero-
kiej jej popularyzacji w szczeg6lnosci w osrodkach projektowych i kon-
strukcyjnych.
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TJiaBHoii iteJibw padoTH aBJiaeTca CO03saHEe ueTOfia, nosBo-
Jiaiomero ncncJiL303aTbh 3JieKTpoMexaHEPiecKyx) aHajiorwio £Jia ana-
JiH3a KOJietiaHHH chcteMH GTepjKHefi ¢ koiieHHtiM KoanHecTBCiu ctc—
neaeM cbcboau.

Loctodhho pacTyiiiaa moehoctl cthMyjibtopob KOJieGaHHii npn
OT*iexJiKBo HaMeyamioixca TeHfleHUHax npuMeHeHwa cobpeweHHEDc
a SKOHCMHHHbix Hecymwx KOHCTpyKpHE ¢ yueHtUieHHHMH pasAiepa-
Mh h BecoM TpefiyeT asefleana .noncjiHHTeabHbix kpktepwes npw-
rOflHCCTH KOHCTpyKIIMii »

TaKMMH KpHTepiiaAiH hbjihjotch noJiHHH atajik3 KOJieBaHHii, a
TaKxe coxpaneHue BeldinymiH ai-manTya nepeMegeHME, cKcpocTefi
h yCKopeHHH b AonycTHAibix npe”eaax.

Eoabmaa tpyso@mkoctb npHMeHaeiitKk b Hacrcamee Bpeiaa i.:e-
TO.HOB pac”™eTa, %axe ¢ HcnoflfesoaaHKek ¢Ja., sacTaaMJia aB-ro-
pa HecaejOBaTb bg3mokhoctm EcnoJiL3CBanwa aaaaoroBLix mctc-
Aca b AHnauKKe coopyseHwa.

a padoue npoaHaaH3tipoBaHH pasane cnocodH AicaejiHpoBanna
KOJiebaHHO GucTeMOB CTepatHeti ¢ xicmoeibjd ccnpaxéHHHX saeKxpM -
yecKMx uenew. AHajiH3 oxBaxtiBaex KaK onpeseaéHHHe Tax h
neonpeflejiéeHHbie cocToaHna. j¢;pmaepH 6hjih pacanxaHH Ha ua$po-
BHX h aHaaorcBKX waaiHHax. leopeTHUecKHe paccys”eima ana-
JIH3 npoBeaeiiHbcc pacwéxoB noaasajih HecoMHeHiiyio npnronHociB
M6TCAOB 3JieKT puntee KOii aHHAIOriui AJla. aH&JIHSa CHCTelviOB CTepjii-
Heii ¢ KOHeMHLiAI KcaKVecTBOM CTeneHK cao 60«ti» na-*6oace noa-
xcflaa[HM OKa3aaca nexcA aHaaorHK, b acxcpou nepeemeKHD or-
aeHaex uvarHHTHaa CTpya, CKopocxK - HanpaseHwe, a cune npn-

HyjtCflaamHE to k.
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Ejiarcjapji tGcnoJSb30aaHKio xeopmi KOJiebaKni conpascéHHHX
saeKX-pu’iecKKX teneii nepeweuHorc TOKa saeseiiKe ji&6bix nona-
TH.I "j;nHai.iKHecKcrii ko3ipyWUneHTa" oKa3aoioct co3epweHnc ama-
KH.'i. i3 paBcTe npeflCTaBJieHti cnoccBbi nocTpoeHna (pMSnyecKHX
SreKTpKMeCKilX iVOS&Jieii fllJia K3MepeHHa HCKOMOU BeaB~HKH. Eh-
aa Tarnte pa3pa6cTana nporpaMLia Ha oBKk, no3BOJiHHinaa noa-
HCCTLK) aBTOLiaTK3Wp03aT b paC”eTHI 6e3 HeOOXCfIBMOCTB neCTpe-
emia b3iirec Kux ucaeae-i.

3 padcTe TiHcre 3HuuaHna y;neaaeTca MCReaBpoBaHBJii Koae-
RaHMii 3 HeoxipeflejietHHOM cgctoshbm ¢ Kcnoab3CBaHBeM saeK -
TpoHHHX analdioro3HX MauiKH» Bhbcéali, bkteKajciiiHe K3 npHMeiie-
HKS npe,,;Jio;iceiiHoro MeToaa cbba®t eabCTBYyDT o0 HeoRxoxBMocTH
ero aiHpcKcro pacnpocTpaaeHna, cccBeHHo b npoe-KTHHx b koh-
CTpyKvopcKHX cpraHK3aiiiiax.
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He su 1 é

Le but principal de cet ouvrage était de trouver une méthode per-
mettante la mise a profit de 1*analogie électromécanique dans |’etude
des oscillations des systemes réticulés ayans un chiffre défini de de-
grés de liberté.

La puissance des stimulateurs d’oscillations toujours grandissante
sur le plan d’une tendence claire aux applications modernes des syste-
mes porteurs économiques, plus Iégers et moins dimensions introduit
des critéres supplémentaires d’applitude des constructions. Ce sont:
la pleine analyse des vibrations ainsi que l'entretien des grandeurs
des deplacements, des vitesses et des accélérations dans les limites
admissibles. L’application présente des méthodes de calculs trés la-
borieuses, méme la mise a profit des ordinateurs, a dirigé l'auteur
a des recherches sur la possibilité de la mise a profit des méthodes
analogues dans la dynamique des constructions. Dans |’élaboration on
a étudié les fagcons diverses du modelage des oscillations des systé-
mes reticules k l'aide de circuits électriques accouplés.

L'etude comport aussi les regimes permanants et transitoires. Les
calculs des exemples ont été faits par l'application d'ordinateurs et
de machines analogues. Les disserations théoriques et |’analyse  des
exemples exécutes ont démontré |’aplitude primordiale des méthodes
de |’analogie électrique dans |’analyse des oscillations des systemes
reticules d'un nombre défini de degrés de liberté. Le system qui s'est
montre le plus apte était le systéeme d'analogie dans lequel fieu mag
nétique, la vitesse la tension a une force extorquante le courant é-
lectrique. Grace a la mise a profit de la théorie des oscillations
accouplées des circuits électriques du courant alternatif |’introduc-
tion de n'importe quels termes "du coefficient dynamique"” s’est mon-
trée innutile. Dans |’élaboration on a presanté les fagons de con-
struction des modéles électriques physiques servants pour la mesure
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des grandeurs recherchées. On a élaboré aussi un programme spécial
pour les ordinateurs permettant une automacité complété des calculs
sans besoins de construction de modéles physique*3 Beaucoup d’atten-
tion on a attiré dans |’élaboration sur le modelage des vibrations
dans le régime transitoire par la mise a profit des machines électro-
niques analogues. Les bénéfices de cette méthode proposée inclinent
vers son vaste applications surtout dans les centres de projection et

de construction.
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