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1. WSTgP

Obserwowany od l a t  n ieu s ta jąc y  w zrost d z ia ła ń  dynamicznych w budow­
n ic tw ie  j e s t  powodem licznych  u c iąż liw o śc i i  zakłóceń ek sp lo a tacy j­
nych oraz cz ę s to  uszkodzeń lub nawet aw a rii . C iągle rosnąca moc s ty ­
mulatorów drgań na t l e  wyraźnej te n d e n c ji do stosow ania nowoczesnych, 
ekonomicznych ustro jów  nośnych, o zmniejszonym c ięż a rz e  i  wymiarach, 

wprowadza dodatkowe k ry te r ia  do oceny p rzydatności k o n s tru k c ji.S ą  n i­
mi pełna a n a liz a  drgań oraz utrzym anie w ie lk o śc i am plitud przem ie­
szczeń , p rędkośc i i  p rzysp ieszeń  w g ran icach  dopuszczalnych.

Dotychczasowe sposoby trak tow ania problemów dynamicznych w pro jek ­
towaniu k o n s tru k c ji ch a rak te ry zu ją  s ię  dużą różnorodnością pod wzglę­
dem u ję c ia .  Duża pracochłonność śc is ły c h  metod o b liczeń  sprowadza s to ­
sowanie ic h  do zu p e łn ie  sporadycznych przypadków,a to  z uwagi na ogra* 
.liczony czas  opracowań projektow ych.

Duży postęp  w t e j  d z ied z in ie  n a s tą p i ł  z chw ilą w ykorzystania do o- 
b lic z e ń  e lek tro n iczn y ch  maszyn cyfrowyoh o dużej mocy obliczeniow ej 
oraz w związku z opracowaniem metod numerycznych opartych  na a lgeb rze  
m acierzow ej.

Należy jednak pam iętać, że maszyny cyfrowe dotychczas wykorzysty­
wane były w zasad z ie  do sprawdzenia w ie lk o śc i am plitud a n ie  do symu­
lowania całego procesu drgań. Bardzo częs to  ograniczano o b liczen ia  do 
otrzym ania jed y n ie  c z ę s to tliw o ś c i drgań wymuszonych i  porć* an ia  ic h  
z c z ę s to tliw o śc ią  s i ł  wymuszającyoh lub o k re ś la n ia  am plitudy przez 
wprowadzenie do rachunku tzw . współczynnika dynamioznego.

Równolegle z rozwojem maszyn cyfrowych i  te c h n ik i cyfrow ej, obser­
wuje s ię  intensywny rozwój e le k tro n ic z n e j te c h n ik i analogowo-cyfrowej.
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Ketody analogowe zn a la z ły  ju ż  zastosow anie w s ta ty c e  budowli a p ro­
pagatorem  i c h  w k ra ju  j e s t  A* lis o w s k i,  a u to r  cennych prac  z teg o  za­
k re su  [l2] i  0 3 ] .

O. Dąbrowski i  1» Jaram i k i  ewicz zbudow ali sp ec ja ln y  analog  e la k  -  
try czn y  m odelujący układy prętow e [4] .

Również a u to r  n in ie j s z e j  p racy , w spó łuczestn iczy ł w p racach [15]  nad 
budową pierw szego w P o lsce  u rząd zen ia  analogowego do o b liczeń  s ta ty c z ­
nych b e lek  c ią g ły c h  i  ram, k tó rego  tw órcą b y ł A* L isow ski.

Analog te n  wykorzystywany by ł p rzez k i lk a  l a t  w jednym z b iu r  pro­
jektow ych na Ś lą sk u .

Problemom w ykorzystan ia  te c h n ik i  analogowej w o b lic ze n ia ch  s ta ty c z ­
nych poświęcone j e s t  w l i t e r a t u r z e  zag ran iczn e j szereg  prac,m iędzy in ­
nymi E . I .  Gutienm acher [ e ] , K.K. K ierop ian , T.H. C zegolin  [ lo ] ,  G.E. 
Puchów 0 8 ] .

C zęste  posług iw anie s ię  e le k tro n ic z n ą  tech n ik ą  cyfrową do o b liczeń  
dynamicznych obiektów narażonych na wpływy dynamiczne oraz ogranicze­

n ia  tow arzyszące t e j  te c h n ic e , s k ło n iły  a u to ra  n in ie j s z e j  pracy do ro z­
ważań nad m ożliw ością w ykorzystania metod analogowych w dynamice bu­
d o w li. Za wykorzystaniem  t e j  te c h n ik i  przemawiał f a k t ,  że sam proces 
f iz y c z n y  drgań ma zawsze c h a ra k te r  c ią g ły ,  będący fu n k c ją  czasu , na­
to m ia s t zasady d z ia ła n ia  maszyny cyfrow ej m ają w yraźnie c h a ra k te r  dy­
s k re tn y . D latego  t e ż  a n a liz a  c iąg łe g o  procesu  drgań przy pomocy metod 
d y sk re tn y ch  j e s t  bardzo  tru d n a , a n ie jed n o k ro tn ie  wręcz niemożliwa i  
o g ra n ic za  s i ę  do uzyskan ia am plitud poszukiwanych w ie lk o śc i. Sama in ­
t e r p r e t a c j a  wyników cyfrowych j e s t  b a rd z ie j  złożona i  pracochłonna niż 
b ezpośredn io  dostępnych wyników analogowych, będących re z u lta te m  sy­
m u la c ji  p ro cesu  drgań .

1 . 1 .  Sfmiofriw elektrom echaniczne

Metody a n a lo g ii s łu ż ą  do oceny badanych z jaw isk  na podstaw ie porów­
n an ia  Ic h  z  innym i znanymi ju ż  zjaw iskam i i  obejm ują zagadn ien ia  podo­
b ieństw a różnych  układów fizy czn y ch , chemicznych i  b io lo g iczn y ch .
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Do głównych z a le t  ty ch  metod n a leż ą : p rz e jrz y s to ś ć , poglądowość oraz 
red u k c ja  nakładu pracy o b liczen io w ej. Zgodność op isu  matematycznego 
drgań liniow ych układów mechanicznych z opisem matematycznym odpowied­
n ich  zjaw isk  w obwodach liniow ych e lek try czn y ch , tworzy podstawę do 
metod a n a lo g ii  e lek trom echan icznej.

Podobieństwo to  było  ju ż  znane w początkach e le k tro te c h n ik i ,a  p ie r ­
wsze wzmianki o a n a lo g ii  elektrom echanicznej ogłoszono na początku 
bieżącego s tu le c ia .

Podstawowe wiadomości encyklopedyczne z zakresu  a n a lo g ii w z jaw i­
skach dynamicznych podaje H.P. Olson (26] .
Na m ożliwości w ykorzystania a n a lo g ii  elektrom echanicznej w a n a liz ie  
dynamicznej mostów zw rócił uwagę również J .A . Głomb [ó ] . Wykorzystu- 
ją c  an a lo g ię  elektrom echaniczne T. Szamin w pracach [22]  i  [23]  podał 
sposób o b liczeń  osiowo obciążonych fundamentów pod maszyny. Na i s t n i e ­
n ie  a n a lo g ii  elektrom echanicznej i  możliwości j e j  w ykorzystania w ana­
l i z i e  układów dynamicznych zw ró cił uwagę m .in . S. K a lisk i [9]«

Ze względu na e lek try czn e  śro d k i obliczeniow e modelowanie j e s t  mo­
żliw e przy zastosow aniu układów p ro sty ch  a n a lo g ii lub  maszyn analogo­
wych. Układem p ro sty ch  a n a lo g ii nazywamy ta k i  układ analogowy, w któ­
rym elementy tworzące układ n ie  p o b ie ra ją  dodatkowej e n e rg ii  z a s i l a ­
ją c e j ,  a en e rg ią  s te ru ją c ą  układy j e s t  energ ia  sygnału w ie lk o śc i o b li­
czeniowych. N atom iast maszyna analogowa j e s t  urządzeniem  liczącym , w 
którym do wykonywania o p e ra c ji  obliczeniow ych należy dostarczyć do­
datkową en erg ię  e le k try czn ą .

R ozdział 2 , 3 i  4 n in ie js z e j  pracy zaw iera a n a liz ę  możliwości wy­
k o rz y s ta n ia  a n a lo g ii e lek trom echanicznej do budowy m odeli e le k try o z -  
nych symulujących drgania mechaniczne w u k ładzie  p ro sty ch  a n a lo g ii .

A nalizu jąc drgania układów prętowych o w ielu  stopn iach  swobody przy 
w ykorzystaniu a n a lo g ii  e lek trom echan icznej, dochodzi s ię  do wniosku, 
że można z a s tą p ić  skomplikowane o b licze n ia  pomiarem odpowiedniej w ie l­
k o śc i na elektrycznym  modelu rozpatrywanego układu . Można również ł a ­
two zm ieniać param etry obwodu, co pozwala zbadać zachowanie s ię  roz­
patrywanego układu prętowego przy różnych sztyw nościach, współczynni­
kach tłu m ien ia  oraz masach i  s i ła c h  wymuszających.
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Można również n ie  posługu jąc s ię  metodami pomiarowymi wykorzystać do 
o b lic z e ń  metody o b lic z a n ia  e lek try czn y ch  obwodów sprzężonych.

Zagadnieniu  temu poświęcony j e s t  ro z d z ia ł  5 , k tó ry  zaw iera również 
program na emc pozw alający na p e łn ą  autom atyzację o b liczeń .

W ro z d z ia le  6 podano sposób posługiw ania s ię  maszynami analogowymi) 
do rozwiązywania równań różniczkowych ruchu układów prętowych o w ielu  
s to p n iach  swobody. Załączono również fragm enty otrzymanych wyników w 
g ra f ic z n e j  fo rm ie .

W ro z d z ia le  7 przeanalizow ano proces u s ta la n ia  s ię  drgań wymuszo­
nych. Wskazano na m ożliwości w ykorzystania maszyn analogowych i  cy fro ­
wych do z n a le z ie n ia  p o s ta c i  drgań w s ta n ie  nieustalonym .

W ro z d z ia le  8 podano w nioski końcowe i  konkretne wskazówki doty­
czące postępowania w prak tyce posługiw ania s ię  an a lo g ią  elektrom echa­
n iczn ą  d la  an a lizy  układów dyskretnych poddanych wpływom dynamicznym.

1 .2 . Wykaz stosowanych symboli i  oznaczeń.

Założone p o s ta c ie  wzorów w n in ie js z e j  p racy , ze względu na w ystę­
pu jące  w n ich  symbole układów mechanicznych i  obwodów elek trycznych , 
wymagają stosow ania złożonego układu wskaźników. Zagadnienie to,w  ce­
lu  u n ik n ię c ia  n ie ja sn o śo i podczas c z y ta n ia  pracy wymaga w cześn iejsze­
go omówienia.

Ogólnie p rz y ję to  n as tęp u jące  za łożen iąs

-  w ie lk o śc i mechaniczne oznaczono l i te ra m i małymi, w ie lk o śc i elektryoz- 
ne natom iast l i te ra m i dużymi,

-  m acierze oznaczone są w pracy tłu s ty m  drukiem,
-  w skaźniki umieszczone są zawsze na dole symbolu.

Oznaczenia mechaniczne 

m -  masa skupiona
k -  sztywność układu mechanicznego, 
c -  s i ł a  oporu odpowiadająca jed n o stce  p ręd k o śc i, 
x  -  p rzem ieszczenie układu .
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y m przem ieszczenie układu we współrzędnych transformowanych,
p ( t ) - s i ł a  d z ia ła ją c a  na uk ład ,
s = cx - s i ł a  oporu,

ek - en e rg ia  k inetyczna układu mechanicznego,

ep - en e rg ia  p o ten c ja ln a  układu mechanicznego,
f p fu n k c ja  d y s sp a c ji,
V - prędkość,

bik - w spółczynniki bezw ładności uk ładu ,

' i , - w spółczynniki sztyw ności układu,
- w spółczynniki tłu m ien ia  uk ładu,
- w spółczynniki sztyw ności w ystępujące w równaniu Lagrange*a,

*1 - am plitudy przem ieszczeń,

A - logarytm iczny dekrement tłu m ien ia ,
ć - współczynnik tłu m ie n ia ,
« - c z ęs to tliw o ść  drgań własnych,
co - c z ę s to tliw o ść  drgań wymuszonych,

cz - zastęp cza  s i ł a  oporu (impr dancja m echaniczna),
T - okres drgań,

V ? t - s ta łe  m ateriałow e tłu m ien ia  normalnego i  stycznego,

s ik - uogólnione pom ieszczenia jednostkowe,

0 - p rz e su n ięc ie  fazowe,
t - czas rzeczy w isty .

Oznaozenia e lek try czn e

E (t)»  SEM -  ź ród ło  napięcia»
J ( t )  ■ SPM -  źród ło  prądu,
R -  opornośó,

I  -  indukcyjność,
C -  pojemność,
Er ,Ec i  El  -  spadki napięć na opornośc i, pojemności i  indukcyjno-

ś c i ,
J R, J C i  J Ł -  prądy płynące przez oporność pojemność i  in dukcy j- 

ność,
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-  ładunek  na kondensatorze,
-  strum ień  magnetyczny,

-  odwrotność oporności ( przewodność) ,

-  odwrotność pojem ności ( e la s ta n c ja ) ,

-  odwrotność in d u k cy jn o śc i,

-  en e rg ia  po la  magnetycznego zgromadzona w in d u k cy jn o śc i,
-  e n e rg ia  po la  e lek try czn eg o  zgromadzona w pojem ności,

-  fu n k c ja  d y ssp a c ji  (ro zp ro szen ie  mocy chnilow ej na oporno­
ś c i ) ,

-  oporność za s tęp cza  (im pedancja),
-  przewodność zastęp cza  (a d m itan c ja ) ,
-  w spółczynnik podobieństw a,
-  w skaźnik podobieństw a,
-  obwody rów noległe S , 1 , C i  J ( t ) .
-  k ą t p rz e su n ię c ia  prądu względem n a p ię c ia ,
-  c zas  w s k a l i  modelu e lek try czn eg o  (maszynowy).



2 . ANALOGIE EIEKTROMECHANICZNE DRGAŃ UKŁADÓW LINIOWYCH 
O JEDNYM STOPNIU SWOBODY

2 .1 . Drgania układu mechanicznego

Rozpatrzmy układ o jednym sto p n iu  swobody przedstawiony na rysun­
ku 2 . 1 .

Jako współrzędną uogól­
nioną przyjmijmy przem ie­
szczenie x masy m, k tó rą  
będziemy mierzyć od położe­
n ia  równowagi s ta ty czn e j u- 
k ładu, przy czym dodatn i 
zwrot przem ieszczenia x 
przyjmujemy zgodnie z ry s .

2.1.
Znane równania drgać układu 
nożna podać w p o s ta c i:

mx + cx + kx = p ( t ) ( 2 . l )  

Rys. 2.1

gdzie  p rz y ję to :
p ( t )  -  s i ł a  zewnętrzna d z ia ła ją c a  na uk ład , 
k -  sztywność sprężyny,
c -  s i ł a  oporu odpowiadająca jed n o stce  p rędkości (współczynnik 

tłu m ien ia  lep k ieg o ) .
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W równaniu (2 .1 ) p rz y ję to , że s i ł a  oporu j e s t  p roporcjonalna do 
p ręd k o śc i ruchu masy m

i  = c x ( t)

Ten typ  s i ł  oporu, nazywany liniowym tłum ieniem  wiskotycznym (lepk im i 
a w spółczynnik c nazywa s ię  współczynnikiem tłu m ien ia  lepkiego i  ma 
wymiar .

W ystępujące n ie lin io w e  s i ły  opona mogą byó cz ę s to  zastąp io n e  w o- 
b lic z e n ia c h  liniowymi s iłam i za pomocą odpowiedniej l in e a ry z a c ji , ' 
współczynnika tłu m ie n ia .

2 .2 .  Drgania w obwodzie elektrycznym

Będziemy rozpatryw ać układy o s ta ły c h  skupionych, to  znaczy ta k ie ,  
d la  k tó ry ch  wymiary obwodu są po tn ija ln ie  małe w stosunku do d ługośc i 
f a l i  e lek trom agnetycznej.

W układach mogą występowaó elementy czynne: ź ró d ła  n a p ięc ia1 ' E (t)  
i  prądu J ( t )  oraz elementy b ie rn e : oporność R, indukcyjność L i  po­
jemność C.

Dla wyprowadzenia równań drgań w obwodach e lek trycznych  wykorzy­
stywać będziemy znane prawa K irchhoffa .

Pierw sze prawo K irchhoffa ujmuje w p o s ta c i  równania b i la n s  prądów
9)2w węźle ' : n

k=1
(2.2)

g d z ie  n j e s t  l ic zb a  g a łęz i"^  w w ęźle, a J kU )  prądem w k - te j  g a łę -
ż i .

n ież  s i ł ą  elek trom otoryczną i  oznaczać przez SEU.

łą  w artość .
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Drugie prawo K irchhoffa ujmuje w p o s tac i równania b ila n s  napięć d la  
o c z k a o b w o d u :

A E ki t ) (2 .3 )

gdzie 1  oznacza liczb ę  g a łę z i  b iernych rozpatrywanego oczka, n l i c z ­
bę źródeł n a p ię c ia , AE^Ct) spadek n ap ięc ia  na k - te j  g a łę z i ,E ^ t )  na­
p ię c ie  i- te g o  ź ró d ła .

Rozpatrywany obwód elek tryczny  pokazano na rysunku 2 .2 . Składa s ię
on z indukcy jności I ,  pojemności C, oporności R i  ź ród ła  napię­
c ia  E ( t ) ,  w szystkie te  elementy połączone są szeregowo.

Dodatnie k ie ru n k i prądu J i  na 
pięó Bg, E^ i  Ejj pokazano na ry s .
2.2.

Er
S tosując drugie prawo Kirchhof­

f a  (2 . 3) otrzymamy

EL + Er + Ec = E (t) (2 .4)

Związki pomiędzy prądem w ob­
wodzie, a napięciam i na elemen­
tach  obwodu mają postać:

“ l
L J

Br = R J

Rys. 2 .2

(2.5)

J d t  + Eoc

g d z ie  E * E„(°) j e s t  w artośc ią  n ap ięc ia  na kondensatorze w ch w ili OC c
t  = o .

TTOczkiem nazywamy n a jp ro s tszy  obwód zamknięty w uk ładzie s ie c i .

13



Przyjm ując d a lsze  zw iązki między napięciem  E„ i  ładunkiem Q nac
kondensatorze o pojem ności C otrzymamy:

t

fQ = CE0 = \  J  d t + (2 .6 )
6

Q = J

g d z ie  Qo = CEqc.

Wprowadzając zw iązk i (2 .5 ) i  (2 .6 ) do równania (2 .4 ) otrzymamy:

LQ + Rft + ~  Q = E (t)  (2 .7)

Równanie to  o p isu je  d rgan ia e lek try czn e  w rozpatrywanym obwodzie,przy 
czym, aby uzyskaó jeg o  rozw iązanie jednoznaczne, musin^ znać dwa wa­
ru n k i początkowe.

Uwzględniają* (2 .6 )  warunki t e  można zap isać  w p o s ta c i:

Q(o) = Q0 = CE 

Q(o) = J (o )  = J

oc

(2 .8) 
o

Wynika s tą d , że d la  o k re ś le n ia  drgań w szeregowym obwodzie R1C mu­
simy znać w c h w ili początkowej n ap ięc ie  na kondensatorze oraz prąd p ły ­
nący p rzez cewkę.

Rozpatrzmy z k o le i  obwód e lek try czn y  sk ładający  s ię  z elementów RIC 
połączonych rów nolegle , przy czym obwód z a s ila n y  j e s t  źródłem prądu1'' 
J ( t ) .  D odatnie k ie ru n k i n a p ię c ia  E, prądu J  oraz prądów w g a łęz iach  
J c , J R i  J L podano na ry s .  2.3*

S to su jąc  pierw sze prawo K irchhoffa (2 .2 ) otrzymamy

JC + J R + J L “ J ( t )  (2 ,9 )

1)Z ródło  prądu J ( t )  w d a lsz e j c z ę śc i pracy nazywać będziemy również 
s i ł ą  prądom otoryczną, a oznaczać przez SPM.

14



Rys. 2 .3

Związki pomiędzy prądami i  napięciam i w obwodzie mają p o s ta c ie :

Jc -  CE 

JB ’  H E(,) (2 .10)

■i Edt + J oL

g d z ie : J  ^  = J^ (o ) j e s t  prądem płynącym przez cewkę w ch w ili t  = 0 .

W ykorzystując zależność między prądem J ^ , a skojarzonym st: umie­
niem magnetycznym V  cewki o indukcy jności I  otrzymamy

t
V -  L J L = j* E d t + Vq (2.11)

o
gdzie

V = J  T I  o oŁ

Wprowadzając zw iązki (2 . 10; i  (2 . 1 1 ) do równania (2 . 9) po p rostych  
p rz ek sz ta łce n iach  otrzymamy

c v  + ¡ ¡ v  + = j ( t ) (2 .12)
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Równanie to  o p isu je  d rg an ia  e lek try czn e  w równoległym obwodzie RIC, 
przy czym d la  jednoznacznego o k re ś le n ia  drgań musimy znaó w ch w ili po­
czątkow ej dwa warunki początkowe: prąd płynący p rzez  indukcyjnośó o- 
ra z  n a p ię c ie  na kondensatorze (co odpowiada n ap ięc iu  między w ęzłam i).

“ V  L J oL
(2.13)

V (o ) -  E(o) -  EQ

Równanie (2 .1 2 ) ma ta k ą  samą po stać  jak  równanie ( 2 .7 ) .  ró ż n i s ię  
n a to m ias t od n iego sensem fizycznym ; równanie (2 .12) p rzedstaw ia rów­
nowagę prądów w w ęźle, równanie (2 .7 ) natom iast warunek równowagi na­
p ięć  w obwodzie.

Za pomocą jed y n ie  fo rm alne j zamiany:

Q - — -  V  1 - — -  C
E -*— - J  C -  *- L (2.14)
J -  - E  R -•------   j  = G

możemy p rz e k s z ta łc ić  równanie (2 .12) na równanie (2 .7 ) oraz warunki 
początkowe (2 .8 ) na (2.13)«

Ta cecha ch a rak te ry s ty czn a  pozw alająca na p rz e k sz ta łc e n ia  równań 
(2 .12 ) i  (2 .7 ) n o s i nazwę zasady dualizm u,a obwody pokazane na rysun­
ku 2 .2  i  2 .3  nazywają s ię  obwodami dualnym i.

R ozpatru jąc  obwody dualne możemy wyznaczyć rozw iązanie  ty lk o  d la  
jednego z n ic h , a n a s tęp n ie  s to su ją c  zamianę wg r e l a c j i  (2 .14) nap i­
sać bezpośredn io  rozw iązan ie d la  drugiego obwodu.

2.3* E lek try czn e  odpow iedniości analogowe drgań układu mechanicznego

Łatwo zauważyć, że równanie (2 .1 ) o p isu jące  d rgan ia układu mecha­
n icznego ma ta k ą  samą po stać  ja k  równanie (2 .7 ) i  (2 .12 ) op isu jące  
d rg an ia  e le k try c z n e  w układach RIC.

16



I s tn i e j e  więc pełna równoważność matematycznego opisu drgań mecha­
n icznych i  drgań w obwodach e lek try czn y ch . Tożsamość ta  pozwala u s ta ­
l i ć  ana log ie  między mechanicznymi i  elektrycznym i zjaw iskam i drgań -  
ta k  zwane elektrom echaniczne an a lo g ie .

nych powoduje i s tn ie n ie  dwóch układów a n a lo g ii elektrom echanicznych. 
W pierwszym, gdzie i s t n i e j ą  an a lo g ie , s i ł a  p odpowiada s i l e  e le k tro ­

m otorycznej SEM, przem ieszczenie x -  ładunkowi Q, p rędkości v -  prąd

W drugim u k ładzie  a n a lo g ii s i ł a  p odpowiada s i l e  prądomotorycznej 
SPM, przem ieszczenie x  -  strum ieniow i magnetycznemuV, prędkość v -  
n ap ięc iu  E i t d .

Porównując równania (2 .1 ) z równaniami (2 .7 ) i  (2 .12) zestaw iono 
ta b l i c ę  2 . 1 , k tó ra podaje odpowiedniości pomiędzy parametrami układu 
liniow ego mechanicznego a parametrami obwodów elek trycznych  d la  obu 

dualnych układów a n a lo g ii .
W ykorzystując odpow iednicści analogowe elektrom echaniczne można roz­

szerzyć je  na za leżn o śc i energetyczne, zachodzące w układach d rg a ją ­
cych mechanicznych i  e lek try czn y ch . I  ta k , e n e rg ii k inetycznej układu 

mechanicznego

Zasada dualizmu w ystępująca w t e o r i i  drgań obwodów e le k try c z -

J  i t d .

.2

odpowiadają w pierwszym i  drugim u k ład zie  a n a lo g ii w yrażenia:

Dla e n e rg ii  p o ten c ja ln e j układu mechanicznego
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odpowiadają w pierwszym i  w drugim u k ład zie  a n a lo g ii  w yrażenia:

V.2 21

F unkcji d y ssp ac ji

odpowiadają w pierwszym i  drugim u k ładzie  wyrażenia

F 1

.£ ¿K ¿K

C iąg ła zmiana e n e rg ii  z jed n e j p o s ta c i w drugą, z c z ę s to tliw o śc ią  
równą podwojonej c z ę s to tliw o śc i drgań, j e s t  cechą wspólną w szystkich  
układów rezonansowych.

W układach  mechanicznych ma to  oczyw iście odpowiednik w c ią g łe j  
zm ianie e n e rg ii  p o ten c ja ln e j na k inetyczną i  odw rotnie.

P rzeanalizujem y ra z  jeszcze  obwód e lek tryczny  pokazany na r y s .2 .2 , 
k tóry  n o s i  nazwę szeregowego obwodu rezonansowego. Przyjmijmy za ło ­
że n ie , że R = 0.

N ap ięcie  E^ i  E  ̂ jako w ie lk o śc i p roporcjonalne do J bardzo s i l ­
n ie  w z ra s ta ją  podczas rezonansu. N apięcie w punkcie, w którym konden­
s a to r  łączy  s ię  z cewką, o scy lu je  w bardzo szerok ich  g ra n ic a c h .*7 chwi­
l i ,  kiedy osiąga ono najw iększą w artość d o d a tn ią , prąd równa s ię  zeru , 
a kondensator naładowany j e s t  dodatn io . Energia obwodu skupie s ię  wte­
dy w polu elektrycznym  między okładkami kondensatora. Po upływie jed ­
n e j czw arte j okresu prąd osiąga w artość maksymalną a E^ = E^ = 0. 
E nergia obwodu skupia s ię  te ra z  w polu magnetycznym wywołanym przepły­
wem prądu przez cewkę. Po upływie następnej ćw ia r tk i okresu prąd zno­
wu s ta je  s ię  równy ze ru , a n ap ięc ie  osiąga najw iększą w artość ujemną, 
en e rg ia  obviodu skupia s ię  znów ty lk o  na kondensatorze.
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Po upływie k o le jn e j ćw ia rtk i okresu n ap ięc ie  s ta je  s ię  równe ze ru , 
a prąd płynąc w przeciwną s tro n ę  03iąga w artość m aksym alnąienergia ob­
wodu zaw arta j e s t  w polu  magnetycznym cewki. Tak więc en e rg ia  c ią g le  
przepływa z cewki do kondensatora i  na odwrót. C zęstość tego  p rzep ły ­
wu równa s ię  podwójnej c z ę s to ś c i prądu. Opisany p roces i l u s t r u je  ry s .
2 .4 .

Odpowiedniości między param etram i podane w ta b l ic y  2.1 stanow ią 
podstawę e lek trycznego  modelowania drgać układów mechanicznych. Przy 
czym modele można budować wg pierwszego lub drugiego układu a n a lo g ii .
W ta b l ic y  2 .2  zestaw iono zw iązki pomiędzy prądami a napięciam i,w  któ­
rym w ystępują elementy b ie rn e  BIC.

T ab lica  2.2

Elementy
obwodu Oznaczenie N apięcie  na elemen­

ta c h  obwodu
Prąd płynący przez 

elementy obwodu

Oporność - J l l f t b - ER ■ BJ = B5

Induk-
cyjność

L
- O l f i r r - E^ = LJ = LĆf

0

Pojem­
ność

c

— ii— V  C | Jdt+EoC= C Q + 

+ EoC

J c = CE = CV

W przypadku rozpatryw ania an a lo g ii elektrom echanicznych d la  drgać 
sk rę tnych , to k  rozumowania oraz odpowiedniości d la  układów analogo­
wych p o zo sta ją  bez zmian, natom iast zam iast s i ły  musimy wprowadzić mo­
ment s iły » zam iast przem ieszczeń liniow ych -  kąty ob ro tu , zam iast masy, 
masowy moment bezw ładności, zam iast współczynnika sztywność-1 ,  sztyw­
ność sk rę tn ą , oraz zam iast współczynnika tłu m ien ia  drgać liniow ych 
współczynnik tłu m ien ia  drgać sk rę tnych .

A nalogia pomiędzy drganiam i w układach mechanicznych i  e lek try cz ­
nych zachodzi szczegó ln ie  w yraz iśc ie  w przypadku re zo n an su .P rześ led z i­
my to  d la  przypadku an a lizy  obwodów elek trycznyoh  prądu s in u so id a ln e­

go.
21



e le k tro te c h n ic e  a n a liz a  obwodów prądu sinuso ida lnego  (s ta n  u s ta ­
lony i odbywa s ię  metodą symboliczną*

Zam iast wykresów czasowych wprowadza s ię  badania wektorów na p ła s z ­
czy źn ie  ze sp o lo n e j. Opis metody można zn a leźć  w pracach poświęconych 
e le k tro te c h n ic e  np.

Dla zaznajom ienia z podstawowymi pojęciam i metody sym bolicznej prze­
analizujem y obwody szeregowy i  rów noległy RLU przedstaw ione na ry s .
2 .2  i  2 . 3 *

J e ż e l i  założymy d la  obwodu szeregowego ( ry s .  2 . 2 , że s i ł a  e le k tro ­
motoryczna E ( t)  j e s t  określonem wzorem S ( t)  = E s in  (cot +¥) to  impe-c
d an c ja  będzie ok reślona wzorem

i

Rys. 2 .5
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Natom iast zw iązki pomiędzy napięciam i na opornośc i, cewce indukcy j-
1 )n e j ,  kondensatorze oraz prądem J  pokazano na ry s .  2 .5  p rzed staw ia ją ­

cym t r ó jk ą t  n ap ięć .

Prąd j e s t  p rzesu n ię ty  względem n ap ięc ia  o k ą t /b dany wzorem

col -  —
teyb * ~— 5 ~  (2 . 16)

Amplituda prądu zatem równa s ię

r  ^ T  (2- ,7 )
fz - |/(  coL -  — ) + R

W przypadku braku oporności w obwodzie (R=0), d la  coL = — wielkośćcoc
prądu w zrasta do n ieskończoności, mówimy wtedy o rezonansie  nap ięc io ­
wym w obwodzie szeregowym.

Wyniki d la  obwodu równoległego ( ry s .  2 . 3) są podobne do wyników dla 
obwodu szeregowego. Można je  otrzymać wprost k o rzy s ta jąc  z zasady dua­
lizm u.

Wzór (2 . 15 ) o k re ś la jący  impedancję przechodzi we wzór (2 .18) okre­
ś la ją c y  adm itancję

GZ + ¡ 2  <2 *18)

We wzorze tym w szystk ie grupy wyrazów stanow ią odwrotność odpowied­
nich  wyrazów ze wzoru (2 . 17 ) .
Amplituda n ap ięc ia  dana j e s t  przez wzór

E •» -7 -  = --------      (2.19)
Gz

1 Na ry s .  2 .5  i  2 .5  oznaczono: Jn -  oś u ro jona , Re -  oś rzeczyw ista
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W przypadku braku oporności w obwodzie (R=0), d la  coc = —V  w ielkośćcOL
n a p ięc ia  w zrasta  do n ieskończoności, mówimy wtedy o rezonansie  prądo­
wym w obwodzie równoległym.
N atom iast zw iązki pomiędzy prądami oraz napięciem  E(t)pokazano na ry ­
sunku 2.6  -  t r ó jk ą t  prądów.

Rys. 2 .6

N apięcie  j e s t  p rz e su n ię te  w fa z ie  względem prądu o k ą t f> dany przez 
wzór:

COC------
t g  p  = --------------------------------------------------- (2 .2 0 )
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Dla układów mechanicznych w przypadku wymuszeń wywołanych s i ł ą  har­

moniczną P ” P0 s in  ( w t  + 0 )  układ drga z p rędkością  v = vQ s in c n t,  
meohaniczna im pedancja, k tó ra  odpowiada prawu Ohma, d la  układów mecha­
nicznych p rzy b ie ra  postać

Itykorzystu jąc ana log ie  elektrom echaniczne. T. Szamin w pracach |22] 
i  [23J podał sposób o b licza n ia  metodą a n a lo g ii e lek try czn e j obciążo­
nych osiowo blokowych fundamentów pod maszyny. Autor p rzy toczy ł pod­
stawy w ykorzystania t e j  metody podając przykłady posługiw ania s ię  n ią  
w szczególnych (obciążen ie  osiowe) przypadkach o b liczeń  fundamentów 
blokowych obciążonych s iłam i harm onicznie zmiennymi.
N iedosta teczne p rz y ję c ie  s ię  wśród projektantów  omawianej metody t ł u ­
maczyć można brakiem znajom ości podstaw a n a lo g ii elektrom echanicznej w 
sto p n iu  pozwalającym na w ykorzystanie podobieństwa zap isu  matematycz­
nego, jak  również n ied o stęp n o śc ią  maszyn analogowych pozw alających na 
modelowanie układów elek trycznych  jako odpowiedników układów mechanica-

(2 .21)

nych.
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3 . ANALOGIE EIEKTROŁIECHAIilCZNE DAGA?! UKŁADÓW UNIOWYCTI 
O SKOŃCZONEJ LICZBIE STCHil SWOBODY

3* 1 • Metody k o n s tru k c ji  równań drgań układów prętowych dyskretnych

Rozpatrywać bodziemy tzw . d rgan ia  m ałe, to  znaczy ta k ie ,  gdzie  mak­
symalne w ychylenia punktów układu z położenia równowagi są  na ty le  ma­
ł e ,  że ruch  układu można op isać  liniowymi równaniami różniczkowymi.

Drgania odbywają s ię  dookoła po łożen ia  równowagi s ta ty c z n e j ,  a u- 
k ład  mechaniczny ma n s to p n i swobody, gdzie 1< n < ° ° .

Metody k o n s tru k c ji  równań liniow ych układów mechanicznych opisane 

są  szczegółowo w w ielu  p racach  n p . [ ’ ]  ‘  W -
W n in ie jszy m  ro z d z ia le  zajmiemy s ię  budową równań ruchu k o rz y s ta jąc  z 
t r z e c h  znanych w mechanice budowli metod a m ianowicie:

-  metody o p a r te j na równaniu Lagrange'a drugiego ro d za ju ,
-  metody s i ł ,
-  metody przem ieszczeń.

W ykorzystując równania Lagrange*a drugiego ro d za ju , ruch  układu o n 
s to p n iach  swobody w yrazi s ię  w p o s ta c i:

n n n

X h *  * * + * k + xk = qi ( t )  { 3 - 1)
k=i k= 1 k=1

g d z ie  i  = 1 , 2 , . . . ,n .



W ystępujące we wzorze w spółczynniki bezwładności układu ob liczyć
można ze wzoru na en e rg ię  kinetyczną«

ek “ 2 ¿ L  bik  * i  \  
i ,  ics=1

Natom iast w spółczynniki sztyw ności dik , ob liczyć  można ze wzora na 
en erg ię  p o ten c ja ln ą :

eP =
i^c=1

S ta łe  c^^ = Cj.^ są współczynnikami tłum ienia*

Przyjmowanie współczynników c ik  wymaga pewnego w y jaśn ien ia .
N a jc zę śc ie j używaną m iarą tłu m ie n ia , stosowaną w prak tyce p ro jek to ­

wej, j e s t  logarytm iczny dekrement tłu m ien ia .

A  = 1  ln ^  
n

gdzie
a . ,  a -  am plitudy, początkowa i  końcowa odcinka wibrogram u,zawie- i  n

ra jąceg o  n pełnych c y k li  drgań.

Logarytmiczny dekrement tłu m ien ia  określony j e s t  n a jc z ę śc ie j na 
drodze an a lizy  wykresów drgań -  wibrcgramćw uzyskiwanych w teku  badań 
dynamicznych is tn ie ją c y c h  obiektów . W a n a liz ie  drgań ustro jów  o je d ­
nym sto p n iu  swobody powszechnie używaną m iarą tłu m ien ia  j e s t  również 
współczynnik tłu m ien ia  <2 . Obie miary łączy  zależność

A  = ĆT
gdzie

T -  okres drgań.
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Przyjm ując z a ło ż e n ie , że s i ły  oporu p roporcjonalne są do p ierw szej 
p o tę g i p rędkośc i o d k sz ta łcen ia  otrzymamy znane równanie ( 2 . 1 )

bk + cx + kx = 0

O znaczając:

ć=  —  -  w spółczynnik tłu m ien ia

Układ p o siad a jący  początkowe wychylenie xq i  początkową prędkość 
x q = 0 przyjm uje ogó ln ie  znane rozw iązanie:

x = xq e (co s  c(t + — s in  cęt)

gdzie
cc -  c z ę s to tliw o ść  drgań własnych tłum ionych,

T = ^ - *  -  okres drgań własnych,
A  = £ T  -  logarytm iczny dekrement tłu m ie n ia .

Zmienność am plitud określona j e s t  fu n k c ją

g d z ie : n -  l ic z b a  pełnych obrotów.
W równaniu (3*1) w ystępuje w spółczynnik tłu m ien ia  lepkiego  c o wy­
m iarze [t s /m j.

W d ostępnej l i t e r a tu r z e  b rak  j e s t  in fo rm ac ji na temat badań doty -  
czących w ie lk o śc i teg o  w spółczynnika. C zęsto zakłada s ię  [9] ,  że d la  
układów o w ielu  s to p n iach  swobody w ie lk o śc i współczynnika są propor­
c jo n a ln e  do w ie lk o śc i mas.



W rozwiązanych w n in ie js z e j  pracy przykładach posłużymy s ię  również po­
wyższym założeniem .
Założymy rów nież, że:

Odpowiada to  tłu m ien iu  układu o jednym sto p n iu  swobody, d la  którego: 
A = 0,25» I  = 1,0  s i  m •  20,0 t  (masa u k ładu).

W. (Jawrcński i  J .  Kuszewski w pracy wprowadzając podział układu 
rzeczyw istego  c iąg łeg o  na sztywne elementy skończone, połączone między 
sobą elementami sprężystym i i  elementami tłumiącym i o ch a rak te ry s ty ­
kach lin iow ych. Autorzy wyprowadzili w oparciu  o te o r ię  sp rę ży s to śc i,
przy za ło żen iu  modelu Teologicznego K elvina -  V oigta, wzory na współ-

1 )czy n n ik i sp rę ż y s to śc i i  tłu m ien ia  . P rzy  czym w wyniku badań d la  s ta ­
l i  o trzy m ali następu jące  s ta łe  m ateriałow e tłum ien ia  normalnego i  s ty ­
cznego przy śc isk an iu

W przypadku o b licza n ia  drgań k o n s tru k c ji stalowych można posłużyć 
s ię  tym i współczynnikami.

W przypadku ogólnym w równaniu (3 .1 ) w ystępują w szystk ie współrzęd-

Rozpatrzmy z k o le i  budowę równań ruchu wyprowadzonych przy wykorzy­
s ta n iu  metody s i ł .

Metoda s i ł  po lega, jak  wiadomo, na wyrażeniu n ieza leżnych  uogólnio­
nych przem ieszczeń mas układu przez w szystk ie s i ły  d z ia ła ją c e  na układ 
i  odpowiednie w spółczynniki wpływu.

W przypadku ro z c iąg an ia  za le żn o śc i między naprężeniem i  o d k sz ta ł­
ceniem jednostkowym mają postać

V « 100 totJs/cm2
2

= 50 kGs/cm

ne uogólnione x. oraz ich  pierw sze i  d rug ie pochodne.

0 ( t )  = E f i( t)  +V £ ( t)  ‘ n
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Zajmijmy s ię  układem o n sto p n iach  swobody, którego ruch  opisany 
j e s t  za pomocą n współrzędnych uogólnionych x^, i  s  1 , 2 , . . . , n ,  z 
k tó ry ch  każda p rzedstaw ia  n ie z a le ż n ie  od pozosta łych  przem ieszczenia 
( lu b  kąty obro tu) jed n e j z mas układu.

W spółczynnik 5 ^  j e s t  równy uogólnionemu przem ieszczeniu  x^ 'Wy­
wołanemu d zia łan iem  uogó ln ionej s i ł y  równej je d n o śc i przy łożonej w 
punkcie k, na kierunku x^.

Przy p rz y ję c iu , ja k  w ro z d z ia le  drugim, s i ł  oporu d z ia ła ją cy ch  na 
masy' uk ładu , przem ieszczenia uogólnione poszczególnych mas można przed­
staw ić  w n a s tę p u ją c e j fo rm ie:

n n

xi  -  ck V  Sik  + S  Pk ( t )  8ik  (3 ,2 )
k«1

gd zie  i  = 1 , 2 , . . . , n .  
sez p^("fc) oznaczono
Równanie (3 .2 )  p rzedstaw ić  można w n as tęp u ją ce j fo n o ie

P rzez  Pk ( t )  oznaczono s i ły  zewnętrzne d z ia ła ją c e  na masy układu.

+ Z / V k  + V k } 5ik  p* ( t )  SiA (3*3)

g d z ie : i  = 1 , 2 , . . . , n .

S to su jąc  z k o le i  metodę przem ieszczeń wyrażamy uogólnione s i ły  dzia­
ła ją c e  na poszczególne punkty układu poprzez uogólnione przem ieszcze­
n ia  w szystk ich  punktów, do k tó rych  przyłożone są s i ły  oraz współczyn­
n ik i  sztyw ności r ^ .  W spółczynnik r ^  j e s t  równy uogóln ionej s i l e ,  
k tó rą  należy  przyłożyó w kierunku uogólnionego przem ieszczenia x^,aby 
utrzym ać układ w równowadze, gdy przem ieszczenie = 1 , a p o zo sta łe  
przem ieszczenia uogólnione x^ = 0 d la  i^ k  oraz i  = 1 , 2 , . . . ,  n .

Przy p rz y ję c iu , ja k  w m etodzie s i ł ,  w ie lk o śc i s i ł  oporu oraz s i ł  
wymuszających warunki równowagi uogólnionych s i ł  można p rzedstaw ić w 
f  orm ie: □

■ n , x , -  c , . i  ■ i ____ _
k=1

g d z ie : i  = 1 , 2 , . . . ,  n .

ni x i - ci xi  ' Pi ( t )  ^  (3*4)
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Równanie (3*4) można zap isać  inaczej

n

mi V ci * i + y ~ ! r i k * k s p i u )  (3<5)
k*1

3 .2 .  Drgania w liniow ych sprzężonych obwodach elek trycznych

Obwody e lek try czn e  wpływają na s ie b ie  wzajemnie, j e ż e l i  mają np. 
jedną g a łąź  wspólną -  mówimy wówczas, że są one ze sobą sprzężone po­
przez t ę  g a łą ź . W najogóln iejszym  przypadku wspólna g a łąź  może zawie­
rać  indukcyjność 1 , oporność R i  pojemność C.

Na ry s .  3.1  pokazano n a jo g ó ln ie jszy  sposób sp rzężen ia  dwóch e lek ­
trycznych  obwodów drga jących , przy pomocy wspólnej g a łę z i  zaw iera ją ­

ce j elementy skupione L12, R12 i  C12.

L i Cf R 1 &2. Cz ¿ 2
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W ykorzystując d ru g ie  prawo K irchhoffa (2 .3 ) otrzymujemy n as tęp u ją ­
ce rów nania różniczkowe d la  rozpatrywanego obwodu:

1,5, * h,«, + j l  «, * ^ 7 *  V Ś * V ł  V V 5P ■ >,(t)

V « 2
(3 .6)

L2Q2 + R2^2 + Q2 + “O , /  + fi1 2 ^ W  + L12( W  = S2 (^

Po uporządkowaniu będzie :

U 1+L12}*Ś + (R 1+R12}Ś  + (Ć 7 + C ^ )Q1 + L12^2 + R12^2 + C ^ 2 =E1( t )  

L12^1 + R12®1 + V  lL2+L12^*2+ (R2+R1 2 ^ 2  + + CT2^Q2 “E2 ( t ^

W d a lsz e j c z ę ś c i n in ie js z e j  pracy rozszerzymy za p is  (3 .6 ) na n ob­
wodów szeregowych i  równoległych RIC sprzężonych ze sobą w sp e c ja ln ie  
dobrane sposoby.

N ależy dodaó, że d rg a jące  układy mechaniczne rozpatrywać możemy o- 
czyw iście  jako  układy analogowe w stosunku do e lek try czn y ch ,p rzy  czym 
sp rzężen ie  zrealizow ane j e s t  poprzez sp rężystość  układu [k] , masy [m] 
i  s i ł y  oporu [c] .

Jednakże sp rzężen ia  w ten  sposób po ję tego  n ie  można przedstaw ić w spo­
sób równie łatw y ja k  sp rzężen ie  obwodów e lek try czn y ch .

Szczególne tru d n o śc i napotyka s ię  przy budowie modeli mechanicznych 
k tó re  są analogami układów e lek try czn y ch , przy czym d rgan ia  opisane 
są w sposób n a jo g ó ln ie jszy  równaniami Lagrange'a drugiego ro d z a ju (3.l) .

Należy zw rócić uwagę na obowiązujące przy rozwiązywaniu obwodów e -  
lek try czn y ch  trz y  zasady:

-  zasada su p erp o zy c ji: ze względu na lin iow ość przedstaw ionych u k ła ­
dów równań można sumować wpływ poszczególnych s i ł  e lek trom otorycz­
nych E (t)  i  prądomotorycznych J ( t ) ,

-  zasada wzajemności: w omawianych układach można zam ieniać m ie jsca­
mi w skaźniki w w ielkościach  charak tery zu jący ch  sp rzężen ie  dwóch czło­
nów np. = l k i  ( j e ż e l i  s i ł a  elektrom otoryczna E (t)  zaczepiona w
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g a łę z i  i - k  wywoła w g a łę z i  n - r  prąd J ( t ) ,  to  tak a  sama s i ł a  e le k tro ­
motoryczna E (t)  w pięta w g a łąź  n - r  wywoła ta k i  sam prąd ( J ( t )  w ga­
ł ę z i  i -  k ) ,

-  zasada w yodrębnienia: można wyodrębnić (odciąć) dowolną część s i e c i  
od re s z ty  pod warunkiem, że do poszczególnych par punktów p rz ec ię ­
c ia  dołączymy bezoporowe s i ły  elektrom otoryczne równe n ap ięc iu , j a ­
kie i s t n ia ły  między tymi punktami przed p rzecięciem .

O czywiście, w szystk ie  t e  trz y  zasady mają swoje ana log ie  w mecha­
n ice  w tw ierd zen iach  o superpozycji wpływów wzajemności przem ieszczeń 
i  m etodzie przekrojów .

3*3» Analogie o p arte  na równaniach Lagrange*a drugiego rodza.lu

Podany we wzorze (3 .1 ) układ równań opisu jących  ruch układu o n 
s to p n iach  swobody wyprowadźmy przy w ykorzystaniu równań Lagrange*a 
drugiego ro d za ju , podać możemy również w z a p is ie  macierzowym:

(3 .7 )

b x  + c x  + r x = q

gdzie

b11b 12......... b1n c 11c 12***, , c 1n

b21b22......... b2n
C =

c2 i°2 2 '* * * ’°2n

ni n2 nn Cn1Cn2 , ’ **,0nn

r l l r l 2 , ***, r ln X1 q .,(t)

r  = r 2 lr 22......... r 2n X = *2
•
•

«ig-it)
••

1

•••Ot

1 1i

q „ ( t)
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Rozpatrzmy pokazany na ry s .  3 .2 schemat układu e lek try czn eg o , któ­
ry  zaw iera n obwodów R ^ ,  L ^ ,  C ^ ,  sprzężonych ze sobą wzajemnie 
poprzez szeregowe obwody L^n , C ^ ,  R ^  (podwójne indeksy wprowadzono 
ze względu na form alne up roszczen ie  w układaniu  równań).
Liczba elementów sprzężonych równa j e s t :  t

Lin TOT* 1

Lii
i— Tnnr1—

■ f n i K -
1— w v —

A / . m
— vvv—■*&Ai

/ ,« [  ] ¡ujj /.«[ ] /* -C.S

sKKtrL_

Rln

Rys. 3*2.

W ykorzystując pierw sze prawo K irchhoffa równania prądów d la  obwodów
1 ,2  . . .  i  . . .  n przy za ło żen iu  że :

—  Y  = v
d t k k

otrzymamy:

k=1 k=1
k+1 k f 1

k=1
k+1

1 k

34



k=1 k=1 2ti
k*2 k*2

k=1 dk 
k*2

(3 .8)

C Y  nn

k+n k+n

aa

k=»1 n 
kfn

Równanie (3*8) można nap isać w p o s ta c i

‘ ¿ s r  v i  * E i r l ' i  ł ^ cik y k
k=1 k- 1  lk  k*1 lK k=1 k*1 ik

k +

k+i k+i

(3 .9 )

+Z ^ k > j i        .k»1 llc
k f i

W z a p is ie  macierzowym równanie (3 .9 ) p rzyb ie rze  postać

c v  +Gv +r v  = i  (3. 10)
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g d z ie :

£ c ik  k 1K °12......... Cin

c - C21 ^ C2k......... C2n

Cn1 Cn2**#* ę nk

2  i 1-k 1k
1

«12* '
1
1n [ Z f

k 1 k
1 1T
12 1n

G -
«21 k 2k

r - _L_
L21

y _ i _  _i_
Z -JT  #••••▼

k 2k 2n

_L
Rn1

_L
Ln1

V 1 J , ( t )

^ 2
3  - f 2 (  . * >

v :

.  n  -

j n ( t >

K rów naniu 13»10) m acierze C *6,1” są m acierzami symetrycznymi, k tó rych  
elem enty leżące  poza p rzekątną główną «il£( i  ł  k) są  odpowiednio po­
jem nościam i, opornościam i i  in d u k cy jn o śc ian i sprzęgającymi»

Porównując równania macierzowe (3 .7 ) i  (3 .10) widzimy wprost odpo- 
w ied n io śc i m acierzy

b —— C, c —— G, r — T, 3, X**—-*/*
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Pomiędzy poszczególnymi elementami m acierzy zachodzą odpowiedniości

n
A
-  ° i k  » u  •

k-1 
n

a 1 a V

4 Z 1

Ci k “ Rl k  ci i  " Z a \ k
k-1 1

n
„ A 1 A

ik  Lł t , " i i  ~ 1
ik  W  ik

P±( t )  » J A( t )

W ykorzystując zasadę dualizmu w e le k tro te c h n ic e  można oczyw iście 
Podać równanie układu dualnego w stosunku do układu pokazanego na rys. 
3*2, k tó ry  odpowiada I  rodzajow i a n a lo g ii .  Tworzy go układ z szerego­
wo połączonych obwodów RLC i  E (t)sprzężonych ze sobą poprzez szerego­
we g a łę z ie  H±k, Ci)ęt L ^ .

W ykorzystując drug ie  prawo K irchhoffa, równanie napięó przy za ło że­
n iu :

« “ k -  Jk

będz ie  m iało  po stać :

Li i  « 1 ♦  " l i  5 i ♦ «1 Łik t5 i  ♦ «k>
k-1
k+i

(3.11)

“ n

X  t :  i9 i  * v  -  biI. a ikk-1
fcfi

k-1
k*i i  * 1 , 2 ,* . . ,n
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lub in a c z e j :

¿  Lik  Qi  + ¿  Rtk  * i  + ¿ ć j :  Qi  + ] [ ]  Lik  *k + 
k=1 k=1 k=1 k=1

k ^ i

(3 .12)
n r

k=1 k-1 1K
k ^ i k f i

i  — 1 , 2 , . . . , n

•7 z a p is ie  macierzowym równanie (3 .12) przyjm ie p o s tać t

LQ+ R Q + S Q  = E v (3» 13)

g d z ie :

w
*

! 
■

L12, . . . , L1n
X ? 1  k

k
R2 k ’ " * ' R1n

L = L21 ? L2k .......... ^2nk R = «21 ę H 2k, . . . , R2n

Ln1 Ln 2 , , * * * I]Lnk
k

Rn1
k

S r ~k u 1k
1

C12 '
1

• • • i 77
1n

Q1 Ct) E ^ t )

s -
1

C21 k 2k
1

• • • » r>
2n

Q - Q2 ( t )
••

E = E2 ( t )
••

1
Cn1 ć 2- *n2 • J& 3-

k nk

•

Qn ( t ) En t t )



W równaniu (3*13) m acierze Ł , R , 5  są macierzami symetrycznymi. 
Porównując równania C3»7) i  (3«13) stwierdzamy odpowiedniosć m acierzy

-L , c - —~R , r  —— S  , x-<—-Q , g - — ~E

Pomiędzy poszczególnymi wyrazami macierzy zachodzą odpowiedniości

bik  = Lik S Ż :i i  "  X . “ ik  
k=1

n

Cik  = Rik

a  1
ik  Cik

P1 ( t )  = S ± U )

= y -1 r ..i i  /  J IK
k=1

n
r . = Y "  - L -
i:L Cikk=1

3 .4 . Analogie onąrte  na m etodzie przemieszczeń

Łątwo zauwaiyć, źe n a jp ro s tsz y  za p is  w sen s ie  matematycznym posia­
da układ równań op isu jący  d rg a n ia ,a  wyprowadzony prz,y pomocy metody 
przem ieszczeń. Z apis ten  podaje visor (.3*4), k tó ry  w za p ic ie  m acierzo­
wym p rzy b ie rze  postać

m x  + c x +  r x » p 13.14)

gdzie
0» « ■ • | 0

i-----
o•••ooL.

m  =
On̂  i • • • 10

C =
0 c2 t • • • 90

0 Of••• n_ 0 0 1 • * • 9 cn
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r11r12, ***,r1n *1 p /t)

r = r21r22,. . . ,r 2a X = *2
•

p =
p2(t)
•

ni n2 nn

••

Xn.

••

pn(t}

Porównując z a p is  (3*14) z zapisem (3*10) łatw o zauważyć, że s t a j ą  s ię  
one identyczne w przypadku, kiedy m acierze C i  G z równania 13.10) 
s t a j ą  s ię  m acierzami diagonalnym i, co prowadzi w sen s ie  fizycznym do 
zmiany sp rzężen ia  RLC w sp rzężen ie  ty lk o  indukcyjne L. W konsekwencji 
te g o , układem elektrycznym  modelującym drgania układu mechanicznego 
opisanego metodą p rzem ieszcz eń ,je s t układ pokazany na ry s .  3. 3 .

¿-•f n

W ykorzystując pierw sze prawo K irchhoffa równanie prądów d la  i - te g o  wę­
z ła  będzie m iało  p o s tać :

" u  n + ^  * 1 4 v i i j ;  <łi 4 V  ■ l3-15)
k * i
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Równanie (3*15) in acze j zap isane:

n n

' » n  * r ;  ń  « X V -  » ' i  * X  i ' ' ' -  ■ J * ( t )  l3 - ’6)
t o - 1  J c - 1  1 K

tofi

V zapisie macierzowym będzie:

cv+G*i>+rv« j  (3.17)

M acierze C , G * r  ta k ie  saoe ja k  a  równaniu (3 .1 0 ) , z tym, 4e macie­
rz e  Ci 6 aą diagonalne , tj«:

+ 0 1 - k
ci k - -  0 i ł k

ł 0 i  -  k
ci k - i  4 k• 0

Porównując zap isy  (3 .17 ) i  (3 .14 ) stwierdzamy odpowiednioóć macierzy

m—— C c " — G  r  ——T*
x — *  p — J

Pomiędzy poszczególnymi elementami m acierzy zachodzą odpowiednio*:i

A
“i i  ’ Ci i

A
Ci i - JL

\ i
A

' I M *
A

ru  * Jew1Łik
A

* i- vi Ptlt) • JACt)
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W ykorzystując zasadę dualizmu można podad równanie obwodu dualnego 
d la  obwodu pokazanego na ry s .  3 . 3 , k tó ry  będzie odpowiadał pierwszemu 
układowi a n a lo g ii

n n

k*i

i  — 1 , 2 , . . . , n

lub w fo irc ie  m acierzow ej:

LQ + R Q + S Q 3 E ( 3 . 19)

W porównaniu z macierzami równania (3*13) m acierze L i R są diago­
n a ln e .

I  tu  te ż  można s tw ie rd z ić  odpowiedniość między zapisam i (3 .14) i

( 3 . 19) .  t j :

m -— -L c - — - R r -— ► S

x  —  Q p  E

3 ,5 . A nalogie o p arte  na m etodzie s i ł

Wyprowadzone w ro z d z ia le  3*1 w oparc iu  o metodę s i ł  równanie ró ż ­
niczkowe ( 3. 3) o p isu jące  d rg an ia  lin iow e układu mechanicznego przed­
staw ić możemy w p o s ta c i  m acierzowej:

x  + S  ( r n x + c i ę )  ( 3. 20)

^ i  « i  + Ri i  3
k=1
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w którym macierze :X , m , C i p  są identyczne jak w równaniu (3 .14) ,  na 
tomiast macierz 5 ma postaó:

1n

521 622'**,,6 2n

>ni

Podzielmy równanie (3 .20) ¿ rz e z  m acierz 8 i  przekształćm y do po­
s t a c i

•• • j  - i
m  x + c x  + o  x  = p (3.21)

Jak łatw o zauważyć, równanie (3-21> j e s t  analogiczne z równaniem(3 .14) 
a w szystkie zw iązki wynikające z a n a lo g ii  elektrom echanicznej wypro­
wadzone w ro z d z ia le  3 .4  mają i  tu  zastosow anie, w ystarczy wykonać pod­
staw ien ie

r  = 5 -1 (3.22)

Oczywiście obowiązuje tu  również zasada budowy układów dualnych.
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4 . WKOHZYSTANIE ANALOGII ELEKTROKECHANICZNEJ 
DO OBLICZANIA DRCAlS

Bardzo cz ę s to  zam iast w sposób fizy czn y  budować układ e lek try czn y  
będący analogiem  układu mechanicznego i  dokonywać pomiarów in te re s u ­
jący ch  nas w ie lk o śc i, w ystarczy w sposób n ie jak o  formalny zam ienić u- 
kład mechaniczny na e lek try czn y , wykorzystać metody obliczeniow e s to ­
sowane do o b lic z e n ia  obwodów e lek trycznych  i  po o b licze n iu  w ie lk o śc i 
e lek try czn y ch  zam ienić j e  na poszukiwane w ie lk o śc i mechaniczne.

Ogromne u s łu g i  oddaje tu  w ykorzystanie ETO, d z ię k i k tó re j n ie  t y l ­
ko autom atyzuje s ię  sam proces obliczeniow y, a le  również automatyza­
c j i  podlega form alna zamiana w ie lk o śc i mechanicznych na e lek try czn e  1 
na odwrót.

W przypadku o b liczeń  "ręcznych" konieczna j e s t  znajomość metod o- 
b lic z e ń  obwodów e lek try czn y ch  liniow ych prądu przemiennego o s ta ły c h  
param etrach HLC. Metody te  op isane są szeroko w w ielu  p u b lik ac jach  
sp ec ja lis ty c z n y c h  z tego zakresu  np. w pracy G. Cholewickiego |3 j .

W sposób dostępny d la  inżynierów  nieelektryków  zagadnienie to  przed­

staw ione z o s ta ło  przez A. Lisowskiego i  A. Siemieńca w pracy [’« ]•

4«1. D obieran ie w a rto śc i elementów obwodów elek trycznych

Zasada modelowania za pomocą układów p rostych  a n a lo g ii  polega na 
odwzorowaniu ty ch  samych równań za pomocą różnych układów e le k try c z ­
nych, w k tó rych  stosunkowo p ro s to  można uzyskiwać p rz e b ie g i poszuki­
wanych zmiennych w za le ż n o śc i od różnych fu n k c ji  wejściowych i  zmiany 
ic h  parametrów.
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Warunkiem koniecznym podobieństwa dwóch różnych zjaw isk (f izy cz­
nych, che.idcznych, b io log icznych  lub innych) j e s t  o p isan ie  ich  tymi 
samymi zależnościam i matematycznymi. J e s t  to  warunek konieczny, a le  nie­
w y starcza jący . D latego t e ż ,  aby móc zamodelować np. układ mechaniczny 
p rzez obwód e lek tryczny  're a ln y  f iz y c z n ie )  i  dobrać odpowiednie war­
to ś c i  HIC i  CM czy SHs n s . ':;ży wykorzystać pozosta łe  teorem aty t e o r i i  
podobieństwa. Rozpatrzymy je  w k o le jn o śc i wg pracy L. M ullera [17]  • 

Drgania układu mechanicznego wyprowadzone metodą przem ieszczeń po­
daj e za p is  ( 3 .1 4 ) ^ .

m x + c x + r x =  p

gdzie
m , C  -  m acierze d iagonalne o elem entach zawsze dodatn ich ,
P -  macierz symetryczna p o siad a jąca  zawsze dodatn ie elementy na

głównej p rzek ą tn e j,
X , p  -  macierze kolumnowe.

Zapis ten  można przedstaw ić w form ie n ieco p rzek sz ta łco n e j:

n

V i  + c i * i  + r i i xi  + ę  r ik  xk = pi  (4 -1)

k+i

g d z ie ; i  = 1,2 . . .  n .

Jak  wykazano w ro z d z ia le  trzec im  przy w ykorzystaniu pierwszego sy­
stemu a n a lo g ii otrzym uje s ię  równanie obwodu elek trycznego , analogowe­

go do równania (3 .141, dane zapisem (3*13)

LQ+ R0 + 5Q - E

1^Jak wykazano w ro z d z ia le  3.5  do tego samego zapisu  da s ię  również 
sprowadzić równanie drgań wyprowadzone przy w ykorzystaniu metody s ił.
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s to su ją c  zaś d ru g i rodzaj a n a lo g ii  e lek try czn y ch  otrzymujemy równanie:

c q + g  y + r y  - j
g d z ie

L ,R,C,G -  m acierze d iagonalne , przy czym ja k  wynika z warunków fi­
zykalnych elem enty ty ch  m acierzy powinny byś d o d a tn ie , 

S iT  -  m acierze symetryczne o elem entach dodatn ich ,
Q,%E,J -  m acierze kolumnowe.

M acierz S  i  F  mają p o stać :

k-1 1K

_1_ _L_
C12........ C1n

£  = 1
C21

1
Cn1

k*1
T ̂  t • • •

12 ^ n

r  =
£

¿ i  r*“ ****. r 1-
k-1 2k 2n

■¿7

K ry te ria  podobieństwa przeanalizu jem y d la  układu elek trycznego  opi­
sywanego przez równanie (3»10), a więc d la  drugiego ro d za ju  an a lo g ii»  
d la  pierw szego to k  rozumowania j e s t  iden tyczny .
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Z apis (3«10) możemy przedstaw ić w form ies

n n

k+ i k+i

g d z ie : i  * 1 , 2 , . . . , n .

Zadanie polega na takim  doborze współczynników równania (4 .2 ) ,  aby 
model e lek tryczny  układu mechanicznego był podobny do układu opisane­
go równaniem (4 .1 ) .

Skorzystamy w tym c e lu  z dwóch podstawowych tw ierdzeń  t e o r i i  podobień­
stwa.

-  Tw ierdzenie p ierw sze (Newtona):

J e ż e l i  zjaw iska (układy) op isane równaniami różniczkowymi są podob­
n e , to  w ielkośo i w ystępujące w równaniach różniczkowych tworzą bez­
wymiarowe kom binacje, zwane k ry te riam i podobieństwa, a ic h  w a rto śc i 
liczbowe d la  w szystk ich  z jaw isk  (układów) są ta k ie  same.

-  Tw ierdzenie drugie (Federmana-Buckinghama):

Rozwiązanie równania różniczkowego da je  s ię  przedstaw ić w p o s ta c i  
fu n k c ji  k ryteriów  podobieństwa, określonych przy pomocy teg o  równa­
n ia .

Warunki podobieństwa między układem mechanicznym a jego modelem 
elektrycznym  będą spełn ione w przypadku, gdy za le żn o śc i wszystkich wza­
jemnych charak terystycznych  w ie lk o śc i są wyrażone za pomocą s ta ły c h  
współczynników podobieństwa N.

Zakładamy is tn ie n ie  następu jących  za leżn o śc i:

(4 .3)

'i
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Dla pierw szego ro d z a ju  a n a lo g ii  (równanie 3 .13) zw iązki te  są  iden­
ty c z n e , z tym że w m ie jsce  w ie lk o ś c i^ ,  Ci# 1 ^ ,  w ystępują od­
powiednio Q±, l i t  R1, ci k , E±.

Z a leżn o śc i (4 .3 ) zaohodzą d la  i , k  « 1 , 2 , . . . , n ,  a w staw iając je  dorów­
n an ia  (4 .2 ) otrzymamy:

k+i
d la  i  3 1 , 2 , . . . , n .

Aby równania (4 .1 ) i  (4 .4 )  były iden tyczne , muszą zachodzió związ­
k i  równań bezwymiarowych o k re ś la ją c e  k ry te r ia  a n a lo g ii:

Układ równań (4*5) wygodniej j e s t  doprowadzić do n a s tęp u ją ce j p o s ta ­

c i

n (4 .4)

(4*5)

c i : l )

(4 .6b)

(4 .6a)
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Równanie (4*61}) zachodzi d la :

(N* + Y " 1 N^k - i ^ )  N*
r  Z - j  r  r i i  *

k=1
kfc

d la  k=i

Nr k

d la  M i

Równanie (4 . 6) ,  w yrażające za leżn o śc i matematyczne współczynników 
podobieńatw at można przedstaw ić w p o s ta c i  tzw. wskaźników podobień­
stwa W.

c . t
1 E ,

t
BiC.

ci  "  Lik

'ik *
R±r

Li i +

d la  M i

d la  k=i

ik
M i

(4.7)

pi ł  A, » ——
3 Ci Xi

i i i

J e ż e l i  założymy jednakową skalę  czasu i  am plitud w u k ład zie  mecha­
nicznym i  elektrycznym , co prowadzi do:



t o  o s ta te c z n ie  w skaźniki podobieństwa przyjmą p o stad :

W m

J
I

■H
O

W1 " 1  V i

W2 "
f i s .  A
° i  Łlk

dla

r ik Ei
Ci

Li i  + ^ Lik

*3 ^  "  J i * i

(4 .8 )

d la  to-i

Ponieważ układy opisane równaniami (3 .10) i  (3 .13) są dualne, wo­
bec czego d la  pierw szego ro d zaju  a n a lo g ii  w skaźniki podobieństwa przyj­
mą postaó :

e j  B t
W, -  « rr=—1 m± L±

Pikt C.

r , . t  % (4*9^
W2 -      d la  k-1

f i k ! V
° i « i

r
*Ą n

* S
p±t Y

ci xi V i

A n a lizu jąc  w skaźniki podobieństwa (4 .10) widzimy, że mamy 3n rów­
n ań , zaś niewiadomych parametrów j e s t

£4 n + j  n (n-1 )J t ^ i '^ i '^ i k '^ i *  = 1 ,2 .......... ..
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Dodatkowo je szcze  dochodzą nieznane skale  czasu i  am plitud:

Wynika s tą d , że zawsze można dobrać ta k ie  w ie lk o śc i e lek try czn e , 
aby miały one sens fizy k a ln y  i  pozwalały na zbudowanie modelu e lek­
trycznego .

4 .2 .  Budowa obwodów e lek try czn y ch

Podany w c z ę śc i 4.1 n in ie js z e j  pracy sposób d ob ieran ia  w arto śc i e- 
lementów obwodów e lek trycznych  modelujących d rgające  układy prętowe 
przy wykorzystaniu t e o r i i  podobieństwa ważny j e s t  d la  w szystkich uk ła­
dów prętowych oraz ic h  m odeli e lek trycznych  i  na ch a ra k te r  ogólny.

C zęsto decydując s ię  na p rz y ję c ie  konkretnych analogowych modeli 
elek trycznych  możemy ob liczyć param etry e lek try czn e  modelujące układ 
mechaniczny drogą p ro s te j  an a lizy  współczynników przy równaniach róż­
niczkowych i  odpowiedniego p rz e k sz ta łc e n ia  zap isu  form alnego.

Rozważmy raz  je szc ze  równanie (3 .14) op isu jące  drgania układu me­
chanicznego wyprowadzone metodą przem ieszczeń:

m!i+ cx+ r x  = p

Równanie (3*14) odpowiada równaniu obwodu e lek trycznego  (3.133 lub 
(3 .1 O) w z a le ż n o śc i, jaką  postać  an a lo g ii przyjmiemy.
Według pierw szego ro d za ju  a n a lo g ii  będzie :

LQ+RQ+5 0 * E
Według drugiego rodzaju  a n a lo g ii  będzie :

c i + G ^ + r y -  j
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Ze względu na zastosow anie metody C o ltr ie g o  rozwiązywania obwodów e -  
lek try czn y ch  wybrano do dalszych  rozważań drugi ro d za j a n a lo g ii^ w ię c  
równanie (3«10) ,  w którym oznaczono:

ty -  w ektor n wymiarowy, którego składowe oznaczają s trum ien ie  
magnetyczne,

C -  m acierz d iagonalna pojem ności w ystępujących w obwodach,
6 -  m acierz d iagonalna przewodności obwodów równoległych,
T  -  m acierz sym etryczna, odw rotności,indukcy .iności,
3 -  w ektor, k tórego  składowe stanow ią s i ły  prądomotoryczne.

Schemat e lek tryczny  tego  równania pokazany j e s t  na ry s .  3 . 3. Jty3u- 
nek ten  p rzedstaw ia n obwodów rów noległych B,L,C sprzężonych każdy 
z każdym poprzez indukcyjnośó.

M acierze m i  c z równania (3*14) są ja k  ju ż  wspomniano m acierza­
mi diagonalnym i o elem entach zawsze dodatn ich , mają one swoje odpo- 
w iedn ik i analogowe w układach e lek try czn y ch  w m acierzach C i G  •

Nieco in acz e j p rzedstaw ia s ię  sprawa z odpow iedniością pomiędzy ma­
c ie r z ą  P a m aoierzą F .
M acierz r  • tzw . m acierz sprzężeń , j e s t  m acierzą sym etryczną, k tó ra
może posiadaó poza główną p rzekątną elementy zarówno dodatn ie  jak i
ujem ne. Problem sprowadza s ię  więc do z n a le z ie n ia  tak ieg o  układu e lek ­
try czn eg o , w którym m acierz sprzężeń F mogłaby mieó również elemen­
ty  dodatn ie  ja k  i  ujemne, analogiczne do elementów m acierzy p .  J e s t  

je sz c z e  jed en  warunek, k tóry  musi spełn iaó  m acierz T  -  wynika on 
wprost z zap isu  C3*10) i  dotyczy w ie lk o śc i elementów leżących na głów­
nej p rz e k ą tn e j.

M acierz T  będąca odw rotnością indukcy jności musi więc sp e łn iać  na­
s tęp u jące  warunki wynikające z sensu fizycznego  obwodów elektrycznych:

-  warunek 1. Elementy leżące  na głównej p rzek ą tn e j muszą być w iększe
lub równe sumie bezwzględnej w a rto śc i elementów leżących 
w tym samym w ierszu : 

n



-  warunek 2 . Elementy leżące  poza główną p rzekątną muszą mieć iden­
tyczną w artość i  znak co odpowiadające im elementy ma­

c ie rz y  r  .

M acierz F w ystępująca w równaniu l3«14) i  będąca odpowiednikiem 
m acierzy r  w równaniu (3.10) na ogół n ie  sp e łn ia  warunków 1 i  2}j e s t  
je d y n ie  m acierzą symetryczną o dodatn ich  elem entach na przekątnej głów­
n e j .  Aby doprowadzić do równoznaczności równań mechanicznych i  e lek ­
trycznych  należy koniecznie uwzględnić te  dwa warunki.
Warunek 1 można uzyskać dokonując tra n s fo rm a c ji równania (3*14). 

Przyjmijmy:

x =Ay

gdzie

A  = (a ., ,)  -  j e s t  m acierzą d iagonalną o dodatnich współczynnikach. 
1K

Otrzymamy:

•• • 
m A y  + c A  y  + r  A y  -  p

Mnożąc lew ostronnie przez m acierz A  otrzymamy:

A m A y + A c A y + A r A y  -  A p

Wprowadźmy oznaczenia:

Of• • t • |0
2 0»• • • »0

m -A m A  = 0
2

a2m2* * * * ć-AcA=
2

0 a2°29

0 °f* .* ’*nmn 0 0........ V n
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Ponieważ m acierz r =  ( r ^ )  j e s t  m acierzą sym etryczną, więc i  ma­
c ie r z  r  = ( r ^ ) j e s t  również m acierzą sym etryczną. D obierając odpo­
w iednio w spółczynniki a.| ,a 2 i • •• ,an można tak  p rz e k s z ta łc ić  m acierz 
r  , aby b y ł spełn iony  warunek 1.

Warunek 2 z o s ta n ie  spełn iony , j e ś l i  potrafim y odpowiednio dobraó 
schemat e lek try czn y  układów sprzężonych. Rozpatrzmy pokazane na ry 3. 
3*3 obwody sprzężone. Obliczmy metodą potencjałów  węzłowych C o l t r ie -  
go ro z d z ia ł  prądów w s i e c i  e le k try c z n e j.  Dla węzła " i"  będz ie :

° i i

IŁ

v + =3- v  (V-V) „ J
1 Ri i  i  Li i  1 ±k

M i

P rz e k s z ta łc a ją c  powyższe równanie otrzymamy:

nn

k=1 xrv k=1 
M i

Załóżmy, że mamy sprzężone ze sobą trz y  obwody, wobec czego i « 1 ,2 , 3 j  
k = 1 ,2 ,3 .
M acierz F  p rz y b ie ra  postaó:



A naliza z a p isu  (4*12) wykazuje, że d la  zaproponowanego schematu 
sprzężeń  wg ry s .  3*3 m acierz F  będzie  m iała zawsze dodatn ie  elementy 
na głównej p rz e k ą tn e j, natom iast w szystk ie p o zo sta łe  elem enty macie­
rzy  będą zawsze ujemne.

Dla z n a le z ie n ia  p e łn e j a n a lo g ii  m acierzy r  i  m acierzy T zmodyfi­
kujmy schemat e lek try czn y  i  do n obwodów sprzężonych indukcy jnościa­
mi wyprowadźmy dodatkowo n obwodów o elem entach identycznych  z e le ­
mentami pierw szych obwodów lecz  o s i l e  prądom otorycznej skierow anej 
p rzec iw n ie . Ma ry s .  4.1 pokazano parę dwóch identycznych obwodów. 
P rzez odpowiednie sp rzężen ie  ty ch  obwodów "podwójnych" otrzymamy peł­
ną an a lo g ię  dwóch m acierzy I* i F  •

Załóżmy np., że macierz P ma wszystkie elementy dodatnie. Odpo­
wiednie sprzężenie układów pokazano ma rys. 4»2^ . Wykorzystując me­
todę Coltriego oraz oznaczając prąd płynący do węzła znakiem a
wypływający z węzła znakiem dla węzła *1* otrzymaaęrt

« u * ,  ♦  £  ♦ £ v ,  ♦ ♦ ' i ) * « i

k f i
Ha rys. 4.2 i  4*3 przedstawiono w sposób blokowy obwody równoległe 
tOC i  J sprzężone lndukeyjnoóciaml.
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¥hl

tiya. 4 .2

Dla węzła "k" b ęd z ie :
n

-C .. V. -  “ - V .  -  T ~ V .  -  ~  (K  + V  ) = - J  (4.13)kk k k k L,w i  k k
k=1
k+i

Mnożąc równanie (4 .13) przez -1 i  porządkując je  otrzymamy:

(4.14)
k=1 k=1

k+1

Widzimy, że d z ię k i po łączen iu  obwodu z obwodem D̂  otrzym uje­

my dod atn ie  sp rzężen ie  poprzez indukcyjność Lik  między obwodami.Od­
powiada to  dodatniemu znakowi przy elem encie w m acierzy T  .

Tak w ięc , p o łączen ia  pomiędzy poszczególnymi obwodami powinny byó 

zgrupowane wg n a s tęp u ją ce j re g u ły :

ik

<  0

> 0

obwód z obwodem

obwód z obwodem

obwód z obwodem

obwód z obwodem Dfc
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Dla przykładu rozpatrzymy sposób połączeń p ar obwodów d la  układu o 
trz e c h  stopn iach  swobody w dwu przypadkach:

-  Przypadek 1 -  w szystk ie  r  . m acierzy r  są ujemne, tz n . r  <  0

(1 ,1 . 1.2,3) 
i* k

(odpowiedni schemat e lek tryczny  podano na ry s .  4 .3 ) .

D-f Hi 02 H2 Dg Hs

Rys. 4 .3

Można zauważyó, że obwody złożone z elementów D^.Dg.D^ oraz H^Hg, 
są od s ie b ie  n ieza leżn e , wobec czego w ystarczy analizować układ 

złożony w yłącznie z elementów D^Dg.D^ lub , Hg, .

-  Przypadek 2 -  jeden z elementów 5 d o d a tn i, p o zo sta łe  ujemne,od­
powiedni schemat e lek try czn y  podano na ry s .  4 .4 .  Np. r ^  a r 21>  0 . 
W tym przypadku n ie  można zanalizow ać o d d z ie ln ie  obwodów złożonych 

z D^,Dg,D^ i  , Hg, są one bowiem wzajemnie sprzężone.
Widzimy w ięc, że ty lk o  w przypadku kiedy w szystk ie r  ( i^ k ) są  u- 

jemne mamy do czy n ien ia  z n obwodami, w pozosta łych  przypadkach na­
leży uwzględnić 2 n obwodów rów noległych.

Ogólnie należy rozpatryw ać obwód e lek try czn y , k tó ry  sk łada s ię  z 
(2n + 1) węzłów, 8 n g a łę z i  głównyoh (wchodzących w skład obwodów D 
i  H) i  n (n -1 ) g a łę z i  sprzężeń indukcyjnych.
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Dl H1 H2  Dg Ng

Rys. 4*4

Uw zględniając wprowadzone dodatkowe n obwodów rów noległych rów­
nan ia  (4 .12 ) i  (3*10) przyjmą p o staó ;

równanie m echaniczne:

5i V  M i + 'i1 » 1  + Fi2^2 + — + V n  = Pi U )  1 = 1* — 

równania e le k try czn e  (w yłącznie d la  węzłów w  ̂ obwodów D^)

C ^ i  + + sg n (r i 1 )^ i1  + s g n l r ^ ) ^ ^  + . . .  + sg n (r iQ W
= J ^ ( t )  i. ** 1 (4«14)

g d z ie
f  . ® -j-— i  j e s t  odw rotnością in d u k cy jn o śc i.

1K ik
Dla węzłów w  ̂ obwodów równania są iden tyczne .
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Biorąc pod uwagę równania (4-13y> i  (4 .14) można p rz y s tą p ić  do okre­
ś le n ia  parametrów RjŁ.C oraz J  obwodu elek trycznego  modelującego układ 
mechaniczny wyrażony równaniem (3.14)»

Zauważamy, że w spółczynniki ^  ^ z równania (4*14/’ są odwrotno- 
ściam i in d u k cy jn o śc i, t j . s

k=1 Ł

• ik

d la  i  *k

~  d la  i*k
Lik

Dla ja s n o ś c i rozważań pokazano na ry s .  4 .5  i - t y  obwód równoległy 
R1C.

Rys. 4.5

Należy rozpatryw ać dwa w arianty  modelowania: cyfrowy r  emc i  f i ­
zyczny.

Dla pierw szego przypadku, wprost porównując równania (4 .1 3 ) i  (4.14) 
określamy parametry e lek try czn e .
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P roces ten  wykonujemy d la  każdego ogniwa i  = 1 , 2 , . . . , n .
W przypadku modelowania fizyka lnego  tok  postępowania przy wyznacza­

n iu  parametrów obwodu elek trycznego  j e s t  b a rd z ie j złożony ze względu 
na konieczność doboru "realnych" w ie lk o śc i elementów R LC. Powoduje 
to  konieczność sk o rzy stan ia  z t e o r i i  podobieństwa.

Trzeba rozwiązać układ równań (4*7)» d la  którego w a rto śc i elementów
elek try czn y ch  (niewiadome) n a leżą  do pewnego zb io ru  w a rto śc i: j e s t  on

2 )podany p rzez układ nierów ności .

R .<  R a g

L, L L d g

c ,  <  c c  
d g

J , «S J  <  J d g

d g
Należy również zaznaczyć, aby przy d o b ieran iu  poszczególnych war­

to ś c i  s ta ra ć  s i ę ,  by one możliwie mało ró ż n iły  s?ę między so­
b ą . Uwarunkowane j e s t  to  dokładnością wyników.

Równość parametrów dotyczy ich  w a rto śc i liczbow ej.
2) —1 2

Dla przykładu  dysponujemy kondensatorami o pojemności = 10 P ,

a C -  10“S .
g



5 .  PROGRAM I  ALGORYTM NA EMC -  ODRA 1204

5»1 • Budowa i  przeznaczenie programu

W poprzednich ro z d z ia łac h  n in ie js z e j  pracy podano możliwości wyko­
rz y s ta n ia  a n a lo g ii  elektrom echanicznej do budowy obwodów e lek try cz­
nych modelujących drgania układów prętowych o skończonej l ic z b ie  stop­
n i  swobody. Dla budowy fizy c zn e j m odeli e lek trycznych  konieczne je s t  
dysponowanie labora to rium  elektrycznym  wyposażonym w odpowiedni sprzęt 
i  a p a ra tu rę .

W p rak tyce projektow ej n ie  zawsze i s t n ie j e  możliwość stw orzenia ta ­
kich  warunków projektantom , k tó re  by pozw oliły na budowę modeli elek­
trycznych  zapewniając jednocześn ie prawidłowość wykonania m o d eli,s ta ­
b iln o ść  z a s i la n ia  i  poprawność pomiarów.

S k ło n iło  to  do opracowania programu na EMC o b liczan ia  drgań ukła­
dów mechanicznych w ykorzystując te o r ię  an a lo g ii elektrom echanicznej 
te z  konieczności fizy c zn e j budowy modeli e lek trycznych . T eoria analo­
g i i  elektrom echanicznych pozwala bowiem, oprócz budowy modeli elek­
trycznych , na o b liczen ie  układów mechanicznych zamienionych na obwo­
dy e lek try czn e . K olejność postępowania j e s t  następ u jąca : zamiana ukła­
du mechanicznego na e lek try czn y , o b licze n ie  układu elek trycznego , za­
miana obliczonych w ielkości e lek trycznych  na mechaniczne. Obliczanie 
układów mechanicznych z wykorzystaniem an a lo g ii elektrom echanicznej po­
siad a  również tę  z a le tę ,  że w przeciw ieństw ie do budowy modeli fizy c z ­
nych n ie ma tu  potrzeby odb ieran ia  sk a l wynikających z ograniczeń ele­
mentów R1C, którymi s ię  dysponuje, zakresów przyrządów pomiarowych, 

s k a l i  czasu i t p .  I s tn ie je  również możliwość au tom atyzacji całego pro-
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cesu  o b liczeń  łą c z n ie  z zamianą parametrów mechanicznych na e lek try cz ­
ne i  na odwrót.

’>V n in ie jszy m  ro z d z ia le  podamy zasadę budowy algorytm u i  o p is  programu 
na emc "Odra 1204" pozw alający na pełną autom atyzację o b liczeń .
Układ algorytm u i  programu odpowiada ś c i ś l e  wywodom z poprzednich roz­
działów .

Program służy  do o b lic z a n ia  drgań wymuszonych układów prętowych o 
skończonej l ic z b ie  s to p n i swobody, uw zględniając tłu m ien ie . Założono, 
że poszukuje s ię  rozw iązania w s ta n ie  ustalonym  przy harmonicznych 
s i ła c h  wymuszających.

Rozwiązanie równania różniczkowego (3*14/ polega na zn a le z ie n iu  zmien­
nych  ̂ = 1 , 2 , . . . , n / .
W ykorzystując te o r ię  a n a lo g ii  e lek trom echan icznej, zadanie sprowadza 
s ię  do o b lic z e n ia  prądów d la  każdego z i - ty c h  obwodów pokazanych na 
ry s .  3.3*
Pomiędzy w ielkościam i mechanicznymi i  elektrycznym i zachodzą wprost 
odpow iedniości:

g d zie

m^, c^ » r ^ i  “ odpowiednie elementy równania (4 .13)»

J i( , -  prądy płynące w i-tym  obwodzie przez indukcyjność o- 
p o rnośc i i  pojemnośó.

Oczywiście J ^ ,  i  J^ c mają postać  fu n k c ji  harmonicznych

A^inCcOjt + <pi )
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J e ś l i  w u k ład zie  w ystępuje 1 s i ł  wymuszających o różnych często­
tliw o śc ia c h  (odpowiada to  w obwodzie elektrycznym  1 siłom  prądomo- 
torycznym SPM o różnych c z ę s to tliw o śc ia c h ) , to  poszukiwane w ielkości 
przem ieszczeń, p rędkości i  p rzysp ieszeń  ob liczane są d la  każdej czę­
s to t l iw o ś c i  z osobna i  sumowane. Odpowiada to  o b liczen iu  drgań w s ta ­
n ie  ustalonym . Dla przem ieszczeń będzie :

Schemat ogólny programu przedstawiono na ry s . 5 .1 .
Podstawową jego  część stanowi podprogram o b liczan ia  obwodów liniowych 
prądu elek trycznego  przy pobudzeniu sinusoidalnym .

W ielkościami wejściowymi programu są:

1 . T y tu ł zadan ia.
2 . I lo ś ć  skupionych mas (układów równań).
3« Param etry układu:

m -  w ie lk o śc i mas skupionych, 
c -  w spółczynniki tłu m ien ia , 
r  -  w spółczynniki sztyw ności.

4 . Parametry s i ł  wymuszających:
P  -  am plitudy s i ł  wymuszających, 
co -  c z ę s to tliw o śc i s i ł  wymuszających,
<p -  fazy s i ł  wymuszających.

W ielkościami wyjściowymi są:

1 . Amplitudy przem ieszczeń, p rędkości i  p rzysp ieszeń  dowolnego punktu, 
w którym występuje masa skupiona.

2 . Fazy przem ieszczeń, prędkości i  p rzysp ieszeń  dowolnego punktu, w 
którym w ystępuje masa skupiona.

3* I s tn i e j e  również możliwość w ykreślenia przebiegu przem ieszczeń, 
prędkości i  p rzysp ieszeń  dowolnego punktu, w którym występuje masa 
skupiona w fu n k c ji  czasu .

1

k=1
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P rze b ie g i t e  otrzymujemy na 
drukarce w ierszow ej. Prorram  wy­

k re ś la  w ie lk o śc i mechaniczne i  
u s ta la  autom atycznie skalę  am­
p l i tu d ,  przem ieszczeń oraz oś i  

skalę  czasu .
D z ia łan ie  programu przebiega 

w n a s tęp u ją ce j k o le jn o śc i: Po
w czytaniu danych układu mecha­
nicznego i  um ieszczeniu ic h  w 
pam ięci bębnowej,program u s ta ­
la  param etry obwodu e lek try czn e­
go równoległego przedstawionego 
na ry s .  3*3» k tóry  j e s t  opisany 
w równaniu ( 4. 14) .

Wyjątek stanow ią s i ły  prądo- 
motoryczne odpowiadające wymu­
szeniom w u k ład zie  mechanicznym, 
k tó re  u s ta lo n e  są za każdym ra ­
zem o d d z ie ln ie .

N astępnie o b lic za  s ię  l i c z ­
bę grup s i ł  wymuszających o jed ­
nakowej c z ę s to tliw o śc i.D la  każ­
dej c z ę s to tliw o ś c i dobiera s ię  
w ie lk o śc i s i ł  prądomotorycznych, 
wykonuje s ię  o b licze n ia  obwodu 
elek trycznego  metodą p o ten c ja ­
łów węzłowych, a wyniki umie­
szcza s ię  w pam ięci bębnowej.
W końcu po p rz e jś c iu  z w ielko­
ś c i  e lek trycznych  na m echanicz­
ne n as tęp u je  wydruk wyników z 
ewentualnymi wykresami.



Program z o s ta ł  napisany w jęyzku ’ Algol" na m .c. "ODRA 1204" z pa­
m ięcią  bębnową i  drukarką wierszową.
Ze względu na t o ,  że program i  w iększość danych umieszczono w pamięci 
o p e racy jn e j, program może lic zy ć  układy do 12 mas. Czas o b liczeń  za­
leży  bardzo od liczb y  grup jednakowej c z ę s to t liw o ś c i,  k tó ra  wpływa na 
i lo ś ć  o b liczeń . Dla obliczonych przykładów podano w d a lsze j c z ę śc i 
pracy czas o b liczeń .

5 .2 .  O b liczen ie  drgań b e lk i c ią g łe j

W c e lu  z ilu s tro w an ia  posługiw ania s ię  opracowanym programem podamy 
dwa przykłady obliczeniow e. W obu przypadkach pomocnicze • o b liczen ia  
s ta ty cz n e , a mianowicie o b licze n ie  współczynników sztyw ności r^ k= 8

wykonano przy pomocy programów na em c,służących do an a lizy  s ta ty c z ­
nych ustro jów  prętowych.

W p rzy k ład zie  pierwszym wyznaczymy drgania b e lk i  s talow ej ( ry s .5 .2 ) 
dwuprzęsłowej obciążonej dwoma s iln ik am i elek trycznym i, traktowanymi 
jako  obciążen ia skupione m̂  i  n^. S i ln ik i  t e  są źródłem s i ł  wymusza­
jących  p ^ t )  i  P2 ( t ) .

E  = 2 1 0 0 0 0 0  K G lc m 2- 
J  = 6 8 7 4 0  cm *

Rys. 5*2
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W ielkości wejściowe podano w fo rm ie , w ja k ie j  wymagane j e s t  przygoto­
wanie danych do o b liczeń  przy pomocy programu.

T y tu łs Sortow nia kop. D 
Masy ciężarów  skupionych: n n [ t]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1,74 0,87

W spółczynniki tłu m ie n ia : c ł l
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

10,0 5 ,0

W spółczynniki sztyw ności układu: r ik

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 3,41
.103

4,08
.103

2 4,08
.103

2,22
.104

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12
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Na s tro n ach  66 i  67 załączono ta b e le  danych wejściowych wypełnione 
d la  rozpatryw anego przyk ładu . Otrzymane wyniki ze względu na ic h  op i­
san ie  n ie  wymagają w yjaśn ień .

Czas o b liczeń  przykładu  w yniósł 40 sekund wraz z wykonaniem wykre­
su .

Prześledźm y, d la  rozpatrywanego p rzykładu , w j a k i  sposób bez posłu ­
g iw ania s ię  eaa można zbudowaó dwa dualne obwody e le k try czn e .

M acierze wchodzące do równania (3 .14) mają p o stać :

1,74, 0 10 ,0 , 0
m  - c  =

0 , 0,87 0 , 5 ,0

3 .4 1 .1 0 3 , 4 ,0 8 .103 0,52
= p  =

4 .0 8 .1 0 3, 2 ,2 2 .104 0,26

M acierz r  n ie  sp e łn ia  warunku 1 ( r 1 2 >  r ^ )  opisanego równaniem(4.10), 
d la teg o  należy  dokonać tra n s fo rm a c ji .  Przyjmijmy m acierz A w p o s ta c i

1.0 , 0

0 , 0 ,5

Wykonujemy d z ia ła n ia :

m - AmA =
1 ,75 , 0

0 , 0,2175
c -AcA- 10, 0 , 

0 ,

o

1,25

r -  ArA -
3 .4 1 .103 , 2 .0 8 .1 0 3

2 .0 8 .1 03, 5 .5 7 .1 0 3
p =Ap 0,52

0,13

Wg pierw szego ro d zaju  a n a lo g ii  (wzór 3.19) będzie :
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Po p ro sty ch  p rzek sz ta łce n iach  otrzym uje s ię  poszukiwane param etry ob­

wodu elek trycznego1^, pokazanego na ry s .  5«3

L11 = 1,74 H R11 = 10,0 Q C11 = 7 ,32 .10  ?

L22 » 0,2175 H *>2 = 1,25 O, C22 = 2,833»10"4 P

3 1 = 0,52 V E2 " 0,13 V C12 * 4 ,8 9 7 .10~4 P

Ze względu na dokonaną tran sfo rm ację  należy  otrzymane w obwodzie spad­
k i  nap ięć odpowiednio pomnożyć przez m acierz A przed p rzejściem  z w ieł- 

k o śc i e lektrycznych; na mechaniczne.

Wg drugiego rodzaju  an a lo g ii (wzór 3.17) będzie :

m — C  ć —  6  r — T  x  —  p ~ D

1 ^Otrzymane w ie lk o śc i liczbowe parametrów obwodu elek trycznego  n ie  
pozw alają na ogół na budowę realnego układu fizycznego .
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Po p ro sty ch  p rz ek sz ta łce n iach  otrzymano n as tęp u jące  param etry obwo­
du e lek try czn eg o 1  ̂ pokazanego na ry s .  5 .4

C11 -  1,74 P = 0,1 0, L11 = 7 ,3 2 .10” 4

C\J
t\l

O

« 0,2175 ? f?22 = 0 ,8 £ i L22 = 2 ,8 3 .1 O-4

-  0,52 A I 2 -  0 ,13  A L22 = 4 ,89«10"4

'12

Podobnie ja k  w przypadku pierwszego rodzaju  a n a lo g ii  spadki nap ięć , 
ta k  w drugim ro d zaju  a n a lo g ii ob liczone prądy należy  pomnożyć p rzez 
m acierz A przed p rze jśc iem  z w ie lk o śc i e lek trycznych  na mechaniczne.

W obwodach e lek try czn y ch  będących analogami układćw mechanicznych 
w ystąp ić mogą ujemne indukcy jności i  pojem ności.

z ł ł  w Ł zc
= _ -f _L_

* coc (5 .2)

77Otrzymane w ie lk o śc i liczbowe parametrów obwodu elek trycznego  nie poz­
w a la ją  na ogół na budowę realnego  układu fizy czn eg o .
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J e ś l i  w artość indukcy jności j e s t  ujemna, t j .  L < 0 ,  wtedy, ja k  łatw o 
zauważyć ze wzorów (5 .2 ) ,  impedancja indukcyjna p rzy b ie ra  ch a rak te r  
pojemnościowy.

RzL = " t ^ l L l

Pojemność C odpowiadająca ujemnej indukcy jności w yniesie

Przeprow adzając identyczny wywód d la  z n a le z ie n ia  ujemnej pojemności 
przez indukcyjność otrzymamy

1L ■ X-------
co2 | c|

5 .3 . O bliczenie drgań żelbetow ej wieży wyciągowej

W n in iejszym  p rzyk ładzie  wyznaczymy drgania żelbetow ej w olnosto ją­
ce j wieży wyciągowej, k tó re j  schemat obliczeniow y pokazano na rys.5»5-

-  T y tu ł: Wieża wyciągowa kop. J .

-  Masy ciężarów skupionych: W
194,0 165,0 104,0 202,0

-  Współczynniki tłu m ien ia : ^

10,0 8 ,5  5 ,4  20,4

-  W spółczynniki sztywności układu: r ik  Jm 1

6,135 . 105 -4 ,4 0 9 .. 10? 1.539 . 105 6,948 . 104

-4 ,4 0 9  . 105 1,549 • 106 -1 ,313  . 106 2,057 . 105

1,540 . 105 -1 ,313  • 106 1.705 . 106 -5 ,4 5 6 .. 105

6,948 . 105 2,057 . 105 -5 .456  . 105 2,704 . 105
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P*-1.0sin9.4t%

m A  - 2 0 2 ,0

P j  =* 3 .0 s in  7 9 .5

m 3 -i04,0t

J m 600,0 m *  
P -  15 ,0  m2

i+33.00

J -  650 ,0  m 4  
F -  1 5 ,5  m  2

m ¿ - 165,01
i

+22.00

- 194,01

J -  700,0 m 4  
F- 16,0 m 2

777777777777777/

lîys. 5.5
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-  C harak terystyka s i ł  wymuszających p ( t )  [t]

79,5  0 0  3 ,0  0

9 ,4  0 0 0 1 ,0

Na rysunkach załączono wyniki ob liczeń  wraz z fragiaentam i wykresów 
otrzymanych z d ru k a rk i w ierszow ej. Otrzymane wyniki ze względu na ich 
o p isan ie  n ie  wymagają w yjaśn ień . Czas ob liczeń  przykładu wyniósł 20 
sekund, natom iast sporządzenie wykresu około 3 m inuty.
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6 . WYKORZYSTANIE MASZYNY ANALOGOWEJ 
DO OBLICZEŃ DUG Alf

6 .1 . Wprowadzenie do te c h n ik i  analogowej

Stosowanie e le k tro n ic z n e j te c h n ik i o b liczen io w ej, szeroko u nas pro­
pagowanej, ogran icza  s ię  zasadn iczo  do maszyn cyfrowych i  w t e j  d z ie ­
d z in ie  p ra c u ją  coraz l i c z n ie j  pow stające ośrodk i ob liczeniow e. Tech­
n ik a  analogowa ma również sze ro k ie  zastosow anie d la  zw iększenia efek­
tyw ności o b licze ń  i  może być z powodzeniem wykorzystana w szczegól­
n o śc i w szędzie tam, gdzie rozpatrywany problem da s ię  sprowadzić do 
rozw iązan ia równań różniczkowych. Metody analogowe są szczegó ln ie  przy­
datne w dynamice budow li, a to  przede wszystkim ze względu na sam pro­
c e s  fiz y c z n y , jak im i są d rg an ia  mające zawsze c h a ra k te r  c ią g ły , k tó ­
ry ch  op is  matematyczny ma p o stać  równań różniczkowych.
Do modelowania równań różniczkowych liniow ych przy pomocy maszyny ana­
logowej potrzebne są elem enty wykonujące operac je  całkow ania, dodawa­
n ia  i  mnożenia p rzez  w artość s t a ł ą .  Dwie pierw sze operacje  wykonywane 
są  przez zastosow anie wzmacniacza operacyjnego z odpowiednim sprzęże­
niem zwrotnym. Wzmacniacz te n  j e s t  podstawowym elementem maszyny ana­
logow ej. J e s t  to  wzmacniacz prądu s ta łe g o , o bardzo o stry ch  wymaga­
n iach  co do parametrów. Mnożenie przez w artość s t a łą  wykonuje s ię  przy 
pomocy potencjom etrów te ż  o odpowiednich param etrach.

Dokładny o p is  budowy i  d z ia ła n ia  maszyn analogowych podany j e s t  w 
p racach  sp ec ja lis ty c z n y c h  np. Z. S zo p liń sk i [25]« Rozpowszechnieniom 
te c h n ik i  analogow ej, zw łaszcza w b iu rach  konstrukcyjnych poświęcona 
j e s t  natom iast p raca  A. Lisowskiego [13J .
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Należy dodać, że wprawdzie dokładność o b liczeń  na maszynie analo­
gowej j e s t  gorsza n iż  na cyfrow ej, to  samo rozw iązanie równania ró ż­
niczkowego trw a o w iele k rócej n iż  na najszybszych maszynach cyfro ­
wych.

Decyduje o tym operac ja  całkow ania. Powoduje to  coraz b a rd z ie j rosną­
cą tendencję  do łącz en ia  maszyn cyfrowych i  analogowych w jedną ma­
szynę. Maszyny te  zwane hybrydowymi wykonują pewne operacje  np. c a ł­
kowania w sposób "analogowy", pewne zaś w sposób "cyfrow y". Najwię­
ce j czasu  na rozw iązanie równań różniczkowych na maszynie ¡nałogowej 
przypada na skalow anie, k tó re  j e s t  procesem bardzo pracochłonnym.Dla­
teg o  dąży s i ę ,  aby t e  czynności wykonywane były na maszynie cyfrow ej, 
zaoszczędzając d z ię k i temu czas i  jednocześn ie p rz y sp ie sza jąc  proces 
rozwiązywania.

Prace związane z modelowaniem równań różniczkowych na maszynie ana­
logowej można p o d z ie lić  na k ilk a  zasadniczych czynności:

-  u s ta le n ie  schematu o b liczeń ,
-  o k re ś le n ie  s k a l i  am plitud i  czasu,
-  w ykreślenie schematu maszynowego o b liczeń  z podaniem nastawy poten­

cjometrów, wag in teg ra to rów  i  sumatorów i t p . ,
-  dokonanie k o n tro l i  uk ładu ,
-  dokonanie pomiarów i  wykresów poszukiwanych w ie lk o śc i.

W n in ie jszym  ro z d z ia le  pokazano możliwości w ykorzystania maszyny 
analogowej do o b licza n ia  dwóch przykładów: b e lk i o dwóch stopniach  
swobody, k tó re  to  przykłady rozwiązano również vs ro z d z ia le  piątym n i­
n ie js z e j  p racy.

O bliczen ia  przeprowadzono d la  zn a le z ie n ia  przede wszystkim stanu  u- 
s ta lo n eg o . Zagadnienia s tanu  n ieusta lonego  będą przedmiotem ro zp a try ­
wać w ro z d z ia le  7 n in ie js z e j  p racy .

O bliczen ia  wykonano na maszynie analogowej zbudowanej w Zakładzie 
Optyki i  M echaniki P recyzy jnej P o li te c h n ik i  Ś lą sk ie j w G liw icach.
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6 .2 .  O bliczen ie drgań b e lk i  c ią g łe j

Ruch układu drgającego pokazanego na ry s .  5 .2  opisany być może o- 
gólnym równaniem różniczkowym (3 .5 ) .
O b liczen ie  współczynników wykonano w c z ę śc i 5 .2  n in ie js z e j  pracy. 
Modelowany układ równań ma więc p o stać :

1,74 x1 + 10,0 ¿ 1 + 3,41 • 103 x 1 + 4,08 . 103 x2 = 0,52 s in  83,3  t

(6.1)

0 ,87  "¿2 + 5 ¿2 + 4 ,08 . 103 x 1 + 22,28 . 103 x? = 0 ,26 s in  83,3  t

Układ równań rozwiązano przy zerowych warunkach początkowych na ma­
szyn ie analogow ej.

Schemat maszynowy układu równań z naniesionym i s ta ły m i in te g ra to ­
rów i  potencjometrów podaje ry s .  6 .1 .

Na ry s .  6 .2  nan iesiono  otrzymane z r e je s t r a to r a  sygnały x1, ^  i
Na ry s .  6 .3  przedstaw iono otrzymane z r e je s t r a to r a  sygnały X2 , xg i  
••
X2*

Sygnały x , x oraz x są p rz e su n ię te  względem s ie b ie  -  wynika to  z 
kon ieczności p rz e jrz y s te g o  z a p isu . Każdemu sygnałowi x, x oraz x 
przyporządkowano oś rzędnych odpowiadającą początkowi l ic z e n ia  ( t= 0 ).

Dla pozosta łych  sygnałów należy  uwzględnić p rz e su n ię c ie . Osie od­
c ię ty c h  i  rzędnych opisano w jednostkach  rzeczyw istych  w u k ład z ie  rów­
nań.

6 .3 .  O bliczen ie drgań żelbetow ej wieży wyciągowej

Schemat obliczeniow y wieży pokazano na ry s .  5 .3 . Ruch układu drga­
jącego  opisany może być równaniem (3 .5 ) .
W spółczynniki równania obliczono w ro z d z ia le  5.3*
Modelowy układ równań:

194 x 1 + 10 x1 + 6,13 • 105 x 1 -  4,41 • 103 xg + 1,54 . 103 x^ +

+ 6 ,95 • 104 x . = 04
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165 x*2 + 8 ,5  x , -  4,41 . 1 0 ^  + 1,55 . 106 xg -  1,31 . 1C6 x3 +

+ 2 ,06 . 105 x = 0 4

104 x'3 + 5 , 4 x3 + 1,54 . 105 Xl -  1,31 . 106 x2 +■ 1,71 . 106 x3 -

-  5,46 . 105 x4 = 3 ,0  s in  79 ,5  t

202 x . + 10,4 x. + 6,95 • 10^ x , + 2,06 • 10^ x„ -  5 ,46 . 10^ x +4 4 1 ć j

+ 2 ,70  . 10^ x4 = 1 ,0  s in  9 ,4  t

Warunki początkowe:

x1(0) = X2(0) = x3 (0) = x4 (o) = 0

x^ (0) = ^ ( 0 )  = x3(0) = x4 (0) = 0

Podany układ rozwiązano dw ukrotnie:

-  z uwzględnieniem współczynników tłu m ien ia  c^ (z tłum ieniem ),
-  przy p rz y ję c iu  współczynników c^ równych ze ro  (bez tłu m ie n ia ) .

Schemat maszynowy równań z uwzględnieniem nastaw potencjom etrów, 

wag sumatorów i  in teg ra to rów  podano na ry s .  6 .4  i  ry s .  6 .5  oraz tab e­
l i  6 .1 .

Wykresy i  x^, x2 i  x2 , x3 i  x3> x4 i  ¿4 pokazano na ry s .  6 .6 , 
6 .7 , 6 .8  i  6 .9 . Przy czym, ze względu na brak m iejsca załączono w n i ­
n ie js z e j  pracy w ie lk o śc i odprowadzeń fu n k c ji  i  j e j  p ierw szej pochod­
n e j d la  układu z tłum ieniem . Osie rzędnych i  odcię tych  opisano w jed ­
nostkach  rzeczyw istych .

A nalizu jąc otrzymane wyniki zauważamy, że układ osiąga s tan  u s ta ­
lony po cz a s ie  około 1 sekundy. Stan przejściow y szczegó ln ie  wyraź­
n ie  uw idacznia s ię  w p rzeb iegach  sygnałów x2 * x2>
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■*100 o

r 1 0 0  o

Maksymalną w artość x1 osiąga d la  t  sa 0,1 sekundy i  wynosi ona
x, fs -  1,2 . 10^ m, podczas gdy d la  s tan u  q u as iu s ta lo n eg o  wynosi i max -
0 ,55 • 10-  m, a więc około 2 ,5  razy  m niej. Prędkość x1 w s ta n ie  n ie ­
ustalonym  osiąga w artość 0,0057 "  a po u s ta le n iu  0,0034 ” •s s
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Tabela 6.1

Humer po tencjom etru Nazwa potencjom etru Waga wej£ć wzmacnia­
czy

13 0,795 1
14 0,795 1

31 0,094 1
32 0,094 1

15 0,00049 1
16 0,000000 1

1 0,365 10
2 0,574 2

3 0,6745 1

17 0,1272 10

. J 3 0,000515 1

4 0,0795 100

5 0,0356 10
6 0,47 20

19 0,248 10

.....  31  .. 0,0000315 10
7 0,0197 10
8 0,126 100

9 0,1644 100
21 0,5250 20

23 0,0283 10

. 39 0.0000515 10
10 0,0459 1
11 0,510 2
12 0,2668 10

25 0,2705 10

27 0,0495 1

41 O.OOC515 1

34 0,4685 1

36 0,1000 1
38 0,1000 1

-  40 ............................. 0,0500 1
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P rze b ie g i sygnałów w punkcie 2 są w s ta n ie  nieustalonym  b a rd z ie j 
zn iek sz ta łc o n e , lecz i  one podobnie jak  sygnały w punkcie 1 po upły­
wie około 1 s ,  s ta ją  s ię  wyraźnie przebiegam i sinusoidalnym i.
I  ta k  maksymalne w a rtc śc i sygnałów w s ta n ie  przejściowym wynoszą odpo­
wiednio:

x = -  5 ,3  • 10"5 m2 max

L  = -  0,41 -2 max s

W s ta n ie  niemal ustalonym możemy już  mówić o am plitudach s in u so id a l­
nych, k tó re  wynoszą:

x 2 =  3* 10" 5 r *

F rze b ie g i sygnałów: przem ieszczenia, p rędkości i  p rzysp ieszen ia  w 
punktach 1 ,2 ,3  i  4 ze względu na występowanie ty lk o  s i ł  wymuszających 
w punkcie 3 i  4 i  to  o różnych czę s to tliw o śc ia ch  są bardzo zróżnicowa­

n e .
Z porównania am plitud rozw iązań z tłumieniem  i  bez tłu m ien ia  widać 

wyraźne ró ż n ic e .
F rze b ie g i te  n ie  są oczyw iście s in u so id a ln e .
Dla porównania podamy w t a b e l i  6 .2  maksymalne w a rto śc i am plitud za­

ra z  po za łączen iu  i  po cz a s ie  około 10 s ,  gdzie jedyn ie  z dość au-
żym przybliżeniem  nożna mówić o s ta n ie  ustalonym y.

liależy raz jeszcze  p o d k reślić  zupełn ie odmienny k s z ta ł t  p rzebiegu 
sygnałów d la  różnych punktów (szczegó ln ie  odzw ierciedla s ię  porównu­
ją c  p rz eb ieg i w punktach 1 i  4 ) .

—---------------------------

'Z a łączone wykresy na ry s .  6 .6  -  6 .9 stanowią jedyn ie  fragmenty vvi-
brografów , a czas obserw acji podany j e s t  na o s i odcię tych .
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Tabela 6.2

Sygna­
ły  w 
punk­
ta c h

Amplituda
z tłum ieniem bez tłu m ien ia

Stan n ie u s ta ­
lony

S tan  ąuasir 
u s ta lo n y  

( t  w 10s )

Stan n ie u s ta ­
lony

Stan quas±- 
u sta lony

( t  f« 10 )s

*1 12,3 • 10~6 6 ,3  • 10-6 13,0 . 10"6 5,5  • 10"6

X1 5 ,7  • 1 0 '4
—6

3,3  • 10 5 ,8  . 10~4 3,40 . 10~4

X2 6,7 • 10“ 5 3 ,4  . 10-5 7 ,2  . 10"5 3 ,4  . 10-5

*2 8 ,8  . 1CT4 7 ,7  . 10 4 9,1 • 10"4 6 ,3  . 10-4

X3 9 ,2  . 10~5 +4,6 . 10"5 9 ,3  • 10-5 4,95 . 10"5

*3 -8 ,4  . 10-4 6 ,4  . 10~4 -8 ,4  . 10~4 6 ,8  . 10~4

X4 13,5 . 10"5 6 ,60  . 10~4 13,6 . 10"5 7 ,0  . 10"5

*4 -9 ,5  . 10-4 5 ,8  . 10“ 4 -9 ,5  . 10"4
-4

-6 ,0  . 10

B8



7 . PROCESY USTALANIA SIE DRGAŃ WYMUSZONYCH

7.1» O kreślen ie  stanu  n ieu sta lo n eg o

W poprzednich ro z d z ia łac h  n in ie js z e j  pracy rozpatrywano d rgan ia u- 
kładów mechanicznych i  obwodów elek trycznych  opisane równaniami ró ż­
niczkowymi zwyczajnymi, liniowymi niejednorodnym i.

Z a n a liz y  pełnego rozw iązania równania różniczkowego podanego wzo­
rem (3*14) wynika, że poszukiwana fu n k c ja , o k re ś la ją ca  drgania wymu­
szone s i ł ą  harmonicznie zmienną układów tłum ionych, w początkowym o- 

k re s ie  czasu j e s t  nieokresowaj oznacza to ,  że :

x ( t )  i  x ( t  + T) (7 .1 )

T eoretyczn ie  po cz a s ie  t  =«>, a p rak tyczn ie  po k ilk u  lub k ilk u n as tu  
okresach (duży wpływ na okres u s ta la n ia  s ię  drgań ma tłu m ien ie ) drga­
n ia  przyjm ują postaó  u s ta lo n ą  o c z ę s to tliw o śc i równej c z ę s to tliw o śc i 
s i ły  wym uszającej. P roces te n  nazywamy usta lan iem  s ię  .drgań harmonicz­
nych, a s ta n , w jakim  zna jdu je  s ię  układ nazywamy stanem nieustalonym  
(przejściow ym )1'1.

7 .2 .  S tan  n ieu sta lo n y  układu o jednym stopniu  swobody

Rozpatrzmy raz  je szc ze  równanie drgań układu o jednym sto p n iu  swo­
body (2 .1 ) podane w form ie:

mx + cx + kx = p ( t)
■' 1,1 ■■

Rozważania powyższe są  oczyw iście słuszne d la  układów s ta b iln y c h .
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Przyjmijmy wymuszenie harmoniczne * p o s ta c i:

p ( t )  a p s in lo o t + )

P o zo sta łe  oznaczenia ja k  we wzorze (2 .1 ; .
Załóżmy dodatkowo występowanie małego tłu m ien ia  w rozpatrywanym u-

k ład z ie  c <  2~d rr.k '
o raz  warunków początkowych: x(o) i  y(,o;.
P ełne a n a lity cz n e  rozw iązanie równania różniczkowego ma p o stać :

x ( t )  = g " e t  jx (o ;co sy c t2-£ 2 t  .  -  ć 2' t  J •

r ^ i ,n ^ ^ c o c o s ( ^  s l ^ a 2 . ć2 '+ ^.  -  i:f?_________
-.i, 2 2 , 2  , c2 2 '^Icc -OT) + 46 co 

+ s in  ( cos^cC2- ^ 2^ sin(<ot + <f> -V )t
Ł . . 2  2 + 4 ć 00

g d z ie

. 2 s u  „ c . _ n r
ć = * r *

Jak  widać pełne powiązanie an a lity czn e  równania (2 .1 ) podane w za­
p i s i e  (7*2) sk łada s ię  z trz e c h  członów rep rezen tu jący ch  następu jące  
p rocesy : d rgan ia  w łasne, wpływ warunków początkowych oraz drgania wy­
muszone. W p ro ces ie  u s ta la n ia  s ię  drgań harmonicznych człony reprezen­
tu ją c e  d rg an ia  własne oraz wpływ warunków początkow ych,zaburzające o- 
kresowość ruchu wskutek tłum ien ia ,w ygasa ją  z upływem czasu .

Ruch układu przechodzi stopniowo w drgania harmoniczne z c z ę s to t l i ­
wością s i ły  wym uszającej.



7 *3» Stan n ieu s ta lo n a  układów o w ielu  s topn iach  swobody

Rozpatrzmy równanie drgań układów o w ielu  s topn iach  swobody podane 
zapisem macierzowym (3*14)

m x  + c x  + r x  = p  ( t )

gdzie oznaczenia ja k  na wzorze (3 .1 4 ) . Załóżmy warunki początkowe

X (o) =Xo i  X( o )  =Xo

Układ równań (3 .14) rozwiązać można metodą tra n s fo rm a c ji la p la c e 'a .p o  
dokonaniu k tó re j  otrzymamy:

s2 n»x(s) - m i -  Smx + scx(s)-cx +cx(s) = p(s) (7.3)
0 0 o

gdzie  X (s) i  p ( s )  są transform atoram i wektorów X( t )  i  p l t ) .
Po uporządkowaniu równania (7*3/ otrzymamy:

ms2 + c s + r (x )s  =mx + smx +cx + p (s )  (7 . 4)o 0 0

oznaczając:

G ( s) ■ tn s2 + c  s + r ) " 1

a  =m x + c x  „o o

b  =m xO

Równanie (7*4) p rzyb ie rze  postać

X (s) - 6 ( s ) a +  sG(s)b + 6 ( s ) p  (s) (7.5)

Wykonując transfo rm ację  odwrotną otrzymamy

x ( t )  « G ( t ) a  + [G(t)i>]+ | ß ( t - t ) p ( r ) d r  (7 . 6)
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J e s t  to  n a jb a rd z ie j  ogólna po stać  rozw iązania układu równania po­
danego zapisem macierzowym (3*14). Dwa pierw sze człony p rzed s taw ia ją  
d rg an ia  własne układu oraz wpływ warunków początkowych. T rz e c i człon  
p rzedstaw ia  d rgan ia wymuszone układu.

Wyrażenie Gi s )  przedstaw ia m acierz p rz e jś c ia  układu dynamicznego 
o n w e jśc iach  i  w y jśc iach . J e j  tran sfo rm ata  odwrotna stanowi impul­
sową fu n k c ję  p r z e jś c ia .

Elementy t e j  m acierzy g ^ v i t )  stanow ią odpowiedź k - te j  w spółrzęd­
n e j (p rzem ieszczen ie) na im puls D iraca S i t )  podany na i-tym  w ejśc iu .

W przypadku, gdy warunki początkowe Xq = Xq = 0 , z a p is  (7 ,6 ) upra­
szcza s ię  do p o s ta c i

x ( t ;  = \ G ( t - r ) p  ( r j a t  (7 . 7 )

Z n a lez ien ie  rozwiązań an a lity czn y ch  w p o s ta c i  n ieuw ikłanej zapisów 
(7*6) a nawet (7*7) n ie  j e s t  p ro s te .  Ogromna i lo ś ć  pracy rachunkowej 
nawet d la  układu o dwóch stopn iach  swobody czyni metodę tra n s fo rm a c ji 
Laplace*a n iep rzy d atn ą  do celów praktycznych.

7*4. W ykorzystanie maszyn analogowych do z n a le z ie n ia  p o s ta c i  drgań w 
s ta n ie  nieustalonym

W ro z d z ia le  6 n in ie js z e j  pracy omówiono ogólne zasady posługiw ania 
s ię  tech n ik ą  analogową. Podano również dwa przykłady o b licze n ia  drgań 
u sta lo n y ch : b e lk i  oraz wieży wyciągowej. Maszyny analogowe mają tę  o- 
gromną przewagę nad maszynami cyfrowymi, że um ożliw iają w p ro sty  spo­
sób o b lic ze n ie  drgań w s ta n ie  n ieustalonym . W n in iejszym  ro z d z ia le  na 
konkretnym p rzy k ład z ie  wykażemy te  m ożliw ości.

Jak  ju ż  wspomniano w ro z d z ia le  6 , podstawowym elementem maszyny a-
nalogowej j e s t  wzmacniacz prądu s ta łe g o  o bardzo dużym wzmocnieniu 

Ą 7
p rz e c ię tn ie  10 -  10 V/V, znikomym d ry c ie  ze ra  oraz lin io w o ści w ca­
łym z a k re s ie  p racy . Oprócz tego  każda maszyna analogowa j e s t  wyposażo­
na w ca ły  szereg  urządzeń p ery fery jnych  tak ic h  jak  r e je s t r a to r y ,  wol­
tom ierze cyfrowe i t p .
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Obliczmy drgania w s ta n ie  nieustalonym  b e lk i pokazanej na ry s .5 .2 , 
k tó re  opisane są układem równań (6 .1 ) .

1,74 x1 + 10,0 x1 + 3 .41 .1 0 3 . x1 + 4.08 . 103 x? = 0,52 s in  83,3 t

0 .8 7 .x2 + 5 ,0  x2 + 4 ,0 8 .1 03 x1 + 22,28 . 103 x2 = 0,26 s in  83,3 t

Powyższy układ równań rozwiązano d la  dwóch warunków początkowych:

1. Warunki początkowe zerowe;

x1(0) = x  ̂(0) = x2 (0) = ¿2 (0) = 0

2 . Warunki początkowe różne od ze ra :

x1(0) = 0 ,5  . 10 ^ m x2 (0) = 1,0 . 10"*3 m

¿ 1 (0) ■ 0 ,2  . 10” 2 m/s x2 (0) = 1 ,0  . 10"3 m/s

Pierw szą czynnością przy rozwiązywaniu problemu j e s t  narysowanie 
schematu maszynowego układu równań różniczkowych. Schemat ta k i  podano 
na ry s .  6 .1 . Drugim krokiem j e s t  z a s tą p ien ie  zmiennych rzeczyw istych 
przez tzw . zmienne maszynowe. Dokonuje s ię  tego  za pomocą współczynni­
ków skalowych, definiowanych jako :

x
ax = T

gdzie

x -  zmienna rzeczy w ista ,
X -  zmienna maszynowa.

Współczynnik skalowy o k re ś la , i l e  jednej jed n o stce  rzeczyw iste j od­
powiada jed n o stek  zmiennej maszynowej. Ze względu na to ,  że na ogół 
w maszynach analogowych zbudowanych w tech n ice  lampowej zakres l in io ­
wy wzmacniacza operacyjnego wynosi +, 100 V, a w tech n ice  tran zy sto ro ­
wej +, 10V, odpowiednio jednostka  maszynowa posiada w artość 100 i  10.
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D obierając w spółczynnik skalowy staramy s ię ,  aby on był ze względu na 
dokładność pomiaru ja k  najw iększy .
Należy również dobrać w spółczynnik skalowy czasu :

t

at  “  T

t  -  czas  rzeczy w isty , 
t  -  czas maszynowy.

W spółczynnik skalowy czasu powinien być ta k  dobrany, aby n ie  była 
przekroczona g ran iczn a  c z ę s to tliw o ść  pracy wzmacniacza operacyjnego i  
jed n o cz eśn ie , aby można było  obserwować przeb ieg  zmian na r e je s t r a to ­
r z e .

W omawianym p rzy k ład z ie  p rz y ję to  n astęp u jące  w spółczynniki skalowe:

a_ = 62500 a = 1500000
X1

a . = 10000 ax =» 20000
X1 2

ax -  200 ax = 200
X1 2

at = 100

W ykorzystując w cześniej (p a trz  ro z d z ia ł  6 .2 ) otrzymane p rz e b ie g i 
d la  s tanu  u s ta lo n eg o , p rz y ję to  sk a lę  czasu -  100, co stanow i zmniej­
sze n ie  s k a l i  w stosunku do s k a l i  czasu w s ta n ie  ustalonym  400-kkotnie.

Badania przeprowadzono d la  p rz e d z ia łu  czasowego t  = 0?0,4 s ,  k tó ry  
obejmuje około p ię c iu  okresów początkowych. Dla przykładu pierwszego 
(warunki początkowe zerowe) na ry s .  7.1 pokazano p rz e b ie g i zmiennych 

i  , na ry s .  7 .3  odpowiednio zmienne *2 i  x^. Osie rzędnych wy- 
cechowane są w jednostkach  rzeczyw istych . Pokazane p rz e b ie g i na obu 
rysunkach są mocno zn iek sz ta łco n e  w porównaniu z odpowiednimi rozw ią­
zaniam i w cz a s ie  ustalonym . Uwidacznia s ię  bardzo wyraźnie wpływ drgań 
własnych uk ładu , szczeg ó ln ie  w pierw szych trz e c h  okresach .

P rzem ieszczenie x , osiąga maksymalną w artość x„ = 1 ,3 2 .10_V  : imax
d la  t  = 0,053e a odpowiednio x2max = * 1 m d la  * ~ ° ' 0^  s *
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W m iarę upływu czasu , amplitudy maksymalne obu sygnałów u le g a ją  s ta ­
łemu zm niejszen iu . Szybciej u lega u s ta le n iu  s ię  przem ieszczenie 
n iż  x1.

P rze b ie g i pierwszych pochodnych i  x  ̂ są  te ż  zn iek sz ta łco n e , z
tym, że x m a  ch a rak te r  b a rd z ie j zb liżony do sinuso ida lnego  n iż  x^.
Maksimum x osiąga dopiero  w drugim o k resie  drgań d la  t  = 0,206 s i
wynosi ono x = 0,0092 a / s ,  odpowiednio x_ przyjm uje w artość mak-i max
symalną d la  t  = 0 ,054 , rów nającą s ię  ¿¿max = ° ‘00^2 ^ 9*

Dla przypadku drugiego (warunki początkowe niezerowe) na ry s .  7*2 
pokazano p rzeb ieg i zmiennych i  x a na ry s .  7 .4  odpowiednio x^ i

V
W artości maksymalne sygnałów i  ich  pochodnych są w porównaniu z

-4pierwszym przypadkiem w iększe: x1max = 1,52 . 10 m d la  czasu  t  =
= 0 ,0 7 5 s, natom iast x = -8 ,0  . 10  ̂ m d la  czasu t  = 0,065 s ,  a¿.max
pochodne odpowiednio wynoszą:

x, = -0 ,012  m/s d la  t  = 0 ,2 0 5 s , natom iast x„ = 0,0048 m/s dla i max ¿max
t  = 0, 05s .

Porównanie jakościowe wykresów d la  przypadku pierw szego z przypad­
kiem drugim wykazuje, że d rgan ia w przypadku pierwszym mają tendencję  
do szybszego u s ta le n ia  s ię  n iż  w przypadku drugim.

7 .5 .  W ykorzystanie maszyn cyfrowych do z n a le z ien ia  p o s ta c i  drgań 
w s ta n ie  nieustalonym

Dla porównania metody analogowej z metodą cyfrową te n  sam przykład 
rozwiązany w ro z d z ia le  7 .4  przy pomocy maszyny analogowej rozwiązano 
na maszynie cyfrow ej. O bliczen ia wykonano również d la  dwóch przypad­
ków: z warunkami początkowymi równymi zeru  i  różnymi od z e ra . O bli­
czeń dokonano na EMC Odra 1204. Wykorzystano do numerycznego rozw ią­
zan ia  układu równań różniczkowych metodą Rungego-Kutty. Wyniki spraw­
dzono d la  dwóch kroków całkow ania h  ̂ = 0 ,002s i  h j = 0 ,001s, w obu 
przypadkach były one prawie iden tyczne.
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Czas o b liczeń  przy pierwszym kroku całkow ania w z a k re s ie  t  = 0 ,00 
-  0 ,4 0 s  w yniósł około 15 min. Otrzymane w yniki liczbowe przem ieszczeń 
x 1 i  x2 oraz ic h  pierw szych pochodnych posłuży ły  do sporządzenia wy­
kresów przedstaw ionych na rysunkach (7«5 ł  7 .8 ) .

Wykresy wykonano w id en ty czn e j s k a l i  co wydruki z maszyny analogo­
w ej, a to  w ce lu  łatw ego ic h  porównania.

Ze względu na bardzo zb liżony  ch a ra k te r  przebiegów rozwiązań o trzy ­
manych z maszyny analogowej i  cyfrow ej ograniczymy s ię  ty lk o  do po­
dania maksymalnej w a rto śc i sygnałów.

Dla przypadku pierw szego, tz n .  warunków początkowych równych ze ru , 
maksymalne w a rto śc i przem ieszczeń wynoszą:

x 1max "  1,26 * 10" 4m‘ x2max = 4,85 * 10" 5 E’ 

n a tom iast maksymalne w ie lk o śc i p rędkości wynoszą:

x1max = °*0073 m/,s* *2max = °» 0038 “/ s*

Dla przypadku d rug iego , tz n . niezerowych warunków początkowych,mak­
symalne w a rto śc i przem ieszczeń i  am plitud wynoszą:

x 1max = 1,60 * 10" 4m‘ x2max = ~6 ' 00 * 10~5 m

*1*3* = ■°’°09 “Z3’ x2max = °* ° ° 6 m /s‘

Nieznaczne ró żn ice  w wynikach otrzymanych przy pomocy ty ch  dwóch 
metod są  konsekwencją p rz y b liż eń  metody d y sk re tn e j, oraz dokładnością 
maszyny analogow ej.

100



X2
-1Ó

5 Z
j>1

Ó

l i l i l í

101

Rj
’s.

 
7.

8



8 . UWAGI I  «KIOSKI KDifCOYffi

Głównym celem rozprawy było opracowanie metody w ykorzystania ana­
lo g i i  elektrom echanicznej do an a lizy  drgań układów prętowych o skoń­
czonej l ic z b ie  s to p n i swobody.

W pracy przeanalizow ano różne sposoby modelowania drgań układów 
prętowych za pomocą sprzężonych obwodów elek trycznych .R ozpatrzono  d b a ­
n ia  wywołane obciążeniem  harmonicznie zmiennym zarówno w s ta n ie  u s ta ­
lonym jak  i  n ieustalonym . W a n a liz ie  numerycznej wykorzystano cyfrowe 
i  analogowe maszyny matematyczne. Wnioski w ynikające z rozważań te o ­
re tycznych  oraz na podstawie wykonanych przykładów są n astęp u jące :

-  Analogia elektrom echaniczna pozwala na budowę sprzężonych obwodów 
elek try czn y ch  m odelujących dyskretny układ prętow y. P rz e jśc ie  z u -  
kładu mechanicznego na modelujący go sprzężony obwód elek tryczny  wy­
maga jednakże tra n s fo rm a c ji układów równań równowagi op isu jących  
d rgan ia  mechaniczne.

-  N a jb a rd z ie j przydatny do praktycznego w ykorzystania j e s t  d rug i sy­
stem a n a lo g ii ,  w którym przem ieszczeniu  odpowiada strum ień magne­
tyczny , p rędkości n a p ię c ie , a s i l e  wymuszającej źród ło  prądu. Ze 
względu na warunki sprzężeń , realizow ane przez indukcy jnośc i, n a le ­
ży dobierać obwody d rgające  "podwójne" o s i ła c h  prąiom otorycznych 
skierowanych p rzec iw n ie .

-  S p rak tyce pro jek tow ej zam iast budowy fizy c zn e j modelu e lek try czn e­
go można o b liczać  układy mechaniczne metodami stosowanymi przy ana­
l i z i e  liniow ych obwodów prądu przemiennego. Opracowany w n in ie js z e j  
pracy program na EMC pozwala na pełna autom atyzację o b liczeń , drgań
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u sta lo n y ch  z zamianą w ie lkośc i mechanicznych na elek tryczne i  na

-  Do o b lic za n ia  drgań układów prętowych dyskretnych można również wy­
korzystywać maszyny analogowe. Dodatkową korzyścią  j e s t  w tym przy­
padku po u s ta le n iu  warunków brzegowych możliwość łatwego otrzymywa­
n ia  przebiegu  stanów n ieu sta lo n y ch .
Ze względu jednak na pracochłonność związaną z usta len iem  s k a li  am­

p l i tu d ,  nastawy potencjometrów i t p .  sposób te n  za leca  s ię  stosować 
jedyn ie  w przypadku ustro jów  o k ilk u  stopn iach  swobody.

Analiza -wykonanych przykładów wykazała bezsporną przydatność meto­
dy a n a lo g ii  e lek try czn e j do an a lizy  drgań układów prętowych o skoń­
czonej l ic z b ie  s to p n i swcbody.

Należy dodać, że ch a rak te r  metody umożliwia u ję c ie  wpływu różno­
rodnych cech k o n s tru k c ji oraz obciążenia wymuszającego drgania i  prze­
ś led zen ia  ich  wpływu na elektrycznym  modelu symulacyjnym. Z a le tą  po­
danego sposobu an a lizy  dynamicznej j e s t  również f a k t ,  że d z ię k i ś c i ­
słemu rozw iązaniu układu równań różniczkowych odpadła potrzeba posłu­
giwania s ię  pojęciem  "współczynnika dynamicznego". P o jęc ie  to  d la  u- 
strojów  o w ielu stopniach  swobody n ie  j e s t  bynajmniej jednoznaczne i

Tak więc opracowana metoda stw orzyła zupełn ie  nowe możliwości ana­
liz y  drgań układów prętowych dyskretnych. S ta ło  s ię  to  możliwe prze­
de wszystkim d z ięk i w ykorzystaniu d la  o b liczen ia  drgań mechanicznych 
o siąg n ięć  teo re tycznych  i  praktycznych t e o r i i  drgań, sprzężonych l i ­
niowych obwodów elek trycznych  prądu przemiennego.

W ce lu  porównania wyników otrzymanych różnymi metodami w tab e ­
l i  8.1 zestawiono wyniki ob liczeń  d la  trz e c h  różnych sposobów; pro­
gramu na EMC opracowanego w ro z d z ia le  5 wyników ob liczeń  uzyskanych z 
maszyny analogowej oraz wyników obliczeń  uzyskanych z programu opra­
cowanego przez au to ra  w oparciu  o odrębną metodę [16] .

Jak  wynika z analizy  otrzymanych rezu lta tó w , wyniki d la  trzech  róż­
nych metod są bardzo podobne.

K orzyści ze stosowania zaproponowanej w pracy metody s k ła n ia ją  do 
p o d jęc ia  kroków nad szerszą  j e j  popu laryzacją , a w szczegó lności nad 
wdrożeniem je j  w b iu rach  projektowych.

odwrót.

budzi poważne za s trz e ż e n ia
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Tabela 8.1

Sposoby wykonania o b liczeń
Lp. Rodzaj przykładu Program 

na emc
Kaszyna 
analogona

Program po­
równawczy 

na emc

1 Belka stalow a dwuprzęsłowa 
z ro z d z ia łu  5*2
Amplitudy punktu 1
-  p rzem ieszczen ie [m]
-  prędkość [m/s] j- -
-  p rz y sp ie szen ie  [m/ s j

4,66.10-;? 
3 ,89.1  o ;
3 ,23 .10

4 ,80 .10"^  
4 , 2 0 . 1 0 ,  
3 .2 0 .1 0

4 ,6 2 .10-5

Amplitudy punktu 2
-  p rzem ieszczenie
-  prędkość
-  p rz y sp ie szen ie

2 , 77 . 10":? 
2 ,3 0 .1 0 " ' 
1,92 • 10

2 ,70 .10"^
2 ,4 0 .1 0 " '
1 ,90 .10

2 .5 3 .1 0 -5

2 Wieża wyciągowa 
z ro z d z ia łu  5*3

Amplitudy punktu 1
-  przem ieszczenie [m]
-  prędkość [m/s] ' _
-  p rzy sp ie szen ie  [m/s J

0,523*10"^ 
2,18 .10"* 
1,54 .1 0 "4

0 ,5 5 .1 0 “^ 
3 ,40 .10

0 ,5 2 4 .1 0"5

Amplitudy punktu 2

-  przem ieszczenie
-  prędkość
-  p rzy sp ie szen ie

0,344.10~2 
6,09 . 10" ;  
2,81 .10"4

0 ,3 5 -10"J 
6 ,3 0 .1 0

0,337*10-4

Amplitudy punktu 3

- p rzem ieszczen ie
-  prędkość
-  p rz y sp ie szen ie

0 ,4 7 6 .10"J 
6,07 .10"T 
1,03 .10

-0 ,49*10~f 
6 ,80 .10

0 ,4 6 3 .1 0-4

Amplitudy punktu 4
-  p rzem ieszczen ie
-  prędkość
-  p rz y sp ie szen ie

0 ,689 .10"4 
6 ,8 8 . 10"4 
9,62 .10"J

7 .1 0 .1 0 "4 
6 ,1 0 .1 0

0 ,6 6 9 .10"4
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S t r e s z c z e n i e

Głównym celem pracy było  z n a le z ien ie  metody pozw alającej na wyko­
rz y s ta n ie  an a lo g ii elektrom echanicznej do an a lizy  drgań układów prę­
towych o skończonej l ic z b ie  sto p n i swobody.

C iąg le rosnąca moc stymulatorów drgań na t l e  wyraźnej te n d en c ji dc 

stosow ania nowoczesnych, ekonomicznych ustro jów  nośnych, o zm niejszo­
nym c ięż a rz e  i  wymiarach wprowadza dodatkowe k ry te r ia  p rzydatnośc i kon­
s t r u k c j i .  Są n im i, pełna an a liz a  drgań oraz utrzym anie w ie lk o śc i am­
p li tu d  przem ieszczeń, prędkości i  przyspieszeń  w g ran icach  dopuszczal­
nych. Duża pracochłonność obecnie stosowanych metod obliczeniow ych,na­
wet z wykorzystaniem emc, sk ło n iła  au to ra  do poszukiwań nad możliwo­
ś c ią  w ykorzystania metod analogowych w dynamice budowli.

W pracy przeanalizowano różne sposoby modelowania drgań układów 
prętowych za pomocn sprzężonych obwodów elek trycznych . A nalizą objęto 
zarówno stany u s ta lo n e  jak  i  n ie u s ta lo n e .

O bliczenia przykładów wykonano posługując s ię  maszynami cyfrowymi i  
analogowymi. Rozważania teo re ty czn e  jak  i  an a liz a  wykonanych przykła­
dów wykazały bezsporną przydatność metod a n a lo g ii e lek try czn e j do a- 
n a lizy  drgań układów prętowych o skończonej l ic z b ie  s to p n i swobody. 
N a jb ard zie j przydatny okazał s ię  ten  system a n a lo g ii ,  w którym prze­
m ieszczeniu odpowiada strum ień magnetyczny, p rędkości n ap ięc ie  o s i le  
wymuszającej źródło  prądu.

D zięki w ykorzystaniu t e o r i i  drgań sprzężonych obwodów elektrycznych 
prądu przemiennego okazało s ię  zupełn ie  n iepo trzebne wprowadzenie ja ­
kichkolw iek pojęć "współczynnika dynamicznego". W pracy przedstaw io­
no sposoby budowy fizycznych  modeli e lek trycznych  służących do pomia­
ru  poszukiwanych w ie lk o śc i. Opracowano również spec ja lny  program na 
emc pozwalający na pełną autom atyzację ob liczeń  bez konieczności bu­
dowy modeli fizycznych , 7/iele uwagi poświęcono w pracy modelowaniu
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drgań w s ta n ie  nieustalonym  z wykorzystaniem e lek tro n iczn y ch  maszyn 
analogowych.

Korzyści ze stosow ania zaproponowanej metody s k ła n ia ją  do sze ro ­
k ie j  j e j  p o p u la ry z ac ji w szczegó lności w ośrodkach projektowych i  kon­
stru k cy jn y ch .
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H e  s u  1  é

Le but p r in c ip a l  de c e t  ouvrage é t a i t  de tro u v er une méthode per­
m ettan te  la  mise à p r o f i t  de 1*ana log ie  électrom écanique dans l ’etude 
des o s c i l la t io n s  des systèmes r é t i c u lé s  ayans un c h i f f r e  d é f in i  de de­
g ré s  de l i b e r t é .

La pu issance des s tim u la te u rs  d’o s c i l la t io n s  to u jo u rs  g ran d issan te  
sur le  p lan  d’une tendence c la i r e  aux ap p lic a tio n s  modernes des syste-

4 0

mes p o rte u rs  économiques, p lu s  lég e rs  e t  moins dim ensions in tro d u it  
des c r i t è r e s  supplém entaires d’ap p litu d e  des c o n s tru c tio n s . Ce sont: 
la  p le in e  analyse des v ib ra tio n s  a in s i  que l 'e n t r e t i e n  des g randeurs 
des deplacem ents, des v i te s s e s  e t  des a c c é lé ra tio n s  dans le s  l im ite s  
ad m iss ib le s . L’a p p lic a tio n  p résen te  des méthodes de c a lc u ls  t r è s  la ­
b o rieu se s , même la  mise a p r o f i t  des o rd in a te u rs , a d ir ig é  l 'a u te u r  
a des rech erch es  su r la  p o s s ib i l i t é  de la  mise a p r o f i t  des méthodes 
analogues dans la  dynamique des c o n s tru c tio n s . Dans l ’é la b o ra tio n  on
V  4  0a é tu d ié  le s  façons d iv e rse s  du modelage des o s c i l l a t io n s  des sy s tè ­
mes r e t i c u le s  k l 'a i d e  de c i r c u i t s  é le c tr iq u e s  accoup lés.

L 'e tu d e  comport a u s s i  le s  regimes permanants e t  t r a n s i t o i r e s .  Les 
c a lc u ls  des exemples ont é té  f a i t s  par l 'a p p l ic a t io n  d 'o rd in a te u rs  e t 
de machines analogues. Les d is s e ra tio n s  th éo riq u es e t  l ’ana lyse des 
exemples exécu tes ont démontré l ’ ap litu d e  p rim ord ia le  des méthodes 
de l ’ana log ie  é le c tr iq u e  dans l ’analyse des o s c i l l a t io n s  des systèmes 
r e t i c u le s  d 'un  nombre d é f in i  de degrés de l i b e r t é .  Le system qui s 'e st 
montre le  p lu s  apte é t a i t  le  système d 'a n a lo g ie  dans leq u e l f ie u  mag­
n é tiq u e , la  v i te s s e  la  ten sio n  a une fo rce  ex to rquan te le  courant é- 
le c tr iq u e .  Grace a la  mise a p r o f i t  de la  th é o r ie  des o s c i l la t io n s  
accouplées des c i r c u i t s  é le c tr iq u e s  du couran t a l t e r n a t i f  l ’ in tro d u c­
t io n  de n 'im porte  quels term es "du c o e f f ic ie n t  dynamique" s ’e s t  mon­
t r é e  in n u t i l e .  Dans l ’é lab o ra tio n  on à p resan té  le s  façons de con­
s tru c t io n  des modèles é le c tr iq u e s  physiques se rv an ts  pour la  mesure
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des g randeurs rech e rch ées . On a é lab o ré  a u s s i  un programme s p é c ia l 
pour le s  o rd in a te u rs  p erm ettan t une autom acité  com plété des c a lc u ls  
sans b eso in s  de c o n s tru c tio n  de modèles physique*3. Beaucoup d’a t te n ­
t io n  on à a t t i r é  dans l ’ é la b o ra tio n  su r le  modelage des v ib ra t io n s  
dans le  régime t r a n s i t o i r e  par la  mise à p r o f i t  des machines é le c tro ­
n iq u es  ana logues. Les b én é fices  de c e t te  méthode proposée in c l in e n t  
v e rs  son v aste  a p p lic a tio n s  su rto u t dans le s  c e n tre s  de p ro je c t io n  e t  
de c o n s tru c tio n .
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