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WSTfP

Prezentowaną pracę należy uważa<5 za próbę klasyfikacji niektórych roz­
wiązań problemów początkowo-brzagowych liniowych teorii ośrodka odkształ- 
calnego (teorie: sprężystości, termosprężystości, lepkosprężystości i teo­
ria starzenia się). Klasyfikacja ta wiąże się jak najściślej z odpowie­
dzią na zupełnie elementarne pytanie: kiedy i w jaki sposób można rozwią­
zania zadania początkowo-brzegowego jednej teorii liniowej (np. spręży­
stej) wykorzystać do konstruowania rozwiązania innego (też sprężystego lub 
np. lekosprężystego). Odpowiedź na sformułowane powyżej pytanie jest nie­
zwykle ważna w zastosowaniach, z uwagi na trudności jakie występują przy 
rozwiązywaniu problemów brzegowych w każdej z dyscyplin mechaniki ciała 
odkształcalnego. Można również cel pracy scharakteryzować nieco inaczej, 
a mianowicie jako próbę maksymalnego wykorzystania informacji zawartych .. 
rozwiązaniu jednego zagadnienia mechaniki ciała odkształcalnego do otrzy­
mania informacji o innym rozwiązaniu. Dodajmy, że oprócz uzyskania wyni­
ków przydatnych w zastosowaniach, rozważania przeprowadzone w pracy mają 
również istotne znaczenie w poznawczej stronie wspomnianych teorii linio­
wych. Akcentując tutaj zastosowania bynajmniej nie zamierzamy pomniejszać 
strony poznawczej ponieważ przeprowadzona w pracy klasyfikacja rozwiązań 
pozwoliła wprowadzić zupełnie nową strukturę formalną w zbiorze rozwiązań. 
Wspomnianą strukturę zbudowano na pojęciach typowych dla: teorii grup, 
algebr liniowych, teorii reprezentacji i teorii przestrzeni Hilberta.Wpro 
wadzona struktura formalna, której zauważenie stanowi treść poznawczą pra 
cy, jest bardzo pomocną w jakościowych badaniach równań mechaniki ośrod­
ka odkształcalnego. Dodajmy tutaj, iż badania te rozszerzają w sposób za­
sadniczy obszar zastosowań. Powyższy sposób podejścia pozwala na wykorzy­
stanie pewnych wielomianowych przekształceń macierzowych, które przepro­
wadzają rozwiązanie jednego zadania w rozwiązanie problemu drugiego,z po­
minięciem równań tego ostatniego. Fakt, że każde rozwiązanie posiada przy 
porządkowaną mu całą przestrzeń innych rozwiązań, ograniczoną jednak z jed­
nej strony tożsamością Cayley’a-Hamiltona, a z drugiej algebrą liniową 
zbudowaną na tej przestrzeni, wpływa w sposób istotny na klasyfikację tych 
rozwiązań; w tym przypadku postępowanie jest takie samo jak w algebrze li­
niowej. Przeniesienie to pozwala klasyfikować rozwiązania podobne uzyska­
ne w mechanice, jednym słowem: klasy rozwiązań podobnych są jak najści­
ślej opisane przez odpowiednie algebry.
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W całej pracy zakłada się, że istnieją odwzorowania zadań początkowo- 
brzegowych np. przez przekształcenia całkowe (transformacja Pouriera lub 
Laplace>a por, [2,13,28,34,46,47,51,61,83,87]) na pewne równanie macierzo­
we (problem algebraiczny).

Pierwej rozdział pracy poświęcony jest omówieniu podstawowych proble­
mów, do których zaliczaó będziemy formułowanie zagadnień brzegowych, a tak­
że konstruowanie analogii między teoriami szczególnymi. W drugim rozdzia­
le pracy badamy pomocnicze właściwości rozwiązań i to takie, które umo­
żliwiają stosowanie pola dystrybucji o «lamentach będących "współczynni­
kami" w rozwinięciach wielomianowych dla rozwiązań podobnych.

Ogólna analiza rozwinięć wielomianowych powołuje algebry liniowe, opi­
sujące rozwiązania podobne w każdej teorii szczególnej. Opis w ramach al­
gebry liniowej jest końcowym efektem pracy, na który złożyły się pozytyw­
ne odpowiedzi na sformułowane w poszczególnych rozdziałach problemy.Sfor­
mułowania tych problemów podporządkowane są uwypukleniu grupowego charak­
teru rozwiązań podobnych, który w konsekwencji pozwala określić odpowied­
nie algebry.

Praca w znacznym stopniu korzysta z dobrze już w chwili obecnej rozwi­
niętego aparatu formalnego równań liniowej mechaniki ośrodka odkształcał- 
nego. Dosyć dobrze jest rozpoznany zakres zastosowań teorii sprężystości, 
termosprężystości i lepkosprężystoaci tak, że umożliwia to skuteczne pod­
jęcie problematyki klasyfikacji rozwiązań w tych teoriach. Zauważmy, że 
postawione na samym początku zadanie można również sprowadzić do skonstru­
owania relacji równoważności, która dzieliłaby całą przestrzeń rozwiązań 
na zbiory rozłączne, w których znajdowałyby się rozwiązania podobne.

Sygnalizujemy tutaj jeszcze jeden z pośrednich celów pracy;istnieje mia­
nowicie możliwość analizy wyników badań doświadczalnych. W tym zakresie 
praca wnosi także nowe idee. Umożliwiają one pełniejszą i wnikliwszą ana­
lizę następujących wyników: mając dane pomiarowe, np. przemieszczenie pun­
któw tego samego ciała dla odpowiednich warunków początkowo-brzegowych,mo­
żemy odpowiedzieć na pytanie: które z warunków brzegowych - (w napręże­
niach) realizują stan przynależny do jednej z teorii szczególnych. Rezul­
taty te są ważne zarówno poznawczo jak i w zastosowaniach.

Może nas zastanowić głęboko tkwiąca analogia między rozwiązaniami po­
dobnymi, uzyskanymi w tej pracy a odpowiednimi rozwiązaniami spotykanymi w 
analizie wymiarowej. Istotnie, oba zadania moina prowadzić do dwóch rów­
nolegle postawionych zadań geometrycznych, okre- ionych na tej samej prze­
strzeni. Podkreślamy, że idee tkwiące w analizie wymiarowej, a w szczegól­
ności jej właściwości grupowe inspirowały autora do napisania tej pracy.
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C z ę ś ć  I

A N A L O G I E  I P O D O B I E Ń S T W O  

W L IN IO W Y C H  T E O R I A C H  O Ś R O D K A  O D K S Z T A Ł Ć A L N E G O



R O Z D Z I A Ł  I

LINIOWE TEORIE OŚRODKA CIĄGŁEGO

1. Wprowadzenie
I

Przed podaniem najważniejszych wyników tego rozdziału, związanych z kla­
syfikacją rozwiązań podobnych, musimy w sposób syntetyczny podać niektóre 
fakty z klasycznych działów liniowej mechaniki ciała odkształcalnego. Wo­
bec powszechnie stosowanego - w drugim rozdziale pracy - aparatu formalne­
go teorii przestrzeni Hilberta i teorii grup, uważaliśmy za konieczne roz­
ważania tego rozdziału budować na tych samych podstawach formalnych;w ten 
sposób uzyskuje się możliwość porównania wyników obu tych rozdziałów, a 
co najważniejsze - taki sposób ujęcia jest wygodny w przeprowadzonej kla­
syfikacji rozwiązań. Zajmując się liniowymi teoriami ośrodka odkształcal­
nego zwracamy uwagę na formalne podobieństwo równań poszczególnych teorii, 
widoczne nieraz dopiero po pewnych transformacjach. Podobieństwa te pozwa­
lają rozwiązania równań jednej teorii wykorzystać do rozwiązań w innej.Na 
tej drodze otrzymujemy tzw. analogie. Pierwszą z takich analogii zauwa­
żyli Duhamel i Neumann; jest to analogia sił masowych i wpływów termicz­
nych. Analogia ta występuje między równaniami teorii sprężystości a teo­
rii naprężeń cieplnych i korzysta się z niej również przy poszukiwaniu 
rozwiązań w termo-lepkosprężystości i termo-starzeniu się.

Dalsze analogie w liniowej mechanice związane są z nazwiskami Hiltona, 
Lee, Alfrey'a, Sternberga, (por. [i ,21 ,23,24,31,37,68] ). Uwzględnienie 
wpływu temperatury na właściwości fizyczne ośrodka doprowadza do dalszych 
komplikacji równań, przekształcając różniczkowe równania problemu na pew­
ne równania funkcyjne. Ze względu na prostotę otrzymanych równań naj­
rozsądniejszym wydaje się przyjęcie - proponowane przez Leadermanna i Fer- 
rego [30,57,64]- hipotezy ciała termo-reologicznie prostego. Myślą prze­
wodnią tej hipotezy jest zastąpienie czasu fizykalnego pewnym czasem spro­
wadzonym; taki zredukowany czas, uwzględnia wpływ temperatury. Zmieniając 
skalę czasu powodujemy tzw. "skażenie" skali. Oczywiście, "skażenie" to 
należy uzyskać na podstawie pomiarów w naturze.
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W przedstawionej tutaj pracy formułuje się ogólniejszą analogię wystę­
pującą między rozwiązaniami starzejącymi się - z uwzględnieniem pola ter­
micznego, a rozwiązaniami termo-sprężystymi. Analogia ta pozwala wykorzy­
stać rozwiązanie sprężyste do wyznaczenia rozwiązania dla ośrodka starze­
jącego się.

Zakres każdej z wprowadzonych analogii określa również jej użyteczność. 
Patrząc z tego punktu widzenia należałoby założyć, że pole termiczne nie 
będzie wpływało na zmiany funkcji materiałowych: ośrodek izotropowy pozo­
stanie izotropowym i jednorodnym. Na tym założeniu bazować będziemy przy 
budowie analogii wprowadzanych w niniejszej pracy. Dodatkowo podana w pra­
cy analogia między rozwiązaniami termo-sprężystymi a termo-starzejącymi 
się zawiera jako przypadki szczególne: analogię sił masowych w lepkosprę- 
żystości, analogie Lee-Alfrey’a [1»3l] oraz analogię Duhamela - Neumanna.

2. Założenia

Podamy teraz powszechnie przyjęte w liniowej teorii ośrodka ciągłego 
założenia i określenia pozwalające formułować odpowiednie zadania począt- 
kowo-brzegowe, a także analizować występujące tam równania. W pierwszej 
kolejności podamy twierdzenie Efrosa, dalej wyprowadzimy wynikające z nie­
go konsekwencje w liniowej teorii ośrodków podlegających starzeniu się a 
następnie przytoczymy określenia i pojęcia dotyczące samej mechaniki.

a) Oznaczymy przez f(x,t) funkcję zmiennych rzeczywistych x = (x. 
a przez ?(x,p) odpowiadającą jej transformatę Laplace’a

OO
_ — r -.di“ P —pt

(2.1) f(x,t) — ^   f(x,p) = £  [f(x,t)J = J f(i,t)e dt, te[o,oo)
O

Retransformatę funkcji f(x,p) definiujemy zależnością

y "1 “1 r- 1 df 1 ^ io° p*(2.2) f (x, p) — i—  f(x,t) = £ [jf (3c,p)j = 53JT \ f(x,p)e dp.
d i

sir
ioo

Podobnie transformatę Fouriera funkcji f(x,t), ze względu na zmienną x, 
określa związek

df +oa -x?
(2.3) f(x,t) — f(£,t) = $  [f(x,t)J =  f f(x,t)e dx,

(2 3t) 0 ^

gdzie x$ = x1S 1 + *2^2 + x3%* a dx = dx1 dx2 dx3, 

natomiast retransformatę określa równanie

A  'E' “ 1 fA "I d f  i 1 * A
(2.4) f(5,t) — Ł-*- f (x,t) = f  [f(3,t)J =  f(?,t)e d5

(2 Jt) v
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Złożenie przekształceń f  (dla zmiennej x ) i Z  ( dla zmiennej t) jest ope­
racją przemienną, tzn.

3- o l j .  . ...J = Xof[^.. . . . J.

W całej pracy stosować będziemy przekształcenia Laplace'a i Fouriera 
rozumiane w sensie wzorów (2.1) - (2.4).

TWIERDZENIE EFROSA [51,89].
_ y -iq(p)

Jeżeli f(x,t)-^-f(x,p) i H(t-t)<P(t,t)-^$(p)e » gdzie $ (p) i q(p)
są funkcjamiojinalitycznymi, to
(2.5) ^ < p ( X , t ) t ( x , t ) A t— ^*-^(p) • f(x,q(p))

Podobnie, wykorzystując twierdzenie E f r o s a oraz całkowanie 
przez części otrzymujemy kolejne równości

n
Q(x,t) = C <P(t,t) dl-£ » Q(x,p),

'I 9 t a

SdZie! - f U  a nf(^r) 1 -p*Q(x,p) = J [ J ■P(t,r)H(t-g)-^— 1 drje

( 2 .6 )  oo

dt =

= I "  " -p n "  [ j . f)H(t->.)e Ptdtjdr= | ¿11^lŁ1x|^( t ,t) H( t-O j df =
O o o

= $(p) £qn(p)f(x,q(p)) - qn“1(p)f(x,o)-qn-2(p)f(x,o)- . . .-fn_1 ( x , o )J .

Przyjmując w twierdzeniu Efrosa: < p ( t , t )  = <P (t - t ) dla t>CI v?(t-e)5 o - 
dla t<£otrzymujemy twierdzenie Borela. Związany z twierdzeniem Efro­
sa splot (uogólniony) oznaczymy symbolem

t
(2.7) f 1 a f2 <y  jł fl(t,r) f2(i)dr,

o
a zwykły splot oznaczymy

df «
(2.8) f2 = l ^(t-i) f2(t)dt .

O
Algebra splotu (2.7) będzie w dalszej części pracy przydatna do rozwią- 
zywania zadań teorii starzenia się, natomiast algebra splotu (2,8) po­
siada zastosowanie w liniowej lepkosprężystości por. np. [2,4,11,22,45 
64,76,77,93] .

Podkreślamy tutaj, że wszelkie rozważania dotyczące teorii starzenia
się uwzględniają założenie, że jądra 4>(t, t )  związków całkowych splotu
uogólnionego, które występują w odpowiednich równaniach, spełniają za- 

7* -pt -£q(p)
leżność lt^t.tie dt = $ (p)e

11



Założenie to zawęża klasę rozpatrywanych materiałów, które podlegają 
starzeniu się.

b) W całej pracy rozważamy ciało stałe £>, ograniczone ustalonym brzegiem 
9», poddane działaniu: sił zewnętrznycn, pola przemieszczeń i pola tem­
peratury. Zakładamy, że materiał ośrocuca w najogólniejszym przypadku 
podlega liniowym prawom dziedziczenia, nieinwariantnym z uwagi na zmia­
nę skali czasowej (materiały starzejące się). Przyjmowań będziemy, że 
stan wyjściowy przy temperaturze T0 będzie zatem stanem beznapręże- 
niowym i przyjmować go będziemy jako stan odniesienia (stan naturalny) 
przy określeniu stanu przemieszczeń i naprężeń. Nadmieniamy, że przy­
padkami szczególnymi liniowej teorii starzenia się, są wszystkie inne 
teorie rozpatrywane w pracy. Do opisu ruchu pola przemieszczeń. teroDe- 
ratur i obciążeń w ośrodku £> używać będziemy wyłącznie prostokątnego 
układu współrzędnych kartezjańskich. Zbiór liczb (x., ,Xg,x.,,t) =
= (x,t), przedstawia punkt w czasoprzestrzeni. Tensory naprężenia 
6i^(x,t), odkształcenia ¿^(ic.t), dalej dewiatory naprężenia s^(x,t)
i odkształcenia ei;j(x,t) (zdefiniowane wzorami s.y = 0^ ̂ ^ s 5-y»
e ^  = j , gdzie s = 6v(r, e = <5^» a jest symbolem nro-
neckera) określone są w każdej cząstce x ciała £> oraz przedziale cza­
sowym [o, +ao). Przyjmujemy, że pole przemieszczeń u^(x,t) określone
względem stanu odniesienia, będzie tej klasy, iż słusznymi pozostaną 
związki

(2.9) ^ij^*»*) = 7  ûi,j + uj,i^’ = 1'2'3*

W równaniach (2.9), a także w dalszej części pracy, przecinkiem umie­
szczonym za indeksem dolnym oznaczać będziemy różniczkowanie względem 
odpowiedniej współrzędnej występującej za przecinkiem.W całej pracy o- 
bowiązuje konwencja sumacyjna wobec małych liter alfabetu łacińskiego. 
Na mocy przyjętych powyżej założeń możemy utożsamić materialny i prze­
strzelmy opis ruchu.

c) Chwilową temperaturę ośrodka oznaczymy przez T, a przyrost temperatu­
ry, w stosunku do temperatury odniesienia T0 przez ©= T - TQ. Chwi­
lowa temperatura T winna spełniać klasyczne równania przewodnictwa
cieplnego [6,12,17,42]

(2*10) ®,kk + i ® =

gdzie %0 jest współczynnikiem przewodnictwa cieplnego, c ciepłem wła­
ściwym, ę gęstością. Funkcję Q(x,t) określamy wzorem Q = , w któ­
rym w jest ilością ciepła wytworzoną przez źródło odniesioną do jed­
nostki czasu i objętości.

12



d) Możemy teraz wprowadzić równania konstytutywne występujące w teorii 
starzenia się; równania te opisują związki fizyczne między tensorsmi 
stanu naprężenia £5^(3:,t) a odkształcenia Ći;j(x,t). Związki te po­
damy jako zależności między dewiatorem stanu naprężenia s ^  a dewia-
torem stanu odkształcenia

J <3e. . (i, f)
F / t ,  t) — i i p  dr, 1 4 j,

o
oraz jako relacje między pierwszymi niezmiennikami stanu odkształcenia 
e(x,t) (dylatacja) a naprężenia s(x,t).

t .
(2.12) s(x,t) = j'F/t.D J - 3 ot,. ar dr.

Wyrażając w związkach (2.11) dewiator naprężenia przez tensor naprężę- 
■ nia, a także uwzględniając (2.12), uzyskujemy poszukiwaną zależność 

między tensorami stanu naprężenia a tensorem prędkości odkształceń; ma 
ona postać

(2.13) 6 ij(x,t) = 2^(t,t)o ći3(x,r) + 5id [x(t,n □ ¿(x,r) -

- ¡f(t, l ) n©(x,r)] ,

gdzie

2ii(t,r) . 3Kj(t,£), K(t,r) = j  ^(t,r)- 2/t,r)] Ł

= « t f 2(t.r) = ocT [3fc(t,o +2fi(t,r)].

Równanie (2.13) ma budowę analogiczną do prawa Hooke’a w teorii sprę­
żystości, z tym, że działanie mnożenia zastąpione Jest uogólnionym mno­
żeniem splotowym,a tensory odkształceń i temperaturę zastąpić należy 
pochodnymi tych wielkości względem czasu.

Można również uwzględniać wpływ zmian temperatury & na funkcje u,(t,ł), 
fc, (t, t) wykorzystując postulat równoważności temperaturowo—czasowej, 
(por. E. Sternberg £64] i Rżani cyn £94])- Zagadnienie to stanowi od­
dzielny problem, którym w niniejszej pracy zajmować się nie będziemy.

e) Komplet równań termo-starzenia się ciał stałych obejmuje:
- związki konstytutywne

(2.14) 013(x,t) = 2u(t,i) D Ć i;j(x,t) + [Mt,On*(x,t) -

-  i ( t , r ) D 0 M ]  ,
13



- równanie przewodnictwa ciepła (dla zagadnień niesprżężonych)

(2.15)

- równanie pola

*.« + *+ k  © = ~ ab

(2 .1 6 ) C1J(3 + *i = o (gUi), ®ij = 6ji-

- równanie geometryczne

(2.17) 2ćij = U i J  + U J,i

Podstawiając (2.17) do (2.14), a następnie uzyskane w ten 
równanie do - (2 .1 6) otrzymujemy po przekształceniach

sposób

(2.18) “i,jj + (̂ +¿1) + D ©i = 0 * S “/ »

tj. równanie przemieszczeniowe teorii termo-starzenia się.

Z równaniami (2.18) i (2,15) wiążemy następujące warunki początkowe 
i brzegowe:

(2.19) u. (x,t) = u^Cx.t), dla x €32)^
x=x

1

® i/ x , t ) n 3 (x) - [^(t,*') d  (¿i.j + ń j ^ )  + 5 1;j(Mt,t). o -
x=x 

2
¡^(t,?)“ 0)1 n.(x) = p. (x,t), dla x e  d£>> j 3 2 i 2 2 2

9 ¿ u a ¿  = 3 S  i d £ > n d & = < p  1 2  1 2 ’

(2.20) ®(x,t) = A(x,t),
I x=x 3

3
3®(x.t) 

ón" '' = B(x,t)
x=x 4 

4

dla I 6 S Í  
3 3*

dla x e &£>, 
4 4

— +<X& (x,t )| = C(x,t),= Uix,tj, dla x £ Q&t
tx=x 5 5 5

5
9 S  U 9 S  U a i  = 9£>, d£>nd£>nd& = <i>,
3 4 5 3 4 5
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(2.21) u,(x,o) = u.,(x),
o1

u. (i,o) = u, (x) ,

® { x , o ) = © (x), dla xe
o

3. Równania teorii szczególnych mechaniki ośrodka ciągłego

Podane w poprzedniej części pracy równania teorii starzenia się zawie­
rają w sobie cały zbiór przypadków szczególnych, i tak np. przyjmując za­
miast mnożenia (□) mnożenie (*) otrzymujemy równanie lepkosprężystości. 
Rozpatrywanie każdego z takich przypadków z osobna prowadziłoby do ana­
lizy indywidualnej, a celem naszym Jest synteza, stąd dążnośó w całej pra 
cy do łącznego traktowania wszystkich liniowych teorii ośrodka odkształ- 
calnego. Korzyśó z takiego podejścia jest typowa dla ujęó ugólnych} w wy­
niku uzyskujemy ogólne właściwości równań mechaniki. We wszystkich wymie­
nionych w tym rozdziale przypadkach teorii szozególnych zakładaó będziemy 
że warunki początkowe i brzegowe drugiego rodzaju pozostają bez zmiany, 
niezależnie od rozpatrywanej teorii szczególnej. Jest to założenie bardzo 
istotne dla omawianych analogi (punkty 3,4). Mając na uwadze wyżej przy­
toczone założenia, uzyskamy następujące równania teorii szczególnych me­
chaniki ośrodka ciągłego.

a) Równania teorii starzenia się (@ = 0)

(3.1) ¿j. d uŁ ^  + C^+^)n ńj + x i  = 0 *g“i)»

b) Równania termo-lepkosprężystości (ui~»ui, (□)--(*)} ¿i ¿j(t-£) ,
K(t-t), tf(t-t))*5

(3.2) ^ * ui,jj + uj ji + *i = °» (<?“i)'

c) Równania izotermicznej lepkosprężystości ( © * 0, û —̂ ►Uĵ , (o) — -(*),
—  ¿i(t-t), fc,(t-r),!?(t-£)).

(3-3) ^  + (^+{a)* Uj -ji + xi “ °» ( § u±).

Związki fizyczne w termo-lepkosprężystości mają postać:

0ij = 2r ću  ^ ^ k  sij ® óij*
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d) Równania teorii naprężeń cieplnych (ui— i,K, )

(3.4)

e) Równania izotermicznej teorii sprężystości (u^—-u^, (□)-•-(.); <3= 0:;

Zauważmy, że równania teorii szczególnych (związki (3.1 - 3.5) uzyska­
ne były przez zmiany w następującym zbiorze funkcji ,(f,©}, a także
przez wymienność operacji mnożenia (a,*,-).

Przejdziemy obecnie do określenia przekształceń przeprowadzających roz­
wiązania jednej teorii w rozwiązania innej. W tym celu wprowadzimy funk­
cyjną przestrzeń Hilberta, której elementami będą rozwiązania problemów 
początkowo-brzegowych (2.18) i  (2.21 ). Przestrzeń tę będziemy nazywać też 
przestrzenią fizyczną rozwiązań termo-starzejących się i oznaczać symbo­
lem W przestrzeni tej iloczyn skalarowy określa (por. [32] ) za­
leżność

Ponieważ rozwiązania przedstawionych problemów brzegowych są wektorami 
przeto spełniają one aksjomaty przestrzeni Hilberta. W zupełnie analogicz­
ny sposób określa się przestrzenie fizycznych rozwiązań: starzejących się 
VgT> termo-lepkosprężystych lepkosprężystych 2/'L_s, teorii na-
Drężeń cieplnych 2V^_S, i sprężystych

Wprowadzamy następujące przekształcenia:

Przekształcenie powyższe oznacza, iż rozwiązania teorii termo-starze- 
nia się zawierają jako przypadek szczególny rozwiązania starzejące się, 
które są elementami przestrzeni Vrji_gT >

(3.5)

(3.6)
6 o

-1
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Przekształcenie t3.8) oznacza, że rozwiązania teorii termo-starzenia się 
zawierają jako przypadek szczególny rozwiązania termo-lepkosp-ężyste,któ­
re są elementami przestrzeni 2v^_L_g c ^ _ ST;

-1
jtc ! “i^.t; ¿iit.O, W(t,r , i(t,D ¡0, X,;d )T3 T -----

(3.9) 1
Si

 ►ui (x,t; fi(t-t)f X(t-r), jf(t-r); s n * ) ^ ,  xę_ST -t _|t ,.A/£_s

Odwzorowanie (3.9) przeprowadza rozwiązanie teorii termo-starzenia się 
(niektóre elementy przestrzeni )V^_gT) w rozwiązanie lepko-sprężyste g 

_,-1
Jid : Ui(x,t; j C ( t , t ) ; 0 ,  Xl t a ) ------►

(3.10) _-1
►ui(x,t; f i ,  X ,if •) T_s ^T-ST l i a T ^ - S
-1

Operator Jtd przyporządkowuje rozwiązaniom teorii termo-starzenia się 
rozwiązania teorii naprężeń cieplnych,

- 1
,fTe : ui (x,t{ ¿j.(t,0 , ł,(t,0 , j'(t,t) ( & , ; o )T_grp -

(3.n) jj--1
— "ui(x,t; x1,-)s. ^ T - s T - r f e r ^

Odwzorowanie (3.11) jest analogiczne do poprzednich w zakresie teorii ter­
mo-starzenia się i teorii sprężystości.

Można również rozpatrywać przekształcenia innego typu, np. przestrzeni
^*T-L-S *" ^T-S» îsT *” ^5’ ^ST *” ^£-S itd-' z uwagi jednak na małą
wartość poznawczą przekształceniami tymi zajmować się nie będziemy.

W punkcie następnym przejdziemy do omówienia przekształceń odwzorowu­
jących rozwiązania sprężyste, czy też termo-sprężyste na rozwiązania teo­
rii lepkosprężystych i teorii starzejących się. Przekształcenia te w li­
teraturze przedmiotu noszą nazwę analogii.

4. Analogie miedzy rozwiązaniami w liniowych teoriach ośrodka odkształcal- 
nego

Znając sposoby uzyskiwania rozwiązań sprężystych, zastanowimy się nad 
procedurą poszukiwania rozwiązań w pozostałych teoriach liniowej mechani­
ki ośrodka ciągłego. Procedura ta polega na wykorzystaniu rozwiązań sprę­
żystych i termosprężystych. Takie postępowanie posiada istotne znaczenie w 
mechanice ciała odkształcalnego. Wynika ono z kilku faktów: po pierwsze,
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rozwój mechaniki ośrodka ciągłego rozpoczął się od teorii sprężystości, 
stąd znane rozwiązania zc.dań początkowo-brzegowyeh w teorii sprężystości 
próbowano wykorzystywać do rozwiązywania analogicznych problemów w innych 
teoriach; po drugie, postępowe,nie takie umożliwia porównywanie sposobów 
rozwiązywania zadań (ważnych w zastosowaniach) a proponowanych przez róż­
ne teorie, - w stosunku do rozwiązań sprężystych.

Obecnie przystąpimy do omówienia analogii między rozwiązaniami spręży­
stymi lub termosprężystymi a innymi rozwiązaniami liniowej mechaniki o- 
środków ciągłych. Ponieważ najogólniejszą analogią (z której wynikać bę­
dą pozostałe) będzie analogia między rozwiązaniami termosprężystymi a ter- 
mostarzejącymi się, przejdziemy dalej do porównania transformat Laplace’a 
odpowiednich równań i warunków początkowo-brzegowyeh opisujących problemy 
charakterystyczne dla tych dyscyplin (równania (2.18), (3.4):

W równaniu (4.1) mając na uwadze założenia twierdzenia Efrosa, wprowadzo­
no następujące nowe funkcje:

<£ [h (t - i) 3Kj( t,D] = e

(4.3)

¡f(p) = 3 ̂ y(p) + 2 #(p).
O

Po przetransformowaniu pierwszego warunku brzegowego uzyskamy

ui(x,p)
1

dla x e 3 3 ,  
1 1x=x

1

(4.4)
x=x

1

Funkcje występujące po prawych stronach równań (4.4) połączone są związ­
kiem



Równanie (4.5) wynika z porównania równań (4.2) i (4.1) oraz twierdzenia 
Efrosa. Retransformując związek (4.5) otrzymujemy przyporządkowany pier­
wszemu warunkowi brzegowemu w termo-starzeniu, odpowiadający mu warunek 
.brzegowy w termosprężystości; po przekształceniach ma on postać

o -1 -1 °° o
(4.6) TJ.(x,t) = i t  (p)] Cx(i,t’) ui(x,r»)dt'’ di.

"  1 o
Transformując warunki brzegowe w naprężeniach otrzymujemy

# (p)[uit j <3C, q(p) ) + «j^is.ąip))] + S ± i [l̂(p)uk)k(3c,q(p))]|nj(x)|

(4.7)

p. (x p) + ¡f(p) & (x,q(p)) 5.. n.(x), x e dJB,1 p» n o I J J p  p p

¿ ^ i j ^ . p )  + UJłi(x,p)] + «13^  Ukłk(x,p)] n.(x)

= P.(x p) + 3f0 (x,p) S.j n.(x). 1 2 * 2 1J J 2

Przyjmować będziemy, że warunki początkowe dla ośrodka starzejącego się i 
sprężystego,będą takie same

(4.8) Ui (x,o) = ^(i.o)

Mając przetransformowane równania przemieszczeniowe i warunki brzegowe, 
przystępujemy do sformułowania analogii między rozwiązaniami termospręży- 
stymi a termostarzejącymi się; analogię tę oznaczać będziemy symbolem .

ANALOGIA . Przyjmując identyczność warunków początkowych, drugich 
warunków brzegowych, a także przekształcony wg równania (4.6) warunek brze­
gowy (pierwszego rodzaju), a następnie porównując równania (4.1) i (4-2), 
stwierdzamy zupełną analogię, którą symbolicznie ujmujemy następująco:

(^(i.p) — *■ u^(x,q(p)); KL^i.p)— -Xi(x,p), ©(x,p)— -®(x,q(p)),

tf(p) ; p —  q(p),O

(•) (□)
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Jest to analogia między problemem poozątkowo-brzegowym ośrodka termo-sta- 
rzejącego się a termosprężystego. Zmiana zmiennych p — -q(p) odnosi się 
tylko do pola przemieszczeń i temperatur. Analogię tę wykorzystujemy do 
uzyskania rozwiązania termostarzejącego się, dokonując następujących ope- 
racj i:

1) znając rozwiązanie zadania "początkowo"-brzegowego teorii naprężeń depl 
nych ze zmodyfikowanym - wg wzoru (4.6) - pierwszym warunkiem brzego­
wym tj. znając funkcje

64.10) Ujii.t) = tf, 0(x,t)),

dokonujemy jej transformacji i zmieniamy występujące w niej symbole 
zgodnie ze schematem (4-9)- W wyniku końcowym otrzymujemy równanie

(4.11) u^i.ąCp)) ^P^s.ąCp); ¡g(p) , ^(p), g'(p), 0 (x, q( p) )) s f^jc.p).

2) stosując do równania (4.11) twierdzenie Efrosa otrzymujemy następujące 
równanie całkowe

(4.12) J p(t,£)ui(x,f)dt' = ^ f^x.i) £ P)
q(p)

dr,
t-r

z którego po rozwiązaniu uzyskujemy ostatecznie poszukiwaną funkcję 
u^(x,t) dla ośrodka termostarzejącego się.

Z analogii 3̂  jako szczególny przypadek wynika analogia 3l2 1

ANALOGIA Su,. Analogia ta występuje między rozwiązaniem zadań teorii 
sprężystości a rozwiązaniem problemów dla ośrodka starzejącego się. W tym 
celu wystarczy w analogii założyó, że ®(x,t) =0, co modyfikuje wa­
runek (4.9) w sposób następujący

(4.13)
tTj (x,p) — - ̂ (x.qip)) j (x,p) — -X^(x,p),

X — *- ̂ (p), y — ~#(p>s p— q(p)s <*)— -(a).

ANALOGIA 3C,. Kolejną analogię szczególną w stosunku do jest ana­
logia Hiltona [6 4,23] pozwalająca wykorzystań rozwiązania sprężyste do po­
szukiwania rozwiązań w niesprzężonej termo- lepkosprężystości. W naszej 
klasyfikacji ograniczymy się przy omawianiu tej analogii do zagadnień qua­
si statycznych. Przyjmując kolejną modyfikację warunku (4.9) otrzymamy
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tT ^ J C .p )  — ►  u ± ( x , p ) } ^ ( i . p ) — ► Xi ( x , p ) -  i f ( p )  © , 1 ( x , p ) ,

(4.14) 0
K — *-K(p), ¿a— ►jl(p), i — p) j p — >-p; (•)— (*).

Przytoczona tutaj analogia może być uważana za połączenie analogii sprę- 
żysto-lepkosprężystej Jt'4 oraz analogii eił masowych

ANALOGIA Rozwiązanie sprężyste i lepkosprężyste łączy analogia
sformułowana przez E.H. Lee i T. Alfreyya [1 ,31,64,67] . Analogia ta jest 
szczególnym przypadkiem analogii którą uzyskujemy przez zmodyfikowa­
nie warunków (4.9). Przyjmują one postaó

D^Ci.p) — - ̂ (jc.p) ; J ^ ^ p )  — ► ̂ (i.p) ,
<4.15)

Vv— *Mp), ¿1— - Ji(p), t f—*-tf(p) 5 p — p; <* )— ■(*)

ANALOGIA 3i^. Ostatnią z rozpatrywanych w naszej pracy analogii będzie 
analogia między rozwiązaniami teorii sprężystości a teorią naprężeń ciepl­
nych. Analogie tę zauważyli Duhamel i Neumann j6,17]s wynika ona ze zmo­
dyfikowanych podobnie do (4.15) warunków (4,9)

U ^ z . p )  —  u ^ K . p )  5 3 ^ ( 1 , p )  —  Z ^ j c . p ) -  tf@r i ( x, - p)

(4.16)
\ , £A »-¿A , j f — j p —-pj (•)— *(*).

W rzeczywistości istotnym jest jedynie przekształcenie podkreślone w 
wyrażeniu (4.16), gdyż z reguły nie stosujemy przekształcenia Laplace*a 
przy tego rodzaju zadaniach ąuasistatycznych.

Przedstawione poprzednio analogie mają zastosowanie przy analizie ogól­
nych właściwośoi równań liniowej mechaniki ośrodka ciągłego oraz przy roz­
wiązywaniu problemów początkowo-brzegowych we wspomnianych dyscyplinach. 
Zauważmy, że znajomość analogii 3̂  - Si^ pozwala konstruować dalsze ana­
logie, np. między rozwiązaniami teorii sprężystości a - termostarzenia się. 
Należy stwierdzić jednak, iż wykorzystanie rozwiązań termosprężystych w 
teorii termostarzenia się będzie bardziej dogodne niż posiłkowanie się 
rozwiązaniami sprężystymi. W naszej pracy tego typu analogiami nie zajmo­
waliśmy się z uwagi na ich charakter wtórny w stosunku do analogii Jtj- SC .̂

Zwróćmy jeszcze uwagę na trudności jakie wynikają z wykorzystania przed­
stawionych analogii przy konstruowaniu rozwiązań odpowiednich teorii. Naj­
łatwiej stosować analogię Duhamela-Neumanna (uzyskanie rozwiązań w teorii 
naprężeń cieplnych), trudniej analogię sprężysto-lepkosprężystą, wreszcie
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najtrudniej podaną tutaj, analogię między rozwiązaniami sprężystymi a roz­
wiązaniami teorii termo-starzenia się.

Omówione w niniejszym rozdziale analogie można w sposób przejrzysty 
•przedstawić w następującym układzie.

POLE SIL POLE TEMPERATUR

Rys. 1. Analogie w liniowej mechanice ośrodka ciągłego
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R O Z D Z I A Ł  II

KLASYFIKACJA ROZWIĄZAŃ W LINIOWEJ TEORII - OŚRODKA CIĄGŁEGO 

5- Wprowadzenie

W poprzednim rozdziale dokonano podziału całej przestrzeni rozwiązań W 
na podprzestrzenią w których elementami były rozwiązania teorii szcze­
gólnych. Próbowano również, w możliwie wyczerpujący spoaób, analizować 
przekształcenia zachodzące między tymi rozwiązaniami . Najbardziej użytecz­
nymi przekształceniami wspomnianego typu były tzw. analogie w liniowych 
ośrodkach odkształealnych; odnosiły się one do odpowiadających Bobie roz­
wiązań w różnych teoriach szczególnych.

W niniejszym rozdziale skupimy naszą uwagę na przekształceniach prze­
prowadzających jedno rozwiązanie w drugie, lecz takich, które realizowane 
są w obrębie jednej teorii. Analiza przekształceń tego cypu wynika z chę­
ci poznania struktury wewnętrznej mechaniki olała odkształcalnego a także 
- z możliwości skonstruowania klas rozwiązań podobnych} przy czym przez 
rozwiązania podobne rozumieó będziemy rozwiązania problemów początkowo- 
brzegowych o odpowiednio zmodyfikowanych polach: sił i temperatur oraz 
pierwszych i drugich warunkach brzegowych.
Aby realizowaó takie przekształcenia stosowaó będziemy aparat formalny teo­
rii grup, gdyż występowanie wspomnianych wyżej rozwiązań podobnych związa­
ne jest z pewną grupą przekształceń. Konstrukcja poszczególnych grup,wpro­
wadzanych w następnych punktach pracy, zapewnić musi niezmienniczośó ope­
ratorów równań mechaniki względem tych przekształceń. Grupowe właściwości 
równań rozważanych tutaj teorii pozwoliły nam zbudować algebry liniowe. 
Elementy tych algebr umożliwiają uzyskanie rodziny rozwiązań podobnych, 
w takich dyscyplinach jak lepkosprężystośó, termosprężystośó itp. Każda 
teoria szczególna posiada inną algebrę, z którą związane są grupy prze­
kształceń. Powołując algebry liniowe kierowano się koniecznością podania 
najpełniejszego narzędzia formalnego opisującego rozwiązania podobnie.Na­
tomiast sam proces budowania algebr rozpoczynamy od powołania grupy prze­
kształceń, której elementy czerpać będziemy z ciała dystrybucji. Działa­
niem grupowym będzie mnożenie Bplotowe. Pierwszą grupę, generującą roz­
wiązania podobne konstruujemy na podstawie analizy transformat Laplace'a
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równania zagadnienia, drugą uzyskujemy z analizy przekształcenia Fouriera 
wspomnianych równań. Ponieważ interesują nas rozwiązania podobne w czaso­
przestrzeni, przeto musimy przeprowadzić syntezę pierwszego i drugiego 
sposobu podejścia (grupy generujące rozwiązania podobne w czasie i prze­
strzeni), co w wyniku daje algebry liniowe (generujące rozwiązania w cza- 
so-przęetrzeni).

Porzucając formalny aspekt poruszanych tutaj problemów zastanowimy sie 
nad jego sensem fizykalnym. Nasuwają się tutaj analogie do wyczerpująco 
analizowanej we współczesnej fizyce [25,36,40,41 ,59,60,65,66,67,71,72,92] 
niezmienniczości równań pól. W fizyce każda zaobserwowana symetria czaso­
przestrzeni prowadzi w konsekwencji do pewnej zasady zachowania. Symetrię 
czaso-przestrzeni opisujemy językiem typowym dla teorii grup, a niezmien­
nikami przekształceń grupowych pozostają pewne wielkości fizyczne, np, e- 
nergia. Analizowana w niniejszej pracy symetria dotyczy problematyki węż­
szej, odnosi się ona mianowicie do konstrukcji rozwiązań podobnych w teo­
riach szczególnych.

6. Pole dystrybucji i grupy strukturalne

Przeanalizujemy w tym punkcie równania teorii szczególnych,opisane od­
powiednimi problemami początkowo-brzegowymi, które zostały omówione w roz­
dziale pierwszym.

Wprowadzimy dalej jednoparametrową grupę przekształceń, która przepro­
wadzać będzie jedno rozwiązanie w drugie, przy zmieniającym się w sposób 
ciągły parametrze; parametrem takim będzie dystrybucja w sensie Schwar­
tz’s [35] . Z teorii dystrybucji wiadomo, że zbiór dystrybucji tworzy 
przestrzeń D, która z algebraicznego punktu widzenia jest przemiennym 
ciałem bez dzielników zera, czyli polem. W naszym przypadku elementy tego 
pola generować będą przekształcenia tworzące grupę; przeprowadzą one prze­
strzeń ~M w siebie. Ogólność takiego podejścia,pozwala odpowiedzieć np. 
na pytanie: jak zachowują się rozwiązania, poddane pewnym liniowym opera­
cjom (różniczkowanie, całkowanie itp.). W dalszych częściach pracy elemen­
ty pola D są współczynnikami rozwinięć wielomianowych macierzy rozwią­
zań podobnych. Analizę zadania rozpoczynamy od równań, termo-lepkospręży- 
stych, które dalej będziemy porównywali z równaniami termo-starzenia się; 
porównanie takie przeprowadzimy poprzez pewien izomorfizm występujący mię­
dzy grupami przekształceń, które z kolsi opisują rozwiązania podobne we 
wspomnianych dyscyplinach.

Przystępujemy do sformułowania podstawowego problemu będącego przedmio­
tem rozważań niniejszego punktu.

* dokładniej - dystrybucja temperowana.
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PROBLEM I. Dla układu równań szczególnych teorii ośrodka odkształcal- 
nego należy:

i) zbudować grupy przekształceń, uwzględniając właściwości transfor­
macji LapAsee’a, z zachowaniem niezmienniczości operatorów równań 
względem przekształceń należących do tych grup;

ii) dla zbudowanej grupy przekształceń podać konstrukcję rodziny roz­
wiązań podobnych;

iii) przeprowadzić klasyfikację przestrzeni rozwiązań z uwagi na wpro­
wadzone klasy rozwiązań podobnych.

Zadania początkowo-brzegowe termo-lepkosprężysto.śoi mają postać nastę-
pującą [64]

(6 .1)
=x

1

x e 3S, 
1 1

2 2

x e as. 
2 2

as u as =as, as n as „ 0 (

ui(x,t)l = ui(x), Ui(x,t) J = u±(x) dla x t £  5

|t=o 0 lt=o 0

®,kk(x,t) “ k  ® (x,t) = % Q(x,t)*

& (x,t)I = A(x,t), x e as 
3 3

(6.2) 30 (x.t) = B(x,t), 
4

x e as 
4 49n

x=x
4
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d & (x.t)
d n + cc® (x,t)

x=x
5

C(x,t) 
5

7. 6 d$>
5 5

@ ( x , o ) = ® ( x )  a *  u  a s  u  aZ> =atBO J 4 :?
d£> n  d<5 n  d£> = ¡t>
3 4 5

Rozwiązywanie problemów (6.1) i (6.2) zaczynamy od wyznaczenia pola 
temperatur & , a następnie przechodzimy do określenia pola przemieszczeń 
ui(x,t) (zadanie niesprzężone). Po wykonaniu transformacji Laplace*a na 
równaniu (6.1 )̂  i warunkach brzegowych (6.1) 2 _ 3 uzyskujemy równania para­
metrycznie zależne od zmiennej zespolonej p

£(p) Sitjj<x.P) + ( M p )  + ¿l(p) u:j ̂ ¿(i.p) + ¿^.p)-jKp) 0, i(x,p)=G 

ę(p2u1(x,p)-p ui  - i^),

(6.3)
“i(x,p)j = ui(x,p),

|x=x
1

x e d b ,  
1 1

®i;j (x,p)nj(x) = pi(x,p)
x=x

2

x e di>. 
2 2

Ponieważ interesować nas będą zmiany pola sił masowych, pola tempera­
tur i funkcji określających pierwszy i drugi warunek brzegowy (przy nie­
zmiennie zości obszarów db, db, b  ) , przeto zachodzi potrzeba wprowadze­
nia przekształceń przeprowadzających jeden zbiór funkcji j X± , 0 t i , ui,pi]

( ) V. O JXj , v  if TĴ , . Wspomniana operacja związana jest z prze­
kształceniem <p* pola0 przemieszczeń u^ijt) na pole TTi(x,t). Omówiony 
powyżej sposób przekształcania możemy ująć schematem

<p* : {uif X t, © >jL, ulf pi5 as, eg, *} ------

 * {Ui* *!• ^i* Ji. Pii af-. af>, 4

Będziemy żądali aby zbiór przekształceń j^* j tworzył grupę. Uzyskane przy 
tym warunku pola przemieszczeń nazywać będziemy rozwiązaniami podobnymi 
problemu początkowo-brzegowego (6*1). W wielu przypadkach parametr prze-
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kształcenia^może być funkcją rozumianą w zwykłym sensie; tutaj mając 
na uwadze ogólność stosowanych przekształceń, za parametr taki uważać bę­
dziemy dystrybucję w sensie Schwartz’ą . Na przekształcenie^-»musi być 
nałożony warunek wynikający z interpretacji fizycznej problemu: prze­
kształcenia <p* nie powinny generować rozwiązań nie mieszczących się w 
klasie rozwiązań danej teorii szczególnej. Aby zrealizować takie prze­
kształcenia, wystarczy przemnożyć równanie (6.3) przez transformatę do­
wolnej dystrybucji <p(p) = <& |~<p(p)] gdzie (,’p e i ) ^ ) . Uzyskujemy wtedy za­
leżności:

a(p) <(>(p) u± jj<z,p) + (X,(p) + jl(p))?(p) u^^Ci.p) + ^Kp) ^(i.p)
(6.4)

- aKp) ?(p) = o, §(-iXp) |p2ui(x,p)j ̂

4>(p) Ui(x,p) *P(p) i^^.p)
x=x

1

x  e  di* 
1 1

Ą  j (x,p)n. (x) <p(p) = ?>(p) p.,(x,p) x 6 d ihJ 2 2 2x=x
2

z których - po przyjęciu następujących oznaczeń

TT^i.p) = ^(pju^i.p), ¿¡^.p) = <P(p)Xi(x,p),

¿Ax,p) = <*p) ®,i(*»p)-f1
(6.5)

U, (x,p) = <f»(p) uH(x,p),
i  1  i  1

jMi.p) = ^(pjp^ii.p) = 
l  2  i  2

i po retransformacji otrzymujemy układ równań termo-lepkosprężystości o- 
kreślający rozwiązania podobne U^(x,t)

¿jo* tĴ  j^(x,t) + (K+p.)* Uj al(x,t) + Xi(x,t) - ^»ił^i.t) = gtii(x,t),

(6.6) trj(x,t)| = Uj(x,t),
lx=x

1

x=x2

= P^i.t).
1 2
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Z przeprowadzonych rozważań wynika, że istnieją przekształcenia
<p* s ^ _ L_S  *" 3^_L_g,przeprowadzające rozwiązanie jednego zadania po-
czątkowo-brzegowego termu-lepkosprężystości w - zadanie drugie.Zbiór ta­
kich przekształceń wyznacza grupę ciągłą, ponieważ określone jest w niej 
działanie grupowe (mnożenie splotowe),element jednostkowy ( <5(t), element 
odwrotny j^P)“ 1]» ^ ( t ) .  Działanie grupowe w jest ciągłe-
w sensie teorii dystrybucji, zatem wprowadzone przekształcenie spełnia 
wszystkie aksjomaty grupy ciągłej. Możemy więc stwierdzić, że występuje 
gru pa:

GRUPA ST_L_s. W przestrzeni ^ _ L_g lenieje przekształcenie

'6*7  ̂ '(>* : ^i-L-S * ^E-L-S*

określone następującą relacją podaną jawnie
t

(6.8) |u^(x,t)J = J <p(t-£) u1(z:,£)d£= ^(i.t),
o

Taka zmiana pola przemieszczeń wywołana jest następującymi zmianami po­
la sił - temperatur i warunków pocźątkowo-brzegowych (por. (6.5))

t
^*[Ii(x,t)] « | ę ( t - t )  = ^(s.i.),

*>*[© ¿(z.t)] = | i(t-£) © i(x,t)d£ = -if1(x,t), 

t
ę *  [ ui(x t)J = | <>(t-f) ui(x,£)dt = U^ii.t),

 ̂ O
t

,p* Jp^i.tjJ = ̂-«t-f) p^z.ttdr = P^i.t),
o

t _ \
Ux = lim i •(»(t-iOu^.tMf , 1^ = lim ^  1-(X t - ( x , £ )  dt ,
° t-0+ o 0 t -»0+ o

( ) s ( t̂-L-S

Grupa 9t_l_s jest również grupą przemienną. Pakt ten wynika z prze-
mienności splotu

(6.10) V  V  [•"” ] ~ ^ 2  *

(6.11) T—L—S * ó*(t); <P^(t),^2^^*#**^*

(6.9)
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Wprowadzona grupa przekształceń jest tego rodzaju, iż zachowuje ona o- 
peratory problemów pocsątkowo-brzegowych, co proponujemy uważać za frag­
ment wewnętrznej struktury równań mechaniki ciała odkształealnego. Pogłę­
bioną analizę tej struktury przedstawimy w punkcie '10 niniejszej pracy, 
gdzie też omawiać będziemy geometryczny aspekt wprowadzonych grup. Pakt 
zbudowania przekształcenia ę *  , która pozwala wyznaczyć całą klasę roz­
wiązań podobnych, będziemy określali Jako generowanie rozwiązań podob­
nych przez grupę %,„Ti_g-

Postępując podobnie Jak w tertao-łepkoeprężyetości wprowadzimy prze­
kształcenia zachowujące operatory równań termosprężyetości. Tworzyć one 
będą ciągłą grupę przekształceń, którą oznaczymy symbolicznie przez ^„g- 
Ponieważ sposób budowy takiej grupy - Jak też grup, które wprowadzać bę­
dziemy dalej - został wyczerpująco omówiony poprzednio, ograniczymy się 
do podania wzorów analogicznych do (6,7) - (6.9).

GRUPA §#f_s- W przestrzeni rozwiązań termosprężystości ^ 2_g istnie­
je przekształcenie

(6.12) ę  * : A£_s * ^ _ s.

określone następującą relacją

(6.13) [u^i.t)] - j) i<t-r)u1(x,r)dr -
o

z której wynikają dalsze związki

16.14)

[xl(xft)] = | *>(t-
0
t

^ i (x,t)] = iw0
r t
LSi(f*t)] “ f

O

[Pl(x,t)] =
t

i
0
t

a•HrHII
' 
-H 
3 

C f<p(t-i
t—  o+ u0

t
[uJ - lim 

t - 0 +
k  ]■
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WŁASNOŚĆ 1. Grupy ^t-L-S 1 ^T-S generuJ^ce rozwiązania podob­
ne w termo-lepkosprężystości i termosprężystości aą grupami izomorficzny. 

( ^T-L-S
Ostatnia własność wynika z analogii między tymi dwiema dyscyplinami 

(istnieje wzajemnie jednoznaczne przyporządkowanie rozwiązań podobnych w 
termo-lepkosprężyetości i termoaprężystości) oraz z zachowania działania 
grupowego (splotu); te warunki określają właśnie izomorfizm między grupa-
1111 *T-L-S 1 ^T-S*

Kolejną, będzie grupa odpowiadająca izotermicznej lepkosprężystości

GRUPA <v'k_g. W przestrzeni rozwiązań lepkosprężystości %£_s istnieje 
przekształcenie

(6.15) V *  « W ^ g  ► K - S

określone dla każdej dystrybucji relacją
t

( 6 . 1 6 ) ę* [ ^ ( i . t j j  =  ̂ •p(t-t)u i ( x , f ) d £ '  = T J ^ z . t ) ,
o

z której wynikają równania t
,p* [x±(x,t)] = |  P(t-i)X±(x,r)d r = ^(i.t),

O

^(i.t)] = | ^(t-Ou^a:, O d r  = TJ^z.t),

(6.17) ^ [ p i ^ t ) ]  " | « t - O p i ( x ft)di: =

<>* W  = t - “+ I  dt = y*-O

ę *  [uJ = lim+ -gę j^tt-tJu^i.Odt = UŁ(x),

< > ■ < >L-S
Przytoczymy teraz następną grupę zbudowaną w przestrzeni rozwiązań sprężyn
stych

GRUPA §g. W przestrzeni rozwiązań sprężystych Ag istnieje przekształ­
cenie
(6.18)

Z wprowadzonymi tutaj grupami ^-L-S 1 ^T_s związana jest
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określone dla każdej dystrybucji >peJ^ relacją

(6.19) <p* [u^z.t)] = J ■iJ(t-t)ui(x,t)dt' »U^te.t),

z której wynikają równania

-P*

,p*
(6.2 0)

II-pM

t
|-P(t-r) ^(i.iidr =
o

[fii(x,t)j =
t
f ̂ (t-r)u. (i.tjdi" =
o 1

[Pi(x,t)] =
t
| •P(t-r)pi(x,t)dt = 
0

[ > ]  - £ S +
| ^t-ir)Ui(x,r)df =

[ j]

t
J^t-Ou^i.rjdtr
O

S.

Podobnie jak poprzednio zauważamy, że postać przekształceń^?* w lepko- 
sprężystości (6.16) i sprężystości (6.19) Jest identyczna, a więc pozo­
staje słuszną

WŁASNOŚĆ 2. Grupy ^L-S 1 generujące rozwiązania podobne w lep-
kosprężystości i sprężystości są grupami izomorficznymi ( i}-L_s izomi  ig).

Pozostają do przeanalizowania równania termo-starzenia. Z uwagi na skom­
plikowany charakter tych równań rozpatrywać będziemy jedynie przypadki 
statycznych obciążeń ośrodka. Funkcje materiałowe ¿x(t,£), X(t,t) i tfit.t) 
dla tych ośrodków czynią zadość założeniom występującym w twierdzeniu Efro- 
sa o splocie uogólnionym

?  -pt -fq(p) 9? -pt _  -tq(p)
(6,21) ły(t,t) e dt = ji.(p) e , lł\,(t,£)e dt = Mp )  e

t  t
W dalszej kolejności będziemy starali się zbudować izomorfizmy między 

grupami przekształceń 1 ^T_ST orals ^L-S 1 ^ST' Izo“orfizm odpo­
wiednich grup pozwoli nam również i w teoriach starzenia budować rodziny 
rozwiązań podobnych.
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Przejdziemy obecnie do przetransformowania problemów początkowo-brzego- 
wych termo-starzenia się. Po wykonaniu odpowiednich transformacji otrzy­
mujemy

¿A(p)u^jj(x,q(p))+ (K,(p) + ̂ (p))uj ̂ ̂ ( i . ą i p )  ) + ̂ ( i . p )  -#(p) ©^(ł.ąip)) = 0 

(6.22) ^(i.p) = {^(s.p),
x=x

1

2 p(p) (x,q(p)) + Ó ^ M p )  |^(x,q(p)) - 3 ccT©(x,q(p))] nj(x)

= pi(xtp). 
2

x=x2

Porównując transformaty równań (6.22) oraz (6.3) zauważamy ich podo­
bieństwo. Dla uzyskania pełnego podobieństwa problemu początkowo-brzegowe-
go należy jedynie zmodyfikowaó warunek brzegowy (6.22)9 u. (x,p)— ►u.(x,q(p))j

1  1 1  1
modyfikacje tę uzyskujemy poprzez wprowadzenie - (por. (4-5) - następują­
cego związku całkowego

(6.23)

Podobnie jak to czyniliśmy poprzednio, możemy i tutaj, po uwzględnieniu
związku (6.22), wyznaczyć z równań (6.23) funkcję u. (x,q(P))

1  1

(6.24) ui(x,q(p)) = ^(py 4 |j p(t,t) ui(x,t)di'|.

Jeżeli pomnożymy układ równań (6.22)^ ^ d (6.24) przez transformatę 
funkcji i?(p) spełniającą warunek

■tq(p)
I e ,

~ -pt
(t , t )  e dt = 4?(p)<

X
to uzyskujemy zależności

£.(p) i?(p) UjL.jj (x.q(p)) + ( ^(p) + ̂ (p))£(p) Uj^ii.ąip)) +

+ i?(p) Ł(x,p) - tf(p) £(p) ©  . (x,q(p)) = 0 .
O 9*-



3p(p)q(p)u1(z,p) I = ¿>(p)ui(x,q(p)) = q~1(p) p>,
(6.26) !x=x 1 1

1

4?(p)Pi<x.p) I = (2 p) ,q(p)) + 5 ^  v(p) [ti(x,q(p))
ix»x '• 2

“ 3 c$m & (x,q(p)) ] n.(x) i?(p) = 0. . (x,p)n.(x) s?(p).
2 J  “ 2 g 3 2

Wprowadzając do (6.16) nowa funkcje:

£(p) u^z.ąip)) = U i(x,p), 5(p) Oi;j(x,p) = Ulij^P)»

(6.27) £(p) Xj(x,p) = X 1(x,p), ¿>(p) efi(x,q(p)) = ^(i.p).

j?(p) u±(x,q(p)) =T7±(xp), £(p} p,(x,p) =E,(x,p),
i 1* i 2 1 2

a następnie wykonując ich retransformację możemy układ równań termo-sta- 
rzenia się zapisać w postaci układu równań analogicznego jak w termo-lep- 
kosprężystości

£ * TJi,jd(x't) + (£ +£ )* uj,ji(x»t) = o,

(6.28) TJ^(x,t)| = E^iijt),
|x=x

1

Iij(x,t)Bj(*)| « Ej^k.t).
|x=x

2

Podkreślamy, że funkcja >̂(p) może być utożsamiana z jedną z funkcji 
£>-(p), A,(p), ^(p). Przeprowadzone tutaj przekształcenia prowadzą do

wniosku: między równaniami teorii termo-starzenia się a termo-lepkospręży 
stością istnieją - przy spełnieniu warunków (6.23), (6.26) i (6.27) - bar­
dzo Bilne związki, które w konsekwencji umożliwią skonstruowanie izomor­
ficznych grup strukturalnych w tych teoriach. Związki te w postaci jawnej 
są następujące:

§  ̂ (t,r)u1(x,f)dt » Ui(x,t),
o
t 
J  £(t-t) Xi(x,r)di' * Zj^r.t),
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oo
| £(t,r) ®(1(x,r)dr = o^ii.t),
O
t

(6.29) | Pi(x,r)dr = £ ± ( . x i ) ,
o  2 ^
00
1 tL (x, t ) d t  =TŁ(x,-t),

% 1  1 1

Wykonanie operacji (6.29) na układzie funkcji zadania początkowo-brze- 
gowego teorii termo-starzenia (małe litery) będziemy symbolicznie ozna­
czali przez ę  , natomiast rozwiązanie układów równań całkowych (6,29) o-

—1 — 1znaczymy przez Q . Przekształcenia i są jednoznaczne i opisują
wzajemną zależność między zadaniami początkowo-brzegowymi w teorii termo- 
etarzenia i termo-lepkosprężystości.

Weźmy teraz pod uwagę inne rozwiązanie podobne, uzyskane z przemnoże­
nia równań (6.28) przez p*(t)

<p»* tT1(, j (x,t) + (̂  + +

+ <p’* ^(i.t) - gs ̂  t) = 0,
(6.30)

ę * *  TL (x,t) a <£>** E. (x,t),
1x=x

1
•P *2_* j (x,t)nj(x) j = p ’* JP^i.t) 

2

Przekształcenia postaci [....], wyznaczają grupę przekształceń
i tym samym całą rodzinę rozwiązań podobnych w termo-lepkosprężystości. W 
konsekwencji każdemu rozwiązaniu podobnemu <p* * w termo-lepkospręży- 
stości przypisujemy pewne rozwiązanie w teorii termo-starzenia się. Aby 
uzyskaó to rozwiązanie wystarczy w układzie równań całkowych (6.29) doko­
nać następujących podstawień

U\,

(6.31) 2 ^ — ^ * 2 ^ ,

i f . — ,• 1 t1

po czym rozwiązać równania. Zbiór tych rozwiązań stanowi rodzinę rozwią­
zań podobnych w teorii termo-starzenia. Uzyskana tutaj wzajemna jednozna-

— - <P* * ,
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czość między rozwiązaniami w termo-Iepkospręiystosci i w teorii termo- 
starzenia pozwala wprowadzić grapę 4-ST izomorficzną z grupą 4-L-S

GRUPA 4 _ s t' W przestrzeni rozwiązań teorii termo-starzenia się 4_ST 
istnieje przekształcenia

- 1

(6,32) $ ! 4 - S T  ^ 4 - S T ’ $ = ^ ° v ” 0 £>»

z którym związane są przekształcenia ¡2 i (f-1 )

(6.33) i?: % j_st 4- L - S ’ ^  : ̂ T-L^S ” 4-ST^ ’

określone zależnościami (6.29), oraz przekształcenie

(6.34) : >Vj_L^g 4-Ł-S*

określone zależnością (6.31)

(6.35) ^[^(i.t)]
t

= f<p*(t-t)ui(x,r)dr = tr?(x,t),
u
0

z którą łączą się przekształcenia

r~ -« t
|_X (̂x,t )J = i 4,'(t-t)Zi(x,r)dt = x[(x,t),

<p’ * h i <3C*t)]

tj
0 i

i-p’ (t-t) i f . (x,t)df=.1 * 1 * 0

<p’x P i (x,t)] 

r ~i

t
= f <p ( (x,r')ćL t  = TT.’(x,t),

i  1 1
t

,p ’* = \ ■ę'(.t-r)si (.x,t)dz = jej[(z,t), ( 
o 2 2

1 J

Złożenie •£ o oł* przekształceń (6.29), (6.35) i (6.36) wyznacza

i) wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie zadań początkowo-brzegowych w 
teorii termo-starzenia się na podobne w termo-lepkosprężystości;

ii) przekształcenia $ = ¡¿T1 o p  ’ o £ wyznaczają grupę przekształceń 
4 - S T ’ która 3es “ izomorficzna z grupą 4-L-S( 4-ST^”

Grupa 4-ST generuje rozwiązania podobne do teorii termo-starze­
nia.
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Analogiczną grupę możemy powołać w przestrzeni rozwiązań teorii starze­
nia, porównując wzajemnie jednoznaczne przyporządkowanie rozwiązań podob­
nych w lepkosprężystości i w teorii starzenia się.

GRUPA • W przestrzeni rozwiązań teorii starzenia 
przekształcenie $

(6.37) ^ rp A/gipt i = 4? o •(> o £  ,

z którym związane jest: 

a) przekształcenie •£

(6.38) ę  : 'JVĝ  -A£_S'

określone zależnością

(6.39) *  [“i (*»*)] = J : 
0

z której wynikają dalsze związki
t

£  [fi/*»*)] * J 
0
oor -i /)

(6.40) £  |S.(x,t)J = J .
0
t

^[Pi(xft)] = |
0

oraz

b) przekształcenie («p ! —

(6.41) V  (x , t)] =

skąd

*■ (x,t )J =

^ ^ [ ^ ( z . t ) ]  = (t-t) 3^(i,t)dt = 2^(x,t),
O
t

.p’* [p^.t)] = | <> (t-t) p1(|,r)d«r = p̂ (*,t).
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i) wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie zadań początkowo-brzegowych w 
teorii starzenia na podobne do iepkosprężystości;

ii) przekształcenia $  = £  o  £  o £  wyznaczają grupę przekształceń 9gi,,
która jest izomorficzna z grupą $- ( — *5®®?—.. ń ) ,

L-S ST L-S
Należy podkreślić, że izomorfizm grup ^„grj— lzom* i

^ST — wynika z jednoznaczności odwzorowań zadań poozątkowo-
brzegowych w odpowiednich teoriach, oraz jednoznaczności ich rozwiązań (za­
łożenie).

Stwierdziliśmy tutaj występowanie właściwości łączących teorie starze­
nia się z lepkosprężyatością, a przez tę ostatnią ze sprężystością. Pakt, 
że grupy 9T_Ł_S. 9>r_s i  9ST, 9L_S, 9-g są grupami izomorficz­
nymi wynikał z postaci samych równań odpowiednich teorii i świadczy on o 
wewnętrznej spoistości poszczególnych teorii ośrodka ciągłego. Natomiast 
powołane w tym punkcie grupy stanowią fragment struktury równań mechaniki 
ośrodka ciągłego, stąd też ich nazwa - grupy strukturalne.

Zwrócimy jeszcze raz uwagę na właściwości podobieństwa rozwiązań.Posia­
dając mianowicie dowolne rozwiązanie u^ należące do jednej z rozpatry­
wanych przestrzeni rozwiązań np. uŁ 6 7*£_s możemy na podstawie tegoż 
rozwiązania znaleźć całą rodzinę rozwiązań podobnych jû J c Wj^g, w ten 
sposób, że każde takie rozwiązanie jest generowane przez pewne przekształ­
cenia < p *e ^L-s* Będziemy w tych przypadkach mówili o podobieństwie ze 
względu na grupę §L_g- w 6en sposób każde dwa rozwiązania uif uie 'VL-S 
mogą być względem siebie niepodobne lub podobne i całą przestrzeń rozwią­
zań 'i'£_g możemy rozbić na klasy rozwiązań podobnych względem grup ^L-g- 
Tak samo możemy postąpić w każdej innej z rozpatrywanych przestrzeni uzy­
skując w wyniku klasyfikację rozwiązań.

Uzyskane w tym punkcie wyniki będą miały istotne znaczenie w dalszych 
rozdziałach pracy. Podsumujmy je. Po pierwsze, udało się nam uzyskać gru­
py przekształceń, których elementy przeprowadzają Jedno rozwiązanie w teo­
rii szczególnej w inne rozwiązanie. Po wtóre, uzyskane grupy uwypukliły 
nieznane dotychczas prawidłowości, występujące w strukturze formalnej rów­
nań liniowych teorii ośrodka ciągłego (np. izomorfizm poszczególnych grup 
strukturalnych). Natomiast z punktu widzenia zastosowań, uzyskane grupy 
przekształceń mają co najmniej takie samo znaczenie jak grupy podobień­
stwa występujące w analizie wymiarowej. Na uwagę zasługuje tutaj również 
fakt, że wszystkie skonstruowane grupy są zbudowane na tym samym zbiorze 
elementówj polu dystrybucji lub w szczególnym przypadku przestrzeni funk- 
cyjnej. Nadmieniamy jeszcze, że przykłady ilustrujące możliwości zastoso­
wań, jakie związane są z wykorzystaniem grup 9 s> $L-gt 9't -L-S, 9ST, 
**T-ST’ ^"T-S * P°damy w dalszych rozdziałach pracy.

* t 1
Złożenie •£ o £  o £  przekształceń (6.39) i (6.41) wyznacza:
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7- Grupy przekształceń ("w przestrzeni")

W niniejszym punkcie zbudujemy kolejną grupę przekształceń w przestrze­
ni rozwiązań W . Grupa ta będzie związana z przekształceniami funkcji 
zmiennych przestrzennych, jak np. funkcji przemieszczeń, - sił masowych i 
- temperatury; grupę tę zbudujemy stosując do równań zadania przekształce­
nie Fouriera [13j .

Otrzymane w wyniku przekształceń grupowych funkcje spełniają również 
równania zagadnienia a ni8zmienniezość operatorów równań względem prze­
kształceń grupowych - to wynik odpowiednio skonstruowanej grupy. Ponadto 
przekształcenia rozwiązań problemów początkowo-brzegowych 'Tinne byó takie 
aby nie wpływały na postać operatorów tych problemów. Jeżeli przy tym prze­
kształcenia te mieć będą własności grupowe, to mogą one byó stosowane de 
konstrukcji rozwiązań podobnych. W rozdziale poprzednim postępowanie ta­
kie przeprowadzono stosując przekształcenie Laplace’a, w tym - postąpimy 
podobnie, lecz przy posiłkowaniu się przekształceniem Fouriera. Wykażemy 
dalej, t e  zbudowana w tym punkcie grupa posiada również i tę cenną włas­
ność, iż przekształcenia należące do niej są przemienne z przekształcenia' 
mi należącymi do grup poprzednich. Własność ta wynika z przemienności 
operacji różniczkowania i mnożenia transformat przez dystrybucje.

Powołana tutaj grupa stanowi dalszy etap w procesie budowy ogólne­
go opisu rozwiązań podobnych i to poprzez algebry liniowe. Przystępując do 
konstrukcji grupy, będziemy analizować nieograniczony ośrodek odkształ- 
calny. Na ośrodek działać będą pola si;ł i temperatur, a własności fizy­
kalne opisane będą równaniami konstytutywnymi teorii termo-starzenia się. 
Można rozpatrywać również problemy początkowo-brzegowe dla obszarów pro­
stopadło ściennych, w których są określone odpowiednie warunki brzegowe, 
tj. takiego typu, iż możliw.e jest stosowanie skończonych transformacji 
Fouriera. W ogólności, grupę możemy zbudować zawsze, o ile tylko znana 
będzie forma algebraizacji problemu początkewo-brzegowego.

Przejdziemy do sformułowania drugiego problemu będącego przedmiotem 
rozważań pracy. Rozwiązania jego stanowić będzie treść punktu 7 i 8.

PROBLEM II. Dla układu równań szczególnych teorii ośrodka odkształcal- 
nego należy:

i) zbudować grupy przekształceń uwzględniając właściwości transforma­
cji Fouriera, tak jednak aby operatory równań teorii szczególnych 
były niezmiennicze względem przekształceń należących do tych grup;

ii) podać dla danej grupy przekształoeń rodziny rozwiązań podobnych;
iii) przeprowadzić klasyfikację przestrzeni rozwiązań z uwagi na wpro­

wadzone klasy rozwiązań podobnych.
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Rozwiązanie pierwszych dwu zadań podamy w tym punkcie, natomiast ostat­
niego w punkcie 8.

Przejdziemy do wyznaczenia grupy przekształceń w przestrzeni roz­
wiązań w ty®1 celu wykonamy na równaniach przemieszczeniowych teo­
rii termo-starzenia się

(7.1) j.(x,i:)+(Uu.)n Uj ji.(x»t) + Xi(x,t) 00^(1,*) = g U i(x,t),

transformację Fouriera (por. relację (2.3) i (2.4)); w wyniku uzyskujemy 
układ równań różniczkowych, parametrycznie zależny od zmiennych por,
[13].

(7.2 ) ¿¿n[|5| Sy <^+»-)n[jfj%%5,t)] +
+ 3^(5,t) - i i? o $ (S, t)J = ę t),

gdzie
1 /2

§ = , § 2 » ^3] ♦ i?i =  ̂ ®j ^j  ̂ 1 = y
Przeprowadziliśmy więc transformację Fouriera tzw. problemu Cauchy’ego 

(równanie zagadnienia (7.1)), obszar nieskończony, warunek początkowy po­
staci u1(x,t) j = u^i), xe£>). Uzyskany układ równań przetransformo-
wanych jest ukłldSm algebraicznym, z uwagi na zmienną przestrzenną x.Mno­
żąc obustronnie równania (7.2) przez transformację Fouriera pewnej dystry­
bucji ^(S) (r[^(x)] =^’(S) ,Fe^x ), a następnie retransforraując uzysku­
jemy analogiczne do postaci wyjściowej równania (te same operatory). Mają 
one postaó

(7.3) jj^*»*) + Ĉ +̂ i-) a "TTj ^ ( i . t )  + 3Cl(x,t)-(fo-tf'1 (x,t) o g T ^ C i . t ) .

W równaniach (7.3) przyjęto oznaczenia

,iri(x,t) = r ~ 1 (^(g.tjJ^r"1 {#(5) U^.t)},

(7.4) xi(x,t) = r~1 ̂ (g.tjj-r 1|r(5)

^(x,t) = | i>(S,t)| = r " 1 |r(5) © (5,t)j.

Zupełnie analogiczne przekształcenie Fouriera można wykonaó na równaniach 
termo-lepkosprężystości i termosprężystości,czego szczegółowo nie będziemy
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analizować, mówiąc ogólnie o przekształceniu typu. Zatem przekształcenie 
typu (7.4) pozwalają wprowadzić grupę oznaczoną tutaj symbolicznie urzezV

GRUPA 9-p. W przestrzeniach rozwiązań ^ _ ST, ^-L-S* /VT-S* °gólnle 
w przestrzeni  ̂ , istnieje przekształcenie Uf

(7.5) r  s %   ► w  ,
-L. * * w X » » «

określone zależnością
+ 00

(7*6> [^(i.t)] = j,2í̂(í-x')u1(x•,t)(ix, »^(i.t),
-o o

z której wynikają związki

2
(7.7)

+ 0 0

[<*>(x,t)j = | U f(x-x ’ ) ®(x*,t)dx’ =ł7(x,t),
—oo +  oo

[x±(x,t)] < j^(x-x’) Xi(x,,t)dx’ =2^(x,t).

Związki (7.6) i (7.7) wynikają z (7.4) oraz definicji transformacji od­
wrotnej. Przyporządkowana rozwiązaniu TJ^ii.t), funkcja 'U'i(x,O) może być

I ijO°
= S y f( .x -x ') u ^ S . O M ?  . Zbiór prze­

t o  ¿oo °
kształceń (7.5) tworzy ciągłą grupę przekształceń <5j*

Grupa ta jest parametrycznie zależna od dystrybucji V i x ) e  zmiennej
rzeczywistej x = (x1,x?,x,), a przekształcenie Uf związane jest ze splo-

+ oo J
tem typu ly(i-i')(..... )dx* . Jednością grupy jest <5(x).

-oo
Ponieważ występująca tutaj operacja splotu posiada własność łączności, 

a wyżej wykazano, że istnieje element jednostkowy, więc tym samym udowod­
niono, że zbiór przekształceń postaci (7.5) stanowi grupę.

W przypadku izotermicznym, a więc w teorii sprężystości, lepkospręży - 
stości i teorii starzenia się (przestrzenie 7*̂ , 7^_s, 2Vgij ogólnie - 7VL.)

uzyskujemy grupę fyg’ , określoną następująco:

GRUPA w przestrzeni rozwiązań 7^, ?»£_g* 7vijT ególnie w prze­
strzeni 7vi..., istnieje przekształcenie

(7,8) %•’ : y  ----- .. ̂
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określone zależnością

yj.’ = i V ' (x-x*)u^(x*,t)dx* = TJ\ (x,t),
t00

(7.9)

która pociąga za sobą związki

+ 00

rXi(x,t)J = | nr’ (x-x* )Xi(x* ,t)dx' = S^^.t),
(7.10)

Relacja (7.8) wyznacza ciągłą grupę przekształceń 5p, określoną podob­
nie jak grupa <5p.

Konstruując grupy i *5̂ ’ uzyskaliśmy tym samym rozwiązanie pier­
wszego zadania sformułowanego w problemie II, podanym w niniejszyc punkcie 
Spróbujmy teraz rozwiązać drugie zadanie problemu drugiego. Rozpatrzmy w 
tym celu dowolne rozwiązanie Up należące np. do jednej z teorii izoter- 
micznych; Up e oraz określmy wszystkie rozwiązania podobne (defi­
nicja ich jest analogiczna jak w rozdziale poprzednim) względem grupy 
tj. rozwiązanie postaci

Uzyskamy w ten sposób zbiór rozwiązań podobnych, który oznaczymy przez

Podobnie, jak to uczyniliśmy w stosunku do izotermicznej teorii starze­
nia, możemy postąpić z innymi, tutaj wymienionymi teoriami szczególnymi u- 
zyskując nowe klasy rozwiązań wzajemnie podobnych.

Zwróćmy z kolei uwagę na inne zależności między grupami (z punk­
tu 6) a grupami i (5p*. Wiemy, że transformacje Fouriera i Laplace’a
są - w występujących tutaj operatorach - względem siebie przemienne. Po­
ciąga to za sobą przemienność przekształceń należących do grup +-.... i 

+£>> ^p’. W rozpatrywanym zagadnieniu, grupy<^ odnosić się będą do prze­
kształceń: pól przemieszczeń, - temperatur, sił masowych, które określone 
są problemem Cauchy’ego, a problemami początkowymi omawianymi w rozdziale 
poprzednim. Związki między przekształceniami tych przestrzeni najlepiej 
charakteryzują diagramy dla teorii:

(7.11)
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- starzenia się

(7-12)

- lepkosprężystych

(7.13)

(*,«)

- sprężystych



Przedstawiona diagramami przemiennośó grup .... względem grup ‘fp’ i 
posiada istotne znaszanie w dalszej części pracy. W szczególności 

wynika a niej sposób uzyskiwania wielomianowych rozwiązań, które podamy 
dalej .

Przeanalizujemy jak zachowują się grupy przekształceń i ^p* wo­
bec podanych w pierwszej części analogii (czasowych) w liniowych ośrod­
kach oakształcalnyoh. Zauważmy, że we wszystkich teoriach izotermicznych 
występuje ta sama grupa </p*; zachowuje się więc ona również przy prze­
kształceniach związanych z analogiami między poszczególnymi równaniami 
teorii ośrodka odkeztałcalnego, gdyż są to analogie czasowe, przy których 
współrzędne przestrzelane są ustalone, skąd

WŁASHOŚĆ 3 - Słusznymi są następujące relacje między poszczególnymi 
analogiami:
- sprężysto-starzejącymi się 3Ip, tennosprężysto - termostarzejącymi

(7.15)

(x ,t)
V —

a ' (x>0
- K

( V )
K —

w (?,t)

- sprężysto-lepkosprężystymi 31̂  termosprężysto - termo-lepkoeprężystymiJij

a przekształceniami^i 'W' należącymi do grup ‘■fp’ UH'e  i r e <Wp’ )•
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Biorąc pod uwagę problemy początkowo-brzegowe poszczególnych teorii li­
niowych mechaniki ośrodka odkształealnego stwierdzamy, że można tnówió o 
pewnej strukturze mechaniki w sensie relacji między tymi teoriami.W skład 
tak pojmowanej struktury wchodzió będą analogie między poszczególnymi teo­
riami oraz właściwości postaci (7.15), (7 .1 6 )»

Z przemienności przekształceń <p i ^należących kolejno do grup <5-... i 
<̂ p wynika istnienie następujących iloczynów prostych grup,

^T-ST x ^P* * &T-L-S x 'tP » ^T-S x '»p *
(7.17)

x  » ^ L - S  1  <3 p " • x  ^ p ’ •

do których będą należały pary przekształceń postaci ( ę * . ..,F), ('P*. .. )
generujące również rozwiązania podobne względem grup G = <*... x ^.Wpro­
wadzone tutaj iloczyny proste grup mieó będą zastosowanie w punkcie 8, 
przy budowaniu kolejnych rodzin rozwiązań podobnych.

8. Algebry rozwiązań podobnych

Ostęp ten stanowić będzie syntezę wyników,które zostały uzyskane w 
punktach poprzednich. Wykorzystamy powołane poprzednio grupy przekształ­
ceń przestrzeni rozwiązań, a w szczególności iloczyny proste tych grup i
**P x % - S T ’ -L-S’ ('*PX ^T-S’ ^P,x <*L-S* <5p,x ^ST* (tP,1 %  do po­

szukiwania nowych rozwiązań podobnych posiłkując się w tym celu algebrą 
splotu. W odróżnieniu jednakże od poprzednio otrzymanych rozwiązań podob­
nych, tutaj uzyskujemy istotne rozszerzenie zbioru nowych rozwiązań po­
dobnych "wyprodukowanych" z rozwiązania danego. W ty* przypadku rozwiąza­
nia podobne generowane będą przez funkcję, których argumentami są macie­
rze. Przekształcenia Laplace’a i Fouriera algebraizując problemy brzegowe 
pozwalają na traktowanie każdego rozpatrywanego problemu początkowo-brze- 
gowego jako pewnego równania macierzowego. Tym samym rozpatrywanie tych 
problemów może byó zastąpione zadaniem prostszym - badaniem równania ma­
cierzowego. Przy tego rodzaju zadaniach wyłaniają się jednak ograniczenia. 
Po pierwsze, zastosowanie transformacji Fouriera związane jest z ograni­
czoną grupą zadań brzegowych (przestrzeń, półprzestrzeń, warstwa), lub w 
przypadku skończonych przekształceń Fouriera, z pewną specyficzną grupą 
warunków brzegowych. Analogiczme uwagi odnoszą się do przekształceń Lapla- 
ce’a. Po wtóre, należy ograniczyć się tylko do badania grup przekształceń 
związanych z poszczególnymi teoriami.

Cechą wspólną wszystkich badanych w pracy teorii ośrodka odkształcalne- 
go jest możliwość opisu ich równaniami macierzowymi pod warunkiem przepro­
wadzenia algebraizacji problemów brzegowych w tych teoriach.
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Finalnym afekt#» togo punktu jest powalenie rozwinięć wielomianowych, 
rozwiązań podobnych, wyznaczających algebry liniowe. Współczynnikami w 
tych. rozwinięciach są dystrybucje należące do pola i>x  x , które w po­
przednich rozdziałach wyznaczały grupy 4j>*» $•••* • Uzyskane wielomia­
ny macierzowe mogą być traktowane jako elementy przestrzeni wektorowej, o 
wymiarze ograniczonym przez tożsamość Cayley’a « Hamiltona. Ponadto wyko­
rzystanie tej tożsamości pozwala podać ogólną postać wielomianu generują- 
cigo rozwiązania podobne.

Ogół zadań rozważanych w tym punkcie formułujemy jako

PROBLEM III, Dla zalgebraizowanych zadań poezątkowo-brzegowych linio­
wych ośrodków odkszt&łoalnych należy:

i) zbudować grupę macierzy operatorowych (grupa cykliczna) której e~ 
lamenty generować będą rozwiązania podobnej

ii) przy wykorzystaniu podanych w poprzednich punktach grup , ęp, 
<5p* oraz grupy macierzy operatorowych zbudować algebrę wyzna­

czającą rozwiązania podobne;
iii) podać klasyfikację przestrzeni rozwiązań z uwagi na powołaną alge­

brę.
Przystępujemy do konstrukcji grupy macierzy. Wykorzystujemy w tym celu 
przetraneformowan* równanie termo-starzenia się (per. (6.22), (7.2))

|I(p)[|?| Uj (£,q(p))] + (£(p)+X(p)) [kj Uj(g,q(p))| +

(8.1) _ r a -1
+ li(0,p)-i #(p) [S4 © (S,q(p))J= 0,

gdzie
1

r ?
§ -[s,. g2* % ] •  N =  (śj s3> , i l y - 7

Analiza uzyskanego układu równań wykazuje* że mamy do czynienia z pew­
nym równaniem macierzowym, w którym elementami macierzy są funkcje zmien­
nej zespolonej((transformaty funkcji wchodzących do równania). Wobec te­
go układ (8.1) możemy zapisać następująco:

(8.2) Alf = X

gdzie macierze A f 1# , X  mają postać (por. [1 3,2 8,87])

taj] - taj + <#<p> + $<*» h  sj.
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i ? i ^ p > + b (p) + H (?i)2' 6 (p)+ & (p>+i (p>]?i%

(8-3) A =  [#<p ) + fe(p>] ^1?2'I^I^(P )+ {#(P)+ ̂ P J] (̂ 2)2» [&(P) + & (P ^ 2 %

[u(p)+ |i(p)j?3?1, [iy-<p)+Vp :i] ^ 3^2*|^|^(p )+[ ^ (p ) + ^ (p )] (^ 2

u^(5,q(p)) i ^(p).^ <§(S,q(p)) - ^(5. p )

tł(S,p) = u2(?,q(p) ) , X g p )  - i jj(p) % 2 ®(g,q(p))- tgiS.p)

u3(?,q(p)) i J(p) 5 3 $(5,q(p))
-  0 J

- I 3 ( % ,  p)_

Podane w (8-3) macierze związane są z równaniami teorii termo-starzenia
(8.1), z których wynikają jako przypadki szczególne pozostałe równania. 
W dalszym ciągu nie będzie nas interesowała postać macierzy A, tl, X, a 
jedynie równanie macierzowe (8.2).

Zbiór macierzy postaci
2 k N

(8.4) E, A, A ,  ... ,A ,..., A ,

wyznacza grupę macierzy *A* która jest podgrupą grupy macierzy kwadra­
towych. Wśród wszystkich macierzy, macierze postaci (8.4) charakteryzują 
się ciekawą własnością względem równania (8.2); działają one mianowicie 
tak samo na macierz funkcji poszukiwanych 1!, jak i na macierz funkcji da­
nych X. Łatwo się o tym przekonać mnożąc obustronnie z lewej równanie
(8.2) przez Ak

(8.5) A [Ak U] = [Ak X] .

Wynika stąd, że jeżeli t) jest rozwiązaniem równania (8.2) dla macierzy
X , to A k tJ jest rozwiązaniem tegoż równania dla macierzy A  k X. Ko- 

* krzystaliśmy tutaj z przemienności macierzy A i A .
W przypadku ogólnym należy poszukiwać takich macierzy K aby zachodzi­

ła relacja

(8.6) (A li = X) = >  (A [k u ] = [ k x ])
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Pomnóżmy w tym celu równanie macierzowe (8.2) przez macierz K

(8.7) K A K “1 K  U = K X,

i żądajmy, aby K A i-1 = A, skąd A [k u] = [K x ] zgodnie z równaniem
(8.6). Mnożąc prawostronnie zależność K A K  = A  przez K uzyskujemy
K A =AK, czyli warunek przemienności mnożenia macierzy K z macierzą A. 
Należy zatem poszukiwać macierzy przemiennych z macierzą A (zadanie Fro- 
beniusa). Macierzami takimi są m.in. potęgi macierzy A .

Uzyskany rezultat ujmiemy jako

Twierdzenie I . Jeżeli równania zagadnienia począikowo-brzegowego w li­
niowych teoriach ośrodka odkształcalnego można podać w postaci równania 
macierzowego (8.2), którego rozwiązaniem jest wektor U, to

(cŜ ) istnieje rodzina rozwiązań podobnych jTTj", postaci

J J
TT = (A) U dla Z  = (A) X Je N

(Ś2) rodzina |(t| wyznaczona jest przez grupę macierzy której ele­
mentami są całkowite potęgi macierzy A, a działaniem mnożenie macierzy.

Spróbujmy podać odpowiedź na kolejne dwa pytania zawarte w problemie
III. Zauważmy w tym celu, że z macierzą A przemienne są również macie­
rze postaci

K. = E + A + A2 + ... + Ak,(8.8) 1
Kg = $ 0 E + I, A + §2 A2 + ... + $ k Ak,

Zbiór potęg macierzy A , w którym wprowadzimy zwykłe dodawanie wyznacza 
moduł K, którego elementy generują również rozwiązania podobne. W konse­
kwencji w zbiorze (8.4) możemy zbudować pierścień, ponieważ zachodzi

(AJ A1) Ak = AJ (A1 AK),
(8.9)

(A1 + AJ) AK = AIAK + AJAK, AK(AX + AJ) = AK A1 + AK AJ

Natomiast analizując wielomian macierzowy Kg stwierdzamy, że jest on
najogólniejszą postacią wyrażenia wyznaczającego rozwiązania podobne.Trze­
ba tylko zaznaczyć, że transformaty dystrybucji zmiennej czasowej i prze-A  A  _
strzennej 0 e f) = ,f) x J5+ muszą wyznaczać grupy zgodnie z rozpatrywa-• • • X w
ną teorią szczególną. Mamy więc do czynienia z trzema grupami: jedną z
grup ^T-ST 4*£>ruP§ lub “V  1 *7a’ które pozostają z

47



sobą w najściślejszym związku (por. (8,8*)). Elementami dwóch pierwszych 
grup są transformaty pewnych dystrybucji 6  wyznaczających pole,nat»miast 
trzeciej - macierze. Najpełniejszy opis zależności zachodzących między 
rozpatrywanymi w pracy grupami uzyskamy wprowadzając algebry liniowe roz­
wiązań podobnych »posiłkując się dodatkowo wynikami zawartymi w pracach [8, 
9,10,29,38,65,69,79,82,88,90,%]. ^

Algebrę liniową A!P nad polem transformat dystrybucji C wyznaczać bę­
dzie pierścień zbudowany na zbiorze (8.4) ze zwykły® dodawaniem i mnoże­
niem macierzy, który jest tym samym skończenie wymiarową przestrzenią wek­
torową nad polem <£>. w pierścieniu tym mnożenie jest dwuliniowe, czyli

Zależności (8.10) zachodzą dla wszystkich elementów pola i) oraz pierście­
nia macierzy.

Pozostaje jeszcze wykazać, że pierścień macierzy jest skończenie wy­
miarową przestrzenią wektorową. Zbiór macierzy(8.4) przy zwykłym okre­
śleniu dodawania i mnożenia przez liczbę jest przestrzenią liniową. Prze­
strzeń ta posiada 6 wymiarów, tak, że każde 7 macierzy jest od siebie lt 
niowo zależnych, czyli zachodzi

Wynik ten nie jest ostateczny. Okazuje się, że każde trzy macierze zbioru
(8.4) są liniowo zależne o czym prżekonuje nas tożsamość Cayley’a-Ha*il-

Twierdzenle II. (Cayley - Hamilton), Macierz kwadratowa A jest pier­
wiastkiem swojego wielomianu charakterystycznego, tzn. Jeżeli

Z tożsamości Cayley’a - Hamiltona wynikają dwa pożyteczne wnioski.Pier­
wszy dotyczy wymiaru przestrzeni wektorowych związanych z algebrami ros-

(8 . 10)

(8 . 11)
A A

tona

to

(8 . 13)

(8 . 12 )
?(E) = det (X E - A),

3 o P(X) = X + p̂  X + pgX + p^,

P(A) = A3 + p1 A2 + p2 A + p  ̂E = o, P-i.P2.P3 6 ¡5

48



wiązań podobnych. Natomiast drugi pozwala określić ogólną pogiąć wielo­
mianu generującego rozwiązania podobne. Oto ogólna postać tego wielomianu

(8.14) P(A) = <P E + 0. A. + 0 O A2, <J>„e í>.O I d ' O í d

Zauważmy, ¿ 9 we wzorze (8.14) zawarte są jako przypadki szczególne funk­
cje wyznaczające rozwiązania podobne, które podaliśmy w dwóch poprzednich 
punktach.

Równanie macierzowe (8.2) związane jest jednoznaczni® 3 równaniami prze­
mieszczeniowymi teorii termo-starzenia się (7.1). W konsekwencji, macierzy 
A będzie jednoznacznie przyporządkowana macierz operatorów.«; a alge­
brze AP algebra operatorów AO nad polem dystrybucji D. Algebry AP i 
AO są izomorficzne względem siebie, co oznacza, że izomorficzne będą rów­
nież odpowiednie pierścienie i pola wyznaczające obie algebry [9,38j. Do­
kładniej warunki izomorfizmu precyzuje

WŁASNOŚĆ 4.(Izomorfizm algebr AO i A P )

Algebra rozwiązań podobnych AP, której elementami są macierze zespolo­
ne, a działaniem zwykłe mnożenie i dodawanie tychże ̂ macierzy określone nad 
polem transformat dystrybucji Ś x  x Í)̂ (?'e 45̂ , V e  i)̂ ) jest izomorficzna 
z algebrą operatorów rozwiązań podobnych AO. Algebrę AO wyznacza pier­
ścień macierzy-operatorów o złożeniu i sumie jako działaniach. Pierścień 
ten określony jest nad polem dystrybucji í) x ,'£L.JL W

Zachodzą przy tym zależności

AP ?-- ► AO

AN AK ~ A N q A K ./tK -AoAo...ofi

(8 .1 5 ) (an + aM ) _ ^ _

A K (4?1 +^)  ►ufK(^1+'P2)= A P1 +A  ^2

ak (^ + r2) ' - i— v 2

Z o £ - I  ^,<P2 e i t,

Na podstawie tożsamości Cayley’a - Hamiltona i izomorfizmu algebr AP i 
AO możemy podać ogólną postać operatora generującego rozwiązania podobne. 
Oto on

(8 .1 6 ) = E <PQ + 0 2, 0Q d>1 <P

Operator wielomianowy fi(.A) odpowiada wielomianowi macierzowemu (8.14).

A  A  A
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Powrócimy jeszcze do algebry AP i rozpatrzymy w niej pewne funkcje 
f(A) macierzy A . Interesować nas będzie głównie odpowiedź na pytanie: 
jaki zbiór tych funkcji może generować rozwiązania podobne

Odpowiedź na postawione pytanie daje kolejne

Twierdzenie III. Jeżeli funkcję f(z) zmiennej z można rozłożyć w 
szereg potęgowy w okręgu jz - z0| <  r

S=oo
(8.17) f (z) = ^  cng (.7.-z0 )B

to rozkład ten pozostaje również prawdziwy przy zamianie argumentu z na 
macierz A, której wartości własne leżą we wnętrzu okręgu o promie­
niu zbieżności jz-z0|<ir (por. np. [84] ).

Określony został tym samym zbiór funkcji macierzowych M  , które wyzna­
czać będą również rozwiązania podobne. Do funkcji tych należą np. macie­
rze

k=oo k=oo ,
Z  ... A - 2 :  A “
k=0 k=0
k=oo k=oo(8.18) 1 .2k+1 ^  1 . 2k

sh A - 2 _  (Jk+1 JT A ’ = 2. i T5Frr A •
k=0 k=0
k=cu„ A '•*, 1 1 . k

e = Z - ;  ST A 'k=o

Między funkcjami (8.18) zachodzą zależności podobne do powszechnie zna­
nych np. cos^ A + sin^ A  = E, eA e~A = E.
Szersze omówienie własności funkcji macierzowych można znaleźć w monogra­
fii [96] .

Ostatnią z omawianych właściwości algebr AP będzie współzależność 
rozwiązań podobnych wyznaczanych przez nią w Btosunku do rozwiązań genero­
wanych przez grupy fy-p lub £p'.

Właściwość tę ujmuje

Twierdzenie IV. Klasa rozwiązań podobnych generowanych przez algebrę 
AP |Tlj Ap, dla ustalonego U zawiera w sobie jako podzbiory rozwiązania
podobne wyznaczone przez grupy <ę- , <*v, lub -• • *  r  Jr

W » p . H v  .

'8.19)

50
W , p c M ap . {°k-=. W ap



Dowód twierdzenia IV wynika z określenia algebry AP oraz grup 4 ,
lub 4p*.

Udzielimy teraz odpowiedzi na ostatriie z pytań problemu III. Wprowadzi 
ay w tym celu w przestrzeni rozwiązań "Pf nową relację równoważności R w 
ten sposób, że będziemy utożsamiali ze sobą wszystkie rozwiązania podobne 
generowane przez algebrę AP.

Otrzymuj eiay 1

(3.20) (U R Ił) (O = JfW i X  -yfX, N e AO , U, UfeA/’).
1 2  2 1 2  1 1 2

Uzyskana w wyniku wprowadzenia relacji równoważności R przestrzeń i- 
lorazowa 2v°/R zawieraó będzie jedynie różne rozwiązania podobne wzglę­
dem algebry AO.

(s.21) *ya = H a o * W ao

A  £
Zauważmy jednak, że wektory U  i X  należą do trójwymiarowe.1 przeetrze-A £ A A A

ni liniowej, a wobec tego wektory U, AU, A A U, X, AX, A A T eą liniowo
niezależne i mogą stanowić bazę w przestrzeni rozwiązań. Wynika stąd, że 
rozwiązania zadań brzegowych z przestrzenik f  można uzyskać na podstawie 
znajomości jednego rozwiązania, pod warunkiem, że istnieje możliwość al­
gebra! zaoj i tych zadań1

Podobna rozważania można prowadzić również w stosunku do rozwiązań po­
dobnych generowanych przez wprowadzone poprzednio grupy. W wyniku otrzy­
mamy przestrzeń ilorazową zawierającą jedynie różne rozwiązania wzajem­
nie niepodobne. Tym samym problem znalezienia wszystkich rozwiązań w prze­
strzeni k i' można sprowadzić do zadania prostszego - poszukiwania rozwią­
zań wzajemnie niepodobnych.

Zakończony w- tym momencie prooes algebraizacji daje obraz korzyści ja­
kie można uzyskać z wprowadzenia grup względnie algebr rozwiązań podob­
nych w przestrzeni Podsumujmy je. Uzyskaliśmy z jednej strony nowe 
spojrzenie na wewnętrzną strukturę równań mechaniki ośrodka odkształcalne- 
go. Dalsze jej badani« może przyczynió się do wykrycia nowych podobieństw 
między równaniami poszczególnych teorii. Z drugiej strony uzyskaliśmy me­
todę, która pozwala na pełniejsze wykorzystywanie każdego rozwiązania za­
dania początkewo-brzegowego do poszukiwania innych rozwiązań w tej samej 
teorii.

x,PeJeeiem algebraizacji zadań brzegowych określamy w pracy oprowadzenie 
równań zadania brzegowego do pewnego równania macierzowego np. przez za­
stosowanie transformacji całkowych Fouriera.
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9- Algebry rozwiązań podobnych w teoriach szczególnych

Ogólne ujęcie wprowadzonych w poprzednim punkcie algebr AP i AO poz­
woliło na Jednolite i zwarte potraktowanie zagadnienia. W tym punkcie na­
tomiast zostaną skonkretyzowane elementy algebr przypisanych poszczegól­
nym teoriom ośrodka odkształcalnego. W pierwszej kolejności pod ogólną 
postaó grup: macierzy A i algebr AP i AO, podstawimy kon­
kretne grupy, macierz® i algebry,przyporządkowane odpowiednim teoriom.Pro­
ces ten będzie przebiegał podobnie jak w poprzednich punktach, gdzie po­
woływaliśmy najpierw grupy w termo-lepkcsprężyatośoi, a następnie w lepko- 
sprężystości kończąc na teorii termo-starzenia. W efekcie otrzymujemy ma­
cierze A i tfb w poszczególnych teoriach ośrodka odkształcalnego.

9.1. Algebra rozwiązań podobnych w termo-lepkoapreżyatości

Algebrę tą okresie układ trzeoh grup ^P* '*Ar oraz pó1

dystrybucji Dx i Dt, Ogólna postaó funkcji macierzowej w tej algebrze 

f(AT_i,_s) s  APj_^g następująca (por. (8.14))

(9.1) f(Ar-L.S) “ ̂ oE + K  ¿T-L-S + ̂ 2 4-I~S> V  *1 >■* 2 e 5

Macierzy f (Aj^j^g) odpowiada izomorficznie (APT_L_S— lzon* »- A0_ _ g) ma­
cierz operatorów , / f ( .A  ) e AOf„j,.g

(9.2) '"M^T-L-S^ “ \fo E + ^I^T-L-S + ̂ 2 &  T-L-s]** *o* ^1 • ̂ 2 6 Dt
2

,/yg(A  T_L_S) =[vo E + '^T-L-3 + ̂ 2 ^  T-L-s]*,

Operatory JV^ i są w rzeczywistości macierzami uzyskanymi przez róż­
niczkowanie dyetrybuoji -P0, ^ , <P2 lub W0> ’(g> natomiast macierze
At _l_s i t-L-S mają postaó

(9.3) At-L-S = + § p2) 5ij + (iv(p) + P (p)^i^j]*

(9 .4) A Xi—S = t ̂ * A + ę̂ -tt ̂  ̂ ij "* (K + )̂  d±j ] ,

tutaj przyjęto oznaczenia dj = , \ s d^.
«)
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W lepko sprę żyst osci należy dokonać zamiany grup: %  T w n® % c ij» j, j. ”Jj“*o r 1/*D
Vp na 'ip' oraz w wektorze uogólnionych, sił masowych = Łlz.t)

- jKt)* ©£(x,t)j przyjąć &= 0,
Następna algebra związana jest z teorią naprężeń cieplnych w ośrodki, 

sprężystym oraz teorią sprężystości.

9.2. Algebra rozwiązań podobnych w termosprężystośći

Układ trzech grup ^p-S* ^P* oraz pól Dx i określa algebrę
APT_g, w której ogólna postać funkcji macierzowej f (Ąp_g) jest następu- 
jąca:

(9-5) f C ^ g )  = $  0 E + ^  A ^ g  + ^  Ąj,_g

Z algebrą AP,p_g związana jest izomorficznie algebra A0T_3, a z wielo­
mianem f(Ąj,_g) wielomiany operatorowa JY^t JY^ e AO^ g

(9.6)
T-s) " [¿’o E + ^I^T-S + 'f,2 ‘̂ 2 T-sJ*

- ^ T - S *  = K  E + V1^T-S + ̂ 2 ^  T-sJ*

Występujące w rozwinięciach (9.5) i (9.6) macierze Aj._s i ̂ - S  “ają po­
stać (por. [l3*28])

(9.7) Ap.S = I?!2 + § P 2)6ij +

(9.8) ^T-S = § att} óij “

W teorii sprężystości macierze ^r-s ^ ^T-S pozostają bez zmian,na­
tomiast należy zastąpić grupy ‘yrp_s i £p grupami ‘>s i <*p, oraz wektor 
uogólnionych sił masowych Z p - ^ Ć r . t )  ©  ̂ i.t)] wektorem X? =jxi(i,t)J. 

Ostatnia para algebr związana jest z teoriami starzenia.

9.3. Algebra rozwiązań podobnych w teorii termo-starzenia

Algebrę tę określa układ grup ‘¿T-L-S» 1
oraz pćl dystrybucji Dx i D^. ^ - S T

Ogólna postać funkcji macierzowej f(JVf_ST)e APT_ST jest następująca:

(9.9) f(4p_gg) = d>0 E + 0-] ^T-ST + ^2 ^T-ST* o ł>2 6 ®
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Algebrze APT_gT przypisana jest przez izomorfizm algebra AOT_s^,a wie­
lomianowi f( \ _ 3T) operatory 6 aot-3T

'/̂ 5('A T-ST) = E + ^1 A T-ST + T-St] *
(9 . 10)

‘̂ 6 ^  T-ST^ = ĵ ó E + ^I^T-ST + ^ ^ T - S T J *

Występujące w tej algebrze macierze A T_gT i ̂ T_ST mają postać

(9.11) ^ . ST - [( £<p) |?|6̂  + ($<p> + ¿(p))5i5,]

(9.12) -^T-ST = [( fi(t»t)QA)<5i;j + ( M t ft)+ii,(t.OD^J

W teorii starzenia należy wymienić grupy na ^  i “Jp na ^p, a w wek­
torze uogólnionych sił masowych 2^ = jx^(x,t) - ^(t,tjD® i (x,t)J przy­
jąć & e 0.

Podane w tym rozdziale algebry rozwiązań podobnych uwypuklają podobień­
stwo i różnice w budowie równań poszczególnych teorii liniowej mechaniki, 
W szczególności dostrzegamy różnice między macierzami Ap_g, ^T-L-s 
^T-ST oraz między operatorami ^_g» '̂ t-L-S i Zauważmy przy tym,że
jeżeli ograniczymy się do pierwszego wyrazu rozwinięcia wyrażeń wielomia­
nowych, to otrzymujemy przypadek szczególny - przekształcenie generowane 
przez grupy <y... i <tp.

10, Symetrie w liniowych teoriach ośrodka odkształcalnego

W tym punkcie będziemy badali symetrie występujące w rozwiązaniach rów­
nań liniowej mechaniki ośrodka odkształcalnego. Przeanalizujemy w tym ce­
lu ponownie grupę ^„L-g oraz jeszcze dwie inne grupy, skupiając się 
głównie na analizie niezmienniczych właściwości rozwiązań związanych z 
wymienionymi grupami.Sytuacja Jest tutaj następująca: dana jest przestrzeń 
rozwiązań oraz zbiór przekształceń wyznaczających nieskończone grupy,któ­
re zachowują operatory zadań początkowo-brzegowych mechaniki. Zbiór nie­
zmienników analizowanych grup wyznacza symetrię odpowiednioj przestrzeni.
W punkcie niniejszym omówimy te symetrie na przykładzie termo-lenkosprę­
żystości oraz sformułujemy dwa zadania dotyczące wyboru optymalnych funk­
cji materiałowych w ośrodku termo-lepkosprężystym. Zadania te wynikają bez­
pośrednie z niezmienniczych właśoiwości równań mechaniki.

Z drugiej strony zbiór niezmienniczych własności przekształceń wyzna­
cza geometrię (w sensie Kleina) badanej przestrzeni. Określając właściwo­
ści geometryczne możemy ponadto udzielió odpowiedzi na pytanie: kiedy o 
dowolnych dwóch rozwiązaniach możemy powiedzieć, że należą do tej samej 
rodziny rozwiązań podobnych.
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Oczywiście rozwiązanie należące do tej samej rodziny są generowane tylko 
pfz8Z elementy grupy ‘Jt-L-S*

W niniejszym punkcie dla zwięzłości r o z w a ż a ń  ograniczymy się io teorii 
naprężeń cieplnych w ośrodku lepkoaprężystyiu, z ktdrych wynikają w dalszej 
kolejności symetrie w pozostałych ośrodkach.

Równania teorii naprężeń cieplnych w ośrodku lepkoeprętystym (3-2) o- 
raz warunki brzegowe w przemieszczeniach (k.19), naprężeniach (2.19’) i 
zerowe warunki początkowe ui(x,0) = u^Cx^O) = 0 dopuszczają przekształ­
cenia wyznaczone przez grupy: ^t_l .S’ ^ T-Ł-S i  ^T-L-S* krdtko
będziemy oznaczali Grupy te wyznaczone są pi-zez następujące
transformacje

u±--^ ui - P g  1* ui ----~ ui
O o o -1 °

- P g  * u± O O
ui — "^l * ui ui ui ^ “i

& — -p, * 0 © — *■ P g * ® 0 ----- 0  ,

Xi * Xi % ~ ~ * i xi— -<v xi

pi - ^ Pi Pi ~ ~ V  pi

("ij -^ij* (©ij— (y^j),

X  ■■ - - * •  X % — —  P g X --- -- •Pj

^ ^2* łL ( i  --
i — - * - p g *  i

•P2 e<y2 -P3 e ty3

gdzie «fłj, Pg i 'Pj są dystrybucjami zmiennej czasowej t, przy czym
ę *  .p-1 »(5, gdzie ĆT- jest dystrybucją Dirac’a. Uależy podkreślić, że 
grupy ty2 i <t3 są dodatkowo ograniczone, ponieważ nie wszystkie funkcje 
postaci mogą być nowymi funkcjami materiałowymi, ponadto dla gru­
py ty2 musi zachodzić = O. Zauważmy, że iloczyn prosty grup 4
= y'* x ‘y2 x $-3 również zachowuje operatory równań mechaniki ośrodka od-
kształoalnego. Mamy w tym przypadku do czynienia z grupą ty .której dziel 
nikami, są grupy <y1. ^  1 <ł3»
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Grupę tę wyznacza trójka parametrów p1» pj i p^, spełniająca relacje

ui —  Plw ui = U* K ——  P2 * *L n P3 * ̂ 1.

(1 0.4 ) ui -►p 1 * 0
ui

0
= u* t- — P2 * pi - ^ P 3* pi

© — P1 * © = © ’ if -*P3 * (0ij—  P f  ®ij

Pi

5ij>'

Parametry Pi »p2 i P3 związens są z parametrami grup <*1. <*2 i <v3 oczy­
wistymi zależnościami

-1
(10.5) P1 = + >P2 +<-5» P2 = ^ + ^2 + ^3* P3 = ^  + 5 + 'Pj*

Zwrócimy teraz uwagę na funkcje, które pozostają niezmiennicze przy 
transformacjach generowanych przez grupy ( f , <̂ 2 i (r^ . Zauważmy przy 
tym, że grupy 9 *, <y2 i 9 3 oraz ich iloczyn transformują zadania począt- 
kowo-brzegowe w ten sposób, że istnieją trzy grupy funkcji |uit O ±
{Xi,Pij ’ > który0*1 elementy transformują się tak samo. Spostrzeże­
nie to stanowi jedną ze strukturalnych właściwości równań liniowej mecha­
niki ciała odkształcalnego.

WŁASNOŚĆ 5. Funkcje występujące w równaniach zadania początkowo-brze- 
gowego liniowej mechaniki ośrodka odkształcalnego można podzielió na trzy 
grupy:

(10. 6)

ui* “i* ® |  *

(®±J )j r 

| »

które transformują się identycznie pod wpływem przekształceń generowanych 
przez grupy <J1, Ĉ 2, i 9  ( ̂  = 9 1 x <y2 1 <y3). Na podstawie przy­
toczonej własności można uzyskaó układ niezmienników grupy 9" = 9 1 x<?2r

O
1 0.1 . Układ niezmienników grupy £

Jeżeli para rozwiązań zadania początkowo-brzegowego w termo-lepkospręży-
stości

Ui ( x , t  J X i , P i # 0 ,  U i . K , ^ - , ^ ) ,  U i  ( X , t  { ’ I i  , P i  ,  0  ,  U i  ,  ,  £1% ) 6  )Vrp_
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owiązana jest przekształceniem (10.4) cc zapiszeny symbolicznie

(10.7) <P-]» P2» * ui = ui

o~1to dowolne ilorazy splotowe, tan. wyrażenia postaci » obrębie
każdego z układów funkcji

ui» ui> ®,i [ | 2i* pi» (®ij>| » j » F-

są niezmiennicze względem przekształceń (10.7).
Niezmiennikami grupy % będą m . i n .  funkcje

( 1 0 . 8 )

K * f~1,
O «1

ui * ui . 

* ij1,

K * P * " \

które określają tym samym również geometrię przestrzeni ^^-L-S względem 
grupy 4 •
Oczywiście w grupach. 4-) > 42 i ^  niezmiennikami będą także inne układy 
funkcji występujących w równaniach zagadnienia początkowo-brzegowego ter- 
mo-ł#pkosprężystości.

L  « „ , »

Rys. 2. Zadania optymalizacyjne
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Dalszych, badań geometrycznych własności przestrzeni rozwiązań nie bę­
dziemy w pracy prowadzili, skupiając uwagę jedynie na pewnych szczegól­
nych cechach grup <t2 1 ^3 *

Zauważmy, że w przypadku grupy <*2 mimo zmian przemieszczeń i tempe­
ratury ośrodka stan naprężeń pozostał niezmieniony. Podobnie grupa ^  wy_ 
znacza przekształcenia»w których niezmieniony stan przemieszczeń występu­
ję obok zmian stanu naprężenia w ośrodku.

Przytoczone uwagi wskazują na możliwoaó wykorzystania grup <*2 i $  do 
modelowania pewnych własności ośrodków lepkosprężystych.

10.2. Zadania opt.yiaalizacy.ina

Będziemy rozpatrywali dwa ośrodki lenko sprężyste <6 i Ź) poddane dzia­
łaniu pól temperatur, sił masowych, powierzchniowych i przemieszczeń.Kon­
figuracje obu ośrodków są identyczne, różnią się one natomiast materia­
łem z którego są wykonane oraz wpływami zewnętrznymi (pola temperatur,sił
masowych i powierzchniowych).
Możemy afonaułowaó teraz dwa zadania optymalizacyjne:

ZADANIE 1. Znamy klasę dopuszczalnych funkcji materiałowych^ (¿¿.K)eM, 
ograniczoną zależnościami

(10.9) u * Jv"1 - 0'(t) lim A - O ,  lim X - O
 ̂ -jj-oOO -£ -+ 0 0

gdzie Qf(t) jest stałą funkcją dla wszystkich materiałów ze zbioru nie­
zmiennik grupy 4 )» zns :‘.an naprężeń C^j i przemieszczeń u^ w o-
środku ■&.

Należy dla przemieszczeń u£ = •p “1 -* u^, 81 = »p_1* 8.̂ i temperatury 
0 ’ = działających na ośrodek & , znaleźć taki materiał (¿ll, A)eM
aby norma

(10.10) ffly - e i3*| - min.

przy stałych siłach powierzchniowych i masowych X.-

ZADANIE 2. W klasie dopuszczalnych funkcji materiałowych,/*?., należy zna- 
leźó taki materiał (u, , aby dla zmienionych sił powierzchniowych
p’ =<p* Pi i masowych = $ * 3^ działających na ośrodek £>’ norma

( 1 0 . 1 1 )  I I  ui “  u £  | |  ”  min
przy stałych przemieszczeniach ^  części d£>2 brzegu d$> i stałej tem­
peraturze @ .

58



Norma || || w obu zadaniach określona jest na całym ośrodku £> i w czasie
te jo, oo ).

Rozwiązanie pierwszego zadania jest równoważne z określeniem takiego 
przekształcenia 0 : — *• (£j., ^), ^  = <P*{x, aby różnice między
0*u^f 0 * 0  a <p~]*  i 0 ~ \ @  była jak najmniejsza, czyli normy 
||0 * u^ - .p-"1* û |j i ||0 * & -  ę ~ \  & || powinne przyjmowaó wartość mini­
malną, Podobne rozważania przeprowadzone w zadaniu 2 prowadzą również do 
wyznaczenia takiego przekształcenia
które doprowadza do minimalizacji normy ||¥'’* 6 ^  “ ^^ijll'

W obu zadaniach należy minimalizować wyrażenie postaci ||f * Lu^-f **Lû ||=
= * Lu^ || = ||4*Lui || gdzie L jest pewnym jedno-jednoznacznym li­
niowym operatorem zmiennych przestrzennych. Analizując równość |A * Lû  || = 
= ||a* Lui || zauważamy, że warunek i min || (f-f *) *  Lu^ jj sprowadza się dc po­
szukiwania min ¡A’II . Funkcję A ’ obliczymy z równości

A(t-t) L u±(t)dr = | Ó(t-r)A’(OL u ^ O d t ,  
o o

| [A(t-t) -5(t-OA«(t) ]L ui(r)df= 0 = 0  j1 A(t-Od C = A* (t).

Ostatecznie rozwiązanie pierwszego zadania optymalizacyjnego sprowadza 
się do wyznaczenia takiego przekształcenia 0 , aby zachodziło

J  [*<*-*> -  'P  1( t - r ) ] d t = min.

Natomiast w drugim zadaniu powinno zachodzió

[y(t-t) -0>(t-f)] dti = min.

Doprowadzone do takiej postaci zadania 1 i 2 nie przedstawiają więk­
szych trudności w trakcie dalszych obliczeń. Zauważmy przy tym, że w obu 
zadaniach należało znaleźć takie parametry grup i $2 , aby ich odle­
głość od pewnego znanego przekształcenia była minimalna. W zakończeniu 
tych rozważań nadmieniamy, że przedstawione tutaj zadania optymalizacyjne 
i ich rozwiązania są słuszne w dowolnym układzie współrzędnych.
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R O Z D Z I A Ł  III

ZASTOSOWANIA

11. Przestrzeń i półnrzestrzeń lepkoscreżysta

Wyniki ogólne uzyskane w poprzednich rozdziałach będą ałużyły do wy­
znaczenia rodzin rozwiązań podobnych. Sposób uzyskiwania tych rodzin był 
ogólnie omówiony w punktach 6,7 i 8. Tutaj przedstawimy przykłady zasto­
sowań związane z wyznaczeniem przemieszczeń w przestrzeni względnie pół- 
przestrzeni sprężystej i lepkosprężystej. W pierwszej kolejności podamy 
szczególne postacie macierzy, generujących rozwiązania podobne, które u- 
zyskamy z pewnej dystrybucji zmiennych x i t. Następnie wykorzystamy roz­
wiązanie Kelvina i analogię jt2 do konstrukcji rozwiązań podobnych w 
przestrzennym zadaniu teorii termo-starzenia. Ostatnis przykłady dotyczą 
półprzestrzeni lepkosprężystej, a szczególnie wykorzystania rozwiązania 
Boussinesąua do konstrukcji innych rozwiązań zamkniętych w tym przypadku.

11.1. Macierze B algebr rozwiązań podobnych

Rozpatrywane dalej macierze -są drugim wyrazem rozwinięcia wielomiano­
wego algebry AO ...., czyli mają postać

(11.1) ,/ł 2> = B; $ e D  .ĄeA&,
$(i,t=0) = i  (x,t=0) = 0,

Macierz B w izotermicznej teorii starzenia się i w teorii termo-starze- 
nia jest określona następująco:

F n i ,ii + (^+tu)ai,n» Ov+p)nf12 , (K+^i)n$13

(11.2) B = (ft,+ jx)n $ 2 1  » ^ “ ^ i i  + 22 ’ ® 23

( K + p ) n $ 31. , (a,+̂ )o $ 32 , ^ Dsf,li + (̂+J-*-)d$33
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Równania termo-lepkosprężystości i lepkosprężystości dopuszczają prze­
kształcenia generowane przez macierze

(11,3) Bł =

fi*f J1+ (X+p)*$ Ot+ju)*i 12, (X+ft)*®)13 ,

(X+fj.)*#21, ,¿1* ® ^ +  (Vf-fi)#®22-gŚ’, (X+ix)*$23>

(K+^)*®31, (?. +{J.)* ® 32, y, * ^ li + )X+fJ,V$33-g®

W teorii naprężeń cieplnych i teorii sprężystości należy mnożenie sploto­
we w (11.3) zastąpić zwykłym mnożeniem, a funkcje materiałowe y . , X , stały­
mi Lame’go.

Macierze i B\., generują rodzinę rozwiązań podobnych w nieograni­
czonej przestrzeni sprężystej, lepkosprężystej i starzejącej się zgodnie 
z następującymi relacjami!

(11.4) u? = (®Q <5^ + ® 1 o +3>g o B?k o Bj.jJo Uj o s * *

dla wektorów sił masowych = (3>0 <5tj + ®  1 o B ’j + o B|k o Bkj )o XjO® 
w teorii izotermicznej oraz dla wektora X? = (ig^-j + 3>i° BJ^ +

+ ® 2 o B£k o Bk^)o(XJ ^ ) o $  w teoriach naprężeń cieplnych.

Zwróćmy tutaj uwagę również na fakt, że pola przemieszczeń wyznaczają 
trójwymiarową przestrzeń Hilberta 3V.... (por. (3.6)), w której dowolny 
wektor może być przedstawiony następująco!

(11.5) “i = %  eio + rf1 0 ei1 +0C2 0 ei 2

gdzie sio, e.^, eig są liniowo niezależnymi wektorami bazy. Jeżeli przyj­
miemy za wektory bazy układ rozwiązań;

(11.6) eiQ » u±, 6l1 s 3 i 5  o u3, ®12 s Bik 0 Bkj 0 uj

to możemy stwierdzić, że algebra AO oraz dowolne rozwiązanie zadania po- 
czątkowo-brzegowego pozwalają wyznaczyć wszystkie pozostałe wektory - prze­
mieszczenia z przestrzeni rozwiązań (por. punkt 3).
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Skonstruujemy obecnie rodzinę rozwiązań podobnych dla pdłprzestrzeni 
termo-Iepkosprężystej. Wykonamy w tym celu na równaniach zagadnienia po~ 
trójną transformację Fouriera

+00+ co1 j j j  ui(x1x2X2t)e dx^,

11.2. Rozwiązania podobne zadań brzegowych połprzestrzeni

-Kct.^ + ci 2*2 +<%2x3 *

(11.7)

-oo o
cCgOCjt )e

+i(<S1x1 +agX2 +^X2)
do^ dhg drtj,

oraz transformację Laplace’a na zmiennej czasowej.
W wyniku tych przekształceń z równań termo-lepkosprężystości

(11.8) uj_ j-j + (X+p)* uj*ji + xi ~ t f*  ®t± = 0

otrzymujemy równanie macierzowe

(11.9)
A  Ac o = * A A A A A A .( X = Y + i + T + Y + ' f ) ,

1 2 3 4 5
7C A

w którym macierze C, t  i U określone są następująco:

(11.10) 
C =

—i; o*̂ (Xj—(X+U.)(XLj t — (K+̂ JoĈ cCg • ~ ( X+li)̂

-  ( X + j i . ) c ig  > -^ c y x ^ - (X + u X ig , -(X+ji.)cCgCC3

2
-On^z)ctjOC| , -CK+^iJci^itg, -uc^ctj-iK+ujcCj

A 
,0 =

TC
i =
1

(11. 1 1 )

TCi  =
4

Xi (cę̂ cCgCĈ , p)

Z2 ( *  P ̂

X3 (cĈ cCgCĈ , p) 

icCj u^cC.jCfgO^p) 

icfg u3(ot1cCgO+,p1

ć kk(oC1CC2 0 + *P)

¿1 u1 (cC1oCgO+,p) p1 (oC1otgO+,p)

A
, Y  »-ioCj. ¿XUg (Ot1tfg0+,p) A 

, 1  =
3

Pg(cĈ cCgO ,p)

(X+2u) u3 (ct^g 0+,p) Pjfa^g 0+,p)

7C
r
5

iCŁ, 0  (cĈ cCgCt3 p)

7C
icCg 0  (cę^gCCj p)

icC3 0 (o^cCgO^ p ) -  © t^cig, 0 + , p)

ćkk=u1,1+u2,2
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W zależnościach (11.11) wykorzystano związki fizyczne do określenia skła­
dowych wektora Y.

Pomnóżmy równanie (11.9) przez (ictj)“2 oraz transformację pewnej dy- 
strybueji I (cC^c^, p), ((icCj)”2 ^  C U »i (icCj)“2 i )
Otrzymujemy zależność

(11.12) B o 9 o Y

gdzie

+ (k+fr1) * !  t (K+(J.) * Sjf21 * (K+fi)*! ,

a + f j , ) w |^12 , y - *§0 + a + ^ ) *  j >22,  ck+ijl)*$'2

(.K+fj. ^  , (K+^x)*$ 2 » ^ * § 0  + (k+p-)*$

(11.13) f = | / f ( x 1 x 2 x3)dx3 dx3> f = f (x̂  ig *3 ) dx^,

Bo®

O o

®o = $ , 1 1 + $.2? + ® ikk ” U1 , 1 + u2,2

(11.14)

X, U,t) p *  u (.X x20+,t) P1 (x1x2*0+»tJ u3,1lxlx20+-t} 0 (x,t)ł •

jf - IjU.t) - ji* U g U ^ O ^ t ) - P2(x,x20+,t) X j M u3(2(x1x2°+,t) ©  „(x,t) —#c
x3(x,t; (K+2jj> u3 (x1 x2cf , t) P3(xrx2,0+,t) Skk(xiX20+-t) i,3(x- \

Macierz D = B ° ®  jest odpowiednikiem macierzy B ’ (relacje 11.3) dla za­
dań brzegowych półprzestrzeni lepkosprężystej. Natomiast rodzinę rozwią­
zań podobnych generują przekształcenia:

(11.15) =($0 <5±j + o D^j + $20Dik 0 Dkj ̂ 0 uj ( o m « * )

(1 1 .1 6) = ($Q <5^ + $ 1 o d±j + $ 2°Cik o DkJ)o® o Yj

w których wektor określają zależności:

® ( x , t )
* 1

x , ( * . t )

/  - i j ( x  t ) -

' V x  * ) f

(11 . 1 7 )

f 1 * u/ x1x20+t)
(i * u2(x1x20+t) -

V X1X20+t)
P2(x1x£0+t)

p3(*1*/ł)

U3,1(ll V ł*l 
) ̂ (x33|-i,*u3(2(x1*2Ołt)S(x3)-î

f kkf x i x 20 + t >

®2(x t) 
©3(x t)
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Podobnie jak w zadaniu poprzednim trójka wektorów (u^ ,Dj_j° u-j * Dik° Dkj° uj ) 
wyznacza baz® w przestrzeni rozwiązań.

Zauważmy także, że znajomość rozwiązania odpowiadającego jednemu z wek­
torów If I = 1,2,...,5 z (11.17) pozwala na skonstruowanie innych roz- (I)
wiązań zadań brzegowych. Własność tę wykorzystamy w następny» ustępie pra­
cy.

11.3. Analogie miedzy rozwiązaniami zadań brzegowych półprzeetrzeni

Między poszczególnymi wektorami składowymi uogólnionej siły masowej Y- 
mogą zachodzić równości, np. Y  § o y , które oznaczają, że przemia-

( 1) = 12 (2 )
szczenią a odpowiadające wektorowi y  są identyczne jak przemieszczę- 

( 1 ) ( 1 ) 
nia $  °  Xf przypisane wektorowi §o X . Przytoczona własność pozwala

12 (2 ) 11> (2 )
na konstruowanie analogii podobnych do analogii zachodzącej między tempe­
raturą a siłami masowymi.

Z odpowiednich przekształceń wynika, że zachodzą m.in. następujące za­
leżności między siłą masową X a

(1)

- polem temperatur X X = <5 o x .
(5) (1) (5)

- przemieszczeniami brzegu X X = © o y ,(2 ) (1) 12 (2)
- obciążeniami brzegu Y Y = d> o X ,

(3) (1) 13 (3)
- działaniem centrum ściskania Y Y = 5 o Y ,

(4) (1) 14 (4)
<5 o a (5(x) <5(x) )**

Podobne odpowiedniości występują między rozwiązaniami Innych zadań brze­
gowych, przy czym dystrybucje $ 1 2 , 3 i należy tak dobrać, aby za­
chodziły równości między analizowanymi wektorami.

W przypadku ogólnym omawiane analogie można przedstawić najprościej w 
zapisie macierzowym, przypisując każdemu wektorowi Y z (11.11) i przy­
porządkowanemu rozwiązaniu ^a jedną współrzędną pewijlh izomorficznych
przestrzeni wektorowych. Słuszne są następujące przekształcenia:

(11.18)

V
( 1 )

’ ¡5 § 12 i13 *14 *15 Y
( 1 )

V
( 1 )

'  6 *12 *13 *14 *15 a
( 1 )

y ’
(2 ) *21 <5 §w23 *24 *25 Y

(2 )
a ’

(2 ) *21 6 *23  *24 *25 a
(2 )

y ’
(3)

s *31 *32 <5 *34 *35 o Y
(3)

n a’
(3)

= *31 *32 6 <?34 *35
o a

o )
Y’

(4) *41 *42 *43 <5 $45 Y
(4)

a’
(4) *41 *42 *43 5 *45 a

(4)
Y’
(5) *51 *52 *53 *54 S Y

(5)
a ’

(5) *51 *52 *53 *54 6
I a

(5)J
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Dokładniej omawiać będziemy przekształcenia generowane tylko przez 
trzecią kolumnę macierzy (11.18), ponieważ pozwalają one na konstrukcję 
rozwiązań zadań brzegowych na podstawie rozwiązania zagadnienia Boussines-
qa.

Przemieszczenie półprzestrzeni wywołane działaniem obciążenia normalne­
go występującego na zamkniętym obszarze T swobodnego brzegu są określo­
ne równościami:

(11 "»• • r i r  J V ’ ^
r  3

u3 = j Cu_1 ~ ^ T  ~ a+2ll)* (K+ix) - 1 * P3(y1y2t)dr,
r

gdzie

{a*l~1 = ó, (.K+y) * (X+jn)“1 =<5, r2 = (x1-y1 )2 + (X2_y2)2+x2, ar = dy-̂ dy..

Dalej wykorzystamy również rozwiązanie szczególne wywołane działaniem 
siły 1 ó(x.|) 5(xg) 5(x^) <5(t), które oznaczymy symbolem TT̂ .

Znajomość rozwiązania (11.19) oraz funkcji z trzeciej kolumny macierzy
(11.18) pozwala wyznaczyć rozwiązania kilku zadań brzegowych.

Dokładniej, rozwiązanie (11.19) odpowiada wektorowi i = 0 , 0 ,
-iT (3) L

p^(x1 x2 0 t)J i zostanie dalej użyte do wyliczenia przemieszczeń w pozo­
stałych czterech zadaniach brzegowych.

11.4. Działanie siły masowej w półprzestrzeni

Jeżeli wektor siły masowej V ma postać = |o, 0, X3(x1x2t )‘P(Xj)J1'
a obciążeniu brzegu* siłę normalną p3(x.|X20+t) = X3(x.|X2t) na I odpowiada 
rozwiązanie TT̂ , to stan przemieszczeń w ważkiej półprzestrzeni określa 
wektor (por. (11.19))

*3
(11.20) ui(x,t) = j| tTi(x1,x2,x3- y3) ^(y3)dy3.

o
Podobnie, jeżeli istnieje transformata Fouriera funkcji X3(x1xgt )<p(x3) 

to przemieszczenia w ważkiej półprzestrzeni określone są relacją

+<n> j \ t̂ds/
u3(x,t) = *J i  ̂()'i(ii:1-y1).(x2-y2 ,x3-y1 ,t-tf)X3(y1y2,r)«P(y3)dy1dy2dy3dt'.
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11.5. Przemieszczenia normalne brzegu półprzestrzeni

W tym przypadku porównujemy wektory i i i
(2) (3)

[o, O, - (K+2jl)* 0+t)]T= [o , 0 , - p3(x1x20+t)j

Słuszne jest następujące stwierdzenie:
Jeżeli zachodzi równość u3( x.|X20+t) = p3(x1x20+,t) na całym

obszarze F  , a wektorowi p3 odpowiada stan przemieszczeń TĴ  to prze-
mieszczeniu brzegu u3(x1XgO+t) przyporządkowane jest rozwiązanie

(11.21) ui(x1x2x3t) = TTi(x1x2x3t),3 + Ui(x1x20+t).

11.6. Działanie centrum ściskania

Rozpatrzymy z kplei stan naprężeń i przemieszczeń w półprzestrzeni wy­
wołany działaniem centrum ściskania ^  1 + U2»2 ^¿r® określono na
obszarze zamkniętym F. Zagadnienie to ujmuje kolejne stwierdzenie:

Jeżeli zachodzi równość wektorów [̂0 , 0 ^ =jo , 0 , p3J T to
stan przemieszczeń u3 wywołany występowaniem centrum ściskania na obsza­
rze F  brzegu półprzestrzeni wyznaczymy z równań:

TT. (x-,-y,, x„-y0> x,,t-r)(11.22) ui

lub Z"V0

lub

(11.22*) ui = *1

Uzyskany wynik posiada podstawowe znaczenie przy wyznaczeniu zaburzeń 
wywołanych przez ruchy górotworu (rozpełzanie i spełzanie terenu) pod sto­
pami fundamentów konstrukcji na terenach szkód górniczych. Odpowiednie za 
danie mechaniki sformułujemy następująco:

Górotwór traktujemy jako półprzestrzeń lepkosprężystą w której określo 
ne jest pole przemieszczeń u^, wywołane eksploatacją górniczą. Na zam­
kniętym obszarze F  półprzestrzeni (pod stopami fundamentów) występować bę 
dą ograniczenia kinematyczne a= (û  1 + u2 2) zakłócające swobodne od­
kształcanie się tej części półprzestrzeni. W wyniku łącznego działania 
pierwotnego pola przemieszczeń i ograniczeń kinematycznych w półprzestrze 
ni ustali się poszukiwany, wypadkowy stan przemieszczeń.



Rys. 3. Kontakt konstrukcji z deformującym si§ górotworem

Wypadkowe pole przemieszczeń określimy na podstawie relacji (11.22), 
przyjmując, że = (u1 1 + Ug g). Uzyskujemy w tym przypadku równo­
ści

(11.23) Uĵ  = Uj + j TTi(x1-y1, Xg-y2 . *3 » -

. |?v(fe.t) £ a(yiy2,r')- ug^iy^g t) ]dt'dfdy1 dyg

które mogą być wykorzystane do prognozowania stanu zabezpieczeń konstruk­
cji przed skutkami ruchów górotworu. Można stwierdzió na podstawie równań
(1 1 .2 2 ) i (11.23), że w przypadku szczególnego obciążenia K * p3 (x1XgO'r t) 
brzegu półprzestrzeni stany przemieszczeń wywołane siłą p ^ ^igO^t) i 
centrum ściskania ) = u1 ̂  fo^gO+t) - Ug g(x1XgO+1 ) są identycz­
ne.

11.7. Działanie pola temperatur

Uzyskany w tym przypadku wynik jest mniej ciekawy poznawczo gdyż rów­
ność wektorów , 0 , P j ^ i g  0 +t) <P(x3 )J T = |o, O,ti*0 (x1x2t)<?(x3 ),3jT
ogranicza zagadnienie do analizy pól temperatur postaci @(x,t) = ©(x3 ,t) 
(©^ « © 2 = U)» Nadmieniamy, że pełną analizę wpływu pola temperatur (©) 
na stan przemieszczeń w półprzestrzeni można uzyskać wykorzystując dodat­
kowo rozwiązanie Cerrutiego.

W  ustępach 11.4-11.7 przedstawiliśmy jedynie konstrukcję zadań brze­
gowych na podstawie rozwiązania Boussinesąua, nie wyczerpując nawet w tym 
przypadku wszystkich możliwości. Podobnie możemy postąpić z rozwiązaniem 
Cerrutiego oraz innymi rozwiązaniami zamkniętymi zadań brzegowych półprze­
strzeni lub warstwy sprężystej. Ogólnie, sposób postępowania tutaj przed-
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stawiony jest słuszny dla każdego zamkniętego rozwiązani a liniowego pro­
blemu mechaniki ciała odkształcalnego i może być rozszerzony nawet na nie­
liniowe fizycznie zadania brzegowe.

11.8. Zastosowanie analogii między rozwiązaniami sprężystymi a starzejący­
mi się

Podaną w niniejszej pracy (punkt 4) analogię między rozwiązaniami sprę­
żystymi a rozwiązaniami w teorii starzenia się wykorzystamy do wyznacze­
nia stanu przemieszczeń w nieograniczonym ośrodku starzejącym się. Zało­
żymy, że w początku układu współrzędnych umieszczono stałą w czasie siłę 
skupioną skierowaną wzdłuż osi

p(x,t) = pn H(t) S(x1) 5(xg) 5(x 3)

Rozwiązanie sprężyste w tym przypadku ma postać por. np. [|6,47,55,6i1 .

(11.24) U±(x,t) = [± 6 ^  - r2 (fj> J

gdzie ¿x jest stałą Lame’go, p- wartością siły skupionej, działającej w *o p ? ? 2 7kierunku x1, natomiast V = (r = x^ + x2 + x ^ )  jest kwadratem
odległości punktu, w którym wyznaczamy przemieszczenia od siły p1 (po­
czątku układu współrzędnych).

Będziemy teraz rozpatrywali analogiczne zadanie w teorii starzenia, w 
której równania stanu mają postać

(11.25) 6i;j(x,t) = |  2 y . i t , t )  t ) i t  +  6± j |ut,r)e(x,r)df

gdzie
2 fj. (t, i) = ^(t.t), % ( t , t ) * j[v2(t,t) -^(t.f)].

Natomiast funkcje materiałowe V A t , t )  i tf£(t,C) występujące w związkach 
między dewiatorami

(11.26) s13(x,t) = | "^ ( t . O ^ J  dt,

i składowymi symetrycznymi tensorów naprężenia i odkształcenia

(11.27) s(x,t) = |  -^(t.t) || dt, •

należy wyznaczyć doświadczalnie. W niniejszym przykładzie przyjmiemy, że 
funkcje te mają postać

(11.28) V A t ,1 ) = E. erfc (— —  ■ ). V,(t,t) = F- erfc (— -- ).
2y t^F 2 Y u f
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Występujące w związkach (11.28) stałe E1, Eg i B aależy uzyskać z do­
świadczeń. Podstawiając funkcje (11..28) do (11.< 5) otrzymujemy (11.29).

(11.29) O.’id

t

" I E erfc (--i-Ł— ) dt + ó .. ____
1  2  *  i  J

•C

f i^ erfci-^— H E g - E ^ ^ d r

Dokonując na równaniu (11.29) transformacji Laplace’a, z wykorzystaniem 
tw. Efrosa, uzyskujemy po szeregu przekształceniach zależności

n E1 -(11.30 6i3(x ,p)= (p+ -yp)—  ći;j(x,pi sypOł 6.id
E„ E.

(p+ b V p)(3§ - ^

. e(x,p +Byp).

Zauważmy, że równość (11.30) możemy zapisać w postaci

(11-31) j(3C,p) = 2 jl (p)ć^j(x,q(p) } + 6ij X(p)e(x,q(p))

gdzie

(1 1 .3 2 ) 2 H. (p ) = (p +BypO X(p) = (p + B"\/?) ■~2’jp1 , q(p) = p+'B'v'?.

Funkcje (11.32) będą pomocne przy rozwiązywaniu odpowiednich zadań w teo­
rii starzenia.
Wykonujemy teraz transformację Laplace’a na rozwiązaniu sprężystym

(11.33) Pi
3i(x’P ) = 54 :ii p¿J- i 3,, - r2 (fj) 

r 3 r 3 , i

i realizujemy podstawienie zgodnie z analogią jfg. 
Otrzymujemy równość

»L 4 * r ij - r2 (^)
r3 ,i

(1 1 .3 4 ) Uiiz.p +By?)  ---
24J(p [ ¿ ( p+b V p )J

Mnożąc obustronnie (11.33) przez — i retransformując uzyskujemy równanie 
całkowe P

\ n r P-. \ -tB2 r-i
(11.35) j erfc (— ■ ■ — -■) u^(x, f)dt = j g ¡¡¿Ę J e erfc

4
r "ij r 3 ,i

70



Wykresy z numerycznego rozwiązania tego równania (parametrycznie zależne­
go od stałych E1 i B) przedstawia rysunek 4.

8-0,4
B*0,2

8-0

£ [ H - * & ] ■ *
t  [ d o b y ]

5(-[M3/cmS] i 8-[cfaby] 7

Rys. 4. Przemieszczenia w nieograniczonym ośrodku podlegającym procesom
starzenia się

Na rysunku tym przedstawiono przemieszczenia ośrodka jako funkcje cza­
su. W przypadku sprężystym (B = 0) uzyskujemy stałe w czasie przemieszcze­
nia, natomiast dla (B >  0) przemieszczenie będzie zmienne; rosnące i dą­
żące do pewnej ustalonej wartości.



C  z  <ą ś ć II

P R Z E P Ł Y W Y  M A S Y  I C I E P Ł A  W C I E L E  L E P K O S P R ę Ż Y S T Y M
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R O Z D Z I A Ł  IV 

TERMODYPUZJA LEPKOSPR13ŻYSTA

12. Równania termod.yfuz.1i lepkospreżyste.1

Przepływy maay w ciele stałym i wynikające z nich stany naprężeń sta­
nowią zjawiska mniej znane w mechanice ciała odkształcalnego, a aktualnie 
intensywnie rozwijane.

W zakresie sprężystym znane są opracowania tej tematyki m.in. z prac
S. Podstrigacza i W. Pawliny, a pełny i usystematyzowany wykład problema­
tyki zawierają także prace W. Nowackiego. Natomiast w zakresie lepkosprę- 
żystym były uczynione pierwsze próby postawienia zagadnień ogólnych (pra- 
ce S. Podstrigacza i Pawliny). W niniejszym rozdziale przedstawimy propo­
zycje ujęcia tej problematyki, przyjmując za punkt wyjścia równania bi­
lansu masy, energii i entropii z liniowej termodynamiki procesów nieodwrar 
calnych (por. [i ,3,5,6,7,10,11 ,21,15,18] . W wyniku otrzymujemy równania 
tworzące określające tensor stanu naprężenia, entropię,koncentrację oraz 
strumień masy w dwuskładnikowej mieszaninie ciał stałych. Sposób postępo­
wania jest tutaj podobny do reprezentowanego przez R.M. Christensena i P. 
Naghdie’go w pracy [4]. Pragniemy na tej drodze otrzymać sprzężone równa­
nie termodyfuzji lepkosprężystej oraz przeanalizować ich własności z punk­
tu widzenia ogólnej liniowej mechaniki ciał odkształcalnych.

Należy także podkreślić, że analizowana w tym rozdziale problematyka 
stanowi określone przybliżenie w ogólnej teorii mieszanin zapoczątkowanej 
przez C. Truesdella [17] a rozwiniętej w pracach A.E.Greena, P.M. Nagdhdie- 
go, T.R. Steela i in. (por. [7 ,8 ,16] ).

Punktem wyjściowym rozważań będą równania wynikające z bilansu przepły­
wu masy i ciepła oraz produkcji entropii. W układzie współrzędnych pro­
stokątnych mają one postać następującą:

(12.1) fp Jc dV = | r2 dV - j'ji n± dS,
v v S

(1 2 .2 )  1^- ję(TJ + ir ui iii )dV = J  (gr.j + M.Ć + ICjU^dy + J  (Pi ui -q i n i)d S ,V v S
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V  V  u

Odpowiednie związki lokalne przedstawiają zależności

(12.1»)

(12.3’)

(12 . 2 ')

W równaniach (12.1) - (12.3’) U jest energią wewnętrzną jednostki 
masy mieszaniny, C - koncentracją masy domieszkowej (ilość masy dyfundują- 
cego składnika mieszaniny w jednostce objętości) ,ęS - entropią, M - po­
tencjałem chemicznym mieszaniny, T - temperaturą, q -  gęstością, qif o1̂ 
i j±, r2 są odpowiednio strumieniami i źródłami ciepła i masy.

W bilansie masy uwzględniono jedynie wpływ źródła masy i strumienia na 
koncentrację, pomijając przepływ masy wynikający z różnicy stanów przemie­
szczeń w obu składnikach mieszaniny. Uwzględnienie tego czynnika wpłynęłoby 
na dalsze rozbudowanie teorii. .

Eliminując z równań (12,2*) i (12.3’) źródło ciepła uzyskujemy następu­
jącą nierówność

Nierówność (12.5) musi być spełniona dla każdego procesu deformacji,zmia­
ny temperatury © = T - Te i koncentracji (C = - CQ).

Energię swobodną będziemy traktowali jako zależny od historii tensora 
deformacji, temperatury i koncentracji funkcjonał, który zgodnie z twier­
dzeniem Stone*a - Weierstrassa można równomiernie aproksymować wielomia­
nem ze zbioru rzeczywistych i ciągłych funkcjonałów.

Następnie wykorzystując twierdzenie Rieaza uzyskujemy funkcjonał ęA - 
energię swobodną w liniowym ciele lepkosprężystym w którym występuje prze­
pływ ciepła i masy

lub po podstawieniu energii swobodnej g A = g U - g T S

o

+ \ | i' k1(t-*r,t-i’)<;i;j(i')<5k:! (t')dtdr - | l^jit-t.t-C^ćijCt)© (iOdriit
—oo
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t t t t
dtdc -- j J j m(t-t,t-t') © (t) ® tt>)dt'dt + ^ j 

(12.6)
/) I *- | j Mt-t,t~i')ć(t:) © (óaf ar + j J ^ (t-r.W) (Oć(t')drrdt + o( ć 3 )

Założymy przy tym, że dla t-*--oo, «-0, V —  TQ, c-| c0 T̂0 i
C0 temperatura i koncentracja stanu naturalnego), a ¿i;jł &/™Q i C/CD są 
wielkościami rzędu 0 ( 6 ) .

Funkcje relaksacji |i>, ,0̂ ., .p^ i - jądra związków cał­
kowych są ciągła dla >  0, t ^ > .0  i równe zeru dla t <  0 i Tg< 0.

Po wykonaniu różniczkowania energii swobodnej (12.6), podstawieniu do
(12.5) i uporządkowaniu, otrzymamy następujące równania tworzące:

(_>s = ¡Mo) + i .^(t-r.o) ći;j(r)dr + ł m(t-r,o) ©(r)df +
- o o  ¿ o o

(12,7) t
+ f i(t-r,o)ć(r)df ,

-o o

* %
eij = uij(0) + \ Eijki(t~t’'°^ki (r)dr+ 1 'Pij(o,t-r)0(t)dt+

Z co  - o o

(12.8) t
+ I ̂ ( o . t - O Ć U M f  ,

-oo
X X X

(1 2.9) m = ¡f(o)+ £ n(o,t-r)ć(r)dr - (i(o,t-t)0 (r)dr + [ $ . A t - t , o ) e  (t)d?L  L  L  J i j
oraz nierówność z pozostałych składników wyrażenia (12.5)

t t /> a
- I ̂  (t-f) ¿i;j(r)dt' + C Ję- [Mt-t)©(r)df - | ̂-i(t-r)ć(r)dr+

-o o  -OO -o o

+A -  *0f ( r7 * * i + 3i ^  > 0 ’L o -*
( 12 . 1 0 )
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gdzie
tt
| | | ^ j U < * - * . * - ń « i j < * > « k l < ń  df' dr +

(12.11)
t t

1 i f 3+ 2
U *
tt

1 ff a- ? JJ ST—oo

t t

+ ,C«

t t
+ i  “<t-r,t-£)© (r) ® (r^d^dr - j j

t t
n(t-r,t-£')ć(r)G(r')d£'dr + | |^i(t-f;W)ć(£)© ( t ) d t ' d t .

Ponadto funkcje \ j k l ’ m ^ n powinne spełniać warunki symetrii

(12.12) Ei;jkl(t-rtt-r' ) = Ekl ^ ( W . t - t ) ,  m(t-£,t-tO = m(t-t',t-r),

n(t-t,t-t') = n(t-t' ,t-£).

Jak już wspomniano, nierówność (12.5), a więc i (12.10) musi być praw­
dziwa dla każdego procesu deformacji, zmiany temperatury i koncentracji,
stąd

(12.13) D^tt-iO = 0, ;J|-(Mt-0= 0, ^  tf(t-t) = 0.

Dla jednorodnego pola temperatur ( © ., = 0)i potencjału chemicznego
M * *(m) 4 = 0 , musi zachodzić

A(12.14) A  >  0

Jest to podstawowe ograniczenie nałożone na energię dysypacji w pro­
cesie. Wobec ograniczenia (12.14) nierówność (12.10) będzie spełniona je­
żeli

0,i
(12.15) -qi ( ’ /T ) > 0. lub -jA (jj?-) .Tq > 0

o o • i
Przyjmując z kolei, że strumień ciepła ą.̂ jest liniowym funkcjonałem 

historii gradientu temperatury
t̂

(1 2 .1 6) qi = -  ̂ki;)(t-r) ® j(f) d t .
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otrzymujemy po dalszych przekształceniach (z uwzględnieniem (12.15)) osta­
teczną poptad równania tworzącego (12.16)

(12.17) I i - - K i 3 e 3. % j = Kji*

gdzie symetryczny tensor K̂ .. będziemy uważali za niezależny od zmian 
temperatury i koncentracji.
Podobnie przedstawimy strumień masy j^ jako liniowy funkcjonał zależny 
od,historii gradientu potencjału chemicznego M .9 -1-

(12.18) ji = - | K^it-tjM^iOdrf*
-oo

Powrócimy teraz do zasady zachowania energii i masy z których uzyskamy 
sprzężone z polem mechanicznym równania przewodnictwa cieplnego i trans­
portu masy.

Jeżeli w bilansie (12.2*) uwzględnimy równości (12.6) (12,7), (12.8),
(12 9), (12,13), (12.17) oraz odrzucimy człony nieliniowe (A) to uzyska­
my następujące równanie przewodnictwa cieplnego

t t
(12.19) ^r, - T0 [" I •Pi.j(t-?:,0)ćij(t)df + i m(t-l,0) © (t)dt +

*- —OO —oo
t

+ i' Kt-r,o)ć(r)df j+ (Ktj ©j) ± » o.
¿ 0 0

Natomiast z równania przepływu masy otrzymamy po uwzględnieniu (12.18) 
równanie sprzężonej z polem mechanicznym termcdyfuzji

t
G - K ? , f n(0,t-i)Ć (*)d£ -¿oo ’J1

(12.20) - Kl3 | i(t-r,o)«1;j(Odt +

+ Kij JOkiit-r.oiffu.ijWdi = r2
—oo

W ośrodku izotropowym równania (12.19) i (12.20) przyjmą postać

_ to f f+>(t-t,o)ćkk(t)dr + j m(t-r,o)©(r)dr 4
L — 00 —  OO

t
+ | i(t-r,o) Ć(t) dr 4- k @ ji;j = o,

J’ Kij(t-e)ii,j(i)di M,i>0 =* 3i - -Kij “ .j5
*77

79



z z
ć - k° i* n(0,t-i)ć ii(Odt+ k° | l(t-t,0)© (t) ±i dt +

¿ 00 -oo
( 12. 20»)

t
+ k° (<i5(t-t,0)uk = r2

-oo

W równaniach (12.19*) i (12.20») założono, że

kij = k° 5ij* Kij = k V  i j (*-r) = ^ , 1 ) ^ , 1 ) ^

oraz j^ = - k° M

Do równań przepływu ciepła i masy w izotropowym ciele lepkosprężystym
dołączymy:
- równania ruchu

(12.21) 0 ^ ^  + \  ei;J = 6 ^

- równania geometryczne

(12.22) 2 ći;) = uif3 + u3>i,

- równania fizyczne

(12.23) 0 i;J = 2jx * dć±3 -t9t*[dću  - 3oCT d © -  3cec dcjó^,

f1 * f2 = i' f1(t-£)df2(*').

Równania tworzące (12.23) otrzymamy z równania (12.8) po dokonaniu na­
stępujących podstawień

Ei;Jki(t-t,0) = fi(t-t) [ajl « ik + aiX cjk] + K(t-t)5i;j5kl

(12,24) -ą^O.t-f) = ^(O.t-tJ^j = - 3ctT lK(t-t)Ói;j = - ¡ t ^ t - t ) ^ ,

®i;)(o,t-r) = i(o,t-r)«i;J = + 3aj, x(t-r)d1;j = + ̂ c(t-r)51Jf

gdzie: oĈ  jest współczynnikiem rozszerzalności cieplnej przy stałej kon­
centracji i naprężeniu a oC0 jest współczynnikiem rozszerzalności dyfu­
zyjnej wyznaczonym przy ustalonej temperaturze i stałym naprężeniu.
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Równania ruchu, związki fizyczne, geometryczne, równania przepływu ma­
sy i ciepła pozwalają ostatecznie podać równania sprzężonej termodyfuzji.

(12.25) fI*dUi,jj + (k+{J.) *  du.j  ̂j + Xi - *c* dc . - » 1 d©i = ę u ±

(12.26) k '• T -2- [m*d@
0 at L

+ 1* dc - ¡fT * dej •?1

(12.27) ć - kQ [- i * d 0 ) U  - + lfc *  de j J = r 2

(e = uk,k^

Do uzyskanego układu równań liniowej termodyfuzji lepkosprężystej do­
łączymy warunki brzegowe i początkowe.

Warunki początkowe określone są zależnościami:

ui(x,0+) = u^i), ui(x,0+) = Uj/s),
(12.28)

<9(x,0+) = & (x), c(x,0+) = c(x).
o o

Natomiast warunki brzegowe podamy jedynie dla równań (12.26) i (12.27)

@(x t)I = ©(x t),
xeS, 3

(12.29) 1 J
0 , ( x t k |  = - -g. [©(x t) - ®(x t)l,

|xe s4 L  ̂ J

(12.30)
M(x t)

ji(x tin^

= D(x t),
xeSc0

= E(x t).
xeS6

Warunki brzegowa (12.29) i (12.30) nie wyczerpują wszystkich możliwych 
sformułowań zadań brzegowych. W (12.29) cf jest współczynnikiem przejmowa­
nia ciepła, K - współczynnikiem przewodzenia ciepła w otoczeniu kontaktu, 
a D, E i ©2 znanym potencjałem chemicznym otoczenia, strumieniem masy i 
temperaturą.

Układ warunków brzegowych (12.29), (12-30) uzupełniony warunkami brze­
gowymi dla równania (12.25) i początkowymi określają zadania początkowo- 
brzegowe sprzężonej termodyfuzji lepkosprężystej.

Spróbujemy teraz udzielić odpowiedzi na pytanie: 
kiedy równania (12.25) i (12.26, 12.27) można rozwiązywać niezależnie od 
siebie.
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Okazuje się, że spełnienie następujących warunków:

(12.31) -T0 ś ę  *  de = 0  u± = O lub uk k̂= (dtfT ) f(x),

nałożonych na pole przemieszczeń doprowadza do rozsprzężenia równań.W rów-

nia pola przemieszczeń z przepływem ciepła i przepływem masy.
Interesować nas będzie również odpowiedniość jaka występuje między roz­

wiązaniami zadań brzegowych w termodyfuzji sprężystej i lepkosprężystej. 
Problem ten prowadzi do analogii, którą należy uważać za rozszerzenie re­
zultatu na sprzężone zadania termodyfuzji. Przed jej sformułowaniem

Będziemy rozpatrywali analogiczne zadania brzegowe określone warunkami
(12.29) i (12.30) oraz zerowymi warunkami początkowymi w ośrodku spręży­
stym i lepkosprężystym.

Wykonanie transformacji Laplace’a na rozpatrywanych układach równań i 
warunkach brzegowych oraz porównanie otrzymanych zależności prowadzi do 
następującej analogii:

Jeżeli w transformatach 1-aplace’a równań (12.34 - 12.36) oraz ich roz­
wiązaniach (pola: u^, ® , C )

naniu (12.31) f(x) jest dowolną funkcją a (d (fT)“1 oznacza, że 
a si'T*(dy )”1 = const. Zwróćmy tu uwagę na różnicę w warunkach rozsprzęże-

przytoczymy równania termodyfuzji sprężystej z pracy W. Nowackiego
przy identycznych oznaczeniach.

Równania sprężystej termodyfuzji (wg równań (1.5), (1.6) i (1.7) z pra­
cy [i 4])

(12.33)

(12.34)

(12.35) Ć - D C „  -|5D © ^  - ¿ D  uH i;j;) = - Dć

( 12 . 3 6 )

u.̂ = u1(x p; Ś2 ), ©=  © (x p; Si ) ,

C = C (x p; £2 ),
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dokonamy podstawień:

¡i  «- p£(p), K  ► p U p ) ,  ^T .^c-- ►Pifcptp). P^0(p)

t̂ -% ---- — ~ | 5 < p ) ,  -d-- -pl(p), " D — -~kQ l(p)
O 1

-f>D --- ► k0pn(p), ć D ---►k0p?c(p),

u.̂ — -u,(x pj co), © — *-©(x pjoo), o --- - c (x pjco),

p\( p ), p£i(p), P?T (p),P?c(p), § m(p),-p l(p), -kopl(p),-k0pn(p),LopJc(p)

oraz powrócimy do oryginałów, to otrzymane pola ui, 0 i c są rozwiąza­
niami zadań sprzężonej termodyfuzji lepkosprężystej.

Z uzyskanego rezultatu wynikają w szczególności analogie dla zadań nie- 
sprzężonych, których nie będziemy tutaj formułowali.

Dla zadań niesprzężonych słuszne jest rozszerzenie analogii Duhamela- 
Neumanna, którą przedstawiają dwa zadania lepkosprężyste:

Rys. 5. Analogia między rozwiązaniami lępkosprężystymi a zadaniami brzegowymi 
w niesprzężonej termodyfuzji lepkosprężystej

o identycznych stanach przemieszczenia ur̂(x t) = (x t) a różnych ob­
ciążeniach i naprężeniach. Analogia ta wynika z analizy równania niesprzę­
żonej termodyfuzji (równanie (l2.25))oraz odpowiednich warunków brzego­
wych.

Podobnie jak w poprzednich rozdziałach pracy można określić również 
grupy oraz algebry rozwiązań podobnych dla określonych zadań brzegowych 
sprzężnej termodyfuzji lepkosprężystej.
Problematyki tej nie będziemy jednak rozwijali, ograniczając się jedynie 
do podania podstawowej macierzy generującej rozwiązania podobne w nieogra­
niczonej przestrzeni.
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Macierz operatorów równań (12.25 - 12.27)

+ ( dX +d i 0± dtCc * 0±

(12.38) t0 at o d t T* kOjj - T^odm*} -T0dto dl*

k dn*o». .- dt
°  H

gdzie A o X  = C, z  = u1, 9 , c , C =l- Xi,
cierz B postaci:

xT . [u±, 9, c] , CT = [- X±, -gr1t r2] oraz ma-

i §fi d ć o *

(12.39) $ To at o d ?fT* k®t j j-T0̂ ^odm* ; -To09j.o dl*

“ko ®,ill dV * ko®,ii dl* i kO®,ii dn* -

którą wyznaczono przy spełnieniu warunków ui(0)=0, ©(0) = C(0) = 0, sta­
nowią podstawę do określenia algebry i rodziny rozwiązań podobnych.

W macierzach (12.38) i 112.39) wprowadzono oznaczenia:

Natomiast $ jest dystrybucją tylko zmiennych przestrzennych 0  =$(x^X 2 X j).  
Należy jednak podkreślić, że algebra rozwiązań podobnych zbudowana na ma­
cierzach (12.38) i (12.39) posiada jedynie znaczenie formalne, a rozwiąza­
nia nowych zadań brzegowych mogą wynikać tylko z jej rozszerzenia np. na 
zadania termodyfuzji lepkosprężystej w półprzestrzeni lub warstwie.

13. Twierdzenia o wzajemności

Podamy obecnie twierdzenia o wzajemności dla sprzężonych i niesprzężo- 
nych zadań termodyfuzji lekosprężystej. Otrzymane twierdzenia można trak­
tować również jako przejaw pewnej symetrii równań sprzężonej termodyfuzji 
w tym semsie, że są one niezmiennikami określonych przekształceń zadań

9ij

zachodząca dla każdej 
środku odkształcalnym oj

(13.1)

samym o-
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Po uwzględnieniu w (13.1) równań tworzących (12.23) scałkowaniu po ca­
łej objętości y  ciała otrzymujemy zależność

y(13.2)
j ®ij* dć'ij dV “ J  (;>T* d®’ + ^c* dC’>* duk,k dV =

/6i j * dćij dV ~ J (iT*d@rf +tic *  dc" )*du^ k dV

a po dalszych przekształceniach równość

| X^# du^ dV - j p^* dii dS - J (tf,p* d©f+ dC)* du'k nfc dS +

(13.3) j (iT * d&'tk + tf0*dc'k)* duk dV = j* X^* du^ dV - j p'{ * du^ dS - 
V V S

- ( ^ d @  + tfc*dC ) * duk n^ dS + J (tfę*d©"k + * dc"k) * du'k dV*,

która przedstawia twierdzenie o wzajemności dla niesprzężonyeh zadań ter- 
modyfuzji lepkosprężystej, tj.‘ zadań spełniających warunki (12.31) i
(12.32).

Szczególnym przypadkiem tożsamości (13.1) są zależności

(13.4) ¡fT * d©*de' = d©*^'*, dC * de = dc"* de' ,

(e " uk,k)*

które posłużą do sformułowania twierdzenia o wzajemności w zadaniach sprzę­
żonych.

W zadaniach sprzężonych musimy dokonać jednak pewnych wstępnych prze­
kształceń równania przewodnictwa cieplnego (12.26) (mnożenie splotowe
(12.26) przez H),a w miejscu równania (12.27) będziemy analizowali rów­
nanie transportu masy (12.1) oraz równania tworzące (12.9 i 12.18) okre­
ślające strumień masy J1 i potencjał chemiczny mieszaniny M.

Dla zerowych warunków początkowych otrzymujemy z (12.26) równanie

(13.5) jj - m*d®'- dC + #c* du'k>k - yt- H*r!, - 0
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rozpatrywać będziemy dwa układy pól ju , c'| i ju”, a"
•mnożeniu równania (13-5) przez * d©" i dalszycłi przekształce-' 
ikamy zależności:

| d©wdu^jJs: dV = - | H*0'.jj*d<!>''dV + jl*dc'* d®"dV - Ę - t H*r'*d0dV
V ’ V 0 V 0 V

(13-6)

JVT * d© * du'k ]£ dv = - J f~ H*®"j ,j * d©'dV + Cl* dc* d®'dV - CH*r'*d®d
V  ’ V 0 V 0 Vr

d@dV

które podstawione do tożsamości (13.2) stanowią część twierdzenia o wza­
jemności wynikająca z równania przewodnictwa cieplnego

jp- | (H* ©'j * d H* @ \ * d©)njdS + ^(1* dC* d©"- l*dc"*d®')dV
0 S ’ V

-  jjK  ^(H*r |’ *d® - H *r^ *  d © )dV - f (tf̂ * d©*duk k - d©*du'k k )dV = 0 
0 V V
Trzecią część składów.? twierdzenia o wzajemności uzyskamy w wyniku 

nieco odmiennego postępowania. Punktem wyjściowym nie będą równania dyfu­
zji (12.17), lecz równania tworzące określające potencjał chemiczny M 
strumień masy j . f oraz równania bilansu masy.

Biorąc pod uwagę dwa różne potencjały chemiczne w ciele izotropowym

M’ = n * dc’ - 1 * d © ’ + du^ k
0  3.7)

M = n * dc” - 1 * d ©” + tfc* du’k k

otrzymamy po przemnożeniu pierwszego z nich przez * d c”  a drugiego przez 
* dc’ i porównaniu tożsamość

M* * dc” + l*d®*dc - ®'c* du’k k * dc” =
(13.8)

M * dc’ + 1 *  d©” dc’ - ic * du^ k* dc’ .

Następnie z równań bilansu masy (12,1*) uzyskamy zależności 

M * dc = M * r 2 - M * j ^ i,

m’* dc” = M* * r 2 - M*■» j± ± ,
(13.9)
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które podstawimy do (13.8). W wyniku uporządkowania i scałkowania po r 
otrzymujemy z (13-3), po uwzględnieniu (13-9), tożsamość

j (M*r" - M&j )dV - ^(M’* j^i - liVj’ +
V V

(13,10)
+ | (1* d©,*dc'’ - 1* d©’*dc- )dV - |(tfc* du’k k*dc”- i ,0 * du’k k * dc’)dV = 0.

V V

Analizując drugi składnik (13.10) zauważamy, że zachodzi (13.11)

F * j r , i  - = i k * j r -  dv - h -  M> j ’i)dv
V V L V

(13.11 )
Druga całka równości (13.11) jest równa zeru, ponieważ ĵ  = - kQ M 

Końcową postać trzeciej części twierdzenia o wzajemności przedstawia zwią­
zek

J (M-1* j” - M’*j^ )n^ dS + ^ (1* d©’*dc”- l*d©*dc’)dV - 
S V

(13.12)
- Jdl^r” - M”*r’)dV - J (iic* dc” * duk k - ¡fc * dc’* duk,k^dV = °*

V V

który po podstawieniu do (13-2) wraz z (13.6) daje poszukiwane twierdze­
nie o wzajemności w zadaniach sprzężonej termodyfuzji:

j* (X? * du” — x” * du^) dV- J (u?* du^-u^ * du^)dV - J (p̂  * du^-p)1* du’̂)dS +
V V • S

+ 2 J(l* dc’* d©”- 1* dc”*d©’)dV + ^(H*©^ * d©’-. H*@’j* d ©’jn̂  dS
V 0 S

(13.13)
- i£- f (H*r’* d©’- H *r’’* d@’)dV - J(M’*r ” - M )dV - i<M*j” -M’’* j^ )n.

° J  v s
± dS =0

W twierdzeniu (13.13) biorą udział dwa układy pól: 

j*i* Pi, c’ , ®’(x t), nj, M’, j^, r ] ,  r2’ | ,

|x” , p” , u” , © ” , c” , ©”(x t), @’j nJt m ” , j” , r ” ,. r” | ,

występujące w równaniach sprzężonej termodyfuzji, wśród których ®(x,t),
© . n. , M, j . mogą być użyte do formułowania warunków brzegowych nieme- ,11 1
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chanicznej części zadania, przy czym strumień masy i potencjał che­
miczny M należy przyjąć w zgodzie z równaniami tworzącymi.

TJależy podkreślić, że w równaniu (13.13) uwzględniono wszystkie ogra­
niczenia termodynamiczne nakładane na procesy wymiany masy i ciepła w cie­
le lepkosprężystym. Istotnie, równania tworzące <12.7) - (12.9), (12.13),
(1 2 .1 6 ) - (12.18) spełniają te ograniczenia, a tym samym uzyskane twier­
dzenie, jako ich konsekwencja, także nie stoi w sprzeczności z postulata­
mi termodynamiki ośrodka odkształcalnego.

Jak już zauważyliśmy, twierdzenie o wzajemności jest także przejawem 
symetrii liniowych zadań mechaniki ośrodka ciągłego - dodajmy przejawem 
najistotniejszym, posiadającym podstawowe znaczenie dla konstrukcji roz­
wiązań zadań brzegowych. Z algebrą rozwiązań podobnych (także wynik syme­
trii) łączy się ono o tyle, że sposoby wykorzystania obydwu własności za­
dań brzegowych są podobne. Ha fakt ten zwracamy tutaj- uwagę również dlate­
go, aby podkreślić konieczność dalszych badań ogólnych własności równań 
liniowej mechaniki ośrodka ciągłego.

Zaprezentowaliśmy w tym rozdziale bardzo skrótowo propozycję ujęcia pro­
blemów wymiany masy i ciepła w ciele lepkosprężystym. Wiele miejsca po­
święcono przy tym omówieniu termodynamicznych podstaw zagadnienia, uzysku­
jąc na tej drodze komplet równań tworzących dla procesu sprzężonego. Au­
tor zajmował się tą tematyką po napisaniu poprzednich rozdziałów, które 
stanowić miały w pierwotnym zamyśle całość pracy, jednak uzyskane wyniki 
zachęcały do dołączenia ich do pozostałych rezultatów. Okazało się m.in., 
że w przypadku sprzężonej termodyfuzji lepkosprężystej można określić roz­
szerzone analogie, grupy i algebry rozwiązań podobnych tak, aby wyniki 
poprzednie były ich przypadkami szczególnymi.
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. WNIOSKI KOLCOWE

1. Prace należy traktować jako próbę syntetycznego spojrzenia na równania 
liniowej mechaniki ośrodka odkształcalnego.

2. Eksponując algebraiczną strukturę równań analizowanych w pracy teorii 
miano na uwadze jej wartości poznawcze, które na tym etapie badań wno­
szą wiele nowych idei i konkretnych wyników.

3. Konstrukcja grup przekształceń wykazała jak istotne i ciekawe właściwo- 
. ści wynikają z analizy splotu. Właściwości te przypisane są nie tyj ko
równaniom mechaniki, ale również innym, liniowym równaniom fizyki, np. 
równaniu przewodnictwa cieplnego, dyfuzji itp.

4. Dalsze uogólnienia są możliwe przy wykorzystaniu metod analizy funk­
cjonalnej, przestrzeni Hilberta i algebry operatorów. W pracy niniej­
szej z uwagi na nowość problematyki korzystano z tradycyjnych pojęó 
rachunku przekształceń całkowych Laplace’a i Fouriera, które pozwalały 
na stosunkowo proste interpretacje fizykalne.

5. Istnieje możliwość dalszych uogólnień na:
- zagadnienia nieliniowe fizykalnie»
- mikropolame teorie ośrodka odkształcalnego.

6. Wyniki uzyskane w pracy stanowią podstawę do konstruowania algebr roz­
wiązań podobnych dla zadań szczególnych, np. płyt, powłok, dwuwymiaro­
wych zadań mechaniki itp.

7. Podano analogie między rozwiązaniami sprężystymi a starzejącym się o- 
raz termosprężystymi a tel-mo-starzejącymi się.

8. Uzyskano rozwiązania zamknięte dla kilku ważnych zadań brzegowych pół- 
przestrzeni, m.in. dla ważkiej półprzestrzeni i działania centrum ści­
skania. Na podstawie tych rozwiązań sformułowano zadanie kontaktowe od­
powiadające wzajemnemu oddziaływaniu konstrukcji z górotworem. Uzyska­
ne wyniki po opracowaniu numerycznym będą miały istotne znaczenie w o- 
cenie stanu zabezpieczeń konstrukcji przed skutkami ruchów górotworu.

9. Wyprowadzone z ogólnych zasad mechaniki i termodynamiki równania linio­
wej termodyfuzji lepkosprężystej stanowią podstawę do formułowania za­
dań brzegowych przepływu masy i ciepła w ciele lepkosprężystym. Uzyska 
ne w punkcie 13 twierdzenie o wzajemności można uważać za pierwszy 
krok w kierunku poszukiwania metod rozwiązania zadań brzegowych tych 
problemów.
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ANALOGIE I PODOBIEŃSTWO W LINIOWYCH OŚRODKACH ODKSZTAŁCALNYCH

S t r e s z c z e n i e

Część I

W rozdziale I wprowadzono pojęcie przestrzeni rozwiązań w mechoJice o- 
środka odkształcalnego oraz określono zakres analizowanych w pracy teorii 
ośrodka odkształcalnego. W szczególności, wiele miejsca poświęcono anali­
zie wzajemnych relacji zachodzących między rozwiązaniami w poszczególnych 
teoriach, uzyskując w wyniku analogię między rozwiązaniami sprężystymi 
(termosprężystymi) a pewną klasą rozwiązań w teorii starzenia się (termo- 
starzenia). Podane analogie są uogólnieniami analogii Lee - Alfrey’a i 
Hiltona na ciała podlegające procesom starzenia się.
, W odróżnieniu od pierwszego rozdziału, w którym badano związki występu­
jące między rozwiązaniami w różnych teoriach mechaniki,w tym rozdziale(ID 
skupiono uwagę na własnościach ustalonej przestrzeni rozwiązań. Do opisu 
tych własności wykorzystano pojęcia i twierdzenia teorii grup, pierścienj 
i algebr liniowych. Wprowadzono mianowicie takie grupy przekształceń i al­
gebry, względem których operatory równań mechaniki są niezmiennicze.W wy­
niku otrzymujemy rodziny rozwiązań podobnych. Wszystkie rozwiązania, na­
leżące do wzmiankowanej rodziny, uzyskujemy przez wykonanie prostej ope­
racji algebraicznej na ustalonym rozwiązaniu. W ten sposób znalezienie 
wszystkich rozwiązań np. w teorii sprężystości sprowadza się do zagadnie­
nia nieco prostszego - wyszukania wszystkich rozwiązań wzajemnie niepodob­
nych.

Rozdział III poświęcono zastosowaniom. W pierwszej kolejności sprecyzo­
wano macierze i operatory generujące rozwiązania podobne w poszczególnych 
teoriach. Następnie, dla różnych zadań brzegowych półprzestrzeni zbudowa­
no analogię, która pozwoliła wykorzystać klasyczne rozwiązanie Bóussi- 
nesąa do określenia stanów przemieszczeń w kilku innych zadaniach.W szcze­
gólności, uzyskano rozwiązanie zamknięte dla ważkiej półprzestrzeni oraz 
działania centrum ściskania na brzegu. Ostatni wynik zastosowano do wy­
znaczenia stanu przemieszczeń w bezpośrednim sąsiedztwie posadowienia kon­
strukcji budowlanych na górotworze.
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Częśó II

Problematyką analizowaną w tej części pracy jest termodyfuzja w ciele 
lepkosprężystym. Równania opisujące zagadnienie uzyskuje się z rozważań 
termodynamicznych. W efekcie końcowym, oprócz równań przemieszczeniowych 
uzyskujemy sprzężone równania przepływu masy i ciepła w ciele lepkospręży­
stym. Określono także warunki rozsprzężenia równań, analogię z odpowied­
nio postawionymi zadaniami termodyfuzji sprężystej oraz twierdzenia o wza- 
j emności.
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AHAJIOnm H POiOEHE B JIHHEifflliX TBOPHHX flESOEMHPyEMOM CPEJUi

P e 3 io m  e

B nepBoS rxaBe Hacroameii paSom BBexeHO noKaiae npocipaHCTBa pemeHaii b 
jiHHeiiHOii MexaHHKe cnxoinHoa opeflu. 3to noHaTae acnoxb30BaHO flxa onpexexeHaa 
pemeHaii b ooo6bix MexaHaaecKax Teopaax (xaHeiiHaa Teopaa ynpyrocTa, bh3ko- 
ynpyrocia a xp.) . H3JiarajoToa Taiace accxexoBaHaa CBX3ea npoacxoxamax Meacxy 
pemeHaaMa b pa3Hbix xaHeaHHX Teopaax. G noMoniLio BbmieyKa3aHHhix accxexoBaHaft 
6hjio noayaeHO pacmapeHae aHaxoraa Jla - Ax$pea (aHaxoraa ‘SĈ, Jig).

Bo Biopoa raaBe paccMaTpaBaioTcx CBoftcTBa xaHHoro npocTpaHOTBa pemeHaii. 
Jlxa o n a c a m a  o t h x  CBOfiioB 6twa acnojiB30B3.HH n o M i a a n  nojiostenaa Teopaa rpynn 
a jiaHeaHHX ajireSp. BBexeHO Taxae xaaeiiHHe axreCpH, aio onepaTopn K p a e B t i x  

3axaa oiHOCBTejiBHO aTax axregp ocTaxacb HHBapaaHTHHMaa.
B ipeTbeii rxaBe noKa3aao npaMeaeHae BBexeHHOro paHbme (JopisaxBHoro annapa- 

ia. CHaaaxa Sujib onpexexeHN onepaiopu a MaTpaan reHepapynmae noxoSHHe peme- 
Haa, SaieM, x^a pasxaaHHx Kpaesax 3axaa noxynpooTpaHCTBa 6nxa cociaBxeHa a- 
Haxoraa, aoTopaa no3BOxaxa onpexexaTb HecicoxbKO HOBbix pemeHail Ha ocHOBaHiia 
KxaccaaecKoro pe3yxbTaia EoyccaHecKo(Boussinesq). Eh x h  noxyaeHH aHaxaTaaec- 
Kae pemeHaa jia xecTBaa aeHTpa escaiaa Ha Kpae noxynpooTpaHCTBa.3t o t  pe3yxb- 
Tai 6h x  aonoxB30BaH flxa onpexexeHaa cocioaHaa cMeneHaii npa HenocpexcTBeHHOM 
oonpaKCCHOBeHHH KOHOipyKaaa c ropHOii nopoxoii.

iJeTBepTaa rxaBa pacouaipaBaei ocHOBHue npoSxeuH leaeHaa Maccu a Tenxa bo  

Ba3KO-ynpyroM Texe. Oc h o b o B paecy»xeHaii XBxaxacb 3xecb ypaBHeHaa Saxaaca 
Maooa, oHepraa, MOMeHTa KoxaaecTBa xBaxeHaa a KoxaaecTBa XBaxeHaa. Paccyscxe- 
h h h  noMorxa onpexexaTb ypaBHeHaa conpasceHHOii Ba3Koynpyrog TepM0XH$(f>y3Ha.

3flecb onpexexeHH Taiace ycxoBaa pacconpaaceHaa ypaBHeHaft, aHaxoraa a ieo- 
peMa o B3aaMH00Ta.
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ANALOGIES AND A RESEMBLANCE 
IN LINEAR THEORIES OE A STRAIN MEDIUM

S u m m a r y

In chapter one of the paper the solutions space term in linear mecha­
nics has been introduced. The term served for determining the solutions 
in specific mechanics theories. The relations between solutions in va­
rious linear theories has been also examined. In this way the extension 
of Lee Alfrey's analogy to growing old materials has been got.

In the second chapter the attension has been paid to the properties of 
a steady solutions space. Terms and theorems of the group theory and li­
near algebra have been utilized to describe these properties.
There had been such linear algebras introduced that the operators of boun­
dary tasks have been unvariable to them.

In the third chapter the applications of, introduced before, formal ap­
paratus has been given. In the first place the operators and matrices ge­
nerating similar solutions have been precised. Next the analogy for va­
rious boundary tasks, which enabled the determining for new solutions on 
the basis of Boussinesq’s result, has been built.
In particular the closed solution for the acting of compression centre on 
a half-space boundary has been obtained. The result was utilized to deter­
mine the displacement state in direct neighbourhood of contact of the con­
struction and mountain composition.

Chapter four briefly formulates the fundamental problems of the heat 
and mass flow in a viscoelastic body. The equations of mass, energy, en­
tropy, angular momentum and momentum balances make the basis for the con­
siderations which result in the coupled equations of viscoelastic thermo­
diffusion.
The conditions for disjoining the equations and also the reciprocity theo­
rem have been given.
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