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Prezentowang prace nalezy uwaza<5 za probe klasyfikacji niektdérych roz-
wigzan probleméw poczatkowo-brzagowych liniowych teorii osrodka odksztat-
calnego (teorie: sprezystosci, termosprezystosci, lepkosprezystosci i teo-
ria starzenia sie). Klasyfikacja ta wigze sie jak najscislej z odpowie-
dzig na zupeknie elementarne pytanie: kiedy i w jaki spos6éb mozna rozwig-
zania zadania poczatkowo-brzegowego jednej teorii liniowej (np. sprezy-
stej) wykorzystaé¢ do konstruowania rozwigzania innego (tez sprezystego lub
np. lekosprezystego). Odpowiedz na sformutowane powyzej pytanie jest nie-
zwykle wazna w zastosowaniach, z uwagi na trudnosci jakie wystepuja przy
rozwigzywaniu probleméw brzegowych w kazdej z dyscyplin mechaniki ciata
odksztatcalnego. Mozna réwniez cel pracy scharakteryzowa¢ nieco inaczej,
a mianowicie jako prébe maksymalnego wykorzystania informacji zawartych _
rozwigzaniu jednego zagadnienia mechaniki ciata odksztatcalnego do otrzy-
mania informacji o innym rozwigazaniu. Dodajmy, Zze oprécz uzyskania wyni-
kéw przydatnych w zastosowaniach, rozwazania przeprowadzone w pracy maja
réwniez istotne znaczenie w poznawczej stronie wspomnianych teorii linio-
wych. Akcentujac tutaj zastosowania bynajmniej nie zamierzamy pomniejszac
strony poznawczej poniewaz przeprowadzona w pracy klasyfikacja rozwigzan
pozwolita wprowadzi¢ zupednie nowag strukture formalna w zbiorze rozwigzan.
Wspomniang strukture zbudowano na pojeciach typowych dla: teorii grup,
algebr liniowych, teorii reprezentacji i teorii przestrzeni Hilberta.Wpro
wadzona struktura formalna, ktérej zauwazenie stanowi tres¢ poznawcza pra
cy, jest bardzo pomocng w jakosciowych badaniach réwnan mechaniki osrod-
ka odksztatcalnego. Dodajmy tutaj, iz badania te rozszerzajg w sposéb za-
sadniczy obszar zastosowan. Powyzszy sposéb podejscia pozwala na wykorzy-
stanie pewnych wielomianowych przeksztaltcehn macierzowych, ktére przepro-
wadzaja rozwigzanie jednego zadania w rozwigzanie problemu drugiego,z po-
minieciem réwnan tego ostatniego. Fakt, ze kazde rozwigzanie posiada przy
porzadkowang mu cata przestrzen innych rozwigzan, ograniczong jednak z jed-
nej strony tozsamoscia Cayley’a-Hamiltona, a z drugiej algebra liniowag
zbudowang na tej przestrzeni, wpitywa w sposob istotny na klasyfikacje tych
rozwigzan; w tym przypadku postepowanie jest takie samo jak w algebrze li-
niowej. Przeniesienie to pozwala klasyfikowa¢ rozwigzania podobne uzyska-
ne w mechanice, jednym stowem: klasy rozwigzan podobnych sg jak najsci-
Slej opisane przez odpowiednie algebry.



W catej pracy zaktada sie, ze istniejg odwzorowania zadan poczatkowo-
brzegowych np. przez przeksztatcenia catkowe (transformacja Pouriera lub
Laplace>a por, [2,13,28,34,46,47,51,61,83,87]) na pewne réwnanie macierzo-
we (problem algebraiczny).

Pierwej rozdziat pracy poswiecony jest oméwieniu podstawowych proble-
méw, do ktérych zaliczad bedziemy formutowanie zagadnien brzegowych, a tak-
ze konstruowanie analogii miedzy teoriami szczeg6lnymi. W drugim rozdzia-
le pracy badamy pomocnicze wkasciwosci rozwigzan i to takie, ktére umo-
zliwiajg stosowanie pola dystrybucji o «lamentach bedacych ‘"wspotczynni-
kami' w rozwinieciach wielomianowych dla rozwigzan podobnych.

Ogélna analiza rozwinie¢ wielomianowych powotuje algebry liniowe, opi-
sujace rozwiazania podobne w kazdej teorii szczegélnej. Opis w ramach al-
gebry liniowej jest koncowym efektem pracy, na ktéry zdozyly sie pozytyw-
ne odpowiedzi na sformutowane w poszczegélnych rozdziatach problemy.Sfor-
mudowania tych probleméw podporzadkowane sa uwypukleniu grupowego charak-
teru rozwigzan podobnych, ktéry w konsekwencji pozwala okresli¢ odpowied-
nie algebry.

Praca w znacznym stopniu korzysta z dobrze juz w chwili obecnej rozwi-
nietego aparatu formalnego réwnan liniowej mechaniki osrodka odksztakcal-
nego. Dosy¢ dobrze jest rozpoznany zakres zastosowan teorii sprezystosci,
termosprezystosci i lepkosprezystoaci tak, ze umozliwia to skuteczne pod-
jecie problematyki klasyfikacji rozwigzan w tych teoriach. Zauwazmy, ze
postawione na samym poczatku zadanie mozna réwniez sprowadzi¢ do skonstru-
owania relacji réwnowaznosci, ktora dzielitaby catg przestrzen rozwigzan
na zbiory rozdaczne, w ktérych znajdowatyby sie rozwigzania podobne.

Sygnalizujemy tutaj jeszcze jeden z posrednich celdéw pracy;istnieje mia-
nowicie mozliwos¢ analizy wynikéw badan doswiadczalnych. W tym zakresie
praca wnosi takze nowe idee. Umozliwiajg one pedniejszg i wnikliwszg ana-
lize nastepujacych wynikéw: majgc dane pomiarowe, np. przemieszczenie pun-
ktéw tego samego ciata dla odpowiednich warunkéw poczatkowo-brzegowych,mo-
zemy odpowiedzie¢ na pytanie: ktére z warunkédw brzegowych - (W napreze-
niach) realizujg stan przynalezny do jednej z teorii szczeg6élnych. Rezul-
taty te sg wazne zaréwno poznawczo jak i w zastosowaniach.

Moze nas zastanowi¢ gleboko tkwigca analogia miedzy rozwigzaniami po-
dobnymi, uzyskanymi w tej pracy a odpowiednimi rozwigzaniami spotykanymiw
analizie wymiarowej. Istotnie, oba zadania moina prowadzi¢ do dwéch roéw-
nolegle postawionych zadan geometrycznych, okre- ionych na tej samej prze-
strzeni. Podkreslamy, ze idee tkwigce w analizie wymiarowej, a w szczegol-
nosci jej whasciwosci grupowe inspirowaty autora do napisania tej pracy.
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LINIOWE TEORIE OSRODKA CIAGLEGO

1. Wprowadzenie
1

Przed podaniem najwazniejszych wynikéw tego rozdziatu,zwigzanych z kla-
syfikacja rozwigzan podobnych, musimy w sposéb syntetyczny podac¢ niektére
fakty z klasycznych dziakéw liniowej mechaniki ciata odksztatcalnego. Wo-
bec powszechnie stosowanego - w drugim rozdziale pracy - aparatu formalne-
go teorii przestrzeni Hilberta i teorii grup, uwazalismy za konieczne roz-
wazania tego rozdziatu budowa¢ na tych samych podstawach formalnych;w ten
sposéb uzyskuje sie mozliwos¢ poréwnania wynikéw obu tych rozdziatow, a
co najwazniejsze - taki sposéb ujecia jest wygodny w przeprowadzonej kla-
syfikacji rozwigzan. Zajmujac sie liniowymi teoriami osrodka odksztakcal-
nego zwracamy uwage na formalne podobienstwo rdéwnan poszczegdlnych teorii,
widoczne nieraz dopiero po pewnych transformacjach. Podobienstwa te pozwa-
laja rozwigzania réwnan jednej teorii wykorzysta¢ do rozwiazan w innej.Na
tej drodze otrzymujemy tzw. analogie. Pierwszg z takich analogii zauwa-
zyli Duhamel i Neumann; jest to analogia sit masowych i1 wpdywéw termicz-
nych. Analogia ta wystepuje miedzy réwnaniami teorii sprezystosci a teo-
rii naprezen cieplnych i korzysta sie z niej réwniez przy poszukiwaniu
rozwigzan w termo-lepkosprezystosci i termo-starzeniu sie.

Dalsze analogie w liniowej mechanice zwigzane sa z nazwiskami Hiltona,
Lee, Alfrey“a, Sternberga, (por. [,21,23,24,31,37,68] ). Uwzglednienie
wpdywu temperatury na wkasciwosci fizyczne osrodka doprowadza do dalszych
komplikacji réwnan, przeksztaktcajac rézniczkowe réwnania problemu na pew-
ne réwnania funkcyjne. Ze wzgledu na prostote otrzymanych réwnan naj-
rozsadniejszym wydaje sie przyjecie - proponowane przez Leadermanna i Fer-
rego [30,57,64]- hipotezy ciata termo-reologicznie prostego. Mysla prze-
wodnig tej hipotezy jest zastgpienie czasu fizykalnego pewnym czasem spro-
wadzonym; taki zredukowany czas, uwzglednia wptyw temperatury. Zmieniajac
skale czasu powodujemy tzw. ''skazenie" skali. Oczywiscie, ''skazenie" to
nalezy uzyska¢ na podstawie pomiaréw w naturze.



W przedstawionej tutaj pracy formutuje sie ogélniejsza analogie wyste-
pujaca miedzy rozwigzaniami starzejacymi sie - z uwzglednieniem pola ter-
micznego, a rozwigzaniami termo-sprezystymi. Analogia ta pozwala wykorzy-
sta¢ rozwiagzanie sprezyste do wyznaczenia rozwigzania dla osrodka starze-
jJacego sie.

Zakres kazdej z wprowadzonych analogii okresla réwniez jej uzytecznosé.
Patrzac z tego punktu widzenia nalezatoby zatozyé, ze pole termiczne nie
bedzie wptywato na zmiany funkcji materiatowych: osrodek izotropowy pozo-
stanie izotropowym i jednorodnym. Na tym zatozeniu bazowaé bedziemy przy
budowie analogii wprowadzanych w niniejszej pracy. Dodatkowo podana w pra-
cy analogia miedzy rozwigzaniami termo-sprezystymi a termo-starzejacymi
sie zawiera jako przypadki szczegdélne: analogie sit masowych w lepkospre-
zystosci, analogie Lee-Alfrey’a [»3I] oraz analogie Duhamela - Neumanna.

2. Zatozenia

Podamy teraz powszechnie przyjete w liniowej teorii os$rodka ciagtego
zatozenia i okreslenia pozwalajace formutowaé¢ odpowiednie zadania poczat-
kowo-brzegowe, a takze analizowa¢ wystepujace tam réwnania. W pierwszej
kolejnosci podamy twierdzenie Efrosa, dalej wyprowadzimy wynikajace z nie-
go konsekwencje w liniowej teorii osrodkéw podlegajacych starzeniu sie a
nastepnie przytoczymy okreslenia i pojecia dotyczace samej mechaniki.

a) Oznaczymy przez f(x,t) funkcje zmiennych rzeczywistych x = (X.
a przez ?(x,p) odpowiadajaca jej transformate Laplace’a

@
_ - r -.di“ P —-pt
(2.1) f(x,t) -~ f(x,p) =£ [fx,t)J = J f(i,t)e dt, te[o0,00)
0

Retransformate funkcji f(x,p) definiujemy zaleznoscia

"1 “l 1df [N Lo} *
@2 fxp- -1 fen =2 © el T sgr \re.pe” .
d jioo
Podobnie transformate Fouriera funkcji f(x,t), ze wzgledu na zmienna X,
okresla zwigzek

df +0a -X?
2.3) f(x,t) — f(E,t) =% [f(x,©)I = f f(x,te dx,
3) 0n
gdzie x$ = x1S1 + *2"2 + x3%* a dx = dx1 dx2 dx3,
natomiast retransformate okresla réwnanie
A b=y “1 FA 1df i 1* A
.4 fG,t) —t-—*=fX,t) =f [f(B,©)J = f(?,t)e d5
(@A) \Y;

10



Ztozenie przeksztatcen f (dla zmiennej x)iZ (dla zmiennej t) jest ope-
racja przemienng, tzn.

3olj. ....0 =Xof[™..... J.

W catej pracy stosowa¢ bedziemy przeksztakcenia Laplace"a i Fouriera
rozumiane w sensie wzorow (2.1) - (2.4).

TWIERDZENIE EFROSA [51,89].

. _ . y -ig(p) . .
Jezeli f(x,t)-"-f(x,p) i HE-)<P(t,t)-"$(p)e » gdzie $ () 1q(P)
sa funkcjamiogjinalitycznymi, to

@.5) N ep (XL t(x ) At= A*=(p) = F(x,q(P))

Podobnie, wykorzystujac twierdzenie E f r o s a oraz catkowanie
przez czesci otrzymujemy kolejne roéwnosci

n
Q(x,t) = C<P(t,t) al-£ 5 ox.p).
| 9ta

Sdziet A(x,p) = Jf[UJ lP(t,r)H(t—g)—a"DI(Ar) drie P dt =
(2.6) ©

=1 ""pn" [j -PHE=>De Ptdtidr= | ¢11A1E1xX| A, EH(t-0 jdf =

0 o o
=$(p) En(P)T(X,q(P)) - gn“1(pP)T(x,0)-gqn-2(p)F(x,0)- ...-fn_1(x,0)].

Przyjmujac w twierdzeniu Efrosa: <p(t,t) = <P(t-t) dla t>Cl v?(t-e)5 0 -
dla t<fotrzymujemy twierdzenie Borela. Zwigzany z twierdzeniem Efro-
sa splot (uogdlniony) oznaczymy symbolem

t
@.7 fla f2 ¢y jEfI(E,r) f2()dr,
o]
a zwykty splot oznaczymy
df «
(2.8) f2 = 1 ~(t-1) f2(t)dt.
0

Algebra splotu (2.7) bedzie w dalszej czesci pracy przydatna do rozwia-
zywania zadan teoriil starzenia sie, natomiast algebra splotu (2,8) po-
siada zastosowanie w liniowej lepkosprezystosci por. np. [2,4,11,22,45
64,76,77,93]

Podkreslamy tutaj, ze wszelkie rozwazania dotyczace teoril starzenia
sie uwzgledniaja zatozenie, ze jadra 4>(tt) zwiazkéw catkowych splotu
uogélnione%”(c), ktore ¥ystepujq w odpowiednich réwnaniach, spekniaja za-

oy . -£q(p)
leznosé It"t.tie dt = $ (p)e



b)

©

Zatozenie to zaweza klase rozpatrywanych materiatdéw, ktére podlegaja
starzeniu sie.

W catej pracy rozwazamy ciato state £>, ograniczone ustalonym brzegiem
9», poddane dziataniu: sit zewnetrznycn, pola przemieszczen i pola tem-
peratury. Zakkadamy, ze materiat osrocuca w najogélniejszym przypadku

podlega liniowym prawom dziedziczenia, nieinwariantnym z uwagi na zmia-
ne skali czasowej (materialy starzejgce sie). Przyjmowan bedziemy, ze
stan wyjsciowy przy temperaturze TO bedzie zatem stanem beznapreze-
niowym i przyjmowa¢ go bedziemy jako stan odniesienia (stan naturalny)

przy okresleniu stanu przemieszczen i naprezen. Nadmieniamy, ze przy-
padkami szczeg6lnymi liniowej teorii starzenia sie, sa wszystkie inne
teorie rozpatrywane w pracy. Do opisu ruchu pola przemieszczen. teroDe-
ratur i obcigzen w osrodku £ uzywaé¢ bedziemy wykacznie prostokatnego

ukdtadu wspétrzednych kartezjanskich. Zzbiér liczb &, ,Xg,x.,,t) =

= (X,t), przedstawia punkt w czasoprzestrzeni. Tensory naprezenia

6i”N(x,t), odksztatcenia ¢~(ic.t), dalej dewiatory naprezenia s™(x,t)

i odksztatcenia ei;j(x,t) (zdefiniowane wzorami s.y =0"" "~ s b5-y»

en = b , gdzie s = 6V, e =<5 a jest symbolem nro-

neckera) okreslone sa w kazdej czgstce x ciala £ oraz przedziale cza-
sowym [o, +e0). Przyjmujemy, ze pole przemieszczeh u™(X,t) okreslone
wzgledem stanu odniesienia, bedzie tej klasy, iz stusznymi pozostang
zwigzki

(2.9) AjAMSFY = 7 ML+ uj, it = 17273*

W réwnaniach (2.9), a takze w dalszej czesci pracy, przecinkiem umie-
szczonym za indeksem dolnym oznacza¢ bedziemy rézniczkowanie wzgledem
odpowiedniej wspodrzednej wystepujacej za przecinkiem.W caltej pracy o-
bowigzuje konwencja sumacyjna wobec matych liter alfabetu *acinskiego.
Na mocy przyjetych powyzej zatozen mozemy utozsami¢ materialny i prze-
strzelmy opis ruchu.

Chwilowg temperature osrodka oznaczymy przez T, a przyrost temperatu-
ry, w stosunku do temperatury odniesienia TO przez ©= T - TQ. Chwi-
lowa temperatura T winna speinia¢ klasyczne réwnania przewodnictwa
cieplnego [6,12,17,42]

(2*10) ®,kk + i®=

gdzie %9 jest wspotczynnikiem przewodnictwa cieplnego, c¢ cieptem wka-
Sciwym, e gestoscig. Funkcje Q(x,t) okreslamy wzorem Q = , w ktéo-
rym w jest ilosSciag ciepta wytworzong przez zr6ddo odniesiongdo jed-
nostki czasu i objetosci.



d) Mozemy teraz wprowadzié¢ réwnania konstytutywne wystepujace w teorii
starzenia sie; roéwnania te opisujg zwiagzki fizyczne miedzy tensorsmi
stanu naprezenia £5M(3:,t) a odksztatcenia Cij(x,t). Zwiazki te po-
damy jako zaleznosci miedzy dewiatorem stanu naprezenia s” a dewia-
torem stanu odksztatcenia

JFr/t, © - iip dr, 1 4 j,

o]
oraz jako relacje miedzy pierwszymi niezmiennikami stanu odksztatcenia
e(x,t) (dylatacja) a naprezenia s(X,t).

t -
(2.12) s(x,t) = jJ"F/t.D - 3 . ar dr.
Wyrazajac w zwigzkach (2.11) dewiator naprezenia przez tensor napreze-
m nia, a takze uwzgledniajac (2.12), uzyskujemy poszukiwanag zaleznos¢

miedzy tensorami stanu naprezenia a tensorem predkosci odksztatcen; ma
ona postac

2.13) 6ij(x,t) =2~n(t,t)o Ci3(x,r) + 5id [x(t,n O ¢((X,r) -
- ift, 1) no(x,N] ,
gdzie

2ii(t,r) . 3Ki(t.£), K(t,r) =] ~(t,r)- 2/t,r]t

=«t f2(t.r) =Tl [3fc(t,o +2fi(t,r)].

Réwnanie (2.13) ma budowe analogiczng do prawa Hooke’a w teorii spre-
zystosci, z tym, ze dziaktanie mnozenia zastagpione Jest uogélnionym mno-
zeniem splotowym,a tensory odksztakcen i temperature zastgpic nalezy
pochodnymi tych wielkosci wzgledem czasu.

Mozna réwniez uwzglednia¢ wpdyw zmian temperatury & na funkcje u,tb,
£ (t, Y wykorzystujac postulat réwnowaznosci temperaturowo—czasowej,
(por. E. Sternberg £64] 1 Rzanicyn £94])- Zagadnienie to stanowi od-
dzielny problem, ktérym w niniejszej pracy zajmowa¢ sie nie bedziemy.

e) Komplet réwnan termo-starzenia sie ciat statych obejmuje:

- zwigzki konstytutywne

(2.14) 013(x,t) = 2u(t,i) DCE(x, ) + [Mt,Oon*(x,t) -

i(t,r)DOM] ,
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- réwnanie przewodnictwa ciepta (dla zagadnien niesprzezonych)

(2.15) * « T © =~ ab

- réwnanie pola

Q-16) CLI(B + *i = o0 (gUi), Oij = 6ji-
- réwnanie geometryczne
@.19) 2¢ij =UiJd +UJ,i

Podstawiajac (2.17) do (2.14), a nastepnie uzyskane w ten Sposob
réwnanie do - (2.16) otrzymujemy po przeksztakceniach

(2.18) “i,jJ + () + DOi =0 *S*“/»

tj. rownanie przemieszczeniowe teorii termo-starzenia sie.

Z rownaniami (2.18) i (2,15) wiagzemy nastepujace warunki poczatkowe
i brzegowe:

(2.19) u. X, = uCx.1), dla x €32)~"
i/x,t)n3(x) - [M(E,*) d (Ci-j + AJA) + 51;j(Mt,t). o _

N, O)JJ_ n3(>§) = p_l(%<,t), dla 22<e d£5>

9,ua¢ =3S 1 dE>nd&=<
guge ! 1 5=<P

(2.20) @®(x,t) = A(X,1), dla 16sST

Ix= 3 3 3*
3
30(x. 1) = B(x,1) dla x e &,
on X=X 4 4 4
4
- +<X& (X, t)] = 0ix, €, dla x £ Q&t
X 5 5 5
5
9S U9S U ai =9, dE>ndE>nd& = <,

3 4 5 3 4 5



2.21) u,(x,0) = u.,,
ol

u. (,0) =u, ®,

®{x,0) = © ), dla xe
o

3. Réwnania teorii szczegdlnych mechaniki osrodka ciagtego

Podane w poprzedniej czesci pracy rownania teorii starzenia sie zawie-
raja w sobie caty zbidr przypadkéw szczegélnych, i tak np. przyjmujac za-
miast mnozenia () mnozenie (*) otrzymujemy réwnanie lepkosprezystosci.
Rozpatrywanie kazdego z takich przypadkéw z osobna prowadzidoby do ana-
lizy indywidualnej, a celem naszym Jest synteza, stad dazno$é w calej pra
cy do #acznego traktowania wszystkich liniowych teorii o$rodka odksztal-
calnego. Korzysé z takiego podejscia jest typowa dla uje6é ugdélnych} w wy-
niku uzyskujemy ogélne wkasciwosci réwnan mechaniki. We wszystkich wymie-
nionych w tym rozdziale przypadkach teorii szozeg6lnych zaktadad bedziemy
ze warunki poczatkowe i brzegowe drugiego rodzaju pozostaja bez zmiany,
niezaleznie od rozpatrywanej teorii szczegdélnej. Jest to zatozenie bardzo
istotne dla omawianych analogi (punkty 3,4). Majac na uwadze wyzej przy-
toczone zatozenia, uzyskamy nastepujace rownania teorii szczegdlnych me-
chaniki osrodka ciagtego.

a) Réwnania teorii starzenia sie (@= 0)

3.1 gdut ~ + CMHMN N +xi =0 *g“i)»

b) Réwnania termo-lepkosprezystosci (ui~»ui, (@--(*)} ¢ JE |,
K(t-t), tf(t-©))*5

G-2) N*uiLjj o+ uj ji +*i = °» D"

c) Rownania izotermicznej lepkosprezystosci (© * 0, uY™»Uj®, (© - -(™),
- ci(t-t), fc,(t-r),1?(t-£)).

(3-3) N+ (DU g+ X % (8 uzx).

Zwigzki fizyczne w termo-lepkosprezystosci maja postac:

Oij =2r &u ~ ~ Kk sij ® 6ij*
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d) Réwnania teorii naprezen cieplnych (ui- iK )

G-9

e) Rownania izotermicznej teorii sprezystosci (uM—-u”®, O@-=-(); <& O;

G-3

Zauwazmy, ze réwnania teorii szczegélnych (zwiazki (3.1 - 3.5) uzyska-
ne bydy przez zmiany w nastepujacym zbiorze funkcji ,EO0}, a takze
przez wymienno$¢ operacji mnozenia (a,*,-)-

Przejdziemy obecnie do okreslenia przeksztakcen przeprowadzajacych roz-
wigzania jednej teorii w rozwigzania innej. W tym celu wprowadzimy funk-
cyjna przestrzen Hilberta, ktérej elementami beda rozwigzania probleméw
poczatkowo-brzegowych (2.18) i (2.21). Przestrzen te bedziemy nazywaé tez
przestrzeniag fizyczng rozwigzan termo-starzejacych sie 1 oznacza¢ symbo-

lem W przestrzeni tej iloczyn skalarowy okresla (por. [32]) za-
leznos¢é
3.6

6 0

Poniewaz rozwigzania przedstawionych probleméw brzegowych sa wektorami
przeto spedniaja one aksjomaty przestrzeni Hilberta. W zupeinie analogicz-
ny sposoéb okresla sie przestrzenie fizycznych rozwigzan: starzejacych sie
VgT> termo-lepkosprezystych lepkosprezystych 2/°L_s, teorii na-
Drezen cieplnych 2V~ S, i sprezystych

Wprowadzamy nastepujace przeksztatcenia:

-1

Przeksztatcenie powyzsze oznacza, iz rozwigzania teorii termo-starze-
nia sie zawieraja jako przypadek szczegélny rozwigzania starzejace sie,
ktére sa elementami przestrzeni Vrji_gr >
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Przeksztatcenie t3.8) oznacza, ze rozwigzania teorii termo-starzenia sie
zawieraja jako przypadek szczegélny rozwigzania termo-lepkosp-ezyste,kto6-
re sa elementami przestrzeni 2vL_g c”~_ ST;
-1
Jjtc ! “inot; gnit.o, W(t,r , i(t,D jO, X,;d)T3T ————-
G-9 1
Si

»ui (x,t; Fi(t-t)FX(t-r), jF(t-r); sn*) ", )er-t_n ,.A/E S

Odwzorowanie (3.9) przeprowadza rozwigzanie teorii termo-starzenia sie

(niektére elementy przestrzeni )V~ gT) w rozwigzanie lepko-sprezyste g
-1
Jid - Ui, t; jC(t,t);0,Xta ) - >
(3.10) -1
ruil (x,t; fi, X Lif ) T_s AT-ST liaT”~-S
-1
Operator Jd przyporzadkowuje rozwigzaniom teorii termo-starzenia sie

rozwigzania teorii naprezen cieplnych,

-1
M ui oGt a-@0 L H,(8,0 , JU(ED (& , ;0)T_gmp -

G-n i1
— "uil (X,t; xX1,-)s. AT-sT-rfer”

Odwzorowanie (3.11) jest analogiczne do poprzednich w zakresie teorii ter-
mo-starzenia sie i teorii sprezystosci.

Mozna réwniez rozpatrywa¢ przeksztatcenia innego typu, np. przestrzeni
AN*T-L-S *' AT-S» AMNisT *’~57 AST * A£-S 1td-" z uwagi jednak na mata
wartos¢ poznawcza przeksztakceniami tymi zajmowaC sie nie bedziemy.

W punkcie nastepnym przejdziemy do oméwienia przeksztalcen odwzorowu-
jJjacych rozwigzania sprezyste, czy tez termo-sprezyste na rozwigzania teo-
rii lepkosprezystych i1 teorii starzejacych sie. Przeksztatcenia te w li-
teraturze przedmiotu nosza nazwe analogii.

4. Analogie miedzy rozwigzaniami w liniowych teoriach os$rodka odksztakcal-
nego

Znajac sposoby uzyskiwania rozwigzan sprezystych, zastanowimy sie nad
procedurg poszukiwania rozwigzan w pozostatych teoriach liniowej mechani-
ki osrodka ciggtego. Procedura ta polega na wykorzystaniu rozwigzah spre-
zystych 1 termosprezystych. Takie postepowanie posiada istotne znaczeniew
mechanice ciata odksztatcalnego. Wynika ono z Kilku faktéow: po pierwsze,
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rozw6j mechaniki osrodka ciggtego rozpoczat sie od teorii sprezystosci,
stad znane rozwigzania zc.dah poczatkowo-brzegowyeh w teorii sprezystosci
prébowano wykorzystywa¢ do rozwigzywania analogicznych probleméw w innych
teoriach; po drugie, postepowe,nie takie umozliwia poréwnywanie sposobow
rozwigzywania zadan (waznych w zastosowaniach) a proponowanych przez réz-
ne teorie, - w stosunku do rozwigzan sprezystych.

Obecnie przystapimy do oméwienia analogii miedzy rozwigzaniami sprezy-
stymi lub termosprezystymi a innymi rozwigzaniami liniowej mechaniki o-
Srodkéw ciggdych. Poniewaz najogélniejsza analogia (z ktérej wynikaé¢ be-
da pozostate) bedzie analogia miedzy rozwigzaniami termosprezystymi a ter-
mostarzejacymi sie, przejdziemy dalej do pordéwnania transformat Laplace’a
odpowiednich réwnan i warunkédw poczatkowo-brzegowyeh opisujacych problemy
charakterystyczne dla tych dyscyplin (réwnania (2.18), (3.-4):

W réwnaniu (4.1) majac na uwadze zatozenia twierdzenia Efrosa, wprowadzo-
no nastepujace nowe funkcje:

< [h(t-1) Xj(t,D] = e
“4.3)

gf(p) =3P + 2 #(P)-

Po przetransformowaniu pierwszego warunku brzegowego uzyskamy

ui (x,p) dla x e 33,
=x 1 1 1
1
(X))
X=X

Funkcje wystepujace po prawych stronach réwnan (4.4) polaczone sa zwigz-
kiem



Réwnanie (4.5) wynika z pordéwnania réwnan (4.2) i (4.1) oraz twierdzenia
Efrosa. Retransformujac zwigzek (4.5) otrzymujemy przyporzadkowany pier-
wszemu warunkowi brzegowemu w termo-starzeniu, odpowiadajacy mu warunek
_brzegowy w termosprezystosci; po przeksztakceniach ma on postaé

oo

1
™1 XGE.t) ui (x,r»)dt"” di.

“4.6) '|9J.(x,t) =i t
1 o

Transformujac warunki brzegowe w naprezeniach otrzymujemy
#EMUIGET, ) + «Jis.aip))] + S£i MPEIUKKE,aE)D]INI I

PyGE,P) + ATO) & Gam) 54- 300, x e az,

@.n
NN op) +UIHIKP)] + «13N UkEk(OGP)] n-(x)

=P + F0Gepy sii 0.

Przyjmowa¢ bedziemy, ze warunki poczatkowe dla osrodka starzejacego sie i

sprezystego,beda takie same

(4.8) Ui (x,0) =~(i.o)

Majac przetransformowane roéwnania przemieszczeniowe i warunki brzegowe,

przystepujemy do sformutowania analogii miedzy rozwigzaniami termosprezy-

stymi a termostarzejacymi sie; analogie te oznacza¢ bedziemy symbolem
ANALOGIA . Przyjmujac identycznos$¢ warunkéw poczatkowych, drugich

warunkéw brzegowych, a takze przeksztakcony wg réwnania (4.6) warunek brze-

gowy (pierwszego rodzaju), a nastepnie poréwnujac réwnania (4.1) i (4-2),
stwierdzamy zupedna analogie, ktdra symbolicznie ujmujemy nastepujgco:

(i.p) —mun(x,q(p)); KLNi-p)— -Xi(x,p), O(X,p)— -®(x,q(p)),
HF®; p - a®@.

o O
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Jest to analogia miedzy problemem poozatkowo-brzegowym os$rodka termo-sta-
rzejacego sie a termosprezystego. Zmiana zmiennych p—- -q(p) odnosi sie
tylko do pola przemieszczen i temperatur. Analogie te wykorzystujemy do
uzyskania rozwigzania termostarzejacego sie, dokonujac nastepujacych ope-
racji:

1) znajac rozwigzanie zadania '‘poczatkowo’-brzegowego teorii naprezen depl
nych ze zmodyfikowanym - wg wzoru (4.6) - pierwszym warunkiem brzego-
wym tj. znajac Ffunkcje

64.10) ujii.t) = tf, 0(x, 1)),

dokonujemy jej transformacji i1 zmieniamy wystepujace w niej symbole
zgodnie ze schematem (4-9)- W wyniku koncowym otrzymujemy réwnanie

(4.1) uni.aCp)) "P~ns.aCp); 9@ > ~(P), 97, 0 &, aq(p Ns Fjc.p).

2) stosujac do réwnania (4.11) twierdzenie Efrosa otrzymujemy nastepujace
réwnanie catkowe

4.12) J p(t,E)ui (x,HAt" = ~» FAx.i) £ P,

aP) t-r

z ktdérego po rozwiagzaniu uzyskujemy ostatecznie poszukiwang Tfunkcje
un(x,t) dla osrodka termostarzejacego sie.

Z analogii 3" jako szczegélny przypadek wynika analogia 3121

ANALOGIA 3u,. Analogia ta wystepuje miedzy rozwigzaniem zadan teorii
sprezystosci a rozwigzaniem probleméw dla osrodka starzejacego sie. W tym
celu wystarczy w analogii zatozy6, ze ®(x,t) =0, co modyfikuje wa-
runek (4.9) w sposéb nastepujacy

T X,p) — -N(X-qip))] &,p)— -X*(X,p),

(4.13)
X=*Np), y- #(P>s p— q@s <)- -@-

ANALOGIA 3C,. Kolejnag analogie szczeg6lng w stosunku do jest ana-
logia Hiltona P4,23] pozwalajaca wykorzystan rozwigzania sprezyste do po-
szukiwania rozwigzan w niesprzezonej termo- lepkosprezystosci. W naszej
klasyfikacji ograniczymy sie przy omawianiu tej analogii do zagadnien qua-
sistatycznych. Przyjmujac kolejng modyfikacje warunku (4.9) otrzymamy
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tTNC.p) —» ut(x,p)} A(iop )= Xi(x,p)- if(p) ©,1(x,p),
(4.1%) 0

K—*K(@), ¢a »jl(p), i- pP)J p—>p; (=)- (M-

Przytoczona tutaj analogia moze by¢ uwazana za poltaczenie analogii spre-
zysto-lepkosprezystej 34 oraz analogii eit masowych

ANALOGIA Rozwigzanie sprezyste i lepkosprezyste dgczy analogia
sformutowana przez E.H. Lee i1 T. Alfreyya [ ,31,64,67] . Analogia ta jest
szczegblnym przypadkiem analogii ktdéra uzyskujemy przez zmodyfikowa-

nie warunkéw (4.9). Przyjmuja one postad

DACI.p) —-~(c-p) ;. JI""p) —» " (1.p) ,

4.15
19 W-*Mp), d--Ji(p,tf—=tf@5 p- p; < )- u®)

ANALOGIA 3i*. Ostatnig z rozpatrywanych w naszej pracy analogil bedzie
analogia miedzy rozwigzaniami teorii sprezystosci a teoria naprezen ciepl-
nych. Analogie te zauwazyli Duhamel i Neumann j6,17]s wynika ona ze zmo-
dyfikowanych podobnie do (4.15) warunkow (4,9)

Unrz.p) — u”K.p)5 3~(1,p) — Z7jc.p)- tf@ri(x,-p)

(4.16) . . .
\ , EA A, - Jp—-p1 (=)-*().

W rzeczywistosci istotnym jest jedynie przeksztalcenie podkreslone w
wyrazeniu (4.16), gdyz z reguty nie stosujemy przeksztatcenia Laplace*a
przy tego rodzaju zadaniach guasistatycznych.

Przedstawione poprzednio analogie maja zastosowanie przy analizie ogél-
nych wkasciwosoi réwnan liniowej mechaniki osrodka ciagtego oraz przy roz-
wigzywaniu probleméw poczatkowo-brzegowych we wspomnianych dyscyplinach.
Zauwazmy, ze znajomos¢ analogii 3" - Si* pozwala konstruowa¢ dalsze ana-
logie, np. miedzy rozwigzaniami teorii sprezystosci a - termostarzenia sie.
Nalezy stwierdzic¢ jednak, iz wykorzystanie rozwigzan termosprezystych w
teorii termostarzenia sie bedzie bardziej dogodne niz positkowanie sie
rozwigzaniami sprezystymi. W naszej pracy tego typu analogiami nie zajmo-
walismy sie z uwagi na ich charakter wtérny w stosunku do analogii Jtj- SCM

Zwréémy jeszcze uwage na trudnosci jakie wynikaja z wykorzystania przed-
stawionych analogii przy konstruowaniu rozwigzahn odpowiednich teorii. Naj-
tatwiej stosowaé¢ analogie Duhamela-Neumanna (uzyskanie rozwigzan w teorii
naprezen cieplnych), trudniej analogie sprezysto-lepkosprezysta, wreszcie
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najtrudniej podang tutaj, analogie miedzy rozwigzaniami sprezystymi a roz-
wigzaniami teorii termo-starzenia sie.

Oméwione w niniejszym rozdziale analogie mozna w spos6b przejrzysty
eprzedstawi¢ w nastepujacym uktadzie.

POLE SIL POLE TEMPERATUR

Rys. 1. Analogie w liniowej mechanice osrodka ciagtego
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ROZDZI1AL 11

KLASYFIKACJA ROZWIAZAN W LINIOWEJ TEORII -OSRODKA CIAGLEGO

5- Wprowadzenie

W poprzednim rozdziale dokonano podziatu catej przestrzeni rozwigzan W
na podprzestrzenig w ktdorych elementami bydy rozwigzania teorii szcze-
gélnych. Prébowano réwniez, w mozliwie wyczerpujacy spoadb, analizowac
przeksztatcenia zachodzace miedzy tymi rozwigzaniami . Najbardziej uzytecz-
nymi przeksztatceniami wspomnianego typu bydy tzw. analogie w liniowych
osrodkach odksztatealnych; odnosity sie one do odpowiadajacych Bobie roz-
wigzan w roznych teoriach szczeg6lnych.

W niniejszym rozdziale skupimy nasza uwage na przeksztaltceniach prze-
prowadzajacych jedno rozwigzanie w drugie, lecz takich, ktére realizowane
sa w obrebie jednej teorii. Analiza przeksztakcen tego cypu wynika z che-
ci poznania struktury wewnetrznej mechaniki olata odksztatcalnego a takze
- z mozliwosci skonstruowania klas rozwigzan podobnych} przy czym przez
rozwigzania podobne rozumied bedziemy rozwigzania probleméw  poczatkowo-
brzegowych o odpowiednio zmodyfikowanych polach: sit i temperatur oraz
pierwszych 1 drugich warunkach brzegowych.

Aby realizowaé takie przeksztalcenia stosowadé bedziemy aparat formalny teo-
rii grup, gdyz wystepowanie wspomnianych wyzej rozwigzan podobnych zwigza-
ne jest z pewng grupa przeksztatcen. Konstrukcja poszczeg6lnych grup,wpro-
wadzanych w nastepnych punktach pracy, zapewni¢ musi niezmienniczo$6é ope-
ratorow réwnan mechaniki wzgledem tych przeksztakcen. Grupowe whasciwosci
réwnan rozwazanych tutaj teorii pozwolidy nam zbudowa¢ algebry liniowe.
Elementy tych algebr umozliwiaja uzyskanie rodziny rozwigzan podobnych,
w takich dyscyplinach jak lepkosprezystos6, termosprezystosd itp. Kazda
teoria szczegélna posiada inng algebre, z ktdéra zwiazane sa grupy prze-
ksztatcen. Powotujac algebry liniowe kierowano sie koniecznoscig podania
najpedniejszego narzedzia formalnego opisujacego rozwigzania podobnie.Na-
tomiast sam proces budowania algebr rozpoczynamy od powotania grupy prze-
ksztatcen, ktérej elementy czerpac¢ bedziemy z ciata dystrybucji. Dziata-
niem grupowym bedzie mnozenie Bplotowe. Pierwszg grupe, generujaca roz-
wigzania podobne konstruujemy na podstawie analizy transformat Laplace"a
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réwnania zagadnienia, druga uzyskujemy z analizy przeksztakcenia Fouriera
wspomnianych réwnan. Poniewaz interesuja nas rozwigzania podobne w czaso-
przestrzeni, przeto musimy przeprowadzi¢ synteze pierwszego i drugiego
sposobu podejscia (grupy generujace rozwigzania podobne w czasie i prze-
strzeni), co w wyniku daje algebry liniowe (generujace rozwigzania w cza-
so-przeetrzeni).

Porzucajac formalny aspekt poruszanych tutaj probleméw zastanowimy sie
nad jego sensem fizykalnym. Nasuwajg sie tutaj analogie do wyczerpujaco
analizowanej we wsp6tczesnej fizyce [25,36,40,41 ,59,60,65,66,67,71,72,92]
niezmienniczosci réwnan pol. W fizyce kazda zaobserwowana symetria czaso-
przestrzeni prowadzi w konsekwencji do pewnej zasady zachowania. Symetrie
czaso-przestrzeni opisujemy jezykiem typowym dla teorii grup, a niezmien-
nikami przeksztatcen grupowych pozostajg pewne wielkosci fizyczne, np, e-
nergia. Analizowana w niniejszej pracy symetria dotyczy problematyki wez-
szej, odnosi sie ona mianowicie do konstrukcji rozwigzan podobnych w teo-
riach szczegd6lnych.

6. Pole dystrybucji 1 grupy strukturalne

Przeanalizujemy w tym punkcie réwnania teorii szczegélnych,opisane od-
powiednimi problemami poczatkowo-brzegowymi, ktére zostaly ombébwione w roz-
dziale pierwszym.

Wprowadzimy dalej jednoparametrowag grupe przeksztakcen, ktéra przepro-
wadza¢ bedzie jedno rozwigzanie w drugie, przy zmieniajacym sie w sposéb
ciggly parametrze; parametrem takim bedzie dystrybucja w sensie Schwar-
tz’s [¥] - Z teorii dystrybucji wiadomo, ze zbidér dystrybucji tworzy
przestrzen D, ktéra z algebraicznego punktu widzenia  jest przemiennym
ciatem bez dzielnikéw zera, czyli polem. W naszym przypadku elementy tego
pola generowa¢ beda przeksztakcenia tworzace grupe; przeprowadzg one prze-
strzen ~M w siebie. 0g6lnos¢ takiego podejscia,pozwala odpowiedzieé¢ np.
na pytanie: jak zachowuja sie rozwigzania, poddane pewnym liniowym opera-
cjom (roézniczkowanie, catkowanie itp.). W dalszych czesciach pracy elemen-
ty pola D sa wspédczynnikami rozwinie¢ wielomianowych macierzy rozwig-
zan podobnych. Analize zadania rozpoczynamy od réwnan, termo-lepkosprezy-
stych, ktoére dalej bedziemy poréwnywali z réwnaniami termo-starzenia sie;
poréwnanie takie przeprowadzimy poprzez pewien izomorfizm wystepujacy mie-
dzy grupami przeksztakcen, ktére z kolsi opisuja rozwigzania podobne we
wspomnianych dyscyplinach.

Przystepujemy do sformudowania podstawowego problemu bedacego przedmio-
tem rozwazan niniejszego punktu.

*doktadniej - dystrybucja temperowana.
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PROBLEM 1. Dla ukdadu réwnan szczeg6lnych teorii osrodka odksztatcal-
nego nalezy:

i) zbudowa¢ grupy przeksztatcen, uwzgledniajac wkasciwosci transfor-
macji LapAsee’a, z zachowaniem niezmienniczosci operatoréw réwnan

wzgledem przeksztatcehn nalezacych do tych grup;

ii) dla zbudowanej grupy przeksztatcen poda¢ konstrukcje rodziny roz-
wigzan podobnych;

iii) przeprowadzi¢ klasyfikacje przestrzeni rozwigzan z uwagi na wpro-
wadzone klasy rozwigzan podobnych.

Zadania poczatkowo-brzegowe termo-lepkosprezysto.$oi majg posta¢ naste-

pujaca [64]

5 .1 x e 3S,
G -1) . X e 38,
1
2 2
X e as.
2 2
as u as =as, as n as ,,0(
ui (X, 9l =ui(, Uix,)JI =ux® dla xtf£ 5
Jt=0 O It=0 O

®,kk(, ) “k ® (x,£) = % Q(x,t)*

& (X, Dl = A(X,t), X e as
3 3
G2) 30 (x.1) = B(x,t), X e as
on 4 4 4
X=X
4
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d& - +Cca® (X, ) C(x,t) 7-6 $
dn 5 5 5

X=X
5
X,0)=®(x a* u as u aZ> =atB
@ ( ) O( ) y ) >
df>n d<5 n dE> = B
3 4 5
Rozwigzywanie probleméw (6.1) i (6-.2) zaczynamy od wyznaczenia pola

temperatur & , a nastepnie przechodzimy do okreslenia pola przemieszczen
ui (x,t) (zadanie niesprzezone). Po wykonaniu transformacji Laplace*a na
réwnaniu (6.1 )" i warunkach brzegowych (6.1) 2_3 uzyskujemy roéwnania para-
metrycznie zalezne od zmiennej zespolonej p

E(P) Sitij<x.P) + (Mp) +¢l@ uine(i-p) + ¢7.p)-jKp) 0O, i(x,p)=C

e(p2ul(x,p)-p ui - i),

“I(X,p)J = ui (x,p), x e db,
(6-3 b 1 1
@i (x,pIni ) = pi (x,p) xe dx
X=X 2 2
2

Poniewaz interesowa¢ nas beda zmiany pola sit masowych, pola tempera-
tur i funkcji okreslajacych pierwszy i drugi warunek brzegowy (przy nie-
zmienniezosci obszaréw db, db, b ), przeto zachodzi potrzeba wprowadze-
nia przeksztakcen przeprowadzajacych jeden zbidér funkcji j X+, 0ti, ui,pi]

V. 0 J

g(j , v if T, ) . Wspomniana operacja zwigzana jest z prze-

ksztatceniem <p* polaO przemieszczen u”ijt) na pole T (x,t). Oméwiony
powyzej sposOb przeksztakcania mozemy ujaC schematem

P° I fuif xt, el ulf pis  as, @) *3 -

* LUi* *le  Aj* Ji. Pil afF. ab, 4

Bedziemy zadali aby zbidér przeksztakcen j~*j tworzyt grupe. Uzyskane przy
tym warunku pola przemieszczen nazywa¢ bedziemy rozwigzaniami podobnymi
problemu poczatkowo-brzegowego (6*1). W wielu przypadkach parametr prze-
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ksztatcenia”™moze by¢ funkcja rozumiang w zwykdym sensie; tutaj majac
na uwadze ogd6lnos¢ stosowanych przeksztalcen, za parametr taki uwazac¢ be-

dziemy dystrybucje w sensie Schwartz’a . Na przeksztatcenie®-»musi byc¢
natozony warunek wynikajacy z interpretacji fizycznej problemu: prze-
ksztakcenia <p* nie powinny generowa¢ rozwigzan nie mieszczacych sie w
klasie rozwigzan danej teorii szczegdlnej. Aby zrealizowac¢ takie prze-

ksztatcenia, wystarczy przemnozy¢ roéwnanie (6.3) przez transformate do-
wolnej dystrybucji <p() = | k@] gdzie (pei)™). Uzyskujemy wtedy za-
leznoSci :

a(p) <@ ux jj<z,p) + K@ + JIEH?(P) urnCi.p) + ~Kp) ~(i.p)
6.9

- akp) ?(p) = 0, 8CGiXp) [Ruik,pj”
@ UIXP) @) i.p) x e di*
X=X 1 1
1
A j(x,p)n:](x) P . = ?2>() p-,(ZX-D) X 6 dizh
2

z ktoérych - po przyjeciu nastepujacych oznaczen

TTi.p) = ~(pjuri.p), ¢in-p) = <PEXi(x,p),
EKP)= <y 6. icop)-

(6-5)
U, .p) = @ UuH(x.p), JMi.p) =~(pjplii.p) =

i po retransformacji otrzymujemy ukdad réwnan termo-lepkosprezystosci o-
kreslajacy rozwigzania podobne U"N(X,t)

ot JACKLE) + (Kp)* U al(x,t) + Xi(x.t) - ~»idri.t) = gtii (x,1),

(6-6) wjx, 0l = U, 0,
Ix=x
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Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze istnieja przeksztatcenia
<p*s”™_L_S *' 37 _L_g,przeprowadzajace rozwigzanie jednego zadania po-
czatkowo-brzegowego termu-lepkosprezystosci w - zadanie drugie.Zbiér ta-
kich przeksztatcen wyznacza grupe ciagla, poniewaz okreslone jest w niej
dziatanie grupowe (mnozenie splotowe),element jednostkowy (<5(t), element
odwrotny JrP)“1]» "~ (t). Dziakanie grupowe w jest ciaggte-
w sensie teorii dystrybucji, zatem wprowadzone przeksztatcenie spednia
wszystkie aksjomaty grupy ciaggtej. Mozemy wiec stwierdzi¢, ze wystepuje
grupa:

GRUPA ST L s. W przestrzeni ~ _L_g lenieje przeksztakcenie

6*7T N " ~Mi-L-S * NE-L-S*

okreslone nastepujaca relacja podang jawnie
t

(6.8) Jur(x,©)d = J <p(t-£) ul(z:,E)dE= ~(i.t),
o]

Taka zmiana pola przemieszczen wywotana jest nastepujacymi zmianami po-
la sit - temperatur i warunkéw poczatkowo-brzegowych (por. (6.5))

t
MO D1 «] e(t-t) ="(s.i.),
*>*[0 ¢(z-©)] = | i(t-£) © i (X,t)dE = -ifl (X, 1),
(6.9 _ b _ __
e* Ui BI =] <P ui (X,£)dt = UNii.t),
n 0
t
,p* Jphitjd = —«t-F) p~z.ttdr =Pri D),
o]
t _ \
Ux =Tlim ie(»(t-iOur.tMf , 17= lim N Xt-(x,£) dt,
° t-0+ o 0 t-»0+ o]

C )s ( "-L-S

Grupa 9t_I_s jest réwniez grupgprzemienng. Pakt ten wynikaz prze-
miennosci splotu

(6-10) v v [="7] ~"2 *

(6 - ll) T-L-S * 0*(1:); <p/\(t) NN ke
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Wprowadzona grupa przeksztatcen jest tego rodzaju, iz zachowuje ona o-
peratory probleméw pocsatkowo-brzegowych, co proponujemy uwaza¢ za frag-
ment wewnetrznej struktury roéwnan mechaniki ciata odksztatealnego. Pogle-
biong analize tej struktury przedstawimy w punkcie "0 niniejszej pracy,
gdzie tez omawia¢ bedziemy geometryczny aspekt wprowadzonych grup. Pakt
zbudowania przeksztatcenia e¢* , ktdra pozwala wyznaczy¢ cata klase roz-
wigzan podobnych, bedziemy okreslali Jako generowanie rozwigzan podob-
nych przez grupe %, ,, T g-

Postepujac podobnie Jak w tertao-tepkoeprezyetosci wprowadzimy prze-
ksztatcenia zachowujace operatory rdéwnan termosprezyetosci. Tworzy¢ one
beda ciagla grupe przeksztalcen, ktora oznaczymy symbolicznie przez ~,,g-
Poniewaz sposéb budowy takiej grupy - Jak tez grup, ktére wprowadza¢ be-
dziemy dalej - zostat wyczerpujaco oméwiony poprzednio, ograniczymy sie
do podania wzoréw analogicznych do (6,7) - (6.9).

GRUPA &#f s- W przestrzeni rozwigzan termosprezystosci ~N2_g istnie-
je przeksztakcenie

(6-12) e * : Af_s * N s,

okreslone nastepujaca relacja

(6.13) [Uri.©)] - D i<t-r)ul(x,r)dr -
(o]

z ktérej wynikaja dalsze zwiagzki

xXI(xf)] = | >t
0
Tt
AN D] = i
Y
r t
LSi (F*1)] f
16.14) S
PIx, D] = i
0
Tt
?£ - e (i
- o+t
Tt
[w - tin g,
t-0+
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Z wprowadzonymi tutaj grupami N-L-S 1 A~T_s zwigzana jest

WEASNOSC 1. Grupy “t-L-S 1 AT-S generuJ”™ce rozwigzania podob-

ne w termo-lepkosprezystosci i termosprezystosci ag grupami izomorficzny.
( ~T-L-S

Ostatnia wkasnos¢ wynika z analogii miedzy tymi dwiema dyscyplinami
(istnieje wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie rozwigzan podobnych w
termo-lepkosprezyetosci i termoaprezystosci) oraz z zachowania dziatania
grupowego (splotu); te warunki okreslajg wkasnie izomorfizm miedzy grupa-
m  *T-L-S 1 ~T-S*

Kolejng, bedzie grupa odpowiadajaca izotermicznej lepkosprezystosci

GRUPA %'k g- W przestrzeni rozwigzan lepkosprezystosci %£_s istnieje

przeksztakcenie
(6.15) V* «Whg » K-S
okreslone dla kazdej dystrybucji relacja
t
(6.16) e* [~ (i.tjj = A~ ep(t-t)ui (x,f)dE' = TI z.t),
o
z ktérej wynikajg réwnania t
p* Deax,)] = | PE-DXx(x,r)dr=2(i.t),
0
N(i-t)] =] M(t-Ouna:, 0Odr =TIz 1),
(6.17) ALpi~ft)] " l«t-0pi (xFt)di: =
S o=t-+ | it =y
e* [uld = Tim+ -g¢ JArtt-tJunri.odt = UL (X)),

< >m < >L-S
Przytoczymy teraz nastepng grupe zbudowang w przestrzeni rozwigzan sprezyn
stych
GRUPA 8g. W przestrzeni rozwigzan sprezystych Ag istnieje przeksztat-
cenie

(6.18)
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okreslone dla kazdej dystrybucji >peJ™ relacja

(6.19) <p* [urz.t)] = J(t-thui X, Hdt" »U te.t),

z ktérej wynikaja réwnania

t
e =% ml-P(-D) ACi.didr =
o
t
[fic,Oj = fAt-Du. (i.tdi" =
o 1

t
o< Pix, 0] | <P(t-r)pi (x,t)dt
0

6 20)

| ~t-ir)Ui(x,r)df

[>] -£S+
Tt
) JNt-0uNi.rjdtr
0l 0

Podobnie jak poprzednio zauwazamy, ze postac¢ przeksztatcen*?* w lepko-
sprezystosci (6.16) i sprezystosci (6.19) Jest identyczna, a wiec pozo-
staje stuszng

WEASNOSC 2. Grupy ~L-S 1 generujace rozwiagzania podobne w lep-
kosprezystosci i sprezystoéci sa grupami izomorficznymi ( IH_S izomi ig).

Pozostaja do przeanalizowania réwnania termo-starzenia. Z uwagi na skom-
plikowany charakter tych réwnan rozpatrywa¢ bedziemy jedynie przypadki
statycznych obcigzen osrodka. Funkcje materiatowe x(t,£), X(t,t) 1 tfitd
dla tych osrodkéw czynig zados¢ zatozeniom wystepujacym w twierdzeniu Efro-
sa o splocie uogdélnionym

? -pt -fa(p) x -pt — -tq(p)
G.2DHy(, ) e dt =ji.() e , H\,(t,f)e dt =Mp) e
t t
W dalszej kolejnosci bedziemy starali sie zbudowa¢ izomorfizmy miedzy
grupami przeksztakcen 1 ~"T_ST orals ~L-S 1 ~ST" lzo*“orfizm odpo-

wiednich grup pozwoli nam réwniez i w teoriach starzenia budowa¢ rodziny
rozwigzan podobnych.
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Przejdziemy obecnie do przetransformowania probleméw poczatkowo-brzego-
wych termo-starzenia sie. Po wykonaniu odpowiednich transformacji otrzy-
mujemy

CAPIUNTT (X, q(p)d+ (K(p) +~(P)Iu M(T-.aip) D+~ (i-p) -#(p) 0~(¥.aip)) =0

(6-22) ~(p) = {~(s-p),
X=X
1
2 p(p) CLaP) + 0MMp)  1Mx,qP)) - 3 aTo(x,q(p))] njiCG)
X=X
i 2
= pi (%(tp)-

Poréwnujac transformaty réwnan (6.22) oraz (6-3) zauwazamy ich  podo-
bienstwo. Dla uzyskania pednego podobienstwa problemu poczatkowo-brzegowe-
go nalezy jedynie zmodyfikowadé warunek brzegowy (6.22)9 u (x p)— »u. (x [s[())]]

modyfikacje te uzyskujemy poprzez wprowadzenie - (por. (4 5) - nastepuja—
cego zwiagzku catkowego

(6.23)

Podobnie jak to czynilismy poprzednio, mozemy i tutaj, po uwzglednieniu
zwigzku (6.22), wyznaczy¢ z réwnan (6.23) funkcje u. (x,q(P))
11

(6.24) ui LA = A(py 4 i p(E, ) i (x,Bdit].
Jezeli pomnozymy uk#ad réwnan (6.22)" ~ d (6-24) przez transformate
funkcji 1?2(p) spedniajacg warunek
~ -pt mtq(p)
(t,t) e dt = 422(e ,

X
to uzyskujemy zaleznosci

£.@ 17 UL.iJ x-q@)) + () +~(PEPE) Ujrii.aip)) +

2@ L) - HE £(p) Oy (x.q(p)) =



PP)a(piul(z.p) | =PEuix.q@E) = g-1( p>,
(6.26) Ix= 1 1

X
1

spion | :(2 p) A + 5° V(p) [ti(x.ae)
.

I X»X
2

3 cam& CLa) 1 n.e) i = 0. . eI O s?(p).
2 3“2 g 32

Wprowadzajac do (6.-16) nowa funkcje:

£(p) u”z.aip)) =Ui(x,p), 5(p) Oi;j(x,p) =Ulij"P)»
6.27) £(p) XJ(x,p)  =X1(x,p), @ efi(x,qP)) = ~(i.p)-
e U?(x,q(p)) FTTECXP) £} P.(x.P)  =E.(x;P).

a nastepnie wykonujac ich retransformacje mozemy ukdad réwnan termo-sta-

rzenia sie zapisa¢ w postaci ukkadu réwnan analogicznego jak w termo-lep-
kosprezystosci

£ *Ti,jdx"®) + (£+£)* uj,ji(x»b) = o,

(6.28) TN, D] = EriijT),

| x=x
1

lij(x, ©)Bj(M) | « Ejk.t).
I x=x

Podkreslamy, ze funkcja ”>(p) moze by¢ utozsamiana z jedng z  funkcji
@, A,(P), ~(p)- Przeprowadzone tutaj przeksztaltcenia prowadza do
wniosku: miedzy réwnaniami teorii termo-starzenia sie a termo-lepkosprezy
stoscig istnieja - przy spednieniu warunkéw (6.23), (6.26) i1 (6.27) - bar-
dzo Bilne zwiazki, ktére w konsekwencji umozliwig skonstruowanie izomor-

ficznych grup strukturalnych w tych teoriach. Zwigzki te w postaci jawnej
Sg nastepujace:

§ MNt,ul(x,FHdt » Ui(x,t),
o
t

J £E(t-t) Xi(x,ndi* * Zjrr.t),



8

£(t,r) ®1(x,r)dr = oMii.t),

Pi(x,r)dr = £+(.xi),
2 N

(6.29)

P g° = A O—

X t)ydt =Te(x,-1),
11 1

X

Wykonanie operacji (6.29) na uktadzie funkcji zadania poczatkowo-brze-
gowego teorii termo-starzenia (male litery) bedziemy symbolicznie ozna-
czali przez ¢ , natomiast rozwigzanie ukdadéw réwnan catkowych (6,29) o-
znaczymy przez Q_l. Przeksztatcenia i 7t sa jednoznaczne i1 opisuja
wzajemng zalezno$¢ miedzy zadaniami poczatkowo-brzegowymi w teorii termo-
etarzenia i termo-lepkosprezystosci.

Wezmy teraz pod uwage inne rozwigzanie podobne, uzyskane z przemnoze-
nia rownan (6.28) przez p*(t)

Pp*aGjx.n + ¢+ +
PG - et © =0,

(6-30)

e** TL (X,©) a €*E. (X,t),

X=X !
1
PR2*J,ONJX) ] =p’* JPNi.L)
2

Przeksztatcenia postaci [----]. wyznaczaja grupe przeksztatcen
i tym samym calg rodzine rozwigzan podobnych w termo-lepkosprezystosci. W
konsekwencji kazdemu rozwigzaniu podobnemu <** w termo-lepkosprezy-
stosci przypisujemy pewne rozwigzanie w teorii termo-starzenia sie. Aby

uzyskad to rozwigzanie wystarczy w uktadzie réwnan catkowych (6.29) doko-
na¢ nastepujacych podstawien

U\, N s
(6.31) 27— Ax2A,
if. — ,
-l jul

po czym rozwigza¢ réwnania. Zbior tych rozwigzahn stanowi rodzine rozwig-
zan podobnych w teorii termo-starzenia. Uzyskana tutaj wzajemna jednozna-
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czos¢ miedzy rozwigzaniami w termo-lepkospreiystosci i w teorii termo-
starzenia pozwala wprowadzi¢ grape 4-ST izomorficzng z grupg 4-L-S

GRUPA 4 _st™ W przestrzeni rozwigzan teorii termo-starzenia sie 4_ST
istnieje przeksztatkcenia

-1
(6,32) $ 14-ST N4 -ST” $ =N °v” 0E>»

z ktérym zwigzane sa przeksztatcenia 2 i (F-1)

(6.33) 1?2 %j_st 4-1L-S” n INT-LAS 7 4-STN
okreslone zaleznosciami (6.29), oraz przeksztakcenie
(6-34) :3Vj_LNg 4-¢-S*

okreslone zaleznoscig (6-31)

t
(6.35) ANMANCGELE)] = J:<p*(t—t)ui(x,r)dr = tr2(x, 1),
0
z ktérag *aczg sie przeksztalcenia
~ -« t
| XA, t) = ti 47 (t-t)Zi (X, r)dt = x[(x,t),
)
01
P* h i <CB] ci_;L—p' (-9 if,\-i(x,t)df= -
t
gpx PIixD] =F 9 x,rHdet = M’ (%, 1),
i 1 1
r 4 t
P =\ me'(.t-nsi (x,t)dz = jej[@z. D, (
0 2 2

1 J
Ztozenie <£ O oF* przeksztatcen (6.29), (6.35) i (6.36) wyznacza

i) wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie zadan poczatkowo-brzegowych w
teorii termo-starzenia sie na podobne w termo-lepkosprezystosci;
ii) przeksztatcenia $ = i(TL op’ o£ wyznaczaja grupe przeksztatcen
4-ST” ktéra 3es“ izomorficzna z grupg 4-L-S(4-ST™N”
Grupa 4-ST generuje rozwigzania podobne do teorii termo-starze-
nia.
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Analogiczng grupe mozemy powoda¢ w przestrzeni rozwigzan teorii starze-
nia, poréwnujac wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie rozwiazan podob-
nych w lepkosprezystosci i w teorii starzenia sie.

GRUPA e W przestrzeni rozwigzan teorii starzenia istnieje

przeksztakcenie $

(6.37) n n Aoipt i =42 o0 <©o0£f ,
z ktérym zwigzane jest:

a) przeksztatcenie <£
(6.38) e 1"M) -AE_ST
okreslone zaleznoscig
(6-39) * [i(»)] = \]
0

z ktérej wynikaja dalsze zwiagzki

£ [Fi/*>»*)] *

r 4
(6.40) £ 1S.(x, DI =
ALPI(xFD] =

O = O uyg o <—m

oraz

b) przeksztatcenie (¢ ! -

(6.41) \Y &.,t)] =
skad
- (X,t) =
MM (z-t)] = (t-t) 37(i,t)dt = 27°(x, 1),
.
P Iph-]1 = | <@®&D pl(].Nder=p -, 0.
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t 1
Z¥ozenie <£ o0 £ of przeksztatcen (6.-39) i (6.41) wyznacza:

i) wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie zadan poczatkowo-brzegowych w
teorii starzenia na podobne do iepkosprezystosci;

ii) przeksztatcenia $ = £ o £ 0 £ wyznaczaja grupe przeksztatcen 9gi,,

ktdéra jest izomorficzna z grupa $ ( — *BRR?—..h ),

L-S ST L-S

Nalezy podkresli¢, ze izomorfizm grup ~,,grj— lzom* i
NST — wynika z jednoznacznos$ci odwzorowan zadan poozgtkowo-

brzegowych w odpowiednich teoriach, oraz jednoznacznosci ich rozwigzan (za-
tozenie).

Stwierdzilismy tutaj wystepowanie wkasciwosci daczacych teorie starze-
nia sie z lepkosprezyatoscia, a przez te ostatnig ze sprezystoscia. Pakt,
ze grupy 9T _+ S. 9rs i 9ST, 9L_S, 9g sa grupami izomorficz-
nymi wynikat z postaci samych réwnan odpowiednich teorii i $Swiadczy on o
wewnetrznej spoistosci poszczegllnych teorii osrodka ciggtego. Natomiast
powotane w tym punkcie grupy stanowig fragment struktury roéwnan mechaniki
osrodka ciggtego, stad tez ich nazwa - grupy strukturalne.

Zwrécimy jeszcze raz uwage na wkasciwosci podobienstwa rozwigzan.Posia-
dajac mianowicie dowolne rozwiagzanie u™ nalezace do jednej z rozpatry-
wanych przestrzeni rozwigzan np. uk 6 7°£ s mozemy na podstawie  tegoz
rozwigzania znalez¢ cala rodzine rozwigzan podobnych juw\J c Wj~g, w ten
spos6b, ze kazde takie rozwigzanie jest generowane przez pewne przeksztat-
cenia <p*e ~L-s* Bedziemy w tych przypadkach méwili o podobienstwie ze
wzgledu na grupe 8L _g- w 6en sposob kazde dwa rozwigzania uif uie VL-S
moga by¢ wzgledem siebie niepodobne lub podobne i1 cala przestrzen rozwig-
zan TE£ g mozemy rozbié¢ na klasy rozwiagzan podobnych wzgledem grup ~L-g-
Tak samo mozemy postgpi¢ w kazdej innej z rozpatrywanych przestrzeni uzy-
skujac w wyniku klasyfikacje rozwigzan.

Uzyskane w tym punkcie wyniki bedg mialy istotne znaczenie w dalszych
rozdziatach pracy. Podsumujmy je. Po pierwsze, udato sie nam uzyska¢ gru-
py przeksztalcen, ktérych elementy przeprowadzajg Jedno rozwigzanie w teo-
rii szczegélnej w inne rozwigzanie. Po wtére, uzyskane grupy uwypuklidy
nieznane dotychczas prawiddowosci, wystepujace w strukturze formalnej roéw-
nan liniowych teorii osrodka ciggtego (np. izomorfizm poszczeg6lnych grup
strukturalnych). Natomiast z punktu widzenia zastosowan, uzyskane grupy
przeksztatcen maja co najmniej takie samo znaczenie jak grupy podobien-
stwa wystepujace w analizie wymiarowej. Na uwage zastuguje tutaj roéwniez
fakt, ze wszystkie skonstruowane grupy sa zbudowane na tym samym zbiorze
elementéwj polu dystrybucji lub w szczegélnym przypadku przestrzeni funk-
cyjnej. Nadmieniamy jeszcze, ze przyktady ilustrujgce mozliwosSci zastoso-
wan, jakie zwigzane sg z wykorzystaniem grup 9s> $L-gt 9t-L-S, 9ST,

**T-ST> ~NT-S * P°damy w dalszych rozdziatach pracy.
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7- Grupy przeksztalcen ("'w przestrzeni')

W niniejszym punkcie zbudujemy kolejnag grupe przeksztalcen w przestrze-
ni rozwigzan W . Grupa ta bedzie zwigzana 2z przeksztaktceniami funkcji
zmiennych przestrzennych, jak np. funkcji przemieszczen, - sit masowych i
- temperatury; grupe te zbudujemy stosujac do rdéwnan zadania przeksztatce-
nie Fouriera [13j.-

Otrzymane w wyniku przeksztatcen grupowych funkcje spedniaja réwniez
réwnania zagadnienia a ni8zmienniezo$¢ operatoréw réwnan wzgledem prze-
ksztakcen grupowych - to wynik odpowiednio skonstruowanej grupy. Ponadto
przeksztatcenia rozwiagzan probleméw poczatkowo-brzegowych “Tinne byé takie
aby nie wptywaty na posta¢ operatoréw tych probleméw. Jezeli przy tymprze-
ksztatcenia te mie¢ bedg wkasnosci grupowe, to mogg one byd stosowane de
konstrukcji rozwigzan podobnych. W rozdziale poprzednim postepowanie ta-
kie przeprowadzono stosujac przeksztatcenie Laplace’a, w tym - postapimy
podobnie, lecz przy positkowaniu sie przeksztalceniem Fouriera. Wykazemy
dalej, te zbudowana w tym punkcie grupa posiada rowniez i te cenng whkas-
nos¢, iz przeksztatcenia nalezace do niej sg przemienne z przeksztakcenia®
mi nalezacymi do grup poprzednich. Wkasnos¢ ta wynika z przemiennosci
operacji roézniczkowania i mnozenia transformat przez dystrybucje.

Powotana tutaj grupa stanowi dalszy etap w procesie budowy og6lne-
go opisu rozwigzan podobnych 1 to poprzez algebry liniowe. Przystepujac do
konstrukcji grupy, bedziemy analizowaé¢ nieograniczony osrodek  odksztak-
calny. Na os$rodek dziata¢ bedg pola si;} i temperatur, a wkasnosci fizy-
kalne opisane beda réwnaniami konstytutywnymi teorii termo-starzenia sie.
Mozna rozpatrywa¢ rowniez problemy poczatkowo-brzegowe dla obszaréow pro-
stopadtosciennych, w ktérych sa okreslone odpowiednie warunki brzegowe,
tj. takiego typu, iz mozliw.e jest stosowanie skonhczonych transformacji
Fouriera. W ogdlnosci, grupe mozemy zbudowaé¢ zawsze, o ile tylko znana
bedzie forma algebraizacji problemu poczatkewo-brzegowego.

Przejdziemy do sformutowania drugiego problemu bedacego przedmiotem
rozwazan pracy. Rozwigzania jego stanowi¢ bedzie tres$¢ punktu 7 i 8.

PROBLEM 11. Dla uk#adu réwnan szczegdlnych teorii osrodka odksztakcal-
nego nalezy:

i) zbudowaé¢ grupy przeksztalcen uwzgledniajac wkasciwosci transforma-
cji Fouriera, tak jednak aby operatory réwnan teorii szczeg6lnych
byty niezmiennicze wzgledem przeksztatcen nalezacych do tych grup;

ii) poda¢ dla danej grupy przeksztatoen rodziny rozwigzan podobnych;

iii) przeprowadzic¢ klasyfikacje przestrzeni rozwigzan z uwagi nha wpro-
wadzone klasy rozwiazan podobnych.



Rozwigzanie pierwszych dwu zadan podamy w tym punkcie, natomiast ostat-
niego w punkcie 8.

Przejdziemy do wyznaczenia grupy przeksztalcen W przestrzeni roz-
wigzanh w ty®l celu wykonamy na réwnaniach przemieszczeniowych teo-
rii termo-starzenia sie
(7.1) J-CL1)+Wu)n U Ji.Go»t) + Xi(x,t) 00N(1,*) =gUi(x,b),

transformacje Fouriera (por. relacje (2.3) i (2.4)); w wyniku uzyskujemy

ukdad roéwnan rézniczkowych, parametrycznie zalezny od zmiennych por,
[13].-
2 &nllsl sy <N )N[Fs, 0] +
+ 3™nG5,t) - i PPo $G,DI= e b,
gdzie

O N XL =

Przeprowadzilismy wiec transformacje Fouriera tzw. problemu Cauchy’ego
(réwnanie zagadnienia (7.1)), obszar nieskonczony, warunek poczatkowy po-
staci  ul(x,t) j = u”™i), xef£>). Uzyskany uktad réwnan przetransformo-
wanych jest uk#ldSm algebraicznym, z uwagi na zmiennag przestrzenng X.Mno-
zac obustronnie réwnania (7.2) przez transformacje Fouriera pewnej dystry-
bucji ~(S) (([*(X)] ="°(S) ,Fe~x), a nastepnie retransforraujac  uzysku-
jemy analogiczne do postaci wyjsSciowej réwnania (te same operatory). Maja
one postad

(7.3) Jit*»*) + owida'm A(i.t) + 3CI(x,B)-(Fo-tF1(x,t) 0gTACi.t).

W réwnaniach (7.3) przyjeto oznaczenia

M =r-1 ("N (g-tjInr"1{#(5) U*.0},
@ 4) Xix,0 =r~17(g-tjj-r 1|r(5

~X,t) = | GO =r"11r(5) © G,Dj.

Zupednie analogiczne przeksztatcenie Fouriera mozna wykonaé na réwnaniach
termo-lepkosprezystosci i termosprezystosci,czego szczegétowo nie bedziemy
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analizowa¢, méwiac ogdlnie o przeksztakceniu typu. Zatem przeksztakcenie
tvu (7.4) pozwalaja wprowadzi¢ grupe oznaczong tutaj symbolicznie urzez

GRUPA 9p. W przestrzeniach rozwigzan ~_ ST, ~-L-S* WNT-S* °gdlnle

w przestrzeni AN, istnieje przeksztatcenie Uf

(7.5 r s%

L**w X’)YX« 7

okreslone zaleznoscig

+00
(7*6> [G.©)] = j,A-x")ul(x=,)(ix, »™(i.t),
z ktérej wynikaja zwigzki
+oo0
[<>(, D) = | Uf(x-x") ®(x*,t)dx” =47(x,t),
a.n X0

2 DEGD] < JAXX-x7) Xi (X, ,t)dx” =2~(x,t).

Zwiazki (7.6) 1 (7.7) wynikaja z (7.4) oraz definicji transformacji od-
wrotnej. Przyporzadkowana rozwigzaniu TJIMii-t), funkcja Ui (x,0) moze byc

I i ]
= yf(.x-x") u~"S.OM? . Zbiér prze-
to 00 °

ksztatcen (7.5) tworzy ciagla grupe przeksztatcen <G*

Grupa ta jest parametrycznie zalezna od dystrybucji Vix)e zmiennej
rzeczywist(_eFim X = (xl,)(?,)ﬁ,), a przeksztatcenie Uf zwigzane jest ze splo-

tem typu ly(i-i")(----. )dx* . Jednoscia grupy jest 5.
-00
Poniewaz wystepujaca tutaj operacja splotu posiada wkasnos¢ +acznosci,

a wyzej wykazano, ze istnieje element jednostkowy, wiec tym samym udowod-
niono, ze zbidr przeksztakcen postaci (7.5) stanowi grupe.

W przypadku izotermicznym, a wiec w teorii sprezystosci, lepkosprezy -
stosci i1 teorii starzenia sie (przestrzenie 7, 7”_s,2hij ogdélnie - 7VL)

uzyskujemy grupe fyg’, okreslonag nastepujaco:

GRUPA w przestrzeni rozwigzan 7/, £ g* Mjl egllnie w prze-
strzeni 7vi..., istnieje przeksztakcenie
(7.,8) % 1y N



okreslone zaleznosciag

to
7.9 Vj.’ = i V' (x=x®)ur(x*,t)dx* = TN(x, 1),
ktéra pociaga za sobag zwiazki
+ 00
XTI, = | nr (= )Xi (¢ ,B)dx" = S M. t),

@ -10)

Relacja (7.8) wyznacza ciagta grupe przeksztatcen b5p, okreslong podob-
nie jak grupa <.

Konstruujac grupy i *5V uzyskalismy tym samym rozwigzanie pier-
wszego zadania sformutowanego w problemie 11, podanym w niniejszyc punkcie
Sprobujmy teraz rozwigza¢ drugie zadanie problemu drugiego. Rozpatrzmy w
tym celu dowolne rozwigzanie Up nalezace np. do jednej z teorii izoter-
micznych; Up e oraz okreslmy wszystkie rozwigzania podobne (defi-
nicja ich jest analogiczna jak w rozdziale poprzednim) wzgledem grupy
tj. rozwigzanie postaci

(7.11)

Uzyskamy w ten sposéb zbidér rozwigzan podobnych, ktéry oznaczymy przez

Podobnie, jak to uczynilismy w stosunku do izotermicznej teorii starze-
nia, mozemy postapi¢ z innymi, tutaj wymienionymi teoriami szczeg6lnymi u-
zyskujac nowe klasy rozwigzan wzajemnie podobnych.

Zwréémy z kolei uwage na inne zaleznosci miedzy grupami (z punk-
tu 6) a grupami i 6p*. Wiemy, ze transformacje Fouriera i Laplace’a
sg - w wystepujacych tutaj operatorach - wzgledem siebie przemienne. Po-
ciagga to za sobg przemiennos$¢ przeksztakcen nalezacych do grup +.... i

#£> ~p’. W rozpatrywanym zagadnieniu, grupy<” odnosi¢ sie beda do prze-
ksztakcen: pol przemieszczen, - temperatur, sit masowych, ktére okreslone
sg problemem Cauchy’ego, a problemami poczatkowymi omawianymi w rozdziale
poprzednim. Zwigzki miedzy przeksztatceniami tych przestrzeni najlepiej
charakteryzuja diagramy dla teorii:
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- starzenia sie

(7-12)

- lepkosprezystych

(7.13)

.9

- sprezystych



Przedstawiona diagramami przemiennosé grup ---- wzgledem grup Fp~ i

posiada istotne znaszanie w dalszej czesci pracy. W  szczegdlnosci
wynika a niej sposoéb uzyskiwania wielomianowych rozwigzan, ktore podamy
dalej .

Przeanalizujemy jak zachowuja sie grupy przeksztalcen i "p* wo-
bec podanych w pierwszej czesci analogii (czasowych) w liniowych os$rod-
kach oaksztatcalnyoh. Zauwazmy, ze we wszystkich teoriach 1izotermicznych
wystepuje ta sama grupa </p*; zachowuje sie wiec ona roéwniez przy prze-
ksztatceniach zwigzanych z analogiami miedzy poszczegdlnymi réwnaniami
teorii osrodka odkeztaktcalnego, gdyz sa to analogie czasowe, przy ktérych
wspotrzedne przestrzelane sa ustalone, skad

WEASHOSC 3 - Shusznymi sa nastepujace relacje miedzy poszczeg6lnymi
analogiami:

- sprezysto-starzejacymi sie 3lp, tennosprezysto - termostarzejgcymi

(x,1) ar (x>0 (V)
vV — -K K —

(?.1)

(7.15)

- sprezysto-lepkosprezystymi 3* termosprezysto - termo-lepkoeprezystymiJij

a przeksztatceniami™i ‘W nalezacymi do grup ufpy”  WHe iredp’),
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Biorgc pod uwage problemy poczatkowo-brzegowe poszczegélnych teorii li-
niowych mechaniki osrodka odksztatealnego stwierdzamy, ze mozna tnéwié o
pewnej strukturze mechaniki w sensie relacji miedzy tymi teoriami.W skiad
tak pojmowanej struktury wchodzié beda analogie miedzy poszczegdlnymi teo-
riami oraz wkasciwosci postaci (7.15), (7 -16)»

Z przemiennosci przeksztatcen i “nalezacych kolejno do grup <5-... i
<p wynika istnienie nastepujacych iloczynéw prostych grup,

AT-ST x ~P* * &T-L-S X "tP» ~T-S x "p *
7.17)

x »AL-S 1 8p" = X Ap’ e

do ktorych beda nalezaty pary przeksztakcen postaci (e*. ..,F), (P* .. )}
generujace rowniez rozwigzania podobne wzgledem grup G = <*... x ~_Wpro-
wadzone tutaj iloczyny proste grup mie6 beda zastosowanie w punkcie 8,
przy budowaniu kolejnych rodzin rozwigzan podobnych.

8. Algebry rozwigzan podobnych

Ostep ten stanowi¢ bedzie synteze wynikoéw,ktére zostaty uzyskane w
punktach poprzednich. Wykorzystamy powotane poprzednio grupy przeksztat-
cen przestrzeni rozwigzan, a w szczeg6lnosci iloczyny proste tych grupi

P x %-ST’ -L-S” (X ~T-S” ~P,x &L-S* $p,x AST* ®,1 % do po-
szukiwania nowych rozwigzan podobnych positkujac sie w tym celu algebrag
splotu. W odréznieniu jednakze od poprzednio otrzymanych rozwigzan podob-
nych, tutaj uzyskujemy istotne rozszerzenie zbioru nowych rozwigzan po-
dobnych "wyprodukowanych™ z rozwigzania danego. W ty* przypadku rozwigza-
nia podobne generowane beda przez funkcje, ktérych argumentami sg macie-
rze. Przeksztakcenia Laplace’a i Fouriera algebraizujac problemy brzegowe
pozwalaja na traktowanie kazdego rozpatrywanego problemu poczatkowo-brze-
gowego jako pewnego réwnania macierzowego. Tym samym rozpatrywanie tych
probleméw moze byé zastgpione zadaniem prostszym - badaniem réwnania ma-
cierzowego. Przy tego rodzaju zadaniach wydaniajg sie jednak ograniczenia.
Po pierwsze, zastosowanie transformacji Fouriera zwigzane jest z ograni-
czong grupa zadah brzegowych (przestrzen, podprzestrzen, warstwa), lub w
przypadku skonczonych przeksztalcen Fouriera, z pewng specyficzng (grupa
warunkéw brzegowych. Analogiczme uwagi odnosza sie do przeksztakcen Lapla-
ce’a. Po wtére, nalezy ograniczy¢ sie tylko do badania grup przeksztakcen
zwigzanych z poszczeg6lnymi teoriami.

Cechag wsp6lng wszystkich badanych w pracy teorii osrodka odksztatcalne-
go jest mozliwos¢ opisu ich réwnaniami macierzowymi pod warunkiem przepro-
wadzenia algebraizacji probleméw brzegowych w tych teoriach.



Finalnym afekt#» togo punktu jest powalenie rozwinie¢ wielomianowych,

rozwigzan podobnych, wyznaczajacych algebry liniowe. Wspétczynnikami w
tych. rozwinieciach sa dystrybucje nalezgace do pola i>x x , ktére w po-
przednich rozdziatach wyznaczaty grupy 4)>*» $eee* o Uzyskane wielomia-

ny macierzowe moga by¢ traktowane jako elementy przestrzeni wektorowej, O
wymiarze ograniczonym przez tozsamos¢ Cayley’a « Hamiltona. Ponadto wyko-
rzystanie tej tozsamosci pozwala poda¢ ogdlng posta¢ wielomianu generujg-

cigo rozwigzania podobne.
Og6t zadan rozwazanych w tym punkcie formudujemy jako

PROBLEM 111, Dla zalgebraizowanych zadan poezatkowo-brzegowych linio-
wych osrodkéw odkszt&toalnych nalezy:

i) zbudowa¢ grupe macierzy operatorowych (grupa cykliczna) ktérej e~
lamenty generowac¢ beda rozwigzania podobnej
ii) przy wykorzystaniu podanych w poprzednich punktach grup , ep,
§p* oraz grupy macierzy operatorowych zbudowa¢ algebre wyzna-
czajaca rozwiagzania podobne;
iii) poda¢ klasyfikacje przestrzeni rozwigzan z uwagi na powotang alge-
bre.
Przystepujemy do konstrukcji grupy macierzy. Wykorzystujemy w tym celu
przetraneformowan* roéwnanie termo-starzenia sie (per. (6.22), (7.2))

eI Ui E.ae)l + E@+X(P)) K ui(g.ael +
(8.1) _ r a 1
+ 11(0,p)-1 #(p) [ © (S,q(p))J= 0,
gdzie
1
r ?
§ -[s,. 02%%]- N= @i s3>, i ly-7

Analiza uzyskanego ukdadu réwnan wykazuje* ze mamy do czynienia z pew-
nym réwnaniem macierzowym, w ktérym elementami macierzy sg funkcje zmien-
nej zespolonej((transformaty funkcji wchodzacych do réwnania). Wobec te-
go uktad (8.1) mozemy zapisa¢ nastepujaco:

(8.2) Alf = X

gdzie macierze A fI}# ,X maja posta¢ (por. [13,28,87])

taj] - taj + <#<p> +$<*» h sj.



i?i*p>+b (p)+H i)2" 6 (p)+ & (p>+Hi (p>]121%

(8-3) A= [#<p)+ @] ~122° 1MAP)+ {#(P)+ A P J (*2)2» [&(P)+ & (P~ 2 %

Lu+ 1(p)i?371, [y-<p)+VpAN3"2* M EI+[ " @I+ (Y 2

ur(5,q(p)) i AP~ <8(S.a(P)) - ~(5. p)
tHGS,p) = u2.9( ) , Xgp) - i JO %2 @(g,q(p))- tgiS.p)
us(?,a(P) i 2 538G.aP) -1 3 p_

Podane w (8-3) macierze zwigzane sg z réwnaniami teorii termo-starzenia
(8.1), z ktoérych wynikaja jako przypadki szczegbélne pozostate réwnania.
W dalszym ciagu nie bedzie nas interesowata posta¢ macierzy A, d, X, a
jedynie réwnanie macierzowe (8.2).

Zbidér macierzy postaci

(CRD E, A, A, .. LA ..., A,

wyznacza grupe macierzy *A* ktéra jest podgrupag grupy macierzy kwadra-
towych. WSréd wszystkich macierzy, macierze postaci (8.4) charakteryzuja
sie ciekawg whkasnoscig wzgledem réwnania (8.2); dziataja one mianowicie
tak samo na macierz funkcji poszukiwanych 11, jak 1 na macierz funkcji da-
nych X. tatwo sie o tym przekona¢ mnozac obustronnie z lewej réwnanie
(8.2) przez Ak

(8.5) A [Ak U] = [Ak X]

Wynika stad, ze jezeli 1t jest rozwigzaniem réwnania (8.2) dla macierzy
X , to A k 1 jest rozwigzaniem tegoz réwnania dla macierzy A k X. Ko-
rzystalié*my tutaj z przemiennosci macierzy A i A k.

W przypadku ogélnym nalezy poszukiwa¢ takich macierzy K aby zachodzi-
+a relacja

(8.6) Ali=X) => (A kul=[kxD



Pomnézmy w tym celu réwnanie macierzowe (8.2) przez macierz K

6.7 K AK“1K U =K X,

i zadajmy, aby K Ai-1 = A, skad A [ku] = [Kx] zgodnie z réwnaniem
(8.6). Mnozac prawostronnie zaleznos¢ K AK =A przez K uzyskujemy
K A =AK, czyli warunek przemiennosci mnozenia macierzy K z macierzag A.
Nalezy zatem poszukiwa¢ macierzy przemiennych z macierzg A (zadanie Fro-
beniusa). Macierzami takimi sga m.in. potegi macierzy A .

Uzyskany rezultat ujmiemy jako

Twierdzenie 1. Jezeli réwnania zagadnienia poczaikowo-brzegowego w li-
niowych teoriach osrodka odksztakcalnego mozna poda¢ w postaci réwnania
macierzowego (8.2), ktérego rozwigzaniem jest wektor U, to

(€ istnieje rodzina rozwigzan podobnych jTjJ’, postaci

J J
T=@ U dla Z =@ X Je N

(52) rodzina |(t] wyznaczona jest przez grupe macierzy ktérej ele-
mentami sa caltkowite potegi macierzy A, a dziataniem mnozenie macierzy.

Sprébujmy poda¢ odpowiedZ na kolejne dwa pytania zawarte w problemie
111, Zauwazmy w tym celu, ze z macierza A przemienne sa réwniez macie-
rze postaci

K. =E + A+ A2 + ... + Ak,
®38) 1
Kg =$0E + 1, A+82 A2 + ... +$k Ak,

Zbior poteg macierzy A ,w ktorym wprowadzimy zwykde dodawanie wyznacza
modut K, ktorego elementy generuja réwniez rozwigzania podobne. W konse-
kwencji w zbiorze (8.4) mozemy zbudowa¢ pierscien, poniewaz zachodzi

(AJ Al) Ak = AJ (AL AK),

(8.9
(AL + AJ) AK = AIAK + AJAK AK(AX + AJ) = AK Al + AKAJ

Natomiast analizujacwielomian macierzowy Kg stwierdzamy, ze  jest on

najogdlniejsza postacig wyrazenia wyznaczajacego rozwigzania podobne.Trze-
ba tylko za;naczyé, 21; transformaty dystrybucji zmiennej czasowej i prze-
strzennej 0 ___e D= f)X X ‘B"Lw muszg wyznacza¢ grupy zgodnie z rozpatrywa-
ng teorig szczegbélng. Mamy wiec do czynienia z trzema grupami: jedng z
grup AT-ST 4£ruP§ lub ¥ 1 *&” ktoére pozostaja z
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sobg w najscislejszym zwigzku (por. (8,8*)). Elementami dwoch pierwszych
grup sa transformaty pewnych dystrybucji 6 wyznaczajacych pole,nat»miast
trzeciej - macierze. Najpekniejszy opis zaleznosci zachodzacych miedzy
rozpatrywanymi w pracy grupami uzyskamy wprowadzajac algebry liniowe roz-
wigzan podobnych »positkujac sie dodatkowo wynikami zawartymi w pracach [8,
9,10,29,38,65,69,79,82,88,90,%] - ~

Algebre liniowa A!P nad polem transformat dystrybucji C wyznacza¢ be-

dzie pierscien zbudowany na zbiorze (8.4) ze zwykdy® dodawaniem i mnoze-
niem macierzy, ktdry jest tym samym skoniczenie wymiarowg przestrzenig wek-
torowg nad polem <£. w pierscieniu tym mnozenie jest dwuliniowe, czyli

(8.10)

Zaleznosci (8.10) zachodza dla wszystkich elementéw pola 1) oraz pierscie-
nia macierzy.

Pozostaje jeszcze wykazaé, ze pierscien macierzy jest skonczenie  wy-
miarowg przestrzenig wektorowg. Zbior macierzy(8.4) przy zwykdym okre-
Sleniu dodawania i mnozenia przez liczbe jest przestrzenig liniowg. Prze-
strzeh ta posiada 6 wymiaréw, tak, ze kazde 7 macierzy jest od siebie It
niowo zaleznych, czyli zachodzi

A A

(s.11)

Wynik ten nie jest ostateczny. Okazuje sie, ze kazde trzy macierze zbioru
(8-4) sa liniowo zalezne o czym przekonuje nas tozsamos¢ Cayley’a-Ha*il-
tona

Twierdzenle Il1. (Cayley - Hamilton), Macierz kwadratowa A jest pier-
wiastkiem swojego wielomianu charakterystycznego, tzn. Jezeli

(6. 12) 2(E) = det (XE - A),
POO =X + pr X° + pgX + p,

to

(s.13) P(A) =A3 + pLA2 + P2 A + p°E =0, P-i.P2P36 5

Z tozsamosci Cayley’a - Hamiltona wynikajg dwa pozyteczne wnioski.Pier-
wszy dotyczy wymiaru przestrzeni wektorowych zwigzanych z algebrami ros-
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wigzan podobnych. Natomiast drugi pozwala okresli¢ ogélng pogig¢ wielo-
mianu generujacego rozwigzania podobne. Oto ogdlna posta¢ tego wielomianu

(8.14) P(A) = #) E + 0, A+0Q A2, o0 i fer.

Zauwazmy, (9 we wzorze (8.14) zawarte sa jako przypadki szczegélne funk-
cje wyznaczajace rozwigzania podobne, ktére podalismy w dwéch poprzednich
punktach.

Réwnanie macierzowe (8.2) zwigzane jest jednoznaczni® 3 réwnaniami prze-
mieszczeniowymi teorii termo-starzenia sie (7.1). W konsekwencji, macierzy
A bedzie jednoznacznie przyporzadkowana macierz operatorow.«; a alge-
brze AP algebra operatoréow AO nad polem dystrybucji D. Algebry AP i
AO sg izomorficzne wzgledem siebie, co oznacza, ze izomorficzne bedg réw-
niez odpowiednie pierscienie i pola wyznaczajace obie algebry [9,38j. Do-
k¥adniej warunki izomorfizmu precyzuje

WEASNOSC 4. (1zomorfizm algebr A0 i AP)

Algebra rozwigzan podobnych AP, ktérej elementami sa macierze zespolo-
ne, a dziataniem zwykte mnozenie i1 dodawanie tychze”macierzy okreslone nad
polem transformat dystrybucji $x x iy (e, Ve iy) jest izomorficzna
z algebra operatoréw rozwigzan podobnych AO. Algebre AO wyznacza pier-
Scien macierzy-operatorow o zdozeniu i sumie jako dziakaniach. Pierscien
ten okreslony jest nad polem dystrybucji DJLX -

Zachodzg przy tym zaleznosci

AP ?—» AO
AN AK ~AN gAK /K -AoAo. . .ofi
@8 .15) (an +avm ) _ ~ _
A K@ +n) suFK (M R)= A PL +A 72
ak(™ +r2) "-i- v2
A A A
Zo£E - | N<P2 ei t,

Na podstawie tozsamosci Cayley’a - Hamiltona i izomorfizmu algebr AP i
AO mozemy poda¢ ogd6lng postac¢ operatora generujacego rozwigzania podobne.
Oto on

G .16) = E<4Q+ 02, 00 a1l P

Operator wielomianowy fi(.A) odpowiada wielomianowi macierzowemu (8.14).
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Powrécimy jeszcze do algebry AP i rozpatrzymy w niej pewne funkcje
f(A) macierzy A . Interesowa¢ nas bedzie gtbébwnie odpowiedZ na pytanie:
jaki zbidér tych funkcji moze generowaé rozwigzania podobne

OdpowiedZ na postawione pytanie daje kolejne

Twierdzenie 111. Jezeli funkcje f(z) zmiennej 2z mozna roztozyé w
szereg potegowy w okregu jz - z0|< r
S=00
(8.17) f@ = » ong(.7.-z0)B

to rozktad ten pozostaje rowniez prawdziwy przy zamianie argumentu z na
macierz A, ktérej wartosci whasne lezg we wnetrzu okregu o promie-
niu zbieznosci  jz-zO|<ir (por. np. [&4] )-

Okreslony zostat tym samym zbiér funkcji macierzowych M , ktére wyzna-
cza¢ beda réowniez rozwiazania podobne. Do funkcji tych nalezg np. macie-
rze

k=00 k=00 ,
Z ... A- 2: A
k=0 k=0
k=00 k=00
(8.18) 1 &+ N 1 .2k
sh A- 2_ (@Ok+t1JT A z = 2. i T5Frr A -
k=0 k=0
k=cu
» A %1 1 .k
e = 7Z-; STA '
k=0

Miedzy funkcjami (8.18) zachodza zaleznosci podobne dopowszechnie zna-
nych np. cos™ A + sin™® A = E, eA e~A = E.

Szersze oméwienie whkasnosci funkcji macierzowych mozna znalezé w monogra-
fii [%] .

Ostatnig z omawianych wkasciwosci algebr AP bedzie wspotzaleznosé
rozwigzan podobnych wyznaczanych przez nig w Btosunku do rozwigzan genero-
wanych przez grupy fy-p lub £p*~.

Whasciwos¢ te ujmuje

Twierdzenie 1V. Klasa rozwigzan podobnych generowanych przez algebre

AP |l Ap, dla ustalonego U =zawiera w sobie jako podzbioryrozwigzania

podobne wyznaczone przez grupy <_, ., i‘\( lub y

W » p.H v

*8.19)

Al
=

W, pc M ap . {°k- ap



Dowéd twierdzenia IV wynika z okreslenia algebry AP oraz grup 4 ,
lub 4p*.

Udzielimy teraz odpowiedzi na ostatriie z pytan problemu 11l1. Wprowadzi
ay w tym celu w przestrzeni rozwigzan "Pfnowag relacje réwnowaznosci R w
ten sposdb, ze bedziemy utozsamiali ze sobag wszystkie rozwigzania podobne
generowane przez algebre AP.

Otrzymuj eiay 1

(3.20) U R B (= JWi X -yfX, NeAO , U, UfeA).
1 2 2 12 1 12

Uzyskana w wyniku wprowadzenia relacji rdéwnowaznosci R przestrzen i-
lorazowa 2»°/R zawierad bedzie jedynie roézne rozwigzania podobne wzgle-
dem algebry AO.

(s-21) *ya = H ao* W ao

A

£
Zauwazmy jednak, ze wektory U iAX naleii Ro g&éjwymiarow&].przeetrze—

ni liniowej, a wobec tego wektoryU,AU, A AU, X, AX, AAT ea liniowo
niezalezne i moga stanowi¢ baze w przestrzeni rozwigzan. Wynika stad, ze
rozwigzania zadan brzegowych z przestrzenik f mozna uzyska¢ na  podstawie
znajomosci jednego rozwigzania, pod warunkiem, ze istnieje mozliwos¢ al-
gebral zaoj i tych zadanl

Podobna rozwazania mozna prowadzi¢ réwniez w stosunku do rozwigzan po-
dobnych generowanych przez wprowadzone poprzednio grupy. W wyniku otrzy-
mamy przestrzen ilorazowg zawierajaca jedynie rézne rozwigzania wzajem-
nie niepodobne. Tym samym problemznalezienia wszystkich rozwigzan w prze-
strzeni ki' mozna sprowadzi¢ do zadania prostszego - poszukiwania rozwig-
zan wzajemnie niepodobnych.

Zakoniczony w- tym momencie prooes algebraizacji daje obraz korzysci ja-
kie mozna uzyska¢ z wprowadzenia grup wzglednie algebr rozwigzan podob-
nych w przestrzeni Podsumujmy je. Uzyskalismy z jednej strony nowe
spojrzenie na wewnetrznag strukture réwnan mechaniki osrodka odksztakcalne-
go. Dalsze jej badani« moze przyczynié sie do wykrycia nowych podobienstw
miedzy réwnaniami poszczegolnych teorii. Z drugiej strony uzyskalismy me-
tode, ktéra pozwala na pelniejsze wykorzystywanie kazdego rozwigzania za-
dania poczatkewo-brzegowego do poszukiwania innych rozwigzan w tej samej
teorii.

X,PeJeeiem algebraizacji zadan brzegowych okreslamy w pracy oprowadzenie
réwnan zadania brzegowego do pewnego réwnania macierzowego np. przez za-
stosowanie transformacji catkowych Fouriera.
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9- Algebry rozwigzan podobnych w teoriach szczegélnych

0goélne ujecie wprowadzonych w poprzednim punkcie algebr AP i AO poz-
woli4o na Jednolite i zwarte potraktowanie zagadnienia. W tym punkcie na-
tomiast zostang skonkretyzowane elementy algebr przypisanych poszczegél-
nym teoriom osrodka odksztatcalnego. W pierwszej kolejnosci pod ogb6lng
postad grup: macierzy A i algebr AP i A0, podstawimy kon-
kretne grupy, macierz® i algebry,przyporzadkowane odpowiednim teoriom.Pro-
ces ten bedzie przebiegat podobnie jak w poprzednich punktach, gdzie po-
wokywalismy najpierw grupy w termo-lepkcsprezyatosoi, a nastepnie w lepko-
sprezystosci konczac na teorii termo-starzenia. W efekcie otrzymujemy ma-
cierze A i tlh w poszczegélnych teoriach osrodka odksztatcalnego.

9.1. Algebra rozwigzan podobnych w termo-lepkoaprezyatosci

Algebre ta okresie uktad trzeoh grup NP> "RAr oraz pol
dystrybucji Dx i Dt, Ogélna postadé funkcji macierzowej w tej algebrze
f(AT_i,.s) s APj_"g nastepujaca (por. (8.14))

.1 f(Ar-L.S) “7~oE + K ¢T-L-S +72 4-1~-S> VvV *1>w2e 5

Macierzy f(AjJ~j~g) odpowiada izomorficznie (APT_L_S- Izon*» AO_ _ g) ma-
cierz operatoréow ,/f(.A ) e AOT,j,-0

9.2) "UMAT-L-SA “\fo E + AMMAT-L-S + 72 & T-L-s]**  *o* M -~26 Dt

2
JOA T_L_S) =[vo E +  "AT-L-3 + "2 & T-L-s]*,

Operatory IV i sg W rzeczywistosci macierzami uzyskanymi przez roz-
niczkowanie dyetrybuoji O, , <2 lub Vo> (9> natomiast macierze

At_1_s 1 t-L-S majg postad

©-3 At-L-S = + §p2) 5ij+ (v(p) + P (P)riNj1*
©.9 A BSEtr A+ et Mij 't K+ )N di]
tutaj przyjeto oznaczenia dj = , \s d™.

9
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. - . . R ; " o -
j)W Iepﬁ?sprezystosm nalezy doko_nac zamlt::my grup: /oj_,,}%v r}® /% i
Vp na Fip" oraz w wektorze uogélnionych, sit masowych = tlz.t)

- JKt)* ©E(x,t)j przyja¢ &= 0,
Nastepna algebra zwigzana jest z teorig naprezen cieplnych w osrodki,
sprezystym oraz teorig sprezystosci.

9.2. Algebra rozwiagzan podobnych w termosprezystosci

Uk+#ad trzech grup Np-S* ~pP* oraz p6l Dx i okresla algebre

APT_g, w ktérej ogoélna posta¢ funkcji macierzowej Ff(Ap_g) Jest nastepu-

jaca:
(9-5) fC~rg) =s0 E + ~ A~g +~ A, g

Z algebra AP,p_g 2zwigzana jest izomorficznie algebra AO0T_3, a z wielo-
mianem FT(AJ,_g) wielomiany operatorowa Jy~t Jyr e AON g

T-s) " [¢D E + MIAT-S + 2 "2 T-sJ3*
9-6)
-NA"T-S* =K E + VINT-S + 227" T-sJ*

Wystepujace w rozwinieciach (9.5) i (9.6) macierze Aj..s i~-S “aja po-
sta¢ (por. [13*28])

©.7) Ap.S 1212 + §P2)6ij +

9.8) AT-S gatt} 6ij “

W teorii sprezystosci macierze Ar-s N ~T-S pozostajg bez zmian,na-
tomiast nalezy zastgpic¢ grupy $'ps i E£p grupami s i <p, oraz wektor
uogélnionych si¥ masowych Zp-~Cr.t) © Ni.t)] wektorem X? =jxi (i,t)J.

Ostatnia para algebr zwigzana jest z teoriami starzenia.

9.3. Algebra rozwigzan podobnych w teorii termo-starzenia

Algebre te okresla uk#ad grup eT-L-S» 1
oraz p¢l dystrybucji Dx i D™, N-ST

Og6lna posta¢ funkcji macierzowej FT(IVF ST)e APT_ST jest nastepujaca:

(9.9) f(4p_gg) = d0 E + O] AT-ST + A2 AT-ST* o $26 ®
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Algebrze APT_gT przypisana jest przez izomorfizm algebra AOT_s”,a wie-
lomianowi f(\ _ 3T) operatory 6 aot-3T

AS(AT-ST) = E + ~LAT-ST + T-St] *
(9.10)

NEAN T-STAN =0 E + ~MAT-ST + " T-STJI™*

Wystepujace w tej algebrze macierze AT_gT i ~T_ST maja postac

(9.11) ~NOST - [(£<p) |?|Ey\ + ($<p> + ¢(p))5i5,]

0.12) “AT-ST = [(fA(»t)RAsBI ) + (MEfE)+ii, (€.0DNJ

W teorii starzenia nalezy wymienié¢ grupy na ™ 1 J9p na "p, a wwek-
torze uog6lnionych sit masowych 2~ = jx*(x,t) - "(t,tjD®i (X,t)J przy-
ja¢ & e O.

Podane w tym rozdziale algebry rozwigzan podobnych uwypuklaja podobien-
stwo i réznice w budowie réwnan poszczegélnych teorii liniowej mechaniki,
W szczegdlnosci dostrzegamy réznice miedzy macierzami Ap g, /T-L-s
AT-ST oraz miedzy operatorami ”~_g» "-L-S i Zauwazmy przy tym,ze
jezeli ograniczymy sie do pierwszego wyrazu rozwiniecia wyrazeh wielomia-
nowych, to otrzymujemy przypadek szczegélny - przeksztakcenie generowane

przez grupy <y... i <p.

10, Symetrie w liniowych teoriach o$rodka odksztatcalnego

W tym punkcie bedziemy badali symetrie wystepujace w rozwigzaniach réw-
nan liniowej mechaniki os$rodka odksztatcalnego. Przeanalizujemy w tym ce-
lu ponownie grupe ”,L-g oraz jeszcze dwie inne grupy, skupiajac sie
gtownie na analizie niezmienniczych wkasciwosci rozwigzan zwigzanych z
wymienionymi grupami.Sytuacja Jest tutaj nastepujaca: dana jest przestrzen
rozwigzan oraz zbidr przeksztakcen wyznaczajgcych nieskonczone grupy,kto-
re zachowuja operatory zadan poczatkowo-brzegowych mechaniki. Zbidér nie-
zmiennikéw analizowanych grup wyznacza symetrie odpowiednioj przestrzeni.
W punkcie niniejszym oméwimy te symetrie na przyktadzie termo-lenkospre-
zystosci oraz sformutujemy dwa zadania dotyczgce wyboru optymalnych funk-
cji materiatowych w osrodku termo-lepkosprezystym. Zadania te wynikaja bez-
posrednie z niezmienniczych wkasoiwosci rownan mechaniki.

Z drugiej strony zbidr niezmienniczych whkasnosci przeksztalcen wyzna-
cza geometrie (w sensie Kleina) badanej przestrzeni. Okreslajac wkasciwo-
Sci geometryczne mozemy ponadto udzielidé odpowiedzi na pytanie: kiedy o]
dowolnych dwéch rozwigzaniach mozemy powiedzie¢, ze naleza do tej samej
rodziny rozwigzan podobnych.
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Oczywiscie rozwigzanie nalezgce do tej samej rodziny sg generowane tylko
pfz8Z elementy grupy Jt-L-S*

W niniejszym punkcie dla zwieztosci rozwazan ograniczymy sie io teorii
naprezen cieplnych w osrodku lepkoaprezystyiu, z ktdrych wynikaja w dalszej
kolejnosci symetrie w pozostatych osrodkach.

Réwnania teorii naprezen cieplnych w osrodku lepkoepretystym (3-2) o-
raz warunki brzegowe w przemieszczeniach (k.19), naprezeniach (2.197%) i
zerowe warunki poczatkowe ui(x,0) = u"Cx™0) = 0 dopuszczajg przeksztat-

cenia wyznaczone przez grupy: ~t_1 .8~ T-£-S i ~T-L-S* krdtko
bedziemy oznaczali Grupy te wyznaczone sg pi-zez nastepujace
transformacje
ut—”" ui P9 1 ui ————~ui
0] o] 0 -1, ° 0] 0
ui — "AL* ui ui PO L ui A
& - -p,*0 © - wpg * @ 0 --—--- o,
Xi *Xi % ~~*1 Xi— -<v Xxi
pi -"Pi Pi ~~V pi
— N
(ij _/\ij* (©I.l (y .l)!
X moxe X % - — Pg X—mm A
n no* } (i —
i —_ _* pg* i
2 e<y2 Be ty3

gdzie &, Pg i B sa dystrybucjami zmiennej czasowej t, przy czym

e* _p-1 »(5, gdzie C(T- jest dystrybucja Dirac’a. Ualezy podkreslié, ze
grupy ®©2 i <3 sg dodatkowo ograniczone, poniewaz nie wszystkie Tfunkcje
pos i moga by¢ nowymi funkcjami materiatowymi, ponadto dlajgru-
py t@@ musi zachodzié = 0. Zauwazmy, ze iloczyn prosty grup 4

= Y* x %2 x $3 rowniez zachowuje operatory roéwnan mechaniki osrodka od-
ksztatoalnego. Mamy w tym przypadku do czynienia z grupga ty .ktérej dziel

nikami, sa grupy <1.70 1 B»
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Grupe te wyznacza tréjka parametréw pl» pj i p», spekniajaca relacje

Ui PIw ui = u* K—_ p2 = *L nP3 > N.

0 0
-»pl* o = Ur

(0 .4) ui ui - — P2* pi -~P3*pi Pi

© - Pr @ =07 xp3x Qij- POl g

Parametry Pi»p2 i P3 zwigzens sg z parametrami grup <. <2 i €8 oczy-
wistymi zaleznosSciami

(10.5) P1 = + 32 +<b» P2 =M+ A2+ A3 P3 =~ + 5+ "Pj*

Zwrécimy teraz uwage na funkcje, ktdére pozostajg niezmiennicze przy
transformacjach generowanych przez grupy (f , <2 1 (”. Zauwazmy przy
tym, ze grupy 9%*, <2 1 93 oraz ich iloczyn transformujag zadania poczat-
kowo-brzegowe w ten sposéb, ze istniejg trzy grupy funkcji Juit 0 =
Xi,Pij ~ > ktory0* elementy transformuja sie tak samo. Spostrzeze-
nie to stanowi jedng ze strukturalnych wkasciwosci roéwnan liniowej mecha-
niki ciata odksztatcalnego.

WEASNOSC 5. Funkcje wystepujace w réwnaniach zadania poczagtkowo-brze-
gowego liniowej mechaniki os$rodka odksztatcalnego mozna podzielié na trzy

grupy:
ui* “i* @] *
(10.6) @i r

| »

ktére transformujg sie identycznie pod wpktywem przeksztatcen generowanych

przez grupy <1,C2, i 9 (~"=91 x <92 1 98). Na podstawie przy-
toczonej whasnosci mozna uzyskad ukdad niezmiennikéw grupy 9" = 91x<2r

0
10.1. Uk¥ad niezmiennikéw grupy £

Jezeli para rozwigzan zadania poczatkowo-brzegowego w termo-lepkosprezy-
stosci

Ui(x,td Xi,Pi#0, Ui.K ~-,7), Ui(X,t{ 1i,Pi,0 , Ui, ,£% )6 )Vrp_



owigzana jest przeksztatceniem (10.4) cc zapiszeny symbolicznie

0.7) <P-T» P2» * ui = ul

_ L _ ~1 _
to dowolne ilorazy splotowe, tan. wyrazenia postaci ° » obrebie
kazdego z ukdadow funkcji

ui» ui> ®,i1 [ | 2i* pi» @ij>] » J » R

sa niezmiennicze wzgledem przeksztatcen (10.7).
Niezmiennikami grupy % beda m.in. funkcje

K*f~1, K> P>\
0«1
(10'8) ui * ui
* ij1,

ktére okreslajg tym samym réwniez geometrie przestrzeni "-L-S wzgledem

grupy 4 -

Oczywiscie w grupach. 4)> 42 i ~ niezmiennikami bedg takze inne ukdtady
funkcji wystepujacych w réwnaniach zagadnienia poczatkowo-brzegowego ter-
mo-+#pkosprezystosci .

Rys. 2. Zadania optymalizacyjne
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Dalszych, badan geometrycznych whkasnosci przestrzeni rozwigzan nie be-
dziemy w pracy prowadzili, skupiajac uwage jedynie na pewnych szczegél-
nych cechach grup <€ 1 ~3*

Zauwazmy, ze w przypadku grupy <2 mimo zmian przemieszczen i tempe-
ratury osrodka stan naprezen pozostat niezmieniony. Podobnie grupa ~ wy_
znacza przeksztakcenia»w ktérych niezmieniony stan przemieszczen wystepu-
je obok zmian stanu naprezenia w os$rodku.

Przytoczone uwagi wskazujg na mozliwoadé wykorzystania grup <2 i $ do
modelowania pewnych wkasnosci osrodkéw lepkosprezystych.

10.2. Zadania opt.yiaalizacy.ina

Bedziemy rozpatrywali dwa osrodki lenkosprezyste <6i 7) poddane dzia-
4aniu pél temperatur, sit masowych, powierzchniowych i przemieszczen.Kon-
figuracje obu osrodkéw sa identyczne, roéznia sie one natomiast materia-
4em z ktérego sg wykonane oraz wpitywami zewnetrznymi (pola temperatur,sit
masowych 1 powierzchniowych).

Mozemy afonautowad teraz dwa zadania optymalizacyjne:

ZADANIE 1. Znamy klase dopuszczalnych funkcji materiatowych” (-KeM,
ograniczong zaleznosciami

(10.9) u* M1 - 0°(®) lim A-0, lim X -0

-jj-000 £-400

gdzie Qf(t) jest stalg funkcjg dla wszystkich materiatéw ze zbioru nie-
zmiennik grupy 4 )» zns :%an naprezen C”j i przemieszczeh u™ w oO-
Srodku =&

Nalezy dla przemieszczen Uuf = <«p“l1*u®, 8L =»p 1* 8" i temperatury

0’ = dziatajacych na osrodek & , znalez¢ taki materiat Gll,LA)eM
aby norma

(10.10) ffly - ei3* - min.

przy statych sitach powierzchniowych I masowych X.-

ZADANIE 2. W klasie dopuszczalnych funkcji materiadowych,/*?., nalezy zna-
lez6 taki materiat (u, , aby dla zmienionych si4 powierzchniowych
p’ =<p*Pi i masowych =$ * 3~ dziatajacych na os$rodek £>” norma

10,11 -

przy stabych przemieszczeniach ~ czesci dE2 brzegu db>i stalej tem-
peraturze @ .
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Norma | | w obu zadaniach okreslona jest na catym osrodku £ i w czasie
te Jo,00 ).

Rozwigzanie pierwszego zadania jest réwnowazne z okresleniem takiego
przeksztatcenia 0 : -% ., N, N =P aby réznice miedzy
O*u~rf 0*0 a <p~T i0~\@ byta jak najmniejsza, czyli normy
I * u™ - p-'F i I * &-¢~\ & || powinne przyjmowaé wartos$¢ mini-
malng, Podobne rozwazania przeprowadzone w zadaniu 2 prowadza réwniez do
wyznaczenia takiego przeksztatcenia
ktére doprowadza do minimalizacji normy |[¥*6~/~ “~*ijll-*

W obu zadaniach nalezy minimalizowa¢ wyrazenie postaci |[f* Lur-f~un||=

= * Lur I = |14*Lui | gdzie L jest pewnym jedno-jednoznacznym li-
niowym operatorem zmiennych przestrzennych. Analizujac réwnosé¢ |A * Lu | =
= |la* Lui | zauwazamy, ze waruneki min [J(f-f*)* Lu™ § sprowadza sie dc po-
szukiwania min jA’R . Funkcje A~ obliczymy z réwnosci

ACt-t) L ux(t)dr = | O(t-r)A”(OL u~odt,
0 o]

| [AC(t-t) -5(t-0A«(t) JL ui(r)df= 0 =0 JIA(t-0dC= A*(t).

Ostatecznie rozwigzanie pierwszego zadania optymalizacyjnego sprowadza
sie do wyznaczenia takiego przeksztatcenia 0 , aby zachodzito

J [*<*-*> - p 1(t-r)]dt = min.

Natomiast w drugim zadaniu powinno zachodzid

I [y(t-t) -0>(t-F)] dt

1]
3
-
>

Doprowadzone do takiej postaci zadania 1 i 2 nie przedstawiaja wiek-
szych trudnosci w trakcie dalszych obliczen. Zauwazmy przy tym, ze w obu
zadaniach nalezato znalez¢ takie parametry grup i $2, aby ich odle-
gtos¢ od pewnego znanego przeksztatcenia byta minimalna. W zakonczeniu
tych rozwazan nadmieniamy, ze przedstawione tutaj zadania optymalizacyjne
i ich rozwigzania sg stuszne w dowolnym uktadzie wspotrzednych.
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ROZDZI AL 1

ZASTOSOWANIA

11. Przestrzen i podnrzestrzen lepkoscrezysta

Wyniki og6lne uzyskane w poprzednich rozdziatach beda atuzyty do wy-
znaczenia rodzin rozwigzan podobnych. Sposéb uzyskiwania tych rodzin by#
oglInie oméwiony w punktach 6,7 1 8. Tutaj przedstawimy przykdady zasto-
sowan zwigzane z wyznaczeniem przemieszczen w przestrzeni wzglednie pot-
przestrzeni sprezystej i lepkosprezystej. W pierwszej kolejnosci podamy
szczeg6lne postacie macierzy, generujacych rozwigzania podobne, ktére u-
zyskamy z pewnej dystrybucji zmiennych x i t. Nastepnie wykorzystamy roz-
wigzanie Kelvina i analogie jt2 do konstrukcji rozwigzan podobnych w
przestrzennym zadaniu teorii termo-starzenia. Ostatnis przykdtady dotycza
p6tprzestrzeni lepkosprezystej, a szczegélnie wykorzystania rozwigzania
Boussinesgua do konstrukcji innych rozwigzan zamknietych w tym przypadku.

11.1. Macierze B algebr rozwigzan podobnych

Rozpatrywane dalej macierze -sg drugim wyrazem rozwiniecia wielomiano-

wego algebry A0 ...., czyli maja postac
1.1 A= B: $eD P&,
$(i,t=0) =i (x,t=0) =0,

Macierz B w izotermicznej teorii starzenia sie 1 w teorii termo-starze-
nia jest okreslona nastepujaco:

Fni,ii + (®*+@)ai,n» Ov+p)nfl2 , (K+"i)n$13
(11.2) B = @+jx)n $21 » ANEATE o+ 22 ” ® 23
(K+p)n$31. , @+Y$32 ADsf, i+ () $33



Réwnania termo-lepkosprezystosci i1 lepkosprezystosci dopuszczaja prze-
ksztatcenia generowane przez macierze

fi*f J1+ (X+p)*$ ot+ju)*i 12, C+fF)*R)13
(11,3) B¥ = (X+Hfj.)*#21, A* 0N+ (VER)HER22-gS”, (X+ix)*$23>
(K+7~)*@31, C.HIy® 32, y, * 7 L+ )X+, V$33-g®

W teorii naprezen cieplnych i teorii sprezystosci nalezy mnozenie sploto-
we w (11.3) zastgpic¢ zwykdym mnozeniem, a funkcje materiatowe y. x , staty-
mi Lame’go.

Macierze i B\., generuja rodzine rozwigzan podobnych w nieograni-
czonej przestrzeni sprezystej, lepkosprezystej i starzejacej sie zgodnie
z nastepujacymi relacjami!

(11.4) u? = (®Q <5 +®1 o +3>g o B?k o Bj-jJo Uj os**

dla wektoréw sit+ masowych = GO <Stj +@1 o B + o Blk o Bkj)o Xjo®
w teorii izotermicznej oraz dla wektora X? = (igN-j +3>i° B +
+®2 o BEk o Bk™)o(XJ ~)o$ w teoriach naprezen cieplnych.

Zwréémy tutaj uwage réwniez na fakt, ze pola przemieszczeh wyznaczaja
tréojwymiarowg przestrzen Hilberta 3V.... (por. (3.6)), w ktérej dowolny
wektor moze by¢ przedstawiony nastepujaco!

(11.5) “§ =% eio +rfL 0O eil +0C2 0 ei2

gdzie sio, e.”, eig sa liniowo niezaleznymi wektorami bazy. Jezeli przyj-
miemy za wektory bazy uktad rozwigzan;

(11.6) eiQ » uzx, 611 s 3i5 0 u3, ®12 s Bik 0 Bkj 0 uj
to mozemy stwierdzié¢, ze algebra AO oraz dowolne rozwigzanie zadania po-

czatkowo-brzegowego pozwalaja wyznaczy¢ wszystkie pozostate wektory -prze-
mieszczenia z przestrzeni rozwigzan (por. punkt 3).
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11.2. Rozwigzania podobne zadan brzegowych polprzestrzeni

Skonstruujemy obecnie rodzine rozwigzah podobnych dla pdiprzestrzeni
termo-lepkosprezystej. Wykonamy w tym celu na réwnaniach zagadnienia po~

tréjna transformacje Fouriera .
00+ @ -Kct. N +ci2* 2 +<o@x3*

]. jjj uil (XIx2X2t)e ax”,
11.7)

+i(SIX1 +agX2 +7X2)
it e dor dhg drtj,
-00 O

oraz transformacje Laplace’a na zmiennej czasowej.

W wyniku tych przeksztatcen z roéwnan termo-lepkosprezystosci

(11.8) ul 1+ O#p)* ujrji + xi ~ tf* ®t: = 0

otrzymujemy rownanie macierzowe

A A A A _A_A A _A.
(11.9) co=%* (X=Y+i+T+Y+*"F),
1 2 3 4 5

T_ A
w ktdérym macierze C,ti1u okreslone sg nastepujaco:

—EONQ- DM t— (K¥\JoCoOg - ~ X+

(11 -10) A
Cc = - (X+ji)cig S-AcyxN-(X+uXig, -(X+i.)cCgCC3 ,0 =
-0On"z)ctjoC| , -CK+"iJcinitg, -uc"ctj-iK+ujcC?
Xi ("0 p) ¢lul (€IoCgo+,p) p1(@ClotgO+,p)
T A A
i = z22( * prs Y »-icC.  ¢XUg QUEfgO+,p) . % = Pg(cC"eCP ,p)
X3 (cCeCCCh p) (X+2u) u3 (ct™"g0+,p) Pjfa~g 0+,p)
(11.11) )
icCj u~cC.jCFgo™p) iCL, 0 (CYy3 p)
T t K .
i = icfg u3OtcCgl+ ,pl r icCg0 (cergCCj p)
4 5

¢ Kk (0CIG20 + *P) icC3 O (0"cCgO™ p)- ©trcig,0+,p)

¢kk=ul,1+u2,2
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W zaleznosciach (11.11) wykorzystano zwigzki fizyczne do okreslenia skia-
dowych wektora Y.

Pomnézmy réwnanie (11.9) przez (ictj)“2 oraz transformacje pewnej dy-
strybueji 1 (cC”c™,p), ((@cCj)”2™ C U »i (cCPH“2 i1 )

Otrzymujemy zaleznos$é

(11.12) B o9 oY
gdzie
+ (D>t ®Q@)* g1 > (K+Fi)*1
Bo® a+fiyw M2 y-*80 +a+n)r j>22, ck+ij)*$"2
(K+j. n , KX)*$ 2 »~A*8§0 +(k+p-)*$
(11.13)  Ff = | / f(x1 x2 x3)dx3 dx3> f = O~ g *3)dx”,
0O o
® = $,11 + $.2? +@ ikk ” U1,1 + u2,2
(11.14)
XU, 0 PT U CX20H.D  p (x1x2*0+»t U3, 1IxIx20+-t} O+-(X’t)
Jjf- 1ju.t)y - Ji*ugur0rt) - P2(x,x20+,B) XjM u3(2&1x2°+,t) %x,t)
x3 (X, t; (K+2ip u3 (XIx2cf ,t) P3 (xrx2 ,0+,1t) SKK(xiX20+-t) P30 \

Macierz D =B°® jest odpowiednikiem macierzy B~ (relacje 11.3) dla za-
dan brzegowych pétprzestrzeni lepkosprezystej. Natomiast rodzine rozwig-
zah podobnych generuja przeksztakcenia:

(11.15) =($0 &j + o DY + $20Dik O Dkj ~ O uj (om«*)
(1.16) = ($Q <5 + $1lo d+xj +$2°Cik o DkJ)o® o Yj
w ktérych wektor okreslaja zaleznosci:
?(-:(*-t) f-l* u/ xIx20+t) vV XIX20+t) W, 1(11 V #1 ® ]-(th)
/oo di(x oty . (i * wrEIx20+) - PZ()GXEO‘Lt)A(X:Bl—i,’iB(Z()d.*ZOlt)S()G)—i"@ 2(x ©)
vox) f BC1*/b) FKKFXix20+t> 3D
(11 .17)
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Podobnie jak w zadaniu poprzednim tréjka wektoréow (U™ ,Dj j°ug* Dik® Dkj° uj)
wyznacza baz® w przestrzeni rozwiazan.

Zauwazmy takze, ze znajomo$¢ rozwigzania odpowiadajacego jednemu z wek-
torow K 1 = 1,2,...,5 z (11.17) pozwala na skonstruowanie innych roz-

wigzan zadan brzegowych. Wkasnos¢ te wykorzystamy w nastepny» ustepie pra-
cy.

11.3. Analogie miedzy rozwigzaniami zadahn brzegowych pédprzeetrzeni

Miedzy poszczegélnymi wektorami skdadowymi uogélnionej sity masowej Y-

moga zachodziéréwnosci, np. Y 8o y , ktéreoznaczaja, ze przemia-
(1) =12 (2)
szczenig a  odpowiadajace wektorowi y sa identyczne jak przemieszcze-
(1) (1
nia $ ° pzypisanewektorowi 80 X) Przytoczonawtasnosé¢ pozwala
12 (2 > (2)

na konstruowanie analogii podobnych do analogii zachodzacej miedzy tempe-
raturg a sitami masowymi .

Z odpowiednich przeksztalcen wynika, ze zachodzag m.in. nastepujace za-
leznoSci miedzy sitg masowg X a

(€))
- polem temperatur X X=%oX .
® @ ®
- przemieszczeniami brzegu X X =00 Yy,
) 12
- obcigzeniami brzegu Y Y=o X ,
(©) @ 133

> Soa (G S)H)™

- dziataniemcentrumsciskania Y Y = 50 Y
4 @@ 144

Podobne odpowiedniosci wystepuja miedzy rozwigzaniami Innych zadan brze-
gowych, przy czym dystrybucje $12, 31 nalezy tak dobra¢, aby za-
chodzity réwnosci miedzy analizowanymi wektorami.

W przypadku ogélnym omawiane analogie mozna przedstawi¢ najprosciej w
zapisie macierzowym, przypisujac kazdemu wektorowi Y z (11.11) i przy-
porzadkowanemu rozwigzaniu “~a jedng wspotrzednag pewijlh izomorficznych

przestrzeni wektorowych. Stuszne sg nastepujace przeksztakcenia:

}’1) "B 8pp i3y x5 ) (\{ "6 %9 %13 %14 *15 (?)

Y

1
¥ D 8 cu b owus B
(§)’s *3] *3) S *3/] *350 (g n (g) = %31 *32 6 <734 *35 o a
Y
§ h @

Y

5

¥ S §p3 *24 *25 ( 2

~
—

0)

A IR I N S I R R SR

~—
~—

Y' 451 ssp %53 %54 S
(11.18)

’ *E1 *59 *EQ * 6 a
(5) (g) 51 *52 *53 *54 | o
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Doktadniej omawia¢ bedziemy przeksztaktcenia generowane tylko przez
trzecig kolumne macierzy (11.18), poniewaz pozwalaja one na konstrukcje
rozwigzan zadan brzegowych na podstawie rozwigzania zagadnienia Boussines-
ga-

Przemieszczenie poédprzestrzeni wywotane dziataniem obcigzenia normalne-
go wystepujacego na zamknietym obszarze T swobodnego brzegu sa okreslo-
ne roéwnosciami:

@y eqrJ VA

r 3
u3 = JCul ~~T ~ a+2ly*(K+n) -1 * P3(yly2t)dr,
r
gdzie
{a*1-1 =6, (K+y) * HnN)“1 =5, r2 = (X1-yl)2+(QR_y2)2+x2, ar = dy-"dy..

Dalej wykorzystamy réwniez rozwigzanie szczegélne wywotane dziataniem
sity 16(x-]) 5(xg) 5(N) <5(H), ktére oznaczymy symbolem TN

Znajomos¢ rozwigzania (11.19) oraz funkcji z trzeciej kolumny macierzy
(11.18) pozwala wyznaczy¢ rozwigzania kilku zadan brzegowych.

Doktadniej, rozwiazanie (11.19) odpowiada wektorowi 1 =0, O,
T (©) L
p~r(x1 x2 0 t)J 1 zostanie dalej uzyte do wyliczenia przemieszczen w pozo-

statych czterech zadaniach brzegowych.

11.4. Dziatanie sity masowej w podprzestrzeni

Jezeli wektor sity masowej V ma postac = Jo, 0, X3(xIx2t)P(Xj)IT

a obcigzeniu brzegu* site normalng p3 X.PR20+t) = X3X-2t) na | odpowiada
rozwigzanie TI®, to stan przemieszczen w wazkiej pédprzestrzeni okresla
wektor (por. (11.19))
*3
(11.20) ui (1) = j| a1 (x1,x2,x3- y3) "(y3)dy3.
o]
Podobnie, jezeli istnieje transformata Fouriera funkcji X3 (xIxgt)<pOl)

to przemieszczenia w wazkiej pédprzestrzeni okreslone sg relacja

S\ A/
u3(x,t) :kmjl\i }g%‘i @1-yl).(x2-y2 ,x3-yl ,t-thH)X3 (yly2 ,nN«P(y3)dyldy2dy3dt".
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11.5. Przemieszczenia normalne brzegu pédprzestrzeni

W tym przypadku poréwnujemy wektory [ |

@ &
[o, 0, - K+2jD* 0+t)]7= [0 , 0 , - p3 (XI1x20+D)j
Stuszne jest nastepujace stwierdzenie:
Jezeli zachodzi réwnosé u3 X-.|X20+t) = p3 (x1x20+,t) na catym

obszarze F , a wektorowi p3 odpowiada stan przemieszczehnh TI® to prze-

mieszczeniu brzegu u3 (x1XgO+t) przyporzadkowane jest rozwigzanie

(11.21) ul (XIx2x3t) = T (XIx2x3t),3 + Ui (xIx20+t).

11.6. Dziakanie centrum Sciskania

Rozpatrzymy z kplei stan naprezen i przemieszczen w pédprzestrzeni wy-
wotany dziataniem centrum Sciskania N1+ U2»2 Nir® okreslono na
obszarze zamknietym F. Zagadnienie to ujmuje kolejne stwierdzenie:

Jezeli zachodzi réwnos¢ wektoréw [© , O ~N=jo ,0 ,p3JT to
stan przemieszczen u3 wywodany wystepowaniem centrum Sciskania na obsza-
rze F brzegu pédprzestrzeni wyznaczymy z réwnan:

(11.22) Ui T (X-,-Y,, X,,=y0> X, ,t-r)
lub Z"

lub

(11.22%) ui = *1

Uzyskany wynik posiada podstawowe znaczenie przy wyznaczeniu zaburzen
wywodanych przez ruchy gérotworu (rozpedzanie i spekzanie terenu) pod sto-
pami fundamentéw konstrukcji na terenach szkdéd gorniczych. Odpowiednie za
danie mechaniki sformutujemy nastepujaco:

Gorotwor traktujemy jako podprzestrzen lepkosprezysta w ktorej okreslo
ne jest pole przemieszczen u®, wywolane eksploatacja goérnicza. Na zam-
knietym obszarze F potprzestrzeni (pod stopami fundamentéw) wystepowac be
da ograniczenia kinematyczne a= (W 1 + u2 2) zaklbécajace swobodne od-
ksztatcanie sie tej czesci poédprzestrzeni. W wyniku #acznego dziatania
pierwotnego pola przemieszczen i ograniczen kinematycznych w pétprzestrze
ni ustali sie poszukiwany, wypadkowy stan przemieszczen.



Rys. 3. Kontakt konstrukcji z deformujacym si§8 goérotworem

Wypadkowe pole przemieszczen okreslimy na podstawie relacji (11.22),

przyjmujac, ze = (u1 1 +Ug g). Uzyskujemy w tym przypadku roéwno-
Sci
(11.23) W= Ui+ G-y, Xg-yz . *3» -

M) £a(yiy2,ro)- ugNiyng ©) Jdt dfdyl dyg

ktére moga by¢ wykorzystane do prognozowania stanu zabezpieczen konstruk-
cji przed skutkami ruchéw gérotworu. Mozna stwierdzié na podstawie roéwnan
(11.22) i (11.23), ze w przypadku szczegdélnego obcigzenia K *p3 (x1Xg0"r t)
brzegu poédprzestrzeni stany przemieszczen wywotane sitg p~r*ig0o~t) i
centrum Sciskania ) = ul”™ forgO+t) - Ug g(x1XgO+1l) sg identycz-
ne.

11.7. Dziatanie pola temperatur

Uzyskany w tym przypadku wynik jest mniej ciekawy poznawczo gdyz row-
nosé wektorow ,0 , Pjnig 0+0) <P(x3)I T = Jo, 0,ti*0 (x1x2)<?(3),3j T

ogranicza zagadnienie do analizy p6l temperatur postaci @(x,t) = O(x3,t)
O™ « ©2 = U)» Nadmieniamy, ze pedng analize wptywu pola temperatur (©)
na stan przemieszczen w pédprzestrzeni mozna uzyska¢ wykorzystujac dodat-
kowo rozwigzanie Cerrutiego.

W ustepach 11.4-11.7 przedstawilismy jedynie konstrukcje zadan brze-
gowych na podstawie rozwigzania Boussinesgua, nie wyczerpujac nawet w tym
przypadku wszystkich mozliwosci. Podobnie mozemy postapi¢ z rozwigzaniem
Cerrutiego oraz innymi rozwiazaniami zamknietymi zadan brzegowych pétprze-
strzeni lub warstwy sprezystej. 0Ogolnie, sposéb postepowania tutaj przed-
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stawiony jest stuszny dla kazdego zamknietego rozwigzani a liniowego pro-
blemu mechaniki ciata odksztatcalnego i1 moze by¢ rozszerzony nawet na nie-
liniowe fizycznie zadania brzegowe.

11.8. Zastosowanie analogii miedzy rozwigzaniami sprezystymi a starzejacy-
mi sie

Podang w niniejszej pracy (punkt 4) analogie miedzy rozwigzaniami spre-
zystymi a rozwigzaniami w teorii starzenia sie wykorzystamy do wyznacze-
nia stanu przemieszczen w nieograniczonym osrodku starzejacym sie. Zalo-
zymy, ze w poczatku ukdadu wspétrzednych umieszczono stakg w czasie site
skupiong skierowang wzdduz osi

p(x,t) = pn H(D) S(x1) 5(x@) 5&3)

Rozwigzanie sprezyste w tym przypadku ma posta¢ por. np. []6,47,55,6il.

(11.24) Ut(x,t) = [+ 6~ - r2 (fj>J
gdzie ¢x jest stalg Lame’go, p- wartgécia ;iiy skupion%j, dziatajacej w
kierunku x1, natomiast V' = (r =x* +x2 +x”) jest kwadratem

odlegtosci punktu, w ktérym wyznaczamy przemieszczenia od sity pl (po-
czatku uk¥adu wspétrzednych).

Bedziemy teraz rozpatrywali analogiczne zadanie w teorii starzenia, Ww
ktérej roéwnania stanu majg postac

(11.25) 61 (X, ) =] 2y.it,t) t)it + 6xj Jut,r)e(x,r)df

gdzie
2fi. (£, 1) = ~N(t.1), % (t,t) * jLv2(e,v) -~(e.F)].

Natomiast funkcje materiatowe V A t,t) 1 tFfE(L,C) wystepujace w zwigzkach
miedzy dewiatorami

(11.26) s13(x,t) =] "~(t.0~J dt,
i sktadowymi symetrycznymi tensoréw naprezenia i odksztakcenia

11.27) s(x,t) = | -At.t) || dt, -

nalezy wyznaczy¢ doswiadczalnie. W niniejszym przyktadzie przyjmiemy, ze
funkcje te maja postac
(11.28) VAt,l) =E. erfc - m). V,(t,t) = F erfc —)-
2y tNF 2Yuf
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Wystepujace w zwigzkach (11.28) state E1, Eg i B aalezy uzyska¢ z do-
Swiadczen. Podstawiajac funkcje (11..28) do (11.< 5) otrzymujemy (11.29).

t <

E erfc (—-i+-) dt +6 .. fi"erfci—’\— HEg-E~NdTr

1 2 * i gl

(11.29) O

5d |I|

Dokonujac na réwnaniu (11.29) transformacji Laplace’a, z wykorzystaniem
tw. Efrosa, uzyskujemy po szeregu przeksztatceniach zaleznosci

E, E
] ELl i/ -
(11.30 6i30x.p)= (p+ Y= ERACGPI SYPO 6o\ (p+bVp) @S - 7

- e(x,p +Byp).

Zauwazmy, ze rownos¢ (11.30) mozemy zapisa¢ w postaci

(11-31) J&p)= 21 (MEN,.a) } + 61 X(p)e(x,q(p))
gdzie
(11.32) 2H @) = (p +BypO X(P) = (p+BV?) m2]pl, q(p) = pt'BV™.

Funkcje (11.32) beda pomocne przy rozwigzywaniu odpowiednich zadan w teo-
rii starzenia.
Wykonujemy teraz transformacje Laplace’a na rozwigzaniu sprezystym

Pi
(11.33) 3i(xP) = 54iipg 1 3

, - r2 (fp
3 r3 ,i

i realizujemy podstawienie zgodnie z analogia Jjfo.
Otrzymujemy réwnosé

(11.34) Uiiz.p +By?) ——- »L ‘;*ij -r2 (N
200 [ Cp+bVp) 3o
Mnozac obustronnie (11.33) przez - i retransformujac uzyskujemy roéwnanie
catkowe P
\ nr R \ -tB2 -
(11.35) j erfc (— mm @) u(X, F)dt = jgiicE J e erfc

Sa
-
(=

-

w

-
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Wykresy z numerycznego rozwigzania tego réwnania (parametrycznie zalezne-
go od statych E1 i B) przedstawia rysunek 4.

80,4

B*0,2

8-0

E[H -

t [doby]
5 (-[M3/cmS] i 8-[cfaby] 7

Rys. 4. Przemieszczenia w nieograniczonym osrodku podlegajacym procesom
starzenia sie

Na rysunku tym przedstawiono przemieszczenia osrodka jako funkcje cza-
su. W przypadku sprezystym (B = 0) uzyskujemy state w czasie przemieszcze-
nia, natomiast dla (B > 0) przemieszczenie bedzie zmienne; rosngce I da-
zace do pewnej ustalonej wartosci.
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ROZDZIAL v

TERMODYPUZJA LEPKOSPR13ZYSTA

12. Roéwnania termod.yfuz.li lepkosprezyste.l

Przeptywy maay w ciele statym i wynikajace z nich stany naprezehn sta-
nowig zjawiska mniej znane w mechanice ciata odksztatcalnego, a aktualnie
intensywnie rozwijane.

W zakresie sprezystym znane sa opracowania tej tematyki m.in. z prac
S. Podstrigacza i W. Pawliny, a pedny i usystematyzowany wyk#ad problema-
tyki zawieraja takze prace W. Nowackiego. Natomiast w zakresie lepkospre-
zystym bydy uczynione pierwsze proéby postawienia zagadnien ogélnych (pra-
ce S. Podstrigacza i Pawliny). W niniejszym rozdziale przedstawimy propo-
zycje ujecia tej problematyki, przyjmujac za punkt wyjscia réwnania bi-
lansu masy, energii 1 entropii z liniowej termodynamiki procesoéw nieodwrar
calnych (por. [,3,5,6,7,10,11 ,21,15,18] . W wyniku otrzymujemy rownania
tworzace okreslajgce tensor stanu naprezenia, entropie,koncentracje oraz
strumien masy w dwuskkadnikowej mieszaninie ciat stabych. Sposéb postepo-
wania jest tutaj podobny do reprezentowanego przez R.M. Christensena i P.
Naghdie’go w pracy PB]- Pragniemy na tej drodze otrzyma¢ sprzezone roéwna-
nie termodyfuzji lepkosprezystej oraz przeanalizowa¢ ich wkasnosci z punk-
tu widzenia og6lnej liniowej mechaniki ciat odksztatcalnych.

Nalezy takze podkresli¢, ze analizowana w tym rozdziale problematyka
stanowi okreslone przyblizenie w og6lnej teorii mieszanin zapoczatkowanej
przez C. Truesdella [17] a rozwinietej w pracach A_E.Greena, P.M. Nagdhdie-
go, T.R. Steela i in. (por. [ ,8,16] ).

Punktem wyjSciowym rozwazan beda réwnania wynikajace z bilansu przepty-
wu masy i ciepta oraz produkcji entropii. W ukdtadzie wspétrzednych pro-
stokatnych maja one posta¢ nastepujaca:

2.1 fp Jc dv = | r2 dvV - jUji nt dS,
\% \Y; S
(12.2) 1~ je(TJ + iruiiii)dVv = J (grj+ MC + ICjUrdy + J (Piui-qini)ds,
v S
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\% \ u

Odpowiednie zwiazki lokalne przedstawiaja zaleznosci

(12.1»)

(12.2")
(12.3%)

W réwnaniach (12.1) - (12.3”) U jest energia wewnetrzng jednostki
masy mieszaniny, C - koncentracja masy domieszkowej (ilo$s¢ masy dyfunduja-
cego sktadnika mieszaniny w jednostce objetosci) ,eS - entropig, M - po-
tencjatem chemicznym mieszaniny, T - temperaturg, ¢- gestoscig, qif oI
i j*, r2 sa odpowiednio strumieniami i zrédtami ciepta i masy.

W bilansie masy uwzgledniono jedynie wpdyw Zrédda masy i strumienia na
koncentracje, pomijajac przepdtyw masy wynikajacy z réznicy standéw przemie-
szczen w obu skkadnikach mieszaniny. Uwzglednienie tego czynnika wpdynetoby
na dalsze rozbudowanie teorii.

Eliminujac z réwnan (12,2*) i (12.3%) zZrédto ciepta uzyskujemy nastepu-
jJaca nierownosc

lub po podstawieniu energii swobodnej gA=gU-gTS

o
Nieréwnos¢ (12.5) musi by¢ spedniona dla kazdego procesu deformacji,zmia-
ny temperatury © =T - Te i koncentracji (C = - CQ).

Energie swobodng bedziemy traktowali jako zalezny od historii tensora
deformacji, temperatury i koncentracji funkcjonat, ktéry zgodnie z twier-
dzeniem Stone*a - Weierstrassa mozna réwnomiernie aproksymowa¢ wielomia-
nem ze zbioru rzeczywistych i ciagtych funkcjonatdw.

Nastepnie wykorzystujac twierdzenie Rieaza uzyskujemy funkcjonat eA -
energie swobodng w liniowym ciele lepkosprezystym w ktérym wystepuje prze-
ptyw ciepta i masy

+\ T K1 (t=*r, t-i ") EDE (E)dtdr - | 1Mjit-t.t-CA¢ijet)o (iodriit
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Tt T
-§ Ji m@t,t-t) 0 () @ te)dtdt + & j dtdc -

@26)

I *
- ?j ML EI7)E() O (bafar +jJJ ~(t-r. W) OC(t™)drrdt + 0(¢3)

~+

Zatozymy przy tym, ze dla t-*--o00, «0, V- TQ, cA cO ~TO i
CO temperatura i koncentracja stanu naturalnego), a ¢ i;jt &™Q i C/CD sa
wielkosciami rzedu 0(6).

Funkcje relaksacji |p, O, ph i - jadra zwigzkéw cat-
kowych sa ciagta dla > 0, t">.0 i rowne zeru dla t< 0 i Tg< O.

Po wykonaniu rdézniczkowania energii swobodnej (12.6), podstawieniu do
(12.5) i1 uporzadkowaniu, otrzymamy nastepujace réwnania tworzace:

CGs= M) + i1 .~(t-r.o) Cij(Ndr + + m(t-r,0) O(r)df +
-00 {00
2,7 t
+ F i(t-r,0)¢(n)df ,

-00

* %
eij = uij@ + \ Eijki(t~t=°~ki (r)dr+ 1 Hj(o,t-r)o(t)dt+
Zco -00
(12.8) t
+ 17"(o.t-0CUMTF ,
-00

X X X
@2.9) m = jfo)+ E n(o,t-r¢(ndr - I-(i(o,t—t)o (Ndr + |E$.»jt-t,o)e" ©ad?

)

oraz nieréwnos¢ z pozostatych skkadnikéw wyrazenia (12.5)

t t £ a
-1mn (- i;j(nNat” + C Je- [Mt-t)O(r)df - P-i(t-r)c(r)dr+
-00 -00 -00

(12.10) #- *OfL(r()?**i+3i A
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gdzie
jus

[N jU <*-* *-A«ij<*>«kl<A df'dr +

tt
(12.11) + ,C«

'E t tt
% 2 13 «cert-£)0 (M@ (rrdrdr - jj

U *

- tt

_3 IF B n(t-r.t£7)em6rHdendr + | |70 (t-F;W)E(E)0 (Ddtdt.
—Q0

Ponadto funkcje \jklI”> m ~ n powinne speinia¢ warunki symetrii
(12.12) Ei;jki(t-rtt-r*) = EKlI "(W.t-t), m(t-£,t-t0 = m(t-t",t-r),

n(t-t,t-t") = n(t-t" ,t-£).
Jak juz wspomniano, nieréwnos¢ (12.5), a wiec i (12.10) musi by¢é praw-
dziwa dla kazdego procesu deformacji, zmiany temperatury i koncentracji,
stad

(12.13) DAtE-i0 = 0, ;J]-(Mt-0= 0, ~ tF(t-t)

Dla jednorodnego pola temperatur ( © . = 0)i potencjatu chemicznego
(’rwn) 4 =0, musi zachodzuc
(12.14) A >0

Jest to podstawowe ograniczenie natozone na energie dysypacji w pro-
cesie. Wobec ograniczenia (12.14) nieréwnos¢ (12.10) bedzie spedniona je-
zeli

0,1
(12.15) -qi (~ /TO) > 0. Iub -jA (ij’g—) i.Tq>0

Przyjmujac z kolei, ze strumien ciepta g~ jest liniowym funkcjonatem
historii gradientu temperatury
©
(12.16) qi = - Mkip)(t-r) ® j(fdt
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otrzymujemy po dalszych przeksztatceniach (z uwzglednieniem (12.15)) osta-
teczng poptad réwnania tworzacego (12.16)

- i--Ki3e 3. b § = KJji
12.17 i Ki3e 3 % j Kji*

gdzie symetryczny tensor K. bedziemy uwazali za niezalezny od zmian
temperatury i koncentracji.
Podobnie przedstawimy strumien masy J~ jako liniowy funkcjonat zalezny
od,historii gradientu potencjatu chemicznego Mg-}
(12.18) Jji = - | Krit-tjMriodrf>
-00

Powrécimy teraz do zasady zachowania energii i masy z ktérych uzyskamy
sprzezone z polem mechanicznym réwnania przewodnictwa cieplnego I trans-
portu masy.

Jezeli w bilansie (12.2*) uwzglednimy réwnosci (12.6) (12,7), (12.8),
a2 9), (12,13), (12.17) oraz odrzucimy czdony nieliniowe (A) to uzyska-
my nastepujace réwnanie przewodnictwa cieplnego

t t
@12.19)  Ar, - T0 [ 1 A .J(=2:,00¢j(D)dF + i m(t-1,0) © (t)dt +
*_00 —00
t
+ T Kt-r,0)é(r)df j+ (Ktj 0j) + » o.
00

Natomiast z réwnania przeptywu masy otrzymamy po uwzglednieniu (12.18)

réwnanie sprzezonej z polem mechanicznym termcdyfuzji
t
G - K?, £n(0,t-i)C _ (*)dE -
¢00 *J1

12.20) - KI3 | i(t-r,o0)«1;j(0odt +

+ Kij Jokiit-r.oiffu.ijwdi = r2
—@

W osrodku izotropowym réwnania (12.19) i (12.20) przyjma postac
_ to f f+>(t-t,0)¢kk(t)dr + j m(t-r,o0)0(r)dr 4
L -00 - 00

t
+ ] i(t-r,0) ¢(t) dr 4k @jii = o,

*77
J” Kij (t-6)ii,j(i)di M, i>0 =* 3i - Kij “.j5
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z z
¢ - k° #n(0,t-i)¢ ii(0dt+ k° | 1(t-t,0)0 (©) i dt +
¢00 -00

(12.20»)
t

+ ke (<i5(t-t,0)uk =r2
-00

W réwnaniach (12.19*) i (12.20») zatozono, ze
kij =k°5ij* Kij =k V ijC&-n-= N1y n 1)
oraz Jr=-k°M

Do roéwnanprzeptywuciepta i masy w izotropowym ciele lepkosprezystym
dotaczymy:

- réwnania ruchu

(12.21) 0~~ +\ ei;J =6~

- réwnania geometryczne

(12.22) 2 ¢i;) = uif3 + u3>i,

- réwnania fizyczne

(12.23) 01 = 2jx* dé+3 -9t*[déu - 30CT dO©- 3cec dcjor,
fl1* f2 = ¥ F1(t-£)df2().

Réwnania tworzgce (12.23) otrzymamy z réwnania (12.8) po dokonaniu na-
stepujacych podstawien

Ei;Ki (t-t,0) = fi(t-t) [ajl «ik + aiX cjk]+ K(t-t)5i;5kl
(12,24) -g"0.t-f) = ~(0.t-tI"j = - 3ctT K(t-t)0izj = - jt rt-t)~,

®I)0,t-r) = i(0,t-N«i;] = + 3, x(t-r)dlj = + “c(t-r)51.IF

gdzie: ot jest wspoéiczynnikiem rozszerzalnosci cieplnej przy statej kon-
centracji i naprezeniu a oD jest wspotczynnikiem rozszerzalnosci dyfu-
zyjnej wyznaczonym przy ustalonej temperaturze i statym naprezeniu.
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Réwnania ruchu, zwigzki fizyczne, geometryczne, rdéwnania przepitywu ma-
sy i ciepta pozwalajg ostatecznie poda¢ réwnania sprzezonej termodyfuzji.

(12.25)  FI*UILB§ + () did A L yg - sg*de gy - dei =eus
(1229 k TToap [MAE AT e ST del
12.27) E-kQ [-i*dO)U - Pt des | Lo

€ = uk,kn

Do uzyskanego ukdadu rownan liniowej termodyfuzji lepkosprezystej do-
+aczymy warunki brzegowe i poczatkowe.
Warunki poczatkowe okreslone sg zaleznosciami:

ui (X,0+) = u™i), ui (x,0+) = Uj/s),
(12.28)

<9(X,0+) = & (X, c(x,0+) = c(X)-
o o)

Natomiast warunki brzegowe podamy jedynie dla réwnan (12.26) i (12.27)

o(x )l = o(x t),
xes, 3

(12.29) 1
0, (xtk] = - 9. [(x ) - e(x DI,
| xe s4 L ~ J
M(x ©) = D(x t),
(12.30) xesg
Jix tin® = E(x B).
xeS6

Warunki brzegowa (12.29) i (12.30) nie wyczerpuja wszystkich mozliwych
sformutowann zadan brzegowych. W (12.29) cf jest wspétczynnikiem przejmowa-
nia ciepta, K - wspédczynnikiem przewodzenia ciepta w otoczeniu kontaktu,
a D, E i ©2 znanym potencjatem chemicznym otoczenia, strumieniem masy i
temperaturg.

Ukd#ad warunkéw brzegowych (12.29), (12-30) uzupeiniony warunkami brze-
gowymi dla réwnania (12.25) i1 poczatkowymi okreslaja zadania poczatkowo-
brzegowe sprzezonej termodyfuzji lepkosprezystej.

Sprébujemy teraz udzieli¢ odpowiedzi na pytanie:
kiedy réwnania (12.25) i (12.26, 12.27) mozna rozwigzywa¢ niezaleznie od
siebie.
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Okazuje sie, ze speknienie nastepujacych warunkéw:

(12.31) -TO ¢  * de =0 ut =0 lub uk’k= (dtFT) F(X),

natozonych na pole przemieszczen doprowadza do rozsprzezenia réwnan.W réow-
naniu (12.31) f(X) Jest dowolng funkcjg a (d @@ )“1l oznacza, ze

a 9T (dy )’1 = const. Zwréémy tu uwage na réznice w warunkach rozsprzeze-
nia pola przemieszczen z przeptywem ciepta i przeptywem masy.

Interesowa¢ nas bedzie réwniez odpowiednios¢ jaka wystepuje miedzy roz-
wigzaniami zadan brzegowych w termodyfuzji sprezystej i lepkosprezystej.
Problem ten prowadzi do analogii, ktdérg nalezy uwaza¢ za rozszerzenie re-
zultatu na sprzezone zadania termodyfuzji. Przed jej sformutowaniem
przytoczymy réwnania termodyfuzji sprezystej z pracy W. Nowackiego
przy identycznych oznaczeniach.

Réwnania sprezystej termodyfuzji (wg réwnan (1.5), (1.6) i (1.7) z pra-
cy [4D

(12.33)

(12.34)

o g ]
(12.35) C-DC, ~-I5D0 "~ -¢(D uH i) = - DE

Bedziemy rozpatrywali analogiczne zadania brzegowe okreslone warunkami
(12.29) i (12.30) oraz zerowymi warunkami poczatkowymi w osrodku sprezy-
stym i lepkosprezystym.

Wykonanie transformacji Laplace’a na rozpatrywanych ukdadach réwnan i
warunkach brzegowych oraz poréwnanie otrzymanych zaleznosci prowadzi do
nastepujacej analogii:

Jezeli w transformatach 1l-aplace’a réwnan (12.34 - 12.36) oraz ich roz-
wigzaniach (pola: u*, ® , C )

ur = ul(x p; ), ©= © (x p; Si ),

(12.36) C=C xp; £2),
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dokonamy podstawien:

ii « pE(p), K »pUp) . T .Ac— »Pifcptp). PO (P)
€% == ~15<p), -d—-pl(p). " D- —kQ 1(P)
D —» kOpn(p), ¢éD ———» k0p?c(p),
u™~ -u,(x pjco), ©- *O(x pjoo), o —— -c (X pjco),

P\(p), pPEI(), P?T(P),P?c(p), &8 m(p),-p I(p), -kopl(p),-kOpn(p),LopIc(p)

oraz powrocimy do oryginatéw, to otrzymane pola ui,O i ¢ sg rozwigza-
niami zadan sprzezonej termodyfuzji lepkosprezystej.

Z uzyskanego rezultatu wynikaja w szczeg6lnosci analogie dla zadan nie-
sprzezonych, ktérych nie bedziemy tutaj formudowali.

Dla zadan niesprzezonych stuszne jest rozszerzenie analogii Duhamela-
Neumanna, ktdra przedstawiajga dwa zadania lepkosprezyste:

Rys. 5. Analogia miedzy rozwigzaniami lepkosprezystymi a zadaniami brzegowymi
w niesprzezonej termodyfuzji lepkosprezystej

o identycznych stanach przemieszczenia uf(Xx t) = (x © a réznych ob-
cigzeniach i naprezeniach. Analogia ta wynika z analizy réwnania niesprze-
zonej termodyfuzji (réownanie (12.25))oraz odpowiednich warunkéw brzego-
wych.

Podobnie jak w poprzednich rozdziatach pracy mozna okreslic¢ réwniez
grupy oraz algebry rozwigzan podobnych dla okreslonych zadan brzegowych
sprzeznej termodyfuzji lepkosprezystej.

Problematyki tej nie bedziemy jednak rozwijali, ograniczajac sie jedynie
do podania podstawowej macierzy generujacej rozwigzania podobne w nieogra-
niczonej przestrzeni.
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Macierz operatoréw réwnan (12.25 - 12.27)

+(dX+d i 0+ dttc * 0+
(12.38) toat o dtT* kOjj - Thodm*} -Todto dI*
k_dmos. .- dt

° H

gdzie A oX =C, XT = [ut,9,, c] , CT =F X&, -grit r2] oraz ma-
cierz B postaci:

i 8fi dco*
(12.39) $ To at o d > KOtjj-TOModm* ; -Ta09j.0 dI*
“ko ®,ill dV* ko®,ii dI* i koo, ii dn* -

ktérg wyznaczono przy spednieniu warunkéw ui(0)=0, ©(0) = C(0) = 0, sta-
nowig podstawe do okreslenia algebry i rodziny rozwigzan podobnych.

W macierzach (12.38) i 112.39) wprowadzono oznaczenia:

9ij

Natomiast $ jest dystrybucja tylko zmiennych przestrzennych 0 =$(x"X2Xj).
Nalezy jednak podkresli¢, ze algebra rozwigzan podobnych zbudowana na ma-
cierzach (12.38) i (12.39) posiada jedynie znaczenie formalne, a rozwiaza-
nia nowych zadah brzegowych moga wynika¢ tylko z jej rozszerzenia np. na

zadania termodyfuzji lepkosprezystej w pédprzestrzeni lub warstwie.

13. Twierdzenia o wzajemnosci

Podamy obecnie twierdzenia o wzajemnosci dla sprzezonych i niesprzezo-
nych zadan termodyfuzji lekosprezystej. Otrzymane twierdzenia mozna trak-
towa¢ réwniez jako przejaw pewnej symetrii réwnan sprzezonej termodyfuzji

w tym semsie, ze sg one niezmiennikami okreslonych przeksztatcen zadan
(13.1)
zachodzgca dla kazdej samym o-

Srodku odksztatcalnym oj



Po uwzglednieniu w (13.1) roéwnan tworzacych (12.23) scatkowaniu po ca-
tej objetosci y ciata otrzymujemy zaleznoscé

J ®Ij* détij dv < J GT* de” + Ac* dC”>* duk,k dV =
(13.2) y
/6ij * déij dv ~J (T d@rf+tic* dc” )*du™ Kk dv

a po dalszych przeksztatceniach réwnosé

| XM dur v - J pA* diidS - J (@Fp-dof  dC)* dik nEdS +

(13.3) j (iT*d&tk + O*dc"k)* duk dV = FXA* dur dV - j p{* du® dS -
v v S

- (~d@ + ®*dC )* duk n® dS + J (tferdok +  *dc"k)* dik o,

ktéra przedstawia twierdzenie o wzajemnosci dla niesprzezonyeh zadan ter-
modyfuzji lepkosprezystej, tj.“zadan spedniajacych warunki (12.31) i
(12.32).

Szczegblnym przypadkiem tozsamosci (13.1) sg zaleznosci

(13.4) > derder = doxAtx, dc*de =  do™r &,

(e " uk,k)*

ktére postuzg do sformutowania twierdzenia o wzajemnosci w zadaniach sprze-
zonych.

W zadaniach sprzezonych musimy dokona¢ jednak pewnych wstepnych prze-
ksztakcen réwnania przewodnictwa cieplnego (12.26) (mnozenie splotowe
(12.26) przez H),a w miejscu réownania (12.27) bedziemy analizowali roéw-
nanie transportu masy (12.1) oraz réwnania tworzace (12.9 i 12.18) okre-
Slajace strumien masy Jl 1 potencjat chemiczny mieszaniny M.

Dla zerowych warunkéw poczatkowych otrzymujemy z (12.26) réwnanie

(13.5) ji - m*de-- dC + #c* dik>k - y&= H1, - 0
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rozpatrywa¢ bedziemy dwa ukdady pél ju , c i ju’, a"
emnozeniu réwnania (13-5) przez * do©" i dalszycki przeksztakce--
ikamy zaleznosci:

HO"_Jj*kI>""dV + jl*dc™* d@"dV - E- t H*r**dodV

| dowdu~jk dv = - |
: VAR) v Y

v
(13-6)
NT*do*drk Edv = - J f~ H*@"j j* dO"dV + Cl*dc* d@*dV -  CH*r*d@dV
v . vV 0 v 0w

ktére podstawione do tozsamosci (13.2) stanowig cze$¢ twierdzenia o wza-
jemnosci wynikajaca z réwnania przewodnictwa cieplnego

jo- | (*Oj*d  H* @\* dO)njdS + A(L* dC* do"- I*dc"*d®*)dV
0s : v
- K AH*r P*d® - H*ra * dO )dv - F (F* do*duk k - de*du®k k)dv = 0
Y v

Trzeciag czes$¢ skladéw.? twierdzenia o wzajemnosci uzyskamy w wyniku
nieco odmiennego postepowania. Punktem wyjSciowym nie beda réwnania dyfu-
zji (12.17), lecz réwnania tworzgce okreslajace potencjat chemiczny M
strumien masy j.f oraz rownania bilansu masy.

Biorgc pod uwage dwa rézne potencjaty chemiczne w ciele izotropowym

M”=n*dc”-1*do” + dun k
0 3.7)
M =n>*dc” - 1* do” + t* duk k

otrzymamy po przemnozeniu pierwszego z nich przez * dc¢” a drugiego przez
*dc” i poréwnaniu tozsamosé

MW<* dc” + 1*d®*dc - @* duk k* dc” =
(13.8)
M * dc” +1* do” dc” - ic* du® k* dc” .

Nastepnie z réwnan bilansu masy (12,1*) uzyskamy zaleznosci

M * dc =M*r2 -M*j~i,
(13.9)
m’* dc” =M *r2 - M*mj+ =+,
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ktére podstawimy do (13.8). W wyniku uporzadkowania i scatkowania po r
otrzymujemy z (13-3), po uwzglednieniu (13-9), tozsamosc¢

JoMErt - M&J DAV - AMFiAT - TiVj© +
v v
(13,10)
+ | (* doxdc™” - 1* do*dc-)dV - |@fc* duk K*dc”- i0* duk k* dc?)dv = 0.
v

Analizujac drugi sktadnik (13.10) zauwazamy, ze zachodzi (13.11)

F*jr,i - =i k*jr- dv - h - M>j 1)dv
\% V L \%
(13.11)

Druga catka réwnosci (13.11) jest rowna zeru, poniewaz J» = - kQ M
Kohcowg postac¢ trzeciej czesci twierdzenia o wzajemnosci przedstawia zwig-
zek

J (MEjF” - M*j~ ™ dS + N (1* dO*dc”- 1*dO*dc’)dV -
S \Y
(13.12)
- JdINr” - M*r’)dv - J @ic* d¢’ * duk k - jc* dc”* duk,kNdv = °*
\% \%

ktéry po podstawieniu do (13-2) wraz z (13.6) daje poszukiwane twierdze-
nie o wzajemnosci w zadaniach sprzezonej termodyfuzji:

FO* dur —x”* dur)dv- I (U?P* dur-ut * dun)dv - J (P * dun-p)TF dun)dS +

\Y - S
+ 2J(1* dc”* dO’™~ 1* dc™*d© )dV + AN(H*ON *dO’-. H*@J*d O j>  dS
Y 0 S
(13.13)
- i Ff (H*r’* do™~ H*r>* d@’>)dv-J(M>*r” - M AV - i<W -M7* jA O dS =0
°J Y, s

W twierdzeniu (13.13) biora udziat dwa uktady pol:
j*i* Pi, ¢’ Lex b, ni, M7, i~ rl, K27
X", p’, W ,07, ¢’ ,e"(x 1), @ nt n” ,§7 .r” .|,

wystepujace w réwnaniach sprzezonej termodyfuzji, wsréd ktérych ®@(x,t),
© - M, jI moga by¢ uzyte do formutowania warunkéw brzegowych nieme-
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chanicznej czesci zadania, przy czym strumien masy i potencjat che-
miczny M nalezy przyja¢ w zgodzie z réwnaniami tworzacymi.

TJalezy podkresli¢, ze w réwnaniu (13.13) uwzgledniono wszystkie ogra-
niczenia termodynamiczne nakdadane na procesy wymiany masy i1 ciepta w cie-
le lepkosprezystym. Istotnie, roéwnania tworzace <12.7) - (12.9), ((12.13),
(12.16) - (12.18) speiniaja te ograniczenia, a tym samym uzyskane twier-
dzenie, jako ich konsekwencja, takze nie stoi w sprzecznosci z postulata-
mi termodynamiki osrodka odksztatcalnego.

Jak juz zauwazylismy, twierdzenie o wzajemnosci jest takze przejawem
symetrii liniowych zadan mechaniki osrodka ciagtego - dodajmy przejawem
najistotniejszym, posiadajacym podstawowe znaczenie dla konstrukcji roz-
wigzan zadan brzegowych. Z algebra rozwiazan podobnych (takze wynik syme-
trii) Htaczy sie ono o tyle, Zze sposoby wykorzystania obydwu wkasnosci za-
dan brzegowych sa podobne. Ha fakt ten zwracamy tutaj- uwage rowniez dlate-
go, aby podkresli¢ koniecznos¢ dalszych badan ogélnych wlkasnosci roéwnan
liniowej mechaniki osrodka ciagtego.

Zaprezentowalismy w tym rozdziale bardzo skrétowo propozycje ujecia pro-
bleméw wymiany masy i ciepta w ciele lepkosprezystym. Wiele miejsca po-
Swiecono przy tym oméwieniu termodynamicznych podstaw zagadnienia, uzysku-
jac na tej drodze komplet réwnan tworzacych dla procesu sprzezonego. Au-
tor zajmowat sie tg tematyka po napisaniu poprzednich rozdziatow, ktoére
stanowi¢ miaty w pierwotnym zamysle catos¢ pracy, jednak uzyskane wyniki
zachecaty do dotaczenia ich do pozostatych rezultatéw. Okazato sie m.in.,
ze w przypadku sprzezonej termodyfuzji lepkosprezystej mozna okresli¢ roz-
szerzone analogie, grupy i algebry rozwigzan podobnych tak, aby wyniki
poprzednie bydy ich przypadkami szczegdlnymi.
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- WNIOSKI KOLCOWE

Prace nalezy traktowa¢ jako prébe syntetycznego spojrzenia na réwnania
liniowej mechaniki osrodka odksztatcalnego.

Eksponujac algebraiczng strukture réwnan analizowanych w pracy teorii
miano na uwadze jej wartosci poznawcze, ktére na tym etapie badan wno-
szg wiele nowych idei i konkretnych wynikow.

Konstrukcja grup przeksztatcen wykazata jak istotne i ciekawe whasciwo-
Sci wynikaja z analizy splotu. Wkasciwosci te przypisane sg nie tyjko
réwnaniom mechaniki, ale réwniez innym, liniowym réwnaniom fizyki, np.
réwnaniu przewodnictwa cieplnego, dyfuzji itp.

Dalsze uogélnienia sg mozliwe przy wykorzystaniu metod analizy funk-
cjonalnej, przestrzeni Hilberta i algebry operatoréw. W pracy niniej-
szej z uwagi na nowos¢ problematyki korzystano =z tradycyjnych pojeo
rachunku przeksztakcen catkowych Laplace’a i Fouriera, ktdére pozwalaty
na stosunkowo proste interpretacje fizykalne.

Istnieje mozliwo$¢ dalszych uogélnien na:

- zagadnienia nieliniowe fizykalnie»
- mikropolame teorie os$rodka odksztatcalnego.

Wyniki uzyskane w pracy stanowig podstawe do konstruowania algebr roz-
wigzan podobnych dla zadan szczegélnych, np. phyt, powkok, dwuwymiaro-
wych zadan mechaniki itp.

Podano analogie miedzy rozwigzaniami sprezystymi a starzejacym sie o-

raz termosprezystymi a tel-mo-starzejacymi sie.

Uzyskano rozwigzania zamkniete dla kilku waznych zadan brzegowych poét-

przestrzeni, m.in. dla wazkiej po6dprzestrzeni i dziatania centrum Sci-

skania. Na podstawie tych rozwiazan sformutowano zadanie kontaktowe od-
powiadajgce wzajemnemu oddziatywaniu konstrukcji z gérotworem. Uzyska-

ne wyniki po opracowaniu numerycznym beda mialy istotne znaczenie w o-

cenie stanu zabezpieczen konstrukcji przed skutkami ruchéw gérotworu.

Wyprowadzone z ogélnych zasad mechaniki i termodynamiki réwnania linio-
wej termodyfuzji lepkosprezystej stanowig podstawe do formudowania za-

dan brzegowych przepitywu masy i ciepta w ciele lepkosprezystym. Uzyska
ne w punkcie 13 twierdzenie o wzajemnosci mozna uwaza¢ za  pierwszy

krok w kierunku poszukiwania metod rozwigzania zadan brzegowych tych

probleméw.
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ANALOGIE 1 PODOBIENSTWO W LINIOWYCH OSRODKACH ODKSZTALCALNYCH

Streszczenie
Czesc |

W rozdziale 1 wprowadzono pojecie przestrzeni rozwigzan w mechoJice o-
Srodka odksztatcalnego oraz okreslono zakres analizowanych w pracy teorii
osrodka odksztatcalnego. W szczeg6lnosci, wiele miejsca poswiecono anali-
zie wzajemnych relacji zachodzacych miedzy rozwigzaniami w poszczeg6lnych
teoriach, uzyskujac w wyniku analogie miedzy rozwigzaniami sprezystymi
(termosprezystymi) a pewng klasg rozwigzan w teorii starzenia sie (termo-
starzenia). Podane analogie sg uogOlnieniami analogii Lee - Alfrey’a i
Hiltona na ciala podlegajace procesom starzenia sie.

, W odréznieniu od pierwszego rozdziatu, w ktérym badano zwigzki wystepu-
jJace miedzy rozwiagzaniami w roéznych teoriach mechaniki,w tym rozdziale(ID
skupiono uwage na wkasnosciach ustalonej przestrzeni rozwigzan. Do opisu

tych wkasnosci wykorzystano pojecia i twierdzenia teorii grup, pierscienj

i algebr liniowych. Wprowadzono mianowicie takie grupy przeksztatcen i al-
gebry, wzgledem ktérych operatory réwnan mechaniki sa niezmiennicze.W wy-
niku otrzymujemy rodziny rozwigzan podobnych. Wszystkie rozwigzania, na-
lezgce do wzmiankowanej rodziny, uzyskujemy przez wykonanie prostej ope-
racji algebraicznej na ustalonym rozwigzaniu. W ten sposéb znalezienie

wszystkich rozwigzan np. w teorii sprezystosci sprowadza sie do zagadnie-
nia nieco prostszego - wyszukania wszystkich rozwigzan wzajemnie niepodob-
nych.

Rozdziat 111 poswiecono zastosowaniom. W pierwszej kolejnosci sprecyzo-
wano macierze i operatory generujace rozwigzania podobne w poszczeg6lnych
teoriach. Nastepnie, dla réznych zadan brzegowych poédprzestrzeni zbudowa-
no analogie, ktdra pozwolita wykorzysta¢ klasyczne rozwigzanie Boussi-
nesga do okreslenia stanéw przemieszczen w kilku innych zadaniach.W szcze-
g6lnosci, uzyskano rozwigzanie zamkniete dla wazkiej podprzestrzeni oraz
dziatania centrum $ciskania na brzegu. Ostatni wynik zastosowano do  wy-
znaczenia stanu przemieszczeh w bezposrednim sasiedztwie posadowienia kon-
strukcji budowlanych na gérotworze.
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Czeso 11

Problematyka analizowang w tej czesci pracy jest termodyfuzja w ciele
lepkosprezystym. Roéwnania opisujace zagadnienie uzyskuje sie z rozwazan
termodynamicznych. W efekcie koncowym, oprécz réwnan przemieszczeniowych
uzyskujemy sprzezone réwnania przepdywu masy i ciepta w ciele lepkosprezy-
stym. Okreslono takze warunki rozsprzezenia réownan, analogie z odpowied-
nio postawionymi zadaniami termodyfuzji sprezystej oraz twierdzenia o wza-
jemnosci .
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AHAJIOnm H POIOEHE B IJIHHEIfflliX TBOPHHX fIESOEMHPYEMOM CPEJUi
P e 3 iom e

B nepBoS rxaBe Hacroameii paSom BBexeHO noKaiae npocipaHCTBa pemeHaii b
JiHHeiiHOii MexaHHKe cnxoinHoa opeflu. 3to noHaTae acnoxb30BaHO flxa onpexexeHaa
pemeHaii b ooobbix MexaHaaecKax Teopaax (xaHeiiHaa Teopaa ynpyrocTa, bh3ko-
ynpyrocia a xp.) . H3JiarajoToa Talace accxexoBaHaa CBX3ea npoacxoxamax Meacxy
pemeHaaMa b pa3Hbix xaHeaHHX Teopaax. G noVoniLio BbmieyKa3aHHhix  accxexoBaHaft
éhjio noayaeHO pacmapeHae aHaxoraa Jla - Ax$pea (aHaxoraa SV, Jig).

Bo Biopoa raaBe paccMaTpaBaioTcx CBoftcTBa xaHHoro npocTpaHOTBa pemeHaii.
Jixa onacama othx CBOfiioB 6twa acnojiB30B3.HH noMiaan nojiostenaa Teopaa rpynn
a jiaHeaHHX ajireSp. BBexeHO Taxae xaaeiiHHe axreCpH, aio onepaTopn KpaeBtix
3axaa OiIHOCBTejiBHO aTax axregp ocTaxacb HHBapaaHTHHMaa.

B ipeTbeii rxaBe noKa3aao npaMeaeHae BBexeHHOro paHbme (JopisaxBHoro annapa-
ia. CHaaaxa Sujib onpexexeHN onepaiopu a MaTpaan reHepapynmae noxoSHHe peme-
Haa, SaieM, x”a pasxaaHHx Kpaesax 3axaa noxynpooTpaHCTBa 6nxa cociaBxeHa a-
Haxoraa, aoTopaa no3BOxaxa onpexexaTb HecicoxbKO HOBbix pemeHail Ha ocHOBaHiia
KxaccaaecKoro pe3yxbTaia EoyccaHecKo(Boussinesq). Ehxh noxyaeHH aHaxaTaaec-
Kae pemeHaa jia xecTBaa aeHTpa escaiaa Ha Kpae noxynpooTpaHCTBa.3tot pe3yxb-
Tai 6hx aonoxB30BaH flxa onpexexeHaa cocioaHaa cMeneHaii npa HenocpexcTBeHHOM
oonpaKCCHOBeHHH KOHOipyKaaa c ropHOii nopoxoii.

iJeTBepTaa rxaBa pacouaipaBaei ocHOBHue npoSxeuH JleaeHaa Maccu a Tenxa bo
Ba3KO-ynpyroM Texe. OchoboB paecy»xeHaii XBxaxacb 3xecb ypaBHeHaa Saxaaca
Maooa, oHepraa, MOMeHTa KoxaaecTBa xBaxeHaa a KoxaaecTBa XBaxeHaa. Paccyscxe-
hhh noMorxa onpexexaTb ypaBHeHaa conpasceHHOii Ba3Koynpyrog TepMOXH$(Ff>y3Ha.

3flecb onpexexeHH Taiace ycxoBaa pacconpaaceHaa ypaBHeHaft, aHaxoraa a ieo-

peMa o B3aaMHOOTa.
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ANALOGIES AND A RESEMBLANCE
IN LINEAR THEORIES OE A STRAIN MEDIUM

Summary

In chapter one of the paper the solutions space term in linear mecha-
nics has been introduced. The term served for determining the solutions
in specific mechanics theories. The relations between solutions in va-
rious linear theories has been also examined. In this way the extension
of Lee Alfrey"s analogy to growing old materials has been got.

In the second chapter the attension has been paid to the properties of
a steady solutions space. Terms and theorems of the group theory and [li-
near algebra have been utilized to describe these properties.

There had been such linear algebras introduced that the operators of boun-
dary tasks have been unvariable to them.

In the third chapter the applications of, introduced before, formal ap-

paratus has been given. In the first place the operators and matrices ge-
nerating similar solutions have been precised. Next the analogy for va-
rious boundary tasks, which enabled the determining for new solutions on
the basis of Boussinesq’s result, has been built.
In particular the closed solution for the acting of compression centre on
a half-space boundary has been obtained. The result was utilized to deter-
mine the displacement state in direct neighbourhood of contact of the con-
struction and mountain composition.

Chapter four briefly formulates the fundamental problems of the heat
and mass flow in a viscoelastic body. The equations of mass, energy, en-
tropy, angular momentum and momentum balances make the basis for the con-
siderations which result in the coupled equations of viscoelastic thermo-
diffusion.

The conditions for disjoining the equations and also the reciprocity theo-
rem have been given.
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