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Streszczenie. W pracy wyznaczono rozkład oola magnetycznego wew­
nątrz krótkiego walca przewodzącego, umieszczonego w szczelinie ob­
wodu magnetycznego cewki. Określono impedancję operatorową cewka 
przeprowadzając równocześnie syntezę jej schematu zastępczego w kla­
sie elementów skupionych tyou RL.

1. WSTĘP

Znajomość zmian impedancji w przewodach wiodących prąd zmicnr.y jest 
bardzo istotna ze względów technicznych. Dlatego też dla większości sto­

sowanych układów opracowano metody obliczeniowe oraz podano wzory umożli­
wiające określenie w stanie ustalonym, przy wymuszeniu sinusoidalnie zmien­
nym, zmian rezystancji R i indukcyjności L,

W stanach nieustalonych parametry R i L są funkcją czasu zależną 
od wymuszenia. Problem określenia zmian tych parametrów dla przewodu wal­

cowego [6] linii dwuprzewodowej [f>J oraz w żłobkach maszyn indukcyj­
nych [9j został rozwiązany przez wprowadzenie schematów zastępczych, bę­
dących modelami impedancji układu. V7 pracy [5] przeprowadzona natomiast 
została synteza modelu RL odpowiadającego zmianom impedancji cewki kulis­
tej z umieszczoną wewnątrz kulą przewodzącą.

W przedstawionej pracy przeprowadzona została synteza schematu zastęp­
czego cewki zawierającej walec przewodzący w szczelinie obwodu magnetycz­
nego. Zmiany impedancji związane są z indukowanymi prądami wirowymi w wal­

cu pod wpływem wymuszonego przepływu strumienia magnetycznego w rozpatry­
wanym obwodzie magnetycznym cewki.

2. POLE MAGNETYCZNE UKŁADU

w szczelinie obwodu magnetycznego cewki (rys. 1) znajduje się walec 
przewodzący o konduktywności oraz przenikalności magnetycznej {i ■ 
Promień walca wynosi rQ , natomiast jego długość odoowiadająca równocześ-
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f'VS. 1. f/alec przewodzący o promieniu rQ i długości 1 w szczelinie ob­
wodu magnetycznego cewki o w zwojach

nie długości szczeliny obwodu magnetycznego wynosi 1. Przenikalność fer- 
romagnetyka, z którego wykonany jest obwód magnetyczny przyjęto jako nie­

skończenie duża (¿u, =•=■«'), natomiast jego- konduktywność założono jako zero- 
wę ( •$ = O'. Przy tym założeniu dla impedancji operatorowej cewki decydu­
jące znaczenie -będę miały efekty zjawiska dyfuzji pola magnetycznego do 
walca przewodzącego umieszczonego w szczelinie obwodu magnetycznego, wy­
muszonego pod wpływem przepływu wl(s). Wystarczy więc ograniczyć analizę 
pola magnetycznego do walca przewodzęcego. Ze względu na symetrię ukła­
du pole magnetyczne wewnętrz walca przewodzęcego można opisać potencjałem 
wektorowym zależnym tylko od zmiennych (r, z) oraz czasu t. Potencjał 
ten spełnia przy pominięciu prędu przesunięcia następujęce równanie róż­
niczkowe częstkowe

e2 « A ,p
"o o et~—  = 0 (i)

Działajęc operatorem Laolace'a ¿61 | na prawę i lewę stronę równania (l)
otrzymuje się równanie Helmholtza w postaci

6 Ag) 1 0Ag) Ag) A g)

W * »  * j p -  ■ »• ( 2)

gdzie :

Aa (r,z,s) = dC|Ag)( r  ,z , t ) |

W dalszych rozważaniach zakłada się. że dla r = r potencjał wektorowy 
jest niezależny od zmiennej z i wynosi
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A / r0 .Z.s) - (3)
O

gdzie $(s) Jest transformat? Laplace'a głównego strumienia magnetyczne­
go $ (t) wymuszonego w obwodzie magnetycznym cewki pod wpływem przepływu 
wi(t).

Przyjęcie warunku brzegowego (3) do rozwięzania równania (2) oznacza rów­
nocześnie pominięcie strumienia rozproszenia, który będzie tym mniejszy, 
im mniejszy będzie stosunek V rQ - Inaczej mówięc: całkowity strumień głó­
wny obwodu magnetycznego cewki przepływa również przez walec przewodzęcy. 
Dla z = —  j  warunek brzegowy rozpatrywanego zagadnienia bazować będzie 
na cięgłości pola elektrycznego Ey(r,z,a) = -sA^ir ,z ,s) , a tym samym po­
tencjału wektorowego oraz na niezależność indukcji-

B z ( r ' 2 - 8 ) i .  ♦ i =5  *r_

od zmiennej r, co wynika z założenia nieskończenie dużej przenikalności 
magnetycznej (¿1 »«»*>) ferromagnetyka stykajęcego się z walcem przewodzę- 
cym (rys. l). Wynika z tego, że warunek brzegowy dla potencjału A speł- 
niajęcy równanie (2) dla z * —  j wynosi

Ap(r. ±  i. s) « s ą i  . £  (4 )

W celu powięzania strumienia magnetycznego $ (s) występujęcego w warun­
kach brzegowych (3) i (4) rozpatrywanego zagadnienia z prędem cewki l(s) 
wystarczy skorzystać z prawa przepływu. Istotnie pomijajęc spadek napię­
cia magnetycznego w ferromagnetyku = ~ )  otrzymuje się

z

I
1 

‘ 2

H2 (rQ ,z,s)dz = wl(s), (5)

gdzie

»,i.................................................. <•)

Ogólne rozwięzanie równania (2) można uzyskać tworzęc superpozycję roz­
wiązań elementarnych (por. [lO])
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oo __
A^r.z.s) % 3 l(/ - * n - ^ o * r)cos\iz + cn°l{'!,n r)ch(l/',n+s^oiz) (7)

n=l

gdzie:
3j - funkcja Bessela rzędu pierwszego.

W celu spełnienia warunków brzegowych (3) i (4) należy dobrać cięg warto-
ści A n i *in , tak aby

c o 8 \ , ( ±  ? '*  *  ° î  ^ W n ' V  =  0  ( 8 )

Otrzymuje się

*n * '(,2'n 1" ^  (n • 1,2,3,...). (9)

•»„ - ^  (10) 
o

gdzie:

xn - zera funkcji Beseela rzędu pierwszego (ol(xn ) = 0 ;  xn f 0).

Uwzględniajęc warunek brzegowy (3) oraz cięg wartości (9) i (lO) w roz- 
więzaniu ogólnym otrzymuje się

V ro ’2 's)
*(s) V .  , ,l/ (2n - l ) ^ 2 "
h f ;  V i ( y 72 3^ r)x

n=l

X cos (2.n. I z «’„cos (2n l z (11)
n«l

Współczynniki a^ otrzymuje się z rozwinięcie funkcji A ^ ( r o>z,s) = 
w przedziale - z <. j  w szereg Fouriera

• "  •  t j ^ i c o * < 2 n  :  * ” 1  ■ * < • >  ( 1 2 )

i
?
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Na mocy równań (ll) i (l2) współczynniki an przyjmę postać

an =$ (s )    (r.1.) 2 , , .  ---  (!3)

(2n-l)3I2 ro31(|- J

Uwzględniajęc z kolei warunek brzegowy (4 ) oraz cięg wartości (9) i (lO) 
w rozwięzaniu ogólnym (7) otrzymuje się

A p (r* 1  h  ■ ̂ 4  r ’ 2  CnDl (?; r)ch(CT7^ | ,  =
o n*l

00

cnai(? ;  r ) ' <14>n*=l o

gdzie współczynniki d  można wyznaczyć rozwijajęc funkcję r w sze-

o
rag Fouriera-Bessela w przedziale O <  r ^  ro# Zachodzi [7]

r

cn ° ’ 2 r / f  ^ 4  r2° i (?n  r)dr (¿5)

X-
Ookonujęc dla całkowania (l5) podstawienia u « r oraz korzystajęc z 
zwięzków całkowych dla funkcji Bessela [l] 0

otrzymuje się

J u20 1(u)du = u 232 (u )

c’
o"n“2 v'sn

Na mocy równań (l4) i (16) współczynniki cn przyjmę postać

»(a)
n n ;— 2---------- r

lroxn32 (xn)eh(!(r!I) + 8 <a o * ? )

(17)

Podstawiajęc współczynniki (l3) i (l7) do rozwięzania ogólnego (7) równa­
nia Hemholtza (2) otrzymuje się
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A^(r,z,s) = $(s)
n = l

( - 1) n-1
(2n-l)2«;2

- « M r)

(2n-l)ît _ .
cos 2 1 • u ^ c r

3M z)
,   j y  | , . , - ,  r ,,------ (ie)

W celu określenia związku między strumieniem magnetycznym $ (s) a prą­
dem l(p) cewki należy skorzystać--# warunku (5) dla składowej Hz pola 
magnetycznego określonego wzorem (6). Podstawiając rozwiązanie na poten­

cjał wektorowy o składowej danej wzorem (l8) do wzoru (6) oraz u-

względniając własność funkcji Bessela £l]

da (u) a.(u)
— i  + -i  = 3 (u)du u o

otrzymuje się następujący wzór na składową pola magnetycznego

H (r,z,s) =■ $(s) / ” '
ł*"0 n*l

( . o - «  2 f

(2n-l)j£ w
- sHa 1r

30 (

r)
ł

ch(f(yi) + W 2 )

*r232 (xn)
:h(É7T

• M  è }

(19)

Stosując wzór (l9) w warunku brzegowym (5) otrzymuje się następującą re­

lację między transformatą Laplace'a prądu l(p) i strumienia magnetycz­
nego i (s) cewki



/
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/
Hz (rQ ,z.s)dz = —  $ (s'> 

Po n=l

41 1 / (2n-l1 2TL2
y-------P —  w

(2n-l’l27Ł3r

V ]j. - 8̂ ro )

Bft>* l } wl(p)

3. IMPEDANCOA CEWKI

Całkowita lmpedancja cewki określona Jest Jako 

Z(s) - RQ + sLr + Z jL(s) ,

( 20 )

( 21 )

gdzie:

^,f?0 - rezystancja przy prędzie stałym,

Lr - indukcyjność rozproszenia,
Z^ (s) - impedancje zwięzana ze strumieniem głównym $ (s) obwodu magne­

tycznego.

Impedencję Z^is) nożna wyrazić wzorem

, /_\ _ E(s! ws$(s)
z iU )  ■ l i t r " i(si •

(22)

W dalszych rozważaniach wygodniej będzie syntetyzować admitencję Y ^ s )  
zwięzanę ze strunisnlen głównym $ (s) cewki danę wzorem

v f.\ 1 I(s)
i 2^TiT ” wsi(s)• (23)

Uwzględniając relację między prędem l(s) a strumieniem $ (s) danę wzorem 
(20) we wzorze (23) otrzymuje się
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Y U )  = V —  
w ft,3

oo

Z
n = l

4 1 ^  SSS=il)2® 2s Voir

( 2 n - l ) V r

- w . )
œ=>

• §
’’ - M

, h ( \ S 7 7 S^oï

chi^JL) +

(24)

Wzór (24) na admitancję będzie podstawę syntezy schematu zastępczego 
cewki z walcem przewodzęcym w szczelinie jej obwodu magnetycznego. W tym 
celu należy zbadać zachowanie się funkcji Y ^ s )  danej wzorem (24) yra 
płaszczyźnie zespolonej "s".

W pierwszej kolejności neleży zauważyć, że admitancja Y^is) posiada 
biegun w zerze (s =0 ) .  Pozostałość tej funkcji w tym biegunie wynosi

2 2 w Mjlr
oę = lim sY (s) = --- ----

s— 0
(25)

gdzie:

LQ - indukcyjność przy prędzie stałym zwięzana ze strumieniem głównym 
cewki.

Następnie poszukiwane będę położenia biegunów ksżdego składnika sumy (24). 
Składniki pierwszej sumy we wzorze (24) oznaczono następujęco

,(D,
41

Yn (S) n

(2n-l£2X 2
- ® o (

(2n-l ) ^ p r ~

W o )

> 4  - ■ « r-)

- (26)

Można zauważyć, że oprócz bieguna w zerze (s = 0) funkcja (26) posiada 
bieguny w tych punktach, w których funkcja Bessela = 0. Oak wiadomo
[lj funkcje Bessela rzędu całkowitego, a więc 3Q , 3} .__  posiadaję tylko
zera dla argumentów rzeczywistych.
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Jeżeli więc xm jest zerem funkcji ^ ( k ,,,) = (xm ^ O) (m = 1,2,___)
to przyjmując równość

f (2n-l) 
 7?

2„2
W f ro = xrr (27)

otrzymujemy następujący wzór na położenie biegunów funkcji (26)

= - _Ł_
nm pof (̂ ) 2 ♦ L ą p - ^ 2 (n.m = 1,2,3,..) (28)

Ze wzoru tego wynika, że bieguny funkcji (26) znajdują się tylko ns ujem­

nej półosi rzeczywistej. We wzorze (27) założono, że xm ^ mim° że
J 1(0) = 0.

Wynika stąd, że dla x = 0

(l) _ _1_ (2n-l)2Jl2
no i*oT ' l2

(29)

funkcja (26) nie posiada bieguna ze względu na występowanie w jej liczni­
ku członu

f ( 2 n - l ) V
^5 W '

który się również zeruje dla argumentów danych wzorem (29).

Dla pełnego zbadania zachowania się funkcji (26) należy wyznaczyć położe- 
nie Jej zer. Jak widać zera te wynikają z zerowania się funkcji Bessela

■ »

Jak Już wspomniano zera funkcji występują tylko dla argumentów

rzeczywistych. Jeżeli więc ym jest zerem funkcji ®0 (ym ) = O, to przyj­
mując równość

(2n-l)2Jl2
i  W c (n.m = 1,2,___)

otrzymujemy wzór na położenie zer funkcji (26).
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Ze wzoru (30) wynika, że zera funkcji (26) leż? na ujemnej oółosi rze­

czywistej. Ponieważ zera funkcji Bessela ^  i 0Q wystęnuję na prze­
mian, wynika z tego, że na ujemnej półosi rzeczywistej zera i bieguny fun­
kcji (26) , przeplataj? się. W takiej sytuacji można rozwin?ć funkcję (26) 
na ułamki proste [3]. W tym celu niezbędne będzie obliczenie pozostałości 
funkcji (26) w poszczególnych biegunach. Wynoszę one

(Di
8 l ( x J 2

ł % (2n - l ' V r 2 ’ + (2n ^ ^ '
(31)

Składniki drugiej sumy admitancji (24) oznaczono następujęco

sh (]|(Ji) + s^0f è}
w2.M o5iro9ï(7 7 ) + SM  c h(f(j^) ♦

(32)

Bieguny funkcji (32) występuj? w tych punktach s, w których

( l i i )  . s^o T  |  = (k.i . 1,2.3,...) (33)

Rozwięzujęc równanie (33) ze względu na s otrzymuje się

_L- (!ii)2 + li
("o? r0 l5^’ki (k , i = 1,2,3,. ..) (34)

Ze wzoru (34) wynika, że bieguny funkcji (32) występuję na ujemnej póło­
si rzeczywistej.

Zera funkcji (32) występuję w takich punktach s, dla których

,(Ź) _ _1_

" ’ f*oT
(pi) + 1 2 i z ^ !

(k = 1,2,3____ )

(i = 2 , 3 ____)
(35)

Ze wzoru (35) wynika również, że zera funkcji (32) występuję tylko na u- 
Jemnej półosi rzeczywistej i sę przeplatane biegunami.
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Dla i = 1 wzór (35) przyjmie oostać

 Ł- . ^  (36)’ki M

/
Dla argumentu s określonego wzorem (36) zeruje się funkcja sh występu­
jąca w liczniku funkcji (32), lecz nie zeruje się funkcja Y^(s) ze wzglę­
du na występowanie w mianowniku tej funkcji członu

V 2

+ '
Xk n
o

który również przyjmuje wartość zerowę dla tego argumentu. W celu pełnego 
zbadania funkcji ooeratorowej y £2^(s) określonej wzorem (32) należy ob­

liczyć pozostałości tej funkcji w biegunach określonych wzorem (34). Wy­
noszę one

(2) _ v (2) ( ^  8
(21 K w2n ® r 2l

S S^i ~0 O

::----*-------------- r- V K , l ^

(p i)  + illzlpŁ] (37)
. o 1 J

4. SYNTEZA SCHEMATU ZASTĘPCZEGO CEWKI

Z badania admitancji operatorowej Y„(s) określonej wzorem (24) wyni­
ka, że można ję rożwinęć na ułamki proste

_(ł) (2)

k=i i=l 0 + ski

gdzie:

snm^’ ski^ “ bieguny admitancji określone odpowiednio wzorami (35) i 
(43),

, of^2  ̂ - pozostałość funkcji Y^ ^ i s )  i Y£2;(®) w biegunach, 

qf0 - pozostałość funkcji Y ^ s )  w zerze.

Porównlijąc wzory (28) i (34) można zauważyć, że
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Przyjmując więc oznaczenie

s(l) = s<2> nm mn
1 (2n-l)2Jt2

1*
(39)

orez ustalając kolejność sumowanie we wzorze (38) po wskaźnikach m » k, 
n » i, ra,n = 1,2,3,... otrzymuje się

OO
Y , U )  -  + * ■

Z —i 4 — j
n*l

(40)

gdzie

^n m  ”  ^n m ^ + °fm n^ “  ~ S‘ ~ — 7  •  ~ -y y
nm "* mn " V o ^ o  (2n-l)Si2

(41)

Oak wiadomo [3 ] każdy składnik sumy (40) można traktować Jako admitancje 
dwujnika składającego się z szeregowego połączenia rezystancji Rnm i in-
dukcyjności L « przy czym

L° ’  < v Ln m "°fnm; Lnm “ "Snm
(42)

Ze wzorów (39), (40) i (42) wynika:

L =, L I S Ł l A 2 = L ;nm n ' O r> *
" V 0* ro

w23i3 (2n-l)2 (2n-l)Si2r2
8<jl

[
(n,m 3 1,2,3,...) (43)

gdzie miejsce zerowe xm funkcji Bessela J1(xm ) = 0 możne określić wzo­
rem [l]

fi - If*
1 - 1 + 2358 _ 1961209 +

(4 |i)2 15(4/J>)4 105 (4f*)6
(44)

przy czym

¡bs (g +
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Całkowitej irapedancji cewki z(s) określonej wzorem (21) odpowiada więc 
schemat przedstawiony na rys. 2.

5..ZAKOŃCZENIE

W przedstawionej pracy podano schemat zastępczy o impedaneji równoważ­
nej dla impedaneji cewki zawierajęcej walec przewodzęcy w szczelinie ob­

wodu magnetycznego. W rozważaniach ograniczono się do przypadku walca 
nieferromagnetycznego.

Przyjęcie ¿u. / p. oznacza niewielkie zmiany warunku brzegowego (5) i 
obliczeniowo nie powoduje większych trudności. W przypadku stanu ustalo­
nego sinusoidalnie zmiennego przyjęcie stałej przenikalności magnetycznej 

»ewnętrz walca przewodzęcego nie powoduje dla wielu zagadnień przy 
ograniczonych amplitudach wektora indukcji magnetycznej poważniejszych 
błędów. Natomiast zastosowanie otrzymanych przy modeli do anali­
zy stanów nieustalonych jest niedopuszczalne.
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CHHTE3 CXEMH 3AMEII(EHHH KATYHIKH C BAJIKOM-HPOBOJHHKOM C KOHEHHOM 
ÄJIHHOÜ B 3A30PE MAFHHTHOií ÜEITH

P e 3 jo m e

B padoie onpeneaeHO pacnpeneaem ie KarHHiHoro noxjs. BHyipz KopoTKoro Baz- 
Ka-npoBOAHHKa, nouemeHHoro b  3a3ope uarHHTHoB n e  mi KaiymKz, Onpe^ezeno one- 

paxopBOe nojiHoe conpoiHBzeiue Kasym kk,  coBepmaa OAHOBpeueHHO czhtss ee c x e - 

mu 3aMeiqeHHa b  KJtacce cxonJieHHiix szeMeHTOB .Tuna R L.

SYNTHESIS OF THE EQUIVALENT CIRCUIT OF THE COIL WITH A

SHORT CONDUCTIVE CYLINDER IN THE AIR GAP OF THE MAGNETIC CIRCUIT

S u m m a r y

The magnetic field in the short conductive cylinder placed in the air 
gap of the magnetic circuit of the coil was calculated. The impedance of 
the coil was computed and its equivalent RL circuit was obtained.


