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Streszczenie. W pracy wyznaczono rozk#ad oola magnetycznego wew-
natrz krotkiego walca przewodzgcego, umieszczonego w szczelinie ob-
wodu magnetycznego cewki. Okreslono impedancje operatorowg cewka
przeprowadzajac roéwnoczesSnie synteze jej schematu zastepczego w kla-
sie elementéw skupionych tyou RL.

1. WSTEP

Znajomo$¢ zmian impedancji w przewodach wiodgcych prad zmicnr.y jest
bardzo istotna ze wzgled6éw technicznych. Dlatego tez dla wiekszosci sto-
sowanych uktadéw opracowano metody obliczeniowe oraz podano wzory umozli-
wiajgce okreslenie w stanie ustalonym, przy wymuszeniu sinusoidalnie zmien-
nym, zmian rezystancji R i indukcyjnosci L,

W stanach nieustalonych parametry R i L sa funkcja czasu zalezng
od wymuszenia. Problem okreslenia zmian tych parametréw dla przewodu wal-
cowego [61 linii dwuprzewodowej [J oraz w ztobkach maszyn indukcyj-
nych [9) zostat rozwigzany przez wprowadzenie schematéw zastepczych, be-
dacych modelami impedancji uk#adu. V7 pracy [5] przeprowadzona natomiast
zostata synteza modelu RL odpowiadajacego zmianom impedancji cewki kulis-
tej z umieszczong wewnagtrz kulg przewodzacy.

W przedstawionej pracy przeprowadzona zostata synteza schematu zastep-
czego cewki zawierajacej walec przewodzacy w szczelinie obwodu magnetycz-
nego. Zmiany impedancji zwiazane sg z indukowanymi pradami wirowymi w wal-
cu pod wptywem wymuszonego przepdywu strumienia magnetycznego w rozpatry-
wanym obwodzie magnetycznym cewki.

2. POLE MAGNETYCZNE UKLADU

w szczelinie obwodu magnetycznego cewki (rys. 1) znajduje sie walec
przewodzacy o konduktywnos$ci oraz przenikalnosci magnetycznej {im
Promiern walca wynosi rQ, natomiast jego dfugo$¢ odoowiadajaca roéwnoczes$-
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fVS. 1. f/alec przewodzacy o promieniu rQ i dkugosci 1 w szczelinie ob-
wodu magnetycznego cewki o w zwojach

nie dtugosci szczeliny obwodu magnetycznego wynosi 1. Przenikalno$¢ fer-
romagnetyka, z ktérego wykonany jest obwéd magnetyczny przyjeto jako nie-
skonczenie duza (U, ==&"), natomiast jego- konduktywnos$¢ zatozono jako zero-
we (%= 0". Przy tym zatozeniu dla impedancji operatorowej cewki decydu-
jace znaczenie -bede miaty efekty zjawiska dyfuzji pola magnetycznego do
walca przewodzacego umieszczonego w szczelinie obwodu magnetycznego, wy-
muszonego pod wptywem przeptywu wl(s). Wystarczy wiec ograniczy¢ analize
pola magnetycznego do walca przewodzecego. Ze wzgledu na symetrie ukta-
du pole magnetyczne wewnetrz walca przewodzecego mozna opisa¢ potencjatem
wektorowym zaleznym tylko od zmiennych (r, z) oraz czasu t. Potencjat
ten spednia przy pominieciu predu przesuniecia nastepujece réwnanie réz-
niczkowe czestkowe

«A p

e2
“oo et~ = 0 M

Dziatajec operatorem Laolace®a (61 | na prawe i lewe strone réwnania (I)
otrzymuje sie roéwnanie Helmholtza w postaci

6 A) 10A) A Ag)

gdzie :
Aa(r,z,s) =dCJAg)(r .z ,t)

W dalszych rozwazaniach zaktada sie. ze dla r = r potencjat wektorowy
jest niezalezny od zmiennej z i wynosi
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A/ r0.Z.s) - (€))
0

gdzie $(s) Jest transformat? Laplace®"a gt6éwnego strumienia magnetyczne-
go $ (t) wymuszonego w obwodzie magnetycznym cewki pod wpiywem przeptywu
wi (t).

Przyjecie warunku brzegowego (3) do rozwiezania roéwnania (2) oznacza réw-
noczesnie pominiecie strumienia rozproszenia, ktéry bedzie tym mniejszy,
im mniejszy bedzie stosunek V rQ- Inaczej moéwiec: catkowity strumien g4o6-
wny obwodu magnetycznego cewki przeptywa roéwniez przez walec przewodzecy.

Dla z = - j warunek brzegowy rozpatrywanego =zagadnienia bazowa¢ bedzie
na ciegtosci pola elektrycznego Ey(r,z,a) = -sA%ir ,z,s), a tym samym po-
tencjatu wektorowego oraz na niezaleznos¢ indukcji-

Bz (r'2-8) i 5 =

od zmiennej r, co wynika z zatozenia nieskonczenie duzej przenikalnosci
magnetycznej (1 x>) ferromagnetyka stykajecego sie z walcem przewodze-
cym (rys. 1). Wynika z tego, ze warunek brzegowy dla potencjatu A spet-
niajecy roéwnanie (2) dla z * — j wynosi

Ap(r. = i. s) «sagi . £ @)

W celu powiezania strumienia magnetycznego $ (s) wystepujecego w warun-
kach brzegowych (3) i (4) rozpatrywanego zagadnienia z predem cewki 1(s)
wystarczy skorzystaé¢ z prawa przeptywu. Istotnie pomijajec spadek napie-

cia magnetycznego w ferromagnetyku =~) otrzymuje sieg
z
H2 (rQ ,z,s)dz = wl(s), o)
|
1
‘2
gdzie
3 e e e e e e e e e e e e eeemeeeeaeaeaan <e)

0gélne rozwiezanie réwnania (2) mozna uzyska¢ tworzec superpozycje roz-
wigzan elementarnych (por. [I10])
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m —
A~r.z.s) % 31¢Z-*n-"~0*r)cos\iz + cn°l{In r)ch(V,n+s"oiz) @
n=1
gdzie:
3] - funkcja Bessela rzedu pierwszego.

W celu spetnienia warunkéw brzegowych (3) i1 (4) nalezy dobra¢ cieg warto-
sci An i *in, tak aby

co8\ , (£ 2™ T AW otV = 0 (8)
Otrzymuje sie
*n * (2h 1"~ (n - 1,2,3,...). ©
o, - A (10)
o

gdzie:

xn - zera funkcji Beseela rzedu pierwszego (ol(xn) =0; xn f 0).
Uwzgledniajec warunek brzegowy (3) oraz cieg wartosci (9) i (I10) w roz-
wiezaniu ogélnym otrzymuje sie

*(s) V . , LI/ (@2n - 1)72 "
V. ro®2°%s) ht; . Vi (y 72 3N X
n=
Xcos (2n.1 z «ncos (2n 1 z (11)

n«l

Wspotczynniki a” otrzymuje sie z rozwiniecie funkcji A~N(ro>z,s) =
w przedziale - z<. j w szereg Fouriera

toj " i co* <2n o 1 - <> (12)
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Na mocy roéwnan (I1) i (12) wspodczynniki an przyjme postac

an =$(s) (ri1) 2, ., . — 13)
(2n-1)312ro31(]- J

Uwzgledniajec z kolei warunek brzegowy (4) oraz cieg wartosci (9) i (10)
w rozwiezaniu ogélnym (7) otrzymuje sie

v i (I I

¢} n*1

00

=1 cnai(?é r)- <14>
gdzie wspétczynniki d mozna wyznaczy¢ rozwijajec Tfunkcje rw sze-
rag Fouriera-Bessela w przedziale O0< r ”~ ro# Zachodzi [7] ?

r
cn  ° 72 r/ £~ 4 r2°i(?n r)dr (5)

Ookonujec dla catkowania (15) podstawienia u « o r oraz korzystajec z
zwiezkéw catkowych dla funkcji Bessela [I] 0

J u201(u)du = u232 ()
otrzymuje sie
0"'n*“2vH
Na mocy réwnan (14) i (16) wspétczynniki cn przyjme postac

P r an

Iroxn32 (xn)eh(I(r') + 8 ao0*?)

»(a)
ni—

Podstawiajec wspoétczynniki (I3) i (17) do rozwiezania ogélnego (7) réwna-
nia Hemholtza (2) otrzymuje sie
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(2n-1)2«;2

n-1 -« M r

AN(r,z,s) = $(s) (-1) )
n=

@n-DTt _
cos 21 eu”cr

W celu okreslenia zwigzku miedzy strumieniem magnetycznym $ (s) a pra-
dem I(p) cewki nalezy skorzystac¢--# warunku (5) dla sktadowej Hz pola
magnetycznego okreslonego wzorem (6). Podstawiajac rozwigzanie na poten-
cjat wektorowy o sktadowej danej wzorem (I18) do wzoru (6) oraz u-
wzgledniajgc whasnos¢ funkcji Bessela £I]

da_(u) a.(uw
- -1

du * u - 30(u)
otrzymuje sie nastepujacy wzér na sktadowg pola magnetycznego
(-0-« 2 Ff
H (r,z,s) = $(s) /7 "
0 n*1
@n-DjE w

- sHalr

30(

p o ChEOD ey g

} (19)
*r232 (xn) E 7 I
:h(

- M &}

Stosujac wzér (19) w warunku brzegowym (5) otrzymuje sie nastepujaca re-
lacje miedzy transformatg Laplace®a pradu [I(p) 1 strumienia magnetycz-
nego i (s) cewki
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4V @r-nam2

Hz (rQ ,z.s)dz = - $ (s>
/ Po n=1 (2n-11223r

Vv - - 8 ro)

or 1y ") (20)
3. IMPEDANCOA CEWKI
Catkowita Impedancja cewki okreslona Jest Jako
Z(s) - RQ + sLr + Zj(s) , (21)
gdzie:
~, 20 - rezystancja przy predzie statym,
Lr - indukcyjno$¢ rozproszenia,

Z™ (s) - impedancje zwiezana ze strumieniem gtéwnym $ (s) obwodu magne-
tycznego.

Impedencje Z”is) nozna wyrazié¢ wzorem

, /_\ _ E(s! ws$(s)
ziU) mlitr” i(si - @)

W dalszych rozwazaniach wygodniej bedzie syntetyzowac admitencje Y~ s)
zwiezane ze strunisnlen g4éwnym $ (s) cewki dane wzorem

f\ 1 1
Vi 2ATIT 7 wsgs()s)- @3

Uwzgledniajac relacje miedzy predem 1(s) a strumieniem $ (s) dane wzorem
(20) we wzorze (23) otrzymuje sie
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oir
Y U) = -
w ft,3 %:I (2n-1)Vr
=>
- w )
-8
- Y
ChONSTT s
4
chinJL) +

Wzér (24) na admitancje bedzie podstawe syntezy schematu zastepczego
cewki z walcem przewodzecym w szczelinie jej obwodu magnetycznego. W tym
celu nalezy zbada¢ zachowanie sie funkcji Y~s) danej wzorem (24) yra
ptaszczyznie zespolonej 's".

W pierwszej kolejnosci nelezy zauwazy¢, ze admitancja YNis)  posiada
biegun w zerze (s =0). Pozostatos¢ tej funkcji w tym biegunie wynosi

2, 2
wMjlr
e = lim sy (8) = — -—- (25)
s0

gdzie:
LQ - indukcyjnos¢ przy predzie statym zwiezana ze strumieniem g4éwnym
cewki.

Nastepnie poszukiwane bede potozenia biegunéw kszdego sktadnika sumy (24).
Sktadniki pierwszej sumy we wzorze (24) oznaczono nastepujeco

41 (@n-1£2x2
- ®o( W o

)
(D, -
AL @n-1)"pr~ 6

> 4 —l«r—)

Mozna zauwazy¢, ze opro6cz bieguna w zerze (s = 0) funkcja (26) posiada
bieguny w tych punktach, w ktérych funkcja Bessela = 0. Oak wiadomo
[1J funkcje Bessela rzedu catkowitego, a wiec 3Q, 3} . posiadaje tylko
zera dla argumentéw rzeczywistych.
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Jezeli wiec xm jest zerem funkcji " (k,,) = GGm A0 (m=1,2, )

to przyjmujac réwnoscé
2,2
@n-1°”
f 7? W f ro = xir @n

otrzymujemy nastepujacy wzo6r na podozenie biegunéw funkcji (26)

m T T phe C)2eLap-"2  (n.mo=1,2,3,..) (28)

Ze wzoru tego wynika, ze bieguny funkcji (26) znajduja sie tylko ns ujem-
nej poétosi rzeczywistej. We wzorze (27) zatozono, ze xm N mim® ze
J1(0) = 0.

Wynika stad, ze dla x =0

(O (2n-1)2J2 ©29)
no i*oT - 12

funkcja (26) nie posiada bieguna ze wzgledu na wystepowanie w jej liczni-

ku czdonu
(2n-1)V
~5 wo-

ktéry sie réwniez zeruje dla argumentéw danych wzorem (29).
Dla pei#nego zbadania zachowania sie funkcji (26) nalezy wyznaczy¢ potoze-
nie Jej zer. Jak wida¢ zera te wynikajg z zerowania sie funkcji Bessela

Jak Juz wspomniano zera funkcji wystepuja tylko dla argumentow
rzeczywistych. Jezeli wiec ym jest zerem funkcji ®0(ym) = 0, to przyj-
mujac rownosc

(2n—|i)2.]|2 (m = 1.2,

otrzymujemy wzor na potozenie zer funkcji (26).
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Ze wzoru (30) wynika, ze zera funkcji (26) lez? na ujemnej odtosi rze-
czywistej. Poniewaz zera funkcji Bessela ~ i 0Q wystenuje na prze-
mian, wynika z tego, ze na ujemnej potosi rzeczywistej zera i bieguny fun-
kcji (26) , przeplataj? sie. W takiej sytuacji mozna rozwin?¢ funkcje (26)
na utamki proste [3]. W tym celu niezbedne bedzie obliczenie pozostatosci
funkcji (26) w poszczegdélnych biegunach. Wynosze one

: 81 (xJ2
(Di 1)
+%@n-1"Vr2 ~’ + @n~ N1t

Sk+#adniki drugiej sumy admitancji (24) oznaczono nastepujeco

sh@l@i) + srOf é}

(32)
w2M o5iro9T(77) + SM ch(FGn)
Bieguny funkcji (32) wystepuj? w tych punktach s, w ktérych
(lii) . sMoT | = (k.1 . 1,2.3,...) (33)
Rozwiezujec roéwnanie (33) ze wzgledu na s otrzymuje sie
ki _L- @qinz2 + 1i (k,i =1,2,3,...) 34

¢'0? o0 157

Ze wzoru (34) wynika, ze bieguny funkcji (32) wystepuje na ujemnej poédto-
si rzeczywistej.
Zera funkcji (32) wystepuje w takich punktach s, dla ktérych

D - 1 i)y +12izA1 G =1.2.3 ) (35)

"7 f*oT G=2,3__)

Ze wzoru (35) wynika roéwniez, ze zera funkcji (32) wystepuje tylko na u-
Jemnej potosi rzeczywistej i se przeplatane biegunami.
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Dla i = 1 wzdér (35) przyjmie oostac
- .~ (36)

Dla argumentu s okreslonego wzorem (36) zeruje sie funkcja sh wystepu-
jaca w liczniku funkcji (32), lecz nie zeruje sie funkcja Y~(s) ze wzgle-
du na wystepowanie w mianowniku tej funkcji cztonu

2
V Xkn
+ '

[0]

ktéry rowniez przyjmuje wartos¢ zerowe dla tego argumentu. W celu pednego
zbadania funkcji ooeratorowej y£27(s) okreslonej wzorem (32) nalezy ob-
liczy¢ pozostatosci tej funkcji w biegunach okresSlonych wzorem (34). Wy-
nosze one

@ _ v(2) (" 8 S S - VK, A
s At K PR iy + I"lel'_] (37
. 0 1 J

4. SYNTEZA SCHEMATU ZASTEPCZEGO CEWKI

Z badania admitancji operatorowej Y, (s) okreslonej wzorem (24) wyni-
ka, ze mozna je rozwine¢ na udamki proste

-® (&)

gdzie:

snm”” ski®™ “ bieguny admitancji okreslone odpowiednio wzorami (35) i

43),
,0f"2~ - pozostatos¢ funkcji Y~7Nis) i Y£2;(@®) w biegunach,

qfo - pozostatos¢ funkcji Y~ s) w zerze.

Poréwnlijac wzory (28) i (34) mozna zauwazy¢, ze
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Przyjmujac wiec oznaczenie

1 (2n-123e
1*

sﬁ*) = s5R> (39)

orez ustalajac kolejnos¢ sumowanie we wzorze (38) po wskaznikach m » Kk,

n»i, ran=1,2,3,... otrzymuje sie
00
Y, u) - + Zh—]i4-'j “m (40)
gdzie
R T S 0aL T neiybie “

Oak wiadomo [3] kazdy sktadnik sumy (40) mozna traktowaé¢ Jako admitancje
dwujnika sktadajacego sie z szeregowego potaczenia rezystancji Rnm i in-
dukcyjnosci L « przy czym

, 42)
L’ <v Lnm“°fnm: Lnm “ "Snm
Ze wzorow (39), (40) i (42) wynika:
Lym = Ly 1SEBA 2 = Lpos "V O0tro
- _ (2n-1)si2r2
WZ%%T 12 (.m 3 1,2,3,...) (43)
[

gdzie miejsce zerowe xm funkcji Bessela J1(xm) = 0 mozne okresli¢ wzo-
rem [I]

1- 1 + 2358 _ 1961209 + a4
fi- If* . (44)
412  154/3)4 105 (4F)6

przy czym

its (g +
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Catkowitej irapedancji cewki z(s) okreslonej wzorem (21) odpowiada wiec
schemat przedstawiony na rys. 2.

5..ZAKONCZENIE

W przedstawionej pracy podano schemat zastepczy o impedaneji réwnowaz-
nej dla impedaneji cewki zawierajecej walec przewodzecy w szczelinie ob-
wodu magnetycznego. W rozwazaniach ograniczono sie do przypadku walca
nieferromagnetycznego.

Przyjecie 4L /p. oznacza niewielkie zmiany warunku brzegowego (5) i
obliczeniowo nie powoduje wiekszych trudnosci. W przypadku stanu ustalo-
nego sinusoidalnie zmiennego przyjecie statej przenikalnosci magnetycznej

»ewnetrz walca przewodzecego nie powoduje dla wielu zagadnien przy
ograniczonych amplitudach wektora indukcji magnetycznej powazniejszych
btedéw. Natomiast zastosowanie otrzymanych przy modeli do anali-
zy standéw nieustalonych jest niedopuszczalne.
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CHHTE3 CXEMH 3AMEIN(EHHH KATYHIKH C BAJIKOM-HPOBOJHHKOM C KOHEHHOM
AJIHHOU B 3A30PE MAFHHTHOiT UEITH

Pe3jome

B padoie onpeneaeHO pacnpeneaemie KarHHiHoro noxs. BHyipz KopoTKoro Baz-
Ka-npoBOAHHKa, nouemeHHoro b 3a3ope uarHHTHOB ne mi KaiymKz, Onpe”ezeno one-
paxopBOe nojiHoe conpoiHBzeiue Kasymkk, coBepmaa OAHOBpeueHHO czhtss ee cxe-
mu 3aMeigeHHa b KJtacce cxonJieHHiix szeMeHTOB .Tuna R L.

SYNTHESIS OF THE EQUIVALENT CIRCUIT OF THE COIL WITH A
SHORT CONDUCTIVE CYLINDER IN THE AIR GAP OF THE MAGNETIC CIRCUIT

Summary

The magnetic field in the short conductive cylinder placed in the air
gap of the magnetic circuit of the coil was calculated. The impedance of
the coil was computed and its equivalent RL circuit was obtained.



