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I
Streszczenie. Równania stanu elektromagnetycznego maszyny induk

cyjnej z wirnikiem wieloklatkowym przy stałej prędkości wirowania 
są równaniami liniowymi, które można przedstawić w postaci równań 
autonomicznych rozw.iązywelnych metodę rekurencyjnę przy zastosowa
niu ETO. Przedstawiono analizę stanu nieustalonego maszyny załęczo- 
nej do sieci sztywnej i przedyskutowano możliwość zastosowania me
tody do badania przebiegów dla maszyny zasilanej przez komutator ty
rystorowy.

1. METODA PRZESTRZENI STANÓW W ANALIZIE SILNIKA INDUKCYJNEGO ZASILA
NEGO Z SYMETRYCZNEJ SIECI SZTYWNEJ

Stan elektromagnetyczny symetrycznej maszyny indukcyjnej składajęcej 
się z Jednego obwodu stojana i (n-l) obwodów wirnika opisuje układ rów
nań :

Ul » ♦ R ^

1
O - D ^  ♦ R ^

(l.l)
O - Pt2^  ♦ R3 I3

0 ‘ * V n

gdzie indeks 1 dotyczy obwodu stojane, a indeksy od 2 do n dotyczę obwo
dów wirnika. Litery podkreślone oznaczają wielkości zespolone. Ponadto:

Dtl " (cTt * ***)• °t2 “ (l-2)

gdzie przez u)x oznaczono umowną prędkość kątową układu współrzędnych;
0)- elektryczną prędkość kątową wirnika (związaną z prędkością mechanicz-
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nę wirnika ci>m wyrażeniem <x>mPb =10 , przy czym - liczba par bie
gunów) ,

Przy uwzględnieniu, że wektor strumieni skojarzonych [«£] zależy od wek
tora [i] odpowiednio do

[il = [t] U ] (1.3)

nożna przekształcić równania (i.i) doprowadzając Je do postaci kanonicz
nej

I
h[i]  *  i m  * [ a ] u Ł (1.4)

gdzie :
[a ] - macierz kwadratowa n x n,
[B] - macierz kolumnowa.

Wektor wymuszenia wyznaczony przez symetryczne sinusoidalne napięcie 
zasilania stojana o pulsacji o)

u1 » y x(o)e

Jest wygodnie przedstawić również jako wynik rozwięzania równania róż
niczkowego generujęcego wymuszenie

dli
(1.5)

Uwzględniajęc równanie (l.4) i (l.5) można przedstawić ostatecznie o- 
gólne Jednorodne autonomiczne równanie stanu

ht[-J - [£][*] (1.6)

gdzie :

[ £ ] - podstawowa macierz kwadratowa (n + l) * (n + l).

M  ■ [ h ' h  f n * ^ ] T

W  [fi]

[oj jf&ij-o^)
Inaczej rozpisujęc równanie (l.l), otrzymujemy

Httil - [ y J  - ( H  * W  [u]'1) [i] (1.7)
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gdzie macierz fo)J = o wymiarach n x n.

Kcrzystajęc z równania (l.7) oraz (.1.5), otrzymujemy równanie ('. .8) 
podobne do równania (l,6)

■ w ( 1 .8 )

gdzie:

[v_i] - [ V S i - &  % ] ■  [£i] j(w1-o>x ) O . o 

1

{ [ w ] *  O ]  D O " 1

Rozwięzanie równania (l.6) będź (l.R) można zapisać

[v] = e f6 ]* [v(o) ] (1.9)

gdzie [v(0)] macierz kolumnowa wartości poczętkowych wektora stanu. Ma
cierz e T y *  Jest macierz? oodstawowę rozwięzania liniowych równań róż
niczkowych o stałych współczynnikach. Istnieje kilka metod obliczania ma
cierzy podstawowej (np. metoda Sylwestera lub metoda odwrotnej transfor
macji operatorowej). Jednak żadna z nich nie obejdzie się bez znajomości 
pierwiastków równania charakterystycznego

det [>[l] - [C]]= [O]

Prócz elegancji formalnego zapisu rozwięzania (l.9) postać ta Jest inte- 
resujęca z powodu możliwości jego wykorzystania do bezpośredniego wyzna
czenia konkretnych przebiegów czasowych współrzędnych wektora stanu za 
pomocę maszyny cyfrowej. Metoda bazuje na rozwinięciu w szereg potęgowy
względem zmiennej czasu t macierzy podstawowej podobnie Jak rozwija się

Ctw szereg Mc Laurina funkcje e

- [i]

W  - [£]»

, Es] « , [ę]2t2 [ ę ] V
1 11 2 ! 3! ' • •*

fe]* ifel* f c g * ([£]t)2
(i2 1 ! 2 i + . . .

\
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Łatwo zauważyć, że każdy wyraz w nawiasach falistych jest równy eałesu

poprzedniemu wyrażeniu szeregu, co określa schemat rekurencyjny obliczeń.
Obliczenia ogranicza się wtedy do tej sumy częściowej liczby wyrazów, 
przy której pozostałe wyrazy są poaijalnle małe w stosunku do sumy częś
ciowej .

Z zapisu (l.9) widać, że za znajomości wartości początkowej dla t ■ O 
wektora stanu można otrzymać rozwiązanie równania (i.6) w poszczególnych 
chwilach czasu. Podobnie rozwiązanie w Jednym punkcie pozwala na rozwią
zanie dla innych punktów wybranego przedziału czasu, np. (t^, t  ̂ * h}

[v(t)J - e^ ̂  ^ [ ^ * 1 )] (l.ll)

Po podzieleniu tego przedziału na nj odcinków 1 po uwzględnieniu ta
kiego podziału w równaniu (l.ll) otrzymuje się

*£[£]

[*(V  *?] ■ * 1 [-(ti}] (1-12)

gdzie n - i ,2 ..... n,.

Wygodnie Jest przejść na inną postać macierzy, która nie wymaga licze
nia wyrazów macierzy dla każdego punktu pracy.

Ola punktu przedziału h obowiązuje

TT1  h t C ]
[v(tl + 2=1 h)] - e 1 [y(tt)]

stąd

2=i h[c]
[yttj)] - e 1 [y(tx ♦ a=l h)]

Podstawiając w ten sposób obliczona |V(tł)"| do równania (i.12), otrzymuje 
Się **



2. METODA PRZESTRZENI STANÓW W ANALIZIE SILNIKA INDUKCYJNEGO ZASILANE
GO POPRZEZ SYMETRYCZNY KOMUTATOR TYRYSTOROWY

Stan zasilania silnika składa się z następstwa stanów przejściowych bę- 
dęcych wynikiem cyklicznych przełęczeó w obwodzie stojana spowodowanych 
przez komutator tyrystorowy.

Na rys. 1 przedstawiono układ zasilania.
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2.1. Stany zasilania uzwojenia stojana maszyny indukcyjnej

Przyjęto następujęce założenia do komutatora tyrystorowego:

a) układ zasilany jest z trójfazowej symetrycznej sieci sztywnej
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U^z) * Uks.inw1t; u£z) = Uksln(w1t - u£z) > l^sinfo^t - 2|) ,

b) układ zapłonowy komutatora Jest symetryczny,
c) tyrystory w układzie komutatora są Idealne.

2 założenia a, b, c wynika, że napięcia fazowe uzwojenia stojana oraz
prądy stojana aą przemienne. Identyczne w kształcie, lecz przesunięte

2JTwzględem siebie o kęt -y.

iB^W lt + T p  " ^ “ l**-8 iC^W lt *  ' iB (wit)! 1A*W 1 * ^  ' ic^u)lt)

(2 .1)

^(Wjt+Jf) - -^(Wjt); igit^t+JT) - - i g ^ t ) ;  ic (tfl1t+i) . -igic^t) (2 . 2 )  

2 zależności (2.1) i (2.2) wynika

i A ^  ♦ |) = - i g ^ t ) ;  i g i W ^  ♦ f) » - i ^ O y ) ,  ^ ( ^ t  + |) - - i ^ t l

(2.3)

2 relacji (2.3) wynika-, że znając przebiegi czasowe prądów (napięć) we 
wszystkich trzech fazach w przedziale T/6 możne określić przebieg prądów 
(napięć) w całym okresie.

Konieczne jest rozpatrzenie możliwych stanów zasilania silnika. Oako 
parametr sterowania przyjmuje się kąt af (kąt otwarcia tyrystorów) lub kąt 
podpowiadający przedziałowi czasu zawartemu między chwilą zaniku prądu w 
fazie stojana a chwilą ponownego pojawienia się prądu w tej samej fazie.

Na rys. 2 zilustrowane są przebiegi napięć i prądów jednej fazy oraz 
kąty cf i J . Cały okres Jest podzielony na sześć odcinków czasowych każ
dy o długości Ji/3. Oznaczono Je Tj, 1"2 ... Tg.
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Z rys..2 oraz z definicji kętów wynika

Of« <j ♦ f

Analizując przedziały przebiegów prędów przy zwianie kęta nożna stwier
dzić możliwość występowania następujęcych przypadków:

a) Z warunku symetrii prędów (2.2) silnika trójfazowego wynika, że przy 
kętach zawartych w przedziale (O, Ji/3) trzy będź dwie fazy ailnlke 
sę przyłęczone do sieci, silnik pracuje w tzw. "systemie 3-2". Diagram 
przebiegu prędów przedstawiono na rys, 3.

t e n  A

2

Rys. 3

b) Przypadek szczególny “ y. Do silnika sę na przemian przyłęczone tyl
ko dwie fazy sieci zasilajęcej.

c) W przedziale fle (3£/3, 2JE/3) sę przyłęczone do sieci dwie będź Jedna 
faza silnika. Wobec braku przewodu zerowego przy jednej fazie przyłę- 
czonej do sieci w uzwojeniach stojana pręd nie płynie, silnik pracuje 
w "systemie 2-0". Diagram przebiegu prędów fazowych w tym przypadku 
przedstawiono na rys. 4.
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d) W przedziale fe (2J[/3 ,Jl) tylko Jedna faza silnika Jest przyłączona do 
sieci. W uzwojeniach stojana prędy nie płynę.

Dla określenia przebiegów prędów i napięć fazowych silnika indukcyjne
go zasilanego z tyrystorowego komutatora napięcia konieczna Jest znajo
mość równań obowlęzujęcych dla następujęcych trzech możliwych stanów pra
cy silnika:

1) zasilane sę trzy fazy silnika (zasilanie trój przewodowe) iA ,iB ,ic O, 
. %

2) Jedna faza silnika jest odłęczona od sieci, pręd w odłęczonej fazie
równa się zero (zasilanie dwuprzewodowe),

3) wszystkie trzy fazy silnika sę odłęczone od sieci (zasilanie odłęczo-

ne) i A  ' łB = 1C ’ °-
t

W rozpatrywanym przypsdku zasilania stojana maszyny indukcyjnej po
prze:: komutator tyrystorowy występuję skokowe zmiany połęczenia stojana 
maszyny z siecię trójfazowę. Z tego względu wygodnie Jest wprowadzić układ 
współrzędnych nieruchomy względem stojana (o»x =0).  Oś liczb rzeczywis
tych, którę oznaczymy symbolem x, pokrywa się z oslę fszy A stojana. Oś
liczb urojonych oznaczymy symbolem y. Przejście z chwilowych wartości 
fazowych wyidealizowanej maszyny indukcyjnej w k na wielkości'osiowe do
konuje się w oparciu o transformację dwuoslowę przy uwzględnieniu,że pręd 
składowej zerowej jest równy zero.

"l * "l* * J"ly ■ + ¿"18 + ¿ S c ) (2.4)

Stęd wynlkaję składowe w lx i Wj

1--XH*

- s
" i ^ 3

"lA

"IB
1

‘ y? . w ic

(2.5)

Przejście z wielkości osiowych wx , wy na wielkości fazowe dokonuje 
macierz transponowana do macierzy występujęcej w równaniu (2.5). Z równań 
(2.2) i (2.3) wynika

- J  * *
w 1(wit +3t ) - -w1 . "jfełjt + j) - -w1 e (2.6)

Nieustalony elektromagnetyczny stan maszyny indukcyjnej dwuklatkowej

ui - a r i i  ♦ V i *  0 - (§t - ♦ « 2 * 2
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ii " 44 + M4; % " M4 * 44
można opisać równaniem macierzowym

l t w  ■ -  H ^ W W  -  w 1 ! « ]
i ' *

gdzie :

M  ■ Cuix> u i y • °]t W  ■ [Jix- 4 y *  4 x * 4 y ] r

H

(2.7)

4* 0. , M , 0 w - Ri * °-. 0 , 0

0 . Lj. 0 , M 0.. R x , 0 , 0

M . o., l2 . 0 0 , u>M , R 2 . W4
0 . M . 0 . L2 -coM. 0, -<o L 2  , R2

Podobnie Jak w równaniu (l.6) równanie (2.7) można przedstawić w pos
taci autonomicznej, Jeśli przedstawi się wektor wymuszenia [u] Jako wek
tor stanu pewnego układu generujęcego ten wektor opisanego również rów
naniem różniczkowym.

Wtedy

gdzie [v] M

M

37 M  -  [m ] [ v ]

- wektor stanu, [m] - macierz układu.

(2 . 8 )

Rozwlęzanle równania (2.8) można przed8tawlć w postaci

[ v ]  -  e W * [ v ( 0) ] (2.9)

Funkcja e£M ]1 Jest zdefiniowana w postaci nieskończonego szeregu po
tęgowego

» m * .  j f ]  M y
n-C

[v(0)J - wektor stanu w chwili t = 0.

2.2. Równanie stanu dla zasilania 3-przewodowego

Przy zasilaniu stojana maszyny indukcyjnej napięciem trójfazowym syme
trycznym sinusoidalnym



\
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ulx * uix} - V f  V ln«Lt5 uiy ■ uiy} ' - i i  V 08<V  (2.10)

Odpowiednio do (2.7) równanie nacierzowo-wektorowe dla tego stanu pracy

h  M  ■ M  w

gdzie :

M  ■ [*lx' Iiy' r2x- I2y'

( 2 . 11)

W - W 1 W. N - 1 [cj 
[o] r°

k  0

[Cj] - r i o o o[1000]
0100JT

2.3. Równanie stanu dla zasilania 2-przewodowego

Rozpatrzy się przypadek gdy uzwojenie fazy A maszyny jast odłączone 
od sieci zasilającej. W konsekwencji I. > 0 .  W osi x Jest Indukowane 
napięcie rotacji

Ulx ■ tt M12x' Uly " « i ?  ■ - i l U k co*«!1

a r  M  ■ M  M

( 2 . 12)

(2.13)

gdzie :

W W 1 [*]•
[o] [o -c^

w.

[c2] 0 0 0 0

O 1 o o
[4] L, O O O

O Lj O M

M O L2 O

O M O U,
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2.4. Równanie stanu dla stolana odłączonego od zasilania

W tym stanie pracy iA = i0 = lc » O, a na zaciskach stojana Indukuje 
się napięcie od prędów w wirniku.

ul x “ 3 t MI2x' ui y ” 3 t MI2y

J t M  ■ [c][v] (2.15)

gdzie:

[c] = - M ' 1 M - M t [*■3] ■ ~L1 0 0

[Oj 0 O L1 0 O

u>1 0 M O L2 0

- O M 0 L2-

Równania macierzowe (2.1l), (2.13), (1.15) dla trzech różnych możli
wych stanów zasilania silnika umożllwiaję znalezienie rozwięzania prze
biegów ustalonych. Trzeba przy tym uwzględnić, że w warunkach ustalonych 
następuje zrównanie wektora stanu na krańcach przedziału okresu zmiennoś
ci przebiegów. Przekształcenia równań macierzowych przy uwzględnieniu ma
cierzy komutacyjnych wykorzystano ostatecznie do numerycznego obliczania 
przebiegów [2] , [3] .

3. WYZNACZENIE ELEKTROMAGNETYCZNYCH PRZEBIEGÓW NIEUSTALONYCH W MASZY
NIE INDUkCYONEO Z WIRNIKIEM DWUKLATKOWYM

Rozpatrzono maszynę o parametrach PN = 400 kW; UN = 6000 V; cospN
= 0,82 
sunku 5.

735 min • pb = 4 1 0 schemacie zastępczym podanym na ry-

LPi

Schemat zastępczy silnika V , R ,*  0 3 2 3 , Rw-  O .k Z S , 1 ^ = 3 ,1 2 1 8 , R ^ -0 ,6*0318,
0.0296H,  05899 H, L y  0,018H, L p *  0,0051.55 H , Lpf 0,01678 H .

Rys. 5
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Z równania (l.8)

gdzie:

[fij - [3("i-wx) o o o

® - { & > ] ♦  w c l ] " 1 }

Odpowiadające schematowi zastępczemu macierze [r ] , [l},[ci)J wynoszę

' R j .  o ,  0 L 1 *  LJ1» *71* '"¿t

[R] . 0 R ♦ R , R w p l  w .* [ L ]  - LJl + Lw + Lp i '  LJ1 + Lw + Lpl

0  R . R + R _ w* w p2 _L^' + Lw + Lp * LP  * X" * Lpl + Lp2

(3.1)

,-3

“ x

OOO

H * 0 0 (3.2)

. 0 0 <*>x- W -

naatępOjęcych danych: U)x » 0 , w  « 0 ,

*1 * 0 : h « 1,5 s; V(0)] - [Uj. 0. 0. °]t

Ze wzoru (1.10) wyliczono macierz el 
no v(At). v(2At) W H )

N " za pomocz której wyznaczo-

At\C,U
V(At) - e V(0)

f c . l A t
v(2At) - e*- J V(At) (3.3)

V(h) = e V(h-At)



Zastosowanie rekurencyjnej metody rozwiązania. 111

W kolejnych wektorach v(iót), gdzie i » 0,l,...,n^, drugi, trzeci, 
czwarty wiersz oznacza odpowiednio Ą .  £̂3 w poszczególnych chwilach 
czasu. Ze wzoru

f i ]  -

wyznaczono wielkości , £ 3 . Pręd k-tej fazy stojana

gdzie:
1tf|( - k«t zawarty między o się liczb rzeczywistych a oslę fazy k. 

Przebieg momentu elektromagnetycznego wyznaczono z wyrażenia

Me = PbRe|jiiliJ (3.5)

Otrzymane wyniki przebiegów prę- 
dów fszoWych oraz momentu elektro
magnetycznego porównano z wynikami 
otrzymanymi z rozwlęzanis układu 
równań różniczkowych nieliniowych 
dla tego samego silnika metodę Run- 
gego-Kuty, w przypadku dużego mo
mentu bezwładności mas wirujęcych 
0— «0 , oj— 0. 'zbieżność wyników 
była bardzo dobra. Dowodzi to, że 
podana metoda nadaje się do wyzna
czania nieustalonych przebiegów e- 
lektromagnetycznych w wieloklat- 
kowej maszynie indukcyjnej. Na rys. 
6 i f  przedstawiono wykresy czaso
we przebiegów prędów fazowych oraz 
momentu elektromagnetycznego.
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Rys. 7

4. WYZNACZENIE PRZEBIEGÓW PRĄDÓW DLA SILNIKA ZASILANEGO PRZEZ KOMUTA
TOR TYRYSTOROWY DLA KĄTA pe(0. ?)

Zalanie wartości kata f  w przedziale (o, odpowiada praca układu w 
"ayateaie 2-3". By określić przebiegi prądów w całym okresie T napięcia 
zasilającego, wystarczy rozwlęzać równanie w jednya przedziale czasowym 
równym ę  T, np. c^t e ($,$ + ^ ) . W przedziale (# ,# * <y) silnik Jest za
silany dwuprzewodowo 1 rozwięzanle równania (2.13) z warunkiem początko
wym otrzymuje się w postaci

(w.t-ł) [b ]
m (4.1)

W następnym przedziale (# + p  , t  + j ) zasilanie Jeet trójprzewod 
rozwiązanie w tym przedziale Jest rozwiązaniem równania (2.11).

owe i

fv(«v)]
[a ]

[v(i + if)J (4.2)

Korzystając z warunku ciągłości prądu można stwierdzić, że w przedzia
le czasowym ($,$ + ®) warunek koócowy zasilania 2-przewodowego Jest wa
runkiem początkowym zasilenia trójprzewodowego. Po podstawieniu otrzymuje 
alę

[ v (« l t ) ]  -  . iW ‘ t ' ł - i r ) C A l . T W [ v ( # ) ] (4.3)
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Nieznany Jest warunek początkowy [V (#)J• Można go obliczyć wyznacza
jąc najpierw wartość funkcji (4.3) na koócu przedziału T^, czyli dla 

a>1t » (ł + ^)

[ » ( „ } ) ]  . . (? - » ) W . » N [ v ( „ ]

Z relacji (2.6) wynika ponadto, że

[ v ( #  + § ) ]  -  [ t ]  [ v ( * ) ]

gdzie:

M [ o ] [ 0 ] ' r i  
? ’ ?

[T] - [ o ] [ s } [ 0 ] [ S ]  -
Y3 1 
- ? •  IW [ o ] [ s ]

Z porównania (4.4) i (4.5) uzyskuje aię:

[r] . .*[•]

Równanie (4.7) nożna zapisać w postaci

K I  [k2] '[!(•)] ‘

W  K I [U2(*>]

[v(#)] - [o]

[o]
Można wykazać, że [k J  , [k j a« aaciarzaai zer.

W konsekwencji z (4.8) otrzynuje się

[K *)] . -[•‘ J ' 1K ] [ u z (*)] - M M « ]

(4.4)

(4.5)

(4.61

(4.7)

(4.8)

(4.9)

Uwzględniając, ża przy (Ojt pręd Ilx » 0,
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Przy zasilaniu symetrycznym 1 sinusoidalny*

" H * ■ fi V 1" « 8 uiy} - fi V 0# *

st«d :

4 - arctg(-i^) 
y ll

(4.11)

K«t i określa warunek początkowy ['/($)]. Z relacji (4.1) i (4.3) możemy 
obliczyć przebiegi prgdów w cały* przedziale (#, 4 + ^ ) .

[ r v
y « «

T ‘

: f V W W Y \

£ * •4 k io m  m  io m  io m  <•>“
Rys. 8

Wyznaczono przebiegi prgdów fazowych 1 momentu elektromagnetycznego dla 
silnika klatkowego o parametrach PN - U  kW; UKN - V f  380 V; I - 
« Y ?  . 23 A; n « 960 obr/aln. Wyniki przedstawiono na rys. 8 ( 40 ).
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nPHMEHEHHE PEKypPEHTHOrO METOJU PEIUEIfflfl MATPHHHUX YPABHEHHM 
IIEPEMEHHiiX GOCTOHHHH

P e 3 K> m e

YpaBHeHHH c*JieKTpoMarHHTHOro c o c t o k h h h  HHityKujiOHHOro ¿anraie-in o m h o t o -

KJieTOHHHM pOTOpOM npH  nOCTOaHOrf CKOPOCIH B paneH H H  HBJIMOTCH JIHHeiiH/IM a,  S i n  
ypaBHeHHH mo*ho n p e n c ra B J iH T b  b s n ^ e  aBTOHOMHHX, pem aeM tcc pexyppeH T H H H  M eTO- 
flOM o noM om tio a aeK T p o H H o a  BUMHC.tHTejibHOH TexH H K H . IIpeflC T aB JieH  a H a jiH s n e p e -  
XOAHUX n p a  BKJIlOyeHH X B H raleA H  B JSeCTKyiO oeT B  H O S cy K aeH a  , B03M0)SH0CTb n p H - 
MeHeHK« M eTO ^a k HccJieAOBaHHaM  n p o O e ro B  r j i n  i ia n n H H , nKTaeMoiS ot c iiM M eT pn- 
M ecK o ro  T H p H c io p n o r o  K o im y T a T o p a .

APPLICATION OF THE ITERATIVE METHOD FOR SOLUTION
OF STATE VARIABLE MATRIX EQUATIONS OF THE INDUCTION MACHINES

S u m m a r y

The electromagnetic state variable equation of the induction motor 
v/ith a multicage rotor at a constant rotational speed are linear equa
tions, which can be presented in autonomous forms, solvable on computer 
using iterative methods. The analysis of transients at switching on bus 
supply is presented. The possibility of application of the computing me
thod for investigation of the machine supplied though en symmetrical thy
ristor commutator was discussed.


