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SZEREGOWANIE ZADAN WIELOPROCI SORCATCK Z OGRANICZENIA!.1 ZASCBC.YYt!

Streszczenie. W pracy przeanalizowano problem szeregowania zadan
wieloprocesorowych,to znaczy zadajacych wiecej niz jednego procesora do
swego wykonania,przy ograniczeniach ze strony dodatkowych zasobéw. Roz-
patrzono minimalizacje d#ugosci uszeregowania dla przypadku zadan podziek-

nych.

1. Wstep

W ostatnich latach ukazato sie szereg prac poswieconych nowemu kie-
runkowi w dziedzinie teorii szeregowania,zwigzanemu z problemami szere-
gowania zadah wieloprocesorowych,to jest zadajacych wiecej niz jednego
procesora do swego wykonywania [5,4,2,11,13] . Problemy to znajduja isto-
tne zastosowanie,miedzy innymi,przy analizie i projektowaniu nowoczesnych
struktur systeméw wielomikroprocesorowych |_2,y,14] . \. niniejszej pracy
poszerzymy powyzszy model zaktadajac,ze zadania moga zgaa¢ do sv,ego wy-
konania takze dodatkowych zasobow,ktérymi w systemach komputorowych moga
na przyktad by¢: pamieé¢ operacyjna.,kanaty.pamieé masowa itp. Rozpatrzono
zostanie minimalizacja ddugosci uszeregowania dla przypadku zacan pc-
dzialnych.

il og6lnosci rozpatrywa¢ bedziemy zbidér m identycznych rrocosorow
P s ,Pg,... ,Pm” ,zbidér s rodzajow dodatkowych zasobow R =
.. ,Rg “dostepnyoh odpowiednio w liczbie r”,r2,...jrs jednostek, oraz zbiodr
u niezaleznych i Dodzieinych zadan Z.

Zbidér Z sktaua sie z Kk podzbiorow Zl = fzi, zﬁ,...,zl a R 242 v
? ? i k f k k k 9D 1. 1J

22 ,...,*"2 = 11* *AXINY-§ 7 Eszie n + n2 n-
Kazde zadanie 1l-procesorowe Z», i =1,2,...,n"; 1=1,2,...,k, potrzebuje

do swego wykonania 1 procesorow,ktére wykonaja to zudanio pracujac jed-
noczesnie w ciggu t" jednostek czasu. Oprécz odpowiedniej liczby proce-

soré6w zadanie zj[, i =1,2,...,"; 1=1,2,...,k potrzebuje do swego v.yko-
nnnia takze okreslonych liczb jednostek dodatkowych zasobow podanych w
postaci wektora R (Z?) = @™, R2 (Z™),--..,RS (ZM)JI =

W kolejnych paragrafach pracy zostang przedstawione: ulepszony algo-
rytm szeregowania zadan bez ograniczen zasobowych o ztozonosci C(n) sta-
nowigcy podstawe do dalszych rozwazan (paragraf 2); algorytmy wielomiano-
we dla poszczogdinych przypadkéw zadan zasobowych zero-jedynkowych (pa-
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ragraf 3)» podejscie programowania liniowego do ogd6lnego przyj.adku dowol-
nych zadah zasobowych (paragraf 4).

2. Algorytm szeregowania zadan 4- i k-srocesorowych o z4ozonosci 0(n).
Y( pracach [3»4\J przedstawiono algorytm szeregowania na m identycz-
nych procesa.-n zadan podzielnych i niezaleznych jedno- i k-procesoro':ych
nie zadajacych dodatkowych zasobéw o z#ozonosci C(n log n + kn). Ostatnio
w pracy I5] podano ulepszong wercje tego algorytmu o zkozonosci 0 (n).
Opiszemy krotko jeg(™ dziatanie,gdyz bedzie on wykorzystany w dalszej
czesSci pracy przy szeregowaniu z. .on zadajacych dodatkowych zasobow.
Algorytm ten,podobnie jak jego wersja pierwotna [4] .wykorzystuje po-
jecie A-uszeregowania,to znaczy uszeregowania,w ktérym najpierw do kolej-
nych procesoréw w przedziale czasu j_0,CHax przydzielane sg wszystkie
z8dania k-procesorowe zgodnie z reguda Lic Ughtona H 2] (por.takze[8]),
a nastepnie w pozostatej czesSci uszeregowania umieszczone sg zadania ze

zbioru zn "— -
P,
Pz

nadania Z k

-
—

pitk

C
Hys.1 Przyulad A-uszeregowania
An example A-schedule

icozna wykazaé £37] tze wsrod uszeregOYian o minimalnej d#ugosci dla
zbioru zadan o powyzszych wkasciwosciach,istnie je A-uszeregowanie. Korzys-
tajac z tego wyniku poszukuje sie optymalnego A-uszeregowania.

Y/prowadzimy teraz nastepujace oznaczenia.

x = Wl t Z =X+ ky
£ i=1

max _ "X rel : zj £ > tiax" = 52*ezk}

Ograniczenie na dtugos¢ CBax dane jest wzorem

°max > C = nax £z/n>, Y/ j_wKkj , tyhax /v
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Nastepujaco rozumowanie prowadzi do znalezienia uszeregowania o minimal-

nej ddugosci [5] < Niech p = D+ugos¢ optymalnego uszeregowania
C*maX musi spednia¢ nastepujaca nieréwnosc :
C sC*¥ax - Y_

Z poprzednich rozwazan wiemy,ze istnieje optymalpne A-uszeregowanie ,w
ktérym k*p procesorow wykonuje jedynie zadania Z , k procesoréw -wykonuje
zadania Zk w przedziale [O,hi ,a zadania IA przydzielone sa w pozostatej
czesci uszeregowania (por,rys.1). Niech liczba procesoréw,ktére moga

wykonywa¢ zadania Z1 w przedziale [o0.h” wynosi

m =m-(p+1)*Kk
Dla A-uszoregowania o dfugosci D,gdzie , h bedzie dane wzorem
h =Y - Dp.

Zatem minimalna wartosc¢ C* bedzie najmniejszym D (D>C), takim ze

1H3X
zadania Z moga by¢ uszeregowane na n¥] € k procesorach w przedziale

iY - Dp, dJ i na m" procesorach w przedziale [0,D7] . Ponizej okreslimy

konieczny i dostateczny warunek takiej uszeregowalnosci. . tym celu za-

22, >tl

* %k H*

+6zmy ma" razie,ze zadania Z1 sg uporzadkowane tak,by

Teraz dla danej pary D,h (h =Y -Dp), niech 8, t2,...t j beda jedynymi
czasami wykonywania zedan wiekszymi od D - h. "Wéwczas zadanie Z1 mozna
uszeregowa¢ na m procesach (#acznie z zadaniami Z?) w przedziele [c,hj
wtedy i1 tylko wtedy,gdy

2 [fi ~ (DN - nn 21

Dowdd poprawnosci tegowarunku zamieszczono wJjJ . <
Opiszemy teraz wjakispos6b mozno znalezé minimalng wartos¢ C*mQX

Niech
Vﬁ ? t2. Nierdéwnos¢ /°./ mozna zapisa¢ w nastepujacej pos-

W m A i

taoi

Wj - 3 (O -IX - Dpl )i CY - Dp),
Rozwigzujgc te nieréwnos¢ wzgledem D uzyskujemy

D “Bil Y. 2k .
@-mi)pP +J

Zdefiniujmy teraz

p =LA -SiU-4J4
J (i -ml)p+]

Mozemy zetem napisac

CMnax " Hax (C. C1* °2»*” CQi1n
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m Najbardziej oczywistg metoda znalezienia powyzszego maksimum bydoby
posortowanie zadan Z wzgledem ich czaséw wykonywania t~ i nastepnie
okreslenie maksymalnej wartosci Cj. Z¥ozonos¢ tego podejscia bytaby
0 (,, log n?). Mozna jednak wyKona¢ to szybciej £5] ,biorgc pod uwage
nastepujace fakty.

1. cj-" d- nui oraz j> i) + k
Cj nie mav,lokalnych maksiméw dla j=mi + 1,...,mag + k - 1.
Stad,aby znalezé¢ maksimum wSréd Cny) + ~ .. .00 + oraz C nalezy

ze3toeowac¢ liniowy algorytm znajdowania mediany [l i1 przeszukiwanie
binarne,co prowadzi do algorytmu okreslanie C*fflgc o ztozonosci 0 (n").
Aynike to z faktu,ze znajdowanie mediany po raz pierwszy,wymaga czasu
0 (n,,),po raz drugi - 0 (n-J/2)., po raz trzeci - 0 (n"/3).-.Zatem +aczny
czas jest 0 (nM).

+ozemy teraz przedstawi¢ algorytm szeregowania badan podzielnych na-
lezacych do zbioréw Z1 oraz Zk, w celu minimalizacji ddugosci uszerego-
wanie. .
algorytm 1

1. Oblicz minimalng dfugos¢ uszeregowania C*max.

Z. Przydziel zadania ze zoioru Z* (w dowolnej kolejnosci) w przedziale
[C, C*max™] , korzystajac z reguty lic NaMghtona.

3. Przy%;iel nadmier(przekracz8jacy C*DQa'— h) ddugich zadan nalezgcych
do Z i by¢ moze krétsze zadania do ma .procesoréw w przedziale
[o,b] . Uszereguj pozostate zadania (lub ich o0ze$¢) w przedziale
jh, C*ax]zgodnie z reguta Mc Naughtona.

Nietrudno zauwazy¢,ze z4tozonos¢ powyzszego algorytmu jest O (ng + np
=0 (M;
3. Szeregowanie zadan 1- 1 k-prpcescrowych przy 0 -1 zadoniach zasobowych

W paragrafie tym rozpatrzymy pewne szozegélne przypadki ogélnego pro-
blemu szeregowanie zadan wieloprocesorowych przy ograniczeniach zasobo-
wych,dla ktérych istnieja proste algorytmy znajdujace uszeregowania 0O mi-
nimalnej dtugosci.
Zatozymy,podobnie jak w peragrafie k,ze zadania nalezg do dwéch zbioréw
Z1 i ZK ,a v, systemie znajduje sie jeden rodzaj dodatkowego zasobu np.ka-
naty. Zadania zasobowe zadan sg zero-jedynkowe,to znaczy zadanie moze
zgda¢ jednostki zasobu badz nie zada¢ go wcale, Zetem zadania nalezgce
do zbioru Z1 mozna podzieli¢ na dwa pozbiory: zadan zadajacych jednostki
zasobu 1 oznaczanych przez Z i nie zadajacych dodatkowego zasobu ozna-
czonych przez ZﬂqY Podobnie zbidér Z dzieli sig¢ na dwa podzbiory: Z r
oraz ZKé&.

WozZzna wyrézni¢ nastepujace przypadki szczego6lne,dla ktérych stosunkowo
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iatwo konstruuje sie uszeregowania optymalne [6] ,wykorzystujac podsta-
wowi algorytm 1.

Przyonaer: 1. H systemie wystepuja zadania nalezace do zbioréw Z1‘",
®i0 graz 1M i tym przypadku nalezy zastosowac¢ ponizszy algorytm.

Algorytm Z
1.Podstaw
Cswbbx Cz/n ,(Y° + Yr)/[_c/kj , t~, t~x, Yr/r,jJd >
guzie Y° a h 4.k0

Z ir 1 ko 3

Yr = 2 Ar
ZLC Zkr ti

2_.Uszereguj zadania zgodnie z algorytmem 1 (zadania ze zbioru ZkT sa
przydzielane jako pierwsze).

Przypadek 2. it systemie wystepuja zadania nalezace do zolorow ZA“ i
Z1r .
Ponizszy algorytm znajduje uszeregowanie optymalne.

Ajgorytm 3
1 .Podstaw
e eC;=max”Z/m, Yr/ [m/kj , t~, t~x, (Yr + Xr)/ r.,,)
gdzie Xr = 2 Nilr-
ZtE Z1lr

¢ -Przydziel zadsnia zgodnie z algorytmem 1.

Frzypadek 3. W systemie wystepuja ZBdania nalezace do podzbioréw
ZM i Z1lr. W tym przypadku nalezy testowac¢ ponizszy algorytm

Algorytm d
1.Podstaw

C:=max ~Z/m, YO/ [nwkj , t~, t*BX, Xr/rljj.

¢-Przy obliczaniu C*cax *oz pod uwage,ze po prawej stronie linii
szeregowaniu A tylko rg proceséw moze wykonywa¢ zadania ze zbioru
3.Uszereguj zadania zgodnie z algorytmem 1.

Nietrudno zauwazy¢, ze powyzsze algorytmy znajduja uszeregowanie op-
tymalne dla odpowiednich przypadkéw,a ich ztozonos¢ wynosi 0 (nj. Ear-
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dziej skomplikowane problemy szeregowania,réznigce sie od powyzszych,
rod za jam.zgdah zasobowych zaaarn,badz stopniem ich wieloprocesorowosci,
nalezy rozwigzywa¢ stosujac ogélne podejscie programowania liniowego,
opisane w paragrafie 4.

4_.0g6lny algorytm szeregowania.

H ponkcle tym rozpatrzymy ogélny problem szeregowania zadan podzie-
Inych wieloprocesorowych dla dowolnych ograniczen i zadan zasobo-wych. Do
jego rozwigzania wykorzystamy“zmodyfikowane podejs$cie opispne w [15j >
stuzgce do rozwigzania ogd6lnych zagadnien przydziatu zasobéw.

Zdefiniujmy zbidér zasobowo-dopuszczalny jako podzbidér Z9dan,ktére moga
by¢ wykonywane réwnolegle ze wzgledu na ograniczanis dotyczgace procesorow
i dodatkowych zasobéw. Miech liczba réznych zasobowo-dopuszczalnych zbio-
réw bedzie roéwna li. Przez oznaczymy czas wykonywania, i-tego zbioru
zasobowo-dopuszczalnego,a przez zbiér indekséw tych zbioréw zasobowo-

dopuszczalnychjktére zawiersja zadsnie Jj

JjEiza Z1**7*»7Zn2 ,**,,Z1 ,**"Znk li *
Stad wynika nastepujacy problem programowania liniowego:
Minimalizowac
K
z *1
i=1
przy ograniczeniach

ilg Xi =~ e{z~,...,z"7], i = i,2,....k

Rozwigzujac powyzszy problem programowania liniowego,uzyskujemy optymal-
ne wartosci , ddugosci czesci uszeregowania optymalnego. Zadania wyko-
nywane w kazdej z tych czesci uszeregowania sa elementami odpowiadajacych
zbioréw zasobowo-dopuszczalnych. Analizujac z#ozonos¢ obliczeniowg powyz-
szego podejscia widzimy,ze liczba ograniczen jest réwna n, natomiast licz-
ba zmiennych jest réwna 0 (nl1), zatem dla ustalonej liczby procesoréw m,
jest ograniczona, przez wielomian od rozmiaru instancji (czyli od liczby
zadan). Korzystajac nastepnie z.wielomianowych algorytméw programowania
liniowego uzyskujemy +acznie wielomianowy algorytm rozwigzania

wyjsciowego problemu szeregowania.
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OOCTABEHHE PAQLHCAHHH  IffIOIWOUECCOPHICC  3KIAV HRi HEMTO
JEABIHHUX  PI3CTPOIB

Pe 8

paﬂOTe accMOTpena npo&neMa cocmaneHJiH pacnHcaHoa aa’an, KOTopae
HeodkosEMO_BangjfiHTB sa SpyX am _<Soree npogeocopax npz MXzvzz notfaBOHHHX
pecypoDB. PaccuoTpeHa Mscua|z3a||H|| jpthhh pamraca afi jyw nepsinHHX sa”aa.

SCHEDULING OF MULTIPROCESSOR TASKS UNDER RESOURCE CONSTRAINTS

Sunre ary
The problem to be considered is one of scheduling of multiprocessor
tasks under resource constraints. It is assumed that certain tasks [nay re-
quire more than one processor at a time .Tasks are to be scheduled preemti-
vely in order to minimize schedule lenght.



