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ITERACY3NA METODA ROZDZIALU ZASOBOW W WIELOKRYTERIALNYM
SYSTEMIE O STRUKTURZE HIERARCHICZNE3

Streszczenle. W pracy przedstawiono metode rozdziatu zasobu
w hierarchicznym systemie obiektéw. Kazdy obiekt posiada funk-
cje celu, ktérej wartos¢ zalezy od wartosci funkcji celu obiek-
téw potozonych na nizszych poziomach w hierarchii. Sformutowane
w pracy zadanie wielokryterialnego rozdziatu zasobu jest roz-
wigzywane przy uzyciu iteracyjnego programowania celowego.

1. Wstep

Wnioskiem z twierdzenia o hierarchicznos$ci Scholza [4" Jest, ze
kazdy realnie istniejacy system dziatajacy w sposéb efektywny posiada
specjalna strukture, ktérej sktadnikami se hierarchio typu interakcyj-
nego, agregacyjnego oraz funkcjonalnego. Twierdzenie to orzeka roéwniez,
ze aby zbudowany przez cztowieka system techniczny lub spoteczny byt
efektywny i niezawodny powinien posiada¢ w swej strukturze te trzy wy-
mienione "typy hierarchii. Przekonujacej argumentacji uzasadniajacej
teze, ze nieodtaczng ceche ludzkiej dziatalnosci Jest hierarchicznosé¢,
dostarczaja takze Singh i Singh [77].

W pracy rozwaza sie system sktadajacy sie z obiektédw charakteryzo-
wanych przez pewien mierzalny atrybut, ktéry oznaczony bedzie tn,
n»l,...,N a n jest numerem obiektu. W zaleznos$ci od charakteru tego
atrybutu oraz powigzan miedzy atrybutami réznych pozioméw hierarchii
mozemy moéwi¢ o jednym z trzech typoéw hierarchii [4]. WielkosS¢ atrybutu
zalezy od argumentu zwanego dalej zasobem, tzn. tn»tn(xn), gdzie xn
jest zasobem. Zaktada sie, ze tn sg funkcjami nierosnecymi i wypukdymi.
Decydent posiada do swej dyspozycji ograniczonag ilo$s¢ zasobu, ktérag
moze dowolnie rozdziela¢ pomiedzy obiekty systemu.

Dla kazdego obiektu systemu okre$lona je3t pewna funkcja celu, ktoé-
ra w najprostszym przypadku moze by¢ tozsama z wielko$cig atrybutu
ale moze takze by¢ uzalezniona od atrybutéw pozostatych obiektéw sys-
temu. Funkcje celu obiektu oznaczaé¢ sie bedzie fn(tfj X) ,--. , tNX)) lub
w skrécie fnlx), gdzie n«l,...,N, jest numerem obiektu w systemie oraz
X j"eet wektorem alokacji zasobdéw do obiektéw systemu, tzn. x=[x!,x2,...,

*n] e
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Obiekty w systemie posiadaje zro6znicowane prlorytety-najwyzsze na
szczycie hierarchii, najnizsze na Jej dole. Z punktu widzenia decydenta
Jest to najbardziej naturalny sposéb traktowania hierarchii. Obiekty,
oprécz priorytetéw, posiad8je okreslone poziomy aspiracji funkcji celu.
Se one ustalane przez decydenta. Ten zdecentralizowany sposéb potrakto-
wania systemu hierarchicznego pozwala sformutowa¢ zadanie optymalnego
rozdziatu zasobu Jako zadanie programowania wielokryterialnego.

Wielokryterialne podejs$cie do rozdziatu zasobu w systemie typu kom-
pleks operacji Jest przedmiotem prac Stowinskiego, ra.in. [8~ 1 [91.
Prezentowana tam koncepcja problemu wielokryterialnego rézni sie od
przedstawionej w tej pracy tym, ze funkcje celu zadania rektorowej op-
tymalizacji maje charakter globalny i se oparte na réznych miarach:
czasowej, kosztowej lub ilosSci przerwan operacji. W pracy Shircizu i
Alyoshi [6] wystepuje réwniez rozdziat zasobu w systemie hierarchicznym,
ale rozpatrywany Jest Jedynie system dwupoziomowy i jedynie rozdziat
zasobu pomiedzy obiekty nizszego poziomu Jest wlelokryterialny. Dest on
traktowany Jako Jedno z ograniczen globalnej funkcji celu. Takze w pra-
cy Whitforda 1 Davise [10~ wystepuje problem wielokryterialnego rozdzia-
tu zasobu i1 zalecane Jest rozwiezywanie tego zadania metode oparte o me-
tode programowania celowego.

Réwniez w niniejszej pracy programowanie celowe, a doktadniej jedna
z Jego metod - iteracyjne programowanie celowe, stanowi podstawe algo-
rytmu znajdujecego optymalne rozwiezsnie zadanie rozdziatu zasobu. Mate-
matyczne sformutowanie tego zadania Jest przedmiotem rozwazan w nastep-
nym punkcie, natomiast algorytm przedstawiono w punkcie 3. Punkt 4 pracy
zawiera opis przyktadu zastosowania prezentowanej metody w przypadku
rozdziatu zasobu dyskretnego w hierarchii typu agregacyjnego.

Z. r "m-mutowanle problemu

0gélne matematyczne sformutowanie wielokryterialnego zadania progra-
mowania matematycznego zaadaptowane do problemu rozdziali, zasobu w sys-

temie"mozna przedstawié¢ nastepujeco

min [ f£{x) .... , IN[X)]
E *n ] n
n=I
xn} 0 , né T
gdzie T » {1, 2,..., n]oraz X jest catkowita ilosScie zasobu dc rozdzia-

+u pomiedzy obiekty systemu. W sformutowaniu programowania celowego
Charnesa i Coopera [1} zadanie /!/ mozna przedstawic
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mIn{ W0a0 (d", d+), Y~a~d-, d+) Wpap (d“ . d+)J
N
¢ d0 - dOo - X /2/
e X
fn(x)+ da ™ dn®" Sn e " & T
xn”™ 0 ,h e 5¢
d", d+ > 0 , d” d* xo ., nET

W /2/ zastosowanonastepujaceoznaczenia:

1. d”, d™ oznaczaje odpowiednio niedobdér 1 nadmiar zuzycia zasobu od-
niesione do X Jego Jednostek,

2. g , n»l N oznaczaje poziomy aspiracji /cele/ dis funkcji celu
obiektow”

3. d”7 , d*, n=»l,...,N oznaczaje odpowiednio niedobdér i nadmiar w osieg-
nieciu celéw gn/

4. ap(d”, d+), gdzie d-=[d~, dj,...,d” ] , d+x[d* , d* ,...,d*],
p=1,...,P ae funkcjami satysfakcji”

5. Wp, p«i,...,P oznaczaje wagi przypisane odpowladajecym im Tfunkcjom

satysfakcji.

Notacja wprowadzona sformudowaniem /2/ zostanie ponizej uscislona
dla systemu hierarchicznego rozwazanego w pracy. Zaktada sie, ze struk-
tura systemu Jest reprezentowana przez graf typu drzewo, ktdérego wyréz-
niony wezet zwany korzeniem Jest obiektem szczytowym hierarchii. Poziom
obiektu Jest poziomem odpowiadalecego mu wezda i mierzony Jest iloscie
wez+6w znajdujecych sie na Sciezce +teczecej rozpatrywany wezet z korze-
niem. Zgodnie z wczesSniejszymi zatozeniami priorytet obiektu Jest wiegc
zalezny od Jego poziomu i przyjmuje sie w pracy, ze Jest ten sam dla
obiektéw tego samego poziomu. Ponadto

a (d-, d+)= X, dn -
nelPp

a0(d*. d+)a do IV
d* » max(o, bn) , n=0,1,...,N

N
bo " £ Xn ~ X

n=1
-bn » fn(x)— 9 , n=0,1,... N

oraz p-1 P oznacza poziom grafu, P Jest ilosScie pozioméw w grafie,

a zbior & , p»l P oznacza zbidr wszystkich weztéw aajecych ten aw
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poziom.
Zgodnie z iteracyjnym programowaniem celowym Hwanga i Masuda [3} wagi
funkcji satysfakcji se dobrane tak, ze Wp» wp+l>P“l....,P-1 oraz

WQ » W1# Oznacza to. Ze najwyZszy priorytet posiada ograniczenie zaso-
bowe /otrzymane rozwigzanie musi by¢ rozwiezaniem dopuszczalnym/. Prio-
rytet ten zmniejsza sie wraz ze wzrostem poziomu obiektu. Konsekwencje
relacji » miedzy priorytetami jest to, ze nie wszystkie obiekty, Szcze-
g6lnie te o wyzszych poziomach, moge w optymalnym rozwiezaniu osiegnec
wyznaczony przez decydenta poziom aspiracji.

W metodzie Hwanga 1 Masuda [33 rozwigezanie nieliniowego problemu
programowania celowego Jest zdekomponowane i sktada sie z rozwiezania
ciegu zadan programowania nieliniowego z jedne funkcje celu.

Z uwagi na to, ze W » wp+i rozwiezanie /2/ Jest réwnowazne rozwieza-

niu P probleméw typu

min ap(d”, d+) /4/
N

1] xn + - do =X /4a/
n=1

ai(d~, d+) ™ a* , 1=0,1,...,p-1 /4b/
fn(xl+ di - dn =9n < " £ T /4c/
Xn > 0 s n eT YRy

gdzie a* Jest optymalnym rozwiezaniem problemu i, a problemy te se
rozwiezywane w kolejnosSci wzrastadecych numeréw poziomow.

Zadanie /4/ Jest zadaniem programowania nieliniowego i kazda znana
metoda moze by¢ zastosowana w celu znalezienia rozwigzania. Celem nas-
tepnego punktu pracy Jest przedstawienie alternatywnego sposobu rozwie-
zania /4/, w ktérym do$¢ kiopotliwe ograniczenie /4b/ nie bedzie bez-
posrednio uwzglednione podczas optymalizacji, a takze drzewiasta struk-
tura problemu utatwiaé¢ bedzie znalezienie optymalnego rozwiezania.

3. Algorytm

Zaktada sie, ze istnieje algorytm A znajdujecy rozwiezanie nastepuje-

cego problemu

Q m min fn (X)

xn N 0 , n £ 1
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gdzie T n jest poddrzewem grafu T z wezdem n jako jago korzeniem. Wywo-

+ania tego algorytmu oznaczac¢ sie bedzie A(n, x, f, Xn)-«(y, Q) gdzie

n - numer obiektu korzenia, x=[x1 xN] , f=[f1 fN] i Xn - zasoéb,

Be parametrami wejs$ciowymi oraz y=[yl,...,yN] iQ - wartos¢ funkcji celu.

se parametrami wyjsciowymi. Zaktada sie, ze y*=Xx1i Jesli i F

Wobec tego algorytm B rozwlezujecy zadanie /2/ jest nastepujecy:

Krok 1. Znajdz dowolne rozwigzanie x spedniajece ograniczenie zasobowe.
Jesli ono istnieje, to a* = 0, p=l, qg=li przejdz dokroku 2.
Jesli ono nie istnieje to STOP.

Krok 2. A(l, x, f, X)-I (x, ) . Jesli G~z wéwczas podstaw aj = O,
gq=2 i przejdz do kroku 3. W przeciwnym wypadku STOP.

Krok 3. Podstaw p=p+l. JesSli p>P woéwczas przejdz do kroku 8. JeSli
Fx(f. x)4 g~, ie jP , gdzie jest wartoscie funkcji celu
dla wektoréw fix, woéwczas podstaw ap=0 i przejdz do kroku 3.
W przeciwnym wypadku g=p, y=x, h=F.

Krok 4. Oblicz i: F*ih, y) > . Podstaw y°0.

Krok 5. Znajdz takie, ze

Si°o min® j[S: Fi~ 9i "AM, y* h* S)~¥ Ay~ Fi)}

dla i.e"p". Jesli S, nie istnieje lub cieg obliczen prowadzi do
p N
sytuacji, ze Y* > * woéwczas przejdz do kroku 8. W przeciw-

nym wypadku zmodyfikuj h nastepujeco

= Const” s if£ $.p

gdzie Constl= fAYj) oraz £ p&e”™->L- "<

Krok 6. A@, vy, h, X)-*-~ (z, Fj) - Je$Sli F.Jh.z)». gi , 16 j=1,...,q
woéwczas podstaw x=z, p=q, ap = 0, g=g+l i przejdz do kroku 3.
Krok 7. Jesli F~> g~ wéwczas przejdz do kroku 8. W przeciwnym wypadku
oblicz
p= max fr: "S-/ 0}
li rigq r
i przejdz do kroku 5.
Krok 8. Rozwiezaniem jest x*= x, F*= F(f, x*) oraz ap=|"Jj max[o,Fk- gk],

P=q ....,P. P
W proponowanym algorytmie q oznacza poziom taki, ze a*=af=...%"aq_i" O
oraz a* > 0. Dlatego cele gp, p=Il,...,P se osiegniete do poziomu g-1
wkecznie.

Twierdzenie. Algorytm B znajduje rozwiezanie problemu /2/.

Dowdd, Wartos¢ q podczas obliczen algorytmu nie ulega zmniejszeniu. Licz-
ba pozioméw w grafie Jest skonczona wiec algorytm zatrzymuje sie po skon-
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czonej 1ilosci obliczen.

Problem /2/ Jest rozwigzywany Jako cigg probleméw /4/. Przejscie od
problemu p do problemu p+l1 moze sie odby¢ Jedynie gdy N ogi, e )
J=1..... (J co oznacza, ze speknienie ograniczenia /4b/ bada sie a poste-
riori /krok 6 algorytmu/. Podczas rozwiezywanla /A/ ograniczenie to Jest
wiec zaniedbywane. Problem sprowadza sie wéwczas do zadania /5/ poniewaz
minimalne wartoscia Je6t zero, ktore osigga sie gdy F* ~ 9 dla le ip
Tak wiec w kroku 3 stuka sie alokacji, ktéra przy zadanym X minimalizuj g
F~. Oes$li ograniczenie /4b/ nie Jest spednione to w kroku 5 sprawdza sie
czy istnieje taka modyfikacja wyznaczonej alokacji by ograniczenie to
mogto by¢ spednione poprzez wyznaczenie takich przydziatéw zasobu, aby
Ft- gi dla 16 3~. Dla wszystkich tych obiektéw, dla ktérych w ten "wy-
muszony" sposéb osiggnieto cele, chwilowo ustala sie funkcje celu na po-
ziomie wyznaczonym przez przydzielony zaséb. Przy tak dobranych funkcjach
celu ponownie minimalizuje sie F~/krok 6/. OesSli ograniczenie /4b/ Jest
spetnione to mozna przej$¢ do rozwigzywania problemu /4/ dla nastepnego
poziomu. Oesli sytuacja ta nie wystgpita to konczy sie obliczenia. Tym
samym maksymalizuje sie liczbe funkcji satysfakcji 8p, ktdére osiagaja
wartos¢ 0, czyli rozwigzuje sie problem /2/, gdyz wptyw wartosci il o
z uwa%i na dobor WP mozna zaniedbac.B

Metoda rozwigzywania problemu /2/ za pomoca przedstawionego algo-
rytmu Jest szczegdlnie efektywna dla pewnych typéw funkcji celu, dla
ktérych opracowano pros te i szybkie algorytmy rozwigzywania zadan /5/.

Z analizy dziatania algorytmu wynika, ze zadanie /5/ moze by¢ rozwiezy-
wane dla zasobu dyskretnego co najwyzej XM razy, gdzie M jest ilos-
cig gatezi wychodzgcych z jednego wierzchotka w przypadku drzewa regu-
larnego. Nadmiarowo$¢ tego oszacowania ros$nie bardzo szybko wraz ze
wzrostem M. Tak wiec dla ptaskich struktur /P mate/ proponowana metoda
przy starannym wyborze algorytmu dla /5/ Jest efektywna gdyz P rosnie

znacznie wolniej niz N.

4. Przyktad

Rozwazmy system sktadajacy sie z N=8 obiektéw reprezentowany przez
graf na rys.i. Zalezno$¢ atrybutu od zasobu Jest postaci tn=an+bnexp

C-c x_)- W przypadku hierarchii typu agregacyjnego f %:T t,. Przyjeto,
nn iC-Tn

ze b»[3,2,4,4.2.5,3,1.5,2] , b=[1,2,1,0.5,1,1.5,2,2] , ¢c=[0.2,0.3,0.4,0.1,
0.5.0.3,0.2,0,6] , oraz g»[30,12 ,15,4.4,3.5,4.0,3.5,3.5] i X=6. Ponadto
zatozono, zo zas6b Jest podzielny dyskretnie, co wigze sie z uzupednie-
niem zbioru ograniczen we wszystkich przedstawionych rozwazaniach w wa-

runek xne C, gdzie C Jest zbiorem liczb catkowitych dodatnich. Do roz-
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wigzania zadania /5/ zastosowano algorytm Shiha [53. Otrzymano nastepu-
jace rozwiagzanie xK=[0, 1, 0, 0, 1, 1, 1. 2] oraz F*=»[29.93, 11.08,
14.85, 4.5, 3.1, 4.11, 3.13, 2.6].

Inny przyktad zastosowania algorytmu B dla systemu hierarchicznego typu
iteracyjnego przedstawiono w pracy Czuchra [2].

Rys.i. Graf przyktadowego systemu
Fig.1. The graph of exemplary system.
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HTEPAQHOHHLIfl AJDTOPMM  PACIIPEHEJEHHS PECTPCOB B MHOrOKPHTEPUAIDD-
H02 hepapxmeckoM chcteke

Pesdame

B paboTe paccuaTpKBaexcH axropEiM pacnpeneJieHM pecypcoB b Hepapxmieo-
KOE CBCT6MO0. Boe OUBeKTH CECTeiiH BM6DT KpHTeDZH KaHeCTBa, KOTOpue aSMeHHBT-
QH Korjoa H3MGHSDTCH KpKTepEH KaVeCTBa OOteKTOB paCHOJIOHeHHHX Ha HH3E2X ypOB-
Hffit CTpyKTypa . DpodJieiia MHorDKpiiTepaajiiHoro pacnpeneneHUH pecypooB pemeaa
b 8to2 padoTe npa iiomoise ETepaixaoHHoro HHCureHHoro nporpaMMHpoB8hhh..

RESOURCE ALLOCATION IN A MULTICRITERIA HIERARCHICAL SYSTEM
BY ITERATIVE METHOD

Summar y

The paper presents the method of resource allocation in a hierarchical
system of object.Each of the system object has its own objective function.
Its value depends on values of objective functions of objects placed on
lower level of the hierarchy .The problem of multicriteria resource allo-
cation formuled in the paper is solved by lterative goal programming method.



