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SZEREGOWANIE ZADAN METODA KOLOROWANIA GRAFU KONFLIKTOW

Streszczenie. W prac Erzedstawiono prébe wykorzystania teorii
graféw do rozwigzania (R;s retnego problemu szeregowania zadan. Metode
rozwigzania oparto na kolorowaniu wierzchokkéw pewnego grafu zwykkego
zwanego grafem konfliktdw, do ktorego nalezy przeksztakci¢ pierwotny
problem szeregowania. Wierzchodki grafu konfliktéw obrazuja zbior
zadan oczekujacych na realizacje. Licznosé zbioru maszyn Jest dowolna
i moze by¢ okreslona parametrycznie. Zbidr krawedzi przedstawia rela-
cje konfliktéw, oznaczajgca niemoznos¢ Jednoczesnego wykonania odpo-
wiedniej pary zadan.

Do rozv:igzania problemu zaproponowano nowg, binarng metode subopty-
malnego kolorowania wierzchodkéw grafu. Poszukiwane uszeregowanie %e—
dziemy utozsamia¢ z podziatem zbioru -wierzchobkéw na podzbiory niezai.
lezne” /Jednakowo kolorowalne/.

1. Wstep

Niech dany bedzie zbidér zadan Z , ktére nalezy wykonaC na pewnym zbio-
rze maszyn, o6rego licznosé Jest dowolna i moze ¥ch ustalona parametrycz-

nie. Zbidér zadan Z Jest zbiorem niepustym i skoriczonym, a Jego elementy
27"e Z stanowig tzw. zadania niepodzielne }tj. zadania, ktorych realizacja
nie moze by¢ przerwana. Na zbiorze zadan Z okreslona Jest pewna dwuczto-
nowa relacja, obrazujgca konflikt czasowy lub przestrzenny miedzy poszcze-
goInymi parami zadan. Relacja konfliktu wyraza¢ moze np. uwarunkowania
technologiczne /kolejnosciowe/ istniejgce miedzy niektdrymi parani zadan

i oznacza niemoznos¢ Jednoczesnego wykonywania tych zadan - konflikt cza-
sowy lub koniecznos¢ wykonywania ich na rdéznych maszynach - konflikt
przestrzenny.

Nalezy znalez¢ taka kolejnos¢ realizacji zbioru |Z | zadar, aby spekié
ustalong funkcje kryterium. Dopuszczalno$¢ uszeregowania bedziemy odnosic
do warunku “zero konfFliktow" - zgodnie z przyjetym grafem konfliktow.

V tak sformutowanym problemie pomijamy chwilowo kwestie maszyn, ;ch
liczby oraz uwarunkowania kolejnosciowe /technologiczne/. Przyk¥adowo mo-
zemy zatozycCTistnienie zbioru maszyn adekwatnego do potrzeb generowanego
harmonogramu. Zatozenie to eliminuje z modelu czas, a tym samym czas rea-
lizacji poszczegdlnych zadan na odpowiednich maszynach. Zgodnie z
powyzszym problem optymalizacji uszeregowania zostak sprowadzony do zada«
nia pokolorowania grafu konfliktow minimalng liczbg koloréw - réwng
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liczbie chromatycznej grafu. Optymalne pokolorowanie grafu konfliktow
oznacza¢ moze np. minimalizacji; liczby maszyn niezbednych do "obstuzenia™
zbioru |Z | zadali, Problc-m sterowania liczby wykonawcéw wystepuje stosun-
kowo czesto w tzw. harmonogramach o ustalonym,czasie realizacji [3] -

Ze wzgledu na HP-zupedng ztozonosS¢ obliczeniowy ogbélnego problemu ko-
lorowania grafu 1 matlg efektywnos¢ optymalnego algorytmu llaghout-rfeissmana
wynikajaca m.in. z koniecznosci minimalizacji pewnych formuk algebraicz-
nych [e] , szereoko stosuje sie rézne algorytmy i metody przyblizone, Jak
np.: metoda Welsha-Powella«[i] , metoda Wooda [12] czy metoda Burlogi [a]-
bo efektywnego szeregowania zadan zaproponowano w pracy nowy, suboptymalny
algorytm kolorowania wierzchotkéw grafu, bazujacy na binarnej macierzy
przylegtoscl wierzchotkéw, ktérego przydatnoS¢ oceniono miedzy innymi za
pomoca badan komputerowych.

2. Kolorowanie grafu konfliktow

Jak zostato wspomniane zastosowanie metody kolorowania wierzchodkéw
grafu wymaga uprzedniej transformacji problemu szeregowania dotzw. grafu
konfliktéw technologicznych G .Jest to graf zwykdy bezpetli itukow
oraz wierzchotkéw izolowanych [10]

0 « <Z, U> /V/
gdziez Z - zM 1 « 1,1 p - zbidrwierzchokkéw (
Um/Zub5 n-1,N" - zbidr krawedzi .
Zbior wierzchotkéw Z reprezentuje zbidr zadan 4+ oczekujacych na

obstuge, dla ktérych nalezy znalez¢ optymalne uszeregowanie /kolejnos¢ re-
.alizacji/. Zbior krawedzi U obrazuje konflikty czasowo-przeatrzenne wy-
nikajace z technologii wykonywania zbioru zadan Z . Ponnalnie zbidér kra--
wedzi /konfliktow/ Jest relacja dwuczdonowa okreslong na produkcie
kartezjans.kiro Z x Z

72/

ktorego elementami u’e U sg pary zadan ~z”~,z” , bedace w konflikcie
np. czasowym oznaczajacym niemoznos¢ Jednoczesnego wykonywania zadania :
oraz .2 w tej"samej chwili. Kolacje konfliktow U doLaminuje najczes-
ciej technologia wykonywania zblonj zadan Z czy tez inne wzgledy np.
organizacyjne a tukzo dostepnos¢ materiatdw, surowcow, narzedzi itp.
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> Przykdadowy graf konfliktow /a/ i odpowiadajacy mu harmonogram /b/
Example of conflict graph /a/ and its schedule /b/.

Jezeli potrafimy znalez¢ podziat zbioru zadan Z
NZL,22> . ,ZK, ... L4 P /5/

toki, ze spedniony Jest warunek

/\ /\ fz,,2 €27 fz ,z e UM I>,1
z_,2,ez 1isk<K 11
i’ Y

to zbiory 92~ N skladajg s. z zadan, -ktore mogg by¢ wykonywane w tej sa-
mej chwili. Wobec togo K Jest liczba Jednostek czasowy I1; m.;:.iz..§i-
w -zystkich zadan |Z | . Metodami kolorowania grafu mozna wyznaszy¢ tinir. alny
podziat /3/, a > Jest wovw/czas minimalna liczbg Jednostek czasowych potrze-
bnych do wykonania |Z | zadan.

Niech dany bedzie graf G 1 liczba naturalna K . Mowimy, ze graf G
Jest K-barwny Jezeli Jego wierzcholtki mozna pomalov;a¢ K-réznymi barwami
w taki spos6b, ze zadne dwa wierzchodki sasiednie nie sg pokolorowane tg
samg barwa. Najmniejszg liczbe K , dla ktorej grtif G Jest K-barwny na-
zywamy liczbg chromatyczng grafu 36 (g) . Zatem K-pokolorowanie grafu G
Jest réwnowazne wyznaczeniu rodziny podzbioréow /3/ takiej, ze speknione
sg warunki :

1° 0 ~ ZkCZ; 1<k<K /5/
2° Zjozj =0 dla i0J; i,J=iX /6/

"3° (Zzi-V) " ((vzj>e0) .* 77/
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Jezeli ponadto zachodzi warunek

o) Zk 4 /5/
to pokolorowanie /3/ nazywamy pednym. Pokolorowanie petne, takie ze
K - ©) - - 79/

nazywamy optymalnyn”™ Podzbidér wierzchotkow 2z~ grafu G spedniajacy
warunek /7/ nazywamy niezaleznym.
Jak juz wspomniano istnieje szereg algorytméw kolorowania grafu zardéwno

dokdadnych /optymalnych/ 5] , jak tez przyblizonych /suboptymalnych/ [7],

[1i] , [12J Jednak ich sprawnos¢ i efektywnosS¢ odniesiona do takich pa-
rametrow, jak: czas obliczen | zajetosS¢ pamieci operacyjnej jest ciggle
daleka od zadowalajacej. Ponizej zostanie przedstawiony nowy algorytm sub-
optymalnego kolorowania wierzchotkéw grafu G bazujgcy na binarnej
macierzy przylegtosci wierzchotkéw C.(Q)

.3. Niezalezne zbiory wierzchotkéw

Zgodnie z definicja problemu kolorowania /5/ * /8/ kolor k-ty moga
tworzy¢ tylko wierzchodki /zadania/ z”6 Z» , nie bedace wzajemnie w re-
lacji konfliktu /2/. Zbiory Z~C Z nazywaC bedziemy zbiorami niezaleznymi
/Jednakoy/o kolorowalnymi/. Proces konstruowania zbiordéw niezaleznych
z~Q Z rozpoczyna sie od wskazania wierzchotka inicjujacego dany kolor
zXJ Z , ktéry dzieli pozostate wierzcholki grafu G na dwa rozkaczne
podzbiory zZgq 1 20

z “ 2k A ZocC 2k ~ zZ1 (o~ /7107
gdzie: Zo(zk) - zbioér wierzchotkéw nieprzylegdych do z°,
2 (zk) ** zbidr wierzchotkéw przylegdych do 2z~ .
Do zbioru niezaleznego Z~C Z moga naleze¢ tylko wierzchotki ze zbioru
) p: zy czym zaden wierzchotek Zy £ ZK nie moze pozostawa¢ w relacji
konfllktu z Jakimkolwiek innym Wlerzcho}klem tworzacym dany kolor z~ *

W og6lnosci procedura generowania zbioréw niezaleznych polega na sukcesyw-
nym wkgczaniu do zbioru Z wierzchotkow nieprzyleghtych ze stopniowo

redukowanego zbioru Z (@»

RN - A

Konstruowanie danego koloru Z  Kkonczy sie w momencie wyczerpania sie
zbioru Z (z )

0,1 . /2
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Kolejny nowy kolor k+l jest inicjowany przez nastepny wierzchotek

bazowy zfct zacy do zbioru Z1(zk) » ca W

ktory podobnie jak wierzchotek 2z~ dzieli zbidr pozostal—ych wierzchodkéw
na dwa roztaczne zbiory Z0 i Z

1
Z\Z’k T el 0\(/Zk+1'\\“] Zl\;k+'\) /14f

Proces generowania kolejnych nowych koloréw k+i € K prowadzony jest
az do momentu, gdy wyczerpie sie zbidr wierzchotkéw dotychczas niepokolo-
rowanych

A"k + 1 - k)<=>(z\ gjzk . 0) /15/

co oznacza zakonczenie procedury kolorowania grafu G . Graficzng interpre-
tacje procedury kolorowania grafu metoda redukowanych zbioréw niezaleznych
przedstawia rys.2.

Rys.2. Procedura generowania zbiordw niezaleznych
Algorithm of generation independent se

Jezeli uzyskana liczba koloréw K /podzbioréw 2zZ/ speknia warunek
/9/, to otrzymalismy pokolorowanie minimalne /optymalne/, co na gruncie
teorii harmonograméw odpowiada np. minimalnej liczbie maszyn lub mini-
malnej ddugosci uszeregowania /przy nieograniczonej liczbie maszyv/..

4. Binarna metoda kolorowania grafu

Procedure kolorowania grafu metoda wyznaczania zbioréw niezaleznych
mozna sprowadzi¢ do operacji logicznego dodawania odpowiednich wierzchot-
kéw nleprzyleghtych. Do Jej numerycznej realizacji wykorzystamy binarng
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macierz przylegtoscl wierzchotkow grafu A(G)

. Lan IJ]Z].)‘(IZI i"»lj /116 /
ktérej elementy Px.-j] okreslamy nastepujaco

* 1 - gdy _<_v*j>£“ /1?/
,0 - przeciwnie.

J8k wynika z definicji /16/ jest to macierz kwadratowa o wymiarze
123 x |Z] , odznaczajaca sit; m.in. whkasnoscia cymetri wzgladem gidwnej
przekatnej, co zostato wykorzystane w algorytmie komputerowym, bazujacym
tylko na gérnej podmacierzy trojkatnej.

Rozpatrzmy dowolny n-ty wiersz macierzy f£i(g) “, zawierajacy elementy
zero-Jedynkowe. Wszystkie elementy zerowe ” ®/ tworzg zbiodr
wierzchotkéw nieprzyleghych z0(2k)

Zo(2) " {aid "0 * in’ } /18/

a% Jednostkowe Za,.» 1/ +tworzg zbidr wierzchotkéw przylegkych

21K) “ {aid “1 5 i'n” n<J<N 719/

Procedura konstruowania k-tego koloru /zbioru Z~C Z / moze by¢ wyrazona.
Jako suma logiczna odpowiednich wierszy macierzy &(G) . Inicjuje Ja wybor
wierzchotka bazowego z”~? Z rozpoczynajgcego dany kolor, co jednoczesnie
determinuje zbior wierzchotkéw nieprzyleghych Z0(zk) <0 t©h samym skkad-
niki sumy logicznej /11/. Tak uzyskana suma /11/ wyznacza z kolei dalsze
postepowanie. Zgodnie z wyrazeniem /18/ elementy zerowe /a™*=0/ w
wierszu sumarycznym okreslaja numery wierszy /wierzchokkow/, ktére sa
potencjalnymi skdadnikami kolejnej operacji sumowania. Proces, dolgczania
wierzchotkow nieprzyleghdych /sumowania logicznego wierszy a... / ,
kontynuowany Jest az do momentu wyczerpania sie zbioru Z (z) . speknie-
nie warunku /157 inicjuje nastepny k+! kolor, o ile prawdziwe jest wy-
razenie /13/. Kazdy z tak uzyskanych zbioréw niezaleznych Z~C Z jest
Jednoczesnie zbiorem maksymalnym.

Binarny algorytm kolorowania wierzchotkéw grafu G mozna przedstawic
za pomocag nastepujacej sekwencji,
l0 Dla danego grafu konfliktow G zbuduj odpowiadajaca mu binarng

macierz przytegtosci wierzchotkow £°@g) , w ktorej nalezy wydzielic

goérng podmacierz trojkatna.
2° v podmacierzy trojkatnej &(g) wybierz wierzcholek /wiersz /
inicjujacy dany kolor Zk
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3° Numer kolejnego wierzchotka dotaczonego z £ Z ustal na podstawie
numerow elementow zerowych w wierszu inicjujacym /sumarycznym/
a
4 ngdgj logicznie wierzchotek bazowy z/multiwierzchotek Z / do
wybranego wierzchotka dokgczonego z
5 W nowopowstalym wierszu sumarycznym ?" ustal aktualny zbior
wierzchotkéw nieprzylegdych Z0(zk+n) =
Przypadek Z0(zk+n)= 0 oznacza wyczerpanie sie mozliwosci dalszego
postugiwania sie k-tyra kolorem. W ten sposéb zostat utworzony maksymalny
zbiér niezalezny typu 2z~ , Jezeli wszystkie wierzchobki grafu G zostaly
pokolorowane /wlkaczone do odpowiednich zbioréw niezaleznych 77/, to algo-
rytm konczy swoje dziakanie. W przeciwnym przypadku inicjowany jest nastep-
ny k+l kolor poczawszy od kroku 2°

5. Podsumowanie.

Przedstawione w pracy podejscie do problemu szeregowania zadan wymaga
transformacji zagadnienia pierwotnego do grafu konfliktow G, zawierajacego
obraz czasowo-przestrzennych kolizji /uwarunkowari/ technologicznych opisa-
nych na zbiorze zadan Z . Dwa zadania :z~,z ® ~ podgczone wspolng krawe-
dzig ur€U nie mogg by¢ wykonywane jednoczesnie /w tym samym czasie lub
na tej samej maszynie/. Dopuszczalne szeregowanie zbioru zadan zostato
sprowadzone do problemu kolorowania wierzchotkéw grafu konfliktéw. Wierz-
chotki /zadania z / tworzace jeden kolor /podzbidér niezalezny z / zawie-
raja zadania, ktore moga by¢ realizowane jednoczesnie, gdyz miedzy tymi
zadaniami nie wystepuje konflikt technologiczny. Liczba uzyskanych koloréw
K ocpowiada liczbie interwatdéw czasowych wykonywania wszystkich |z | zadan.
Natomiast licznosé poszczegdlnych podzbioréw niezaleznych |z | jest rowna
liczbie maszyn niezbednych aktualnie do realizacji zadan.

Problem optymalizacji generowanego harmonogramu mozna rozpatrywaé¢ badi
m»_kontekscie minimalizacji dhugosci uszeregowania /minimalizacja liczby
uzytych kolorow/,badi wedbug kryterium minimalizacji liczby maszyn /mini-
malizacja maksymalnego podzbioru niezaleznego/. PodejsScie oparte na meto-
dzie kolorowania grafu konfliktéw daje takze mozliwosS¢ konstruowania dvm-
kryterialnych uszeregowa¢ minimalizujacych Jednoczesnie ich dhugos¢ oraz
liczbe wykonawcéw, co wymaga jednak odpowiedniego sterowania procedurg
kolorowania grafu np. na etapie ustalania wierzchotka inicjujgcego dany
kolor a takze w trakcie Wbierania wierzchokkéw dokgczonych. Wida¢ wiec,
ze mozliwosci podejscia opartego na kolorowaniu wierzchotkéw grafu sg
bardzo szerokie a ewentualne ograniczenia przez nig implikowane mogg by¢
znacznie zdagodzone. Przykdadowo w modelu mozna obok relacji konfliktu
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uwzgledni¢ rdéwniez ograniczenia kolejncsciowe w postaci relacji czasowego
poprzedzania /nastepstwa/, a takze wkgczy¢ ¢o zadan czasy ich realizacji
czy system wag badz priorytetéw. Wszystkie te parametry moga by¢ rozpatry-
wane na etapie generowania zbioréw niezaleznych i1 daczenia ich w ciagi
tworzace podziat zbioru zadan. Bardzo szerokie mozliwosci stwarza metoda
w przypadku transformacji problemu pierwotnego do postaci hipergrafu kon-
fliktéw, stanowigcego uogbélnienie pojecia grafu. Istnieje wéwczas mozli-
wos¢ uwzglednienia zdozonych zaleznosci i uwarunkowan technologicznych

za pomocg wielocztonowych relacji konfliktow.

0 atrakcyjnosci podejscia decyduje przede wszystkim sprawnos¢ oblicze-
niowa i1 globalna efektywnos¢ binarnego algorytmu kolorowania wierzchodkow
grafu /hipergrafu/ konfliktéw. Zaproponowany algorytm wyréznia sie takimi
cechami, jak: skonczonos¢, niezawodnos¢, duza szybkos¢ i precyzja oziata-
nia a takze wysoka podatnos¢ na implementacje komputerowg, o czym $wiadcza
uzyskane wyniki z symulacji komputerowej. W przypadku ‘“czystego™ koloro-
wania grafu algorytm generuje zawsze rozwigzanie optymalne,, w ktorym licz-
ba uzytych koloréw jest réwna liczbie chromatycznej grafu. Algorytm jest
szczegblnie przydatny w problemie szeregowania zadan, gdyz obok wprowa-
dzonych ograniczen umozliwia on uwzglednienie dodatkowych parametréw opi-
sujacych zbior zadan, co daje mozliwos¢ wielokryterialnego sterowania
generowanym rozwigzaniem.
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PACEMCAHHE HO MET(W PACKPACKH IPA3A KO3MOKTQB

Pe8bme

B pafiDTe npeaoTaaneH HeTon FIHCKperaoro pacnacaHna sanaq tfasysmaS
Ha pacKpacKe rpa$a kohs$otktob . BepmnHH amro rpa$a npexcTaBJiHDT mhohcctbd
aaj»H oxH"annmc BHnojmeHaa. i&gjieHHDCTB uaosecTBa «atmra npoH3BOIH>Ea.
Mhohqctbo pefiep npejjCTasJiHeT pejiauHD KOH$HKKTa, KOTopas odosnaHaeT Hepni-
HoiHPoTi 0"HOBpeMeHHoro pemeHEH cooraeTCTBeHHoa napa sanag-
HsSu paapemeHHH npoGijisifa nncitpeTHoro paonHcaHEa aanair npsjyioseH hobh$

gm>pHTH cytSonTHMNI.Hofi paciiBerKH BepnraH rpaia.

TASKS.SCHEDULING BY THE USE OF THE CONFLICTS GRAPH  COLOURING METHOD

Summary

In the paper the method of discrete scheduling task on the basic of co-
louring vertices of certain graph has been presented.The method needs
transformation of scheduling problem in so called conflict graph to be done.
In the graph all independent / of the same colour / sets of vertices ought
to be determined. The nodes of the conflicts graph represent the set of
tasks waiting for realisation.Humber of elements of the set machines is not
limited and can be determined in the parametric way.The set of edge repre-
sents the conflicts relation.The relation denotes impossibility of simul-
taneous performance of the suitable pair of tasks. For solving the problem
a new binary method of suboptimum colouring of egdes of the conflicts graph
has been proposed.The strait basic of the method action is a binary matrix
of the incidence of vertices.The requested schedule is understood as the
division of the set of vertices into the Independent subsets.At the end of
the paper the possibility of ignoring certain bounds and significant gene-
ralization of the range of applications of the method have been shown.



