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MODELOWANIE SZEREGOWANIA OPERACJI Z WYKORZYSTANIEM CZASOWYCH
SIECI PETRI

Streszczenie. W pracy przedstawiono sformutowanie i model mate-
matyczny dwéch zagadnien optymalizacji szeregowania operacji wyko-
rzystujac czasowg 3ie¢ Petri. Jedno dotyczy przypadku, gdy zadania
moga by¢ wykonywane cyklicznie co najmniej raz, w drugim s zada-
nia majg by¢ wykonane nieskonczong liczbe razy.

1. Wstep

Zagadnienia szeregowania operacji w warunkach deterministycznych sa
w literaturze formutowane i rozwigzywane w sposob statyczny np. [1,516.,7]
Przykdtadowo wykorzystujac do tego celu graf dysjunktywny [5,6,7] nie moz-
na na nim zamodelowa¢ i rozwigza¢ zagadnienia cyklicznego wykonywania "a-
dan i zobaczy¢ aktualny stan wykonania zadan.

W. pracy podjeto po raz pierwszy oryginalng prébe sformufowania i za-
modelowania dwéch zagadnienn optymalizacji szeregowania czesciowo uporzad-
kowanych operacji niepodzielnych pochodzacych od niezaleznych cyklicz-
nych zadan. W pierwszym zagadnieniu jest okreSlone ile razy ma wykona¢
sie kazde zadanie. W drugim zagadnieniu kazde zadanie wykonuje sie nies-
koriczong liczbe razy. Kryteriami optymalizacji sa odpowiednio minimali-
zacja maksymalnego albo sumarycznego czasu wielokrotnego wykonania zadan
i minimalizacja czasu cyklu.

Do osiagniecia powyzszego celu sa wykorzystane czasowe sieci Petri
(w szczeg6lnosci czasowe grafy markowane), ktére stuzg do opisu cyklicz-
nego dziatania wspotbieznych systeméw oraz daja dobrg wizualizacje stanu
wykonania zadan. W pracy tez udowodniono kilka wkasnosSci i twierdzen w
celu uzasadnienia zastosowanego modelu. Z przedstawiong trescig artykutu
maja zwiazek prace {2,3,/,9,10,11].

2. Sformutowanie zagadnienia

Zagadnienie szeregowania operacji P sformutowane jest nastepujaco.
Dane sa:

(i) zbidr niezaleznych réznych typéw zadan (zlecen) J skitadajacych
sie ze zbioru czesciowo uporzadkowanych operacji N, i J (pierwotnym
modelem kazdego typu zadania jest spojny graf skierowany, bezkonturowy),

(ii) funkcja 1,sJ - [ 1, 2 , ktéra przyporzadkowuje kazdemu typo-
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wi zadania liczbe takich samych zadan do wykonania,

(iii) zbidér niepodzielnych operacji N = {l,2, ...,n} pochodzacych od
wszystkich zadan,

(iv) relacja RT ¢ N x N reprezentujaca porzadek technologiczny wyko-
nywania operacji; <(i,J)’£ RX pociaga, ze operacja i musi by¢ zakonczona
przed rozpoczeciem operacji j (operacja j korzysta z wynikéw operacji i),

(V) zbidér maszyn réznych typow (procesoréw wraz z potrzebnymi zasobami
dodatkowymi) S = [1,\2,..., mj,

(vi) funkcja F : M —>Sr, ktéra przyporzadkowuje kazdej maszynie do
wykonania podzbiér operacji, RN = {u”,...,Hn"j, c K, p=1,...,",
n® oraz a =0, k,l1 £M, kil

(vii) funkcja d : N —» i? x M, ktéra przyporzadkowuje kazdej operacji
czas przydziatu (wykonania) na maszynie, 51 - zbidér liczb rzeczywistych.

Z (vi) wynika, ze operacja jest przyporzadkowana tylko jednej maszy-
nie.

Uszeregowaniem bedziemy nazywacmtakie przyporzgdkowanie w czasie ma-
szyn do wszystkich operacji, dla ktérego sa spednione warunki:

(@) kazda maszyna moze wykonywa¢ w danej chwili co najwyzej jedna ope-
racje,”

(b) dla kazdej operacji j £ E moze by¢ przydzielona maszyna m 6 I na
odcinek czasu e3 "% d:], gdzie 33,8’\ - termin rozpoczecia i zakoncze-
nia operacji j po raz n-ty,

(c) speinione sa ograniczenia technologiczne RT.

WprowadZzmy jeszcze nastepujace oznaczenia:

I~ = I(i) - liczba zadan do wykonania,

CH(C?) - termin zakonczenia wykonania zadania i £ J po raz 1ty (n-ty).

Sformutujemy dwa nowe zagadnienia szeregowania operacji. Zagadnienie
P1 wtedy, gdy zadanie kazdego typu moze by¢é¢ wykonywane co najmniej 1 raz
oraz zagadnienie P2 wtedy, gdy zadania moga by¢ wykonywane nieskoriczong
liczbe razy.
m Rozwigzanie zagadnienia Pl szeregowania operacji polega na wyznaczeniu
wartosci zmiennych s?, e’J\,_ Jj 6 N1, C’.;), n & Is, i 6 J minimalizujacych

J
funkcje celu Fc przy ograniczeniach:

e? - &, -JE£ N1,n e lu, i 6J, .1)

sy - e“ >/0, <0c.,j>e RT, k, je lll,n 6L x _i 6 J, 2.2

G - enMn, 0O) v (T er > 0), n",n" £ {n,ntl}, 1/k, j 6 N1a NpfF
k£ Rua Hp,n e[l,2,...,min {0I-~"1"} - i], n,i £ J, NpeRN 2.3

CE - €} o0, j6NL,.n ¢ 1n, i £J, Q.9



Modelowanie zagadnienn szeregowania operacji. 63

JENL,n £ i, 11 J, .5)

Sformutowanie zagadnienia P2 szeregowania operacji jest analogiczne
za wyjatkiem, ze n przyjmuje wartosci od 1 do nieskoriczonosci .

Ograniczenie (2.1) wyraza wymaganie, aby réznica miedzy terminem za-
konczenia i rozpoczecia operacji j £ N nie byka mniejsza niz czas, na ja-
ki zostata przydzielona maszyna do wykonania tej operacji po raz n-ty.
Warunek (2.2) zapewnia zachowanie kolejnosci wykonania operacji i oraz j
w przypadku, gdy sa "wykonywane po raz n-ty. Ograniczenie (2.5) zapewnia
"'szeregowe w czasie" wykonanie operacji i oraz j wykorzystujacych te sa-
ma maszyne, w przypadku gdy operacje sa wykonywane po raz n-ty, lub jed-
na wykonywana jest po raz n-ty a druga po raz (n+l)-szy. iilarunek (2.4)
przedstawia naturalny warunek, aby termin zakonczenia wykonania zadania
po raz n-ty byt nie mniejszy od terminu zakonczenia jakiejkolwiek opera-
cji tego zadania po raz n-ty.

Ograniczenie (2.1) wigze sie z warunkiem (b) na uszeregowanie opera-
cji, ograniczenie (2.2) z warunkiem (c) a ograniczenie (2.3) z warunkiem
@-

Funkcja celu Fc dla zagadnienia P1 ma jedna z nastepujacych postaci:
@.n
(2.8)

Funkcja celu Hm ,,, 2H przedstawia odpowiednio maksymalny 1 sumaryczny
czas wykonania 1”-krotnego zadan typu i € J. Funkcja celu Fc dla zagad-
nienia P2 jest czasem cyklu (szczeg6towo jest przedstawiona w dalszej

Czesci). i i realizowane ]
Modelowanie przedstawionych w pracy zagadnienVjest za pomocg zywych

i ograniczonych czasowych sieci Petri, w szczeg6lnosci czasowych graféw
markowanych, dlatego najpierw przedstawimy definicje.

3. Definicje

Siecig Petri jest 5 fs] :
PN = <J3?,T,F,W,MO0> ,
gdzie: S jest zbiorem miejsc, T jest zbiorem przejs¢ Pn T =0, Pu T/
0); g = <(P,T,P> jest grafem dwudzielnym, gdzie F PXx T uT x P odpo-
wiada zbiorowi 4ukoéw,

WrF W funkcja krotnosci #ukéw, K = £o,1,...};
; p —*% U jest funkcjg markowania poczatkowego.



6s J . Goetz

Czasowa siecig Petrl jest:
TPN =PH,d">

gdzie d : T — +X+ jest funkcja czasu palenia przejsc¢.
Zbior wejsciowych (wyjsciowych) przejsé¢ dla miejsca p £ P jest

p = (Lt £ T iW(,p) ~ 0], @ ={ti T :Wp,t) ¢aD.
Zbiér wejsciowych (wyjsciowych) miejsc dla przejscia t £ T jest
*t = {p P - Wp,t) £0a], w ={p £P - W(t,p) £ o})*

Niech U : P —» IN jest funkcja markowania przyporzadkowujaca kropki do
miejsc.

Przejscie t 6 T jest przygotowane, jesli dla kazdego miejsca p ’t
markowanie M(p) ™ W(p,t). Zapalenie przejscia t £ T moze nastgpi¢, gdy
ono jest przygotowane i polega na usunieciu kropek z miejsc wejsciowych
a dodaniu kropek do miejsc wyjsciowych zgodnie z wyrazeniem

. M(P) - W(p.t), (s, ) £ Fwchwili T ,
U® = Ve + wetp), (t,8) £ Fw chwili red,

gdzie: d jest czasem palenia przejscia t.

Oznaczymy jako przejscie od markowania Kj do markowa-
nia K"/ po zapaleniu t € T. Sekwencja palenia 5'= tj»,*.«,~ jest to
sekwencjan™dla ktérej istniejg markowania Mr>Mr+-ieeee spedniajgce wa-
runek Kr Urs1 ‘f"c+g—1'————f—]q; "’-Mr+g ) Hr+g nazywa sie markowani-en

osiaggalnym z Kr

moze by¢ zapalone z M przejscie t.
Sie¢ Petri jest zywa jezeli WU £ [LI] Vvt 3£’ Mt oTn ,
gdzie [m] jest zbiorem osiggalnych markowan z markowania M, tzn. zawsze
istnieje sekwencja palenia, ktdra moze zapali¢ kazde przejscie sieci.
Jezeli sieC Petri jest zywa to jest pozbawiona blokady.

Sie¢ jest ograniczona, jezeli 3 k£ A VII £ W 6 p ! ~p) "~ iIL-
W przypadku, gdy markowanie nie przekracza wartosci k=1 dla kazdego
miejsca, woéwczas sie¢ jest bezpieczna.

Czasowa sekwencja palenia jest sekwencja palenia z okresleniem
dla kazdego kolejnego elementu (przejscia) tej sekwencji liczby oznacza-
jaca,- ktére jest to palenie wraz z czasem rozpoczecia tego palenia.

(Czasowa) zwykta siecig Petri jest PN (TPN) taka, ze W(X) =1, x & F.
(Czasowym) grafem markowanym KG (TMG) jest czasowa zwykka sie¢ Petri ta-
ka, ze Vp £ P = PPpl = |pf] = 1.

Z definicji dla (czasowego) grafu markowanego wynika, ze mozna jedno-
znacznie zastagpi¢ kazda czwérke elementéw ” “p,p” ,<Vp,p*, p, K(p) pojedyn-
czym dfukiem <"p,p*]> z waga M(p), p £ P.
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Czystag (czasowa) siecig Petri jest PN taka, ze *t A t* =0 dla kazde-
go t 6 T. Dla czystej (czasowej) sieci Petri definiuje sie pacierz incy-
dencji

ol SURTINE

-W(Pi,t™) jesli (pi,t;p6 F,
. +W(tj,pi) jesli (ti,p;iD ¢ F,
0 w przeciwnym przypadku.

Stad czysta PN moze by¢ wyrazona przez PN =~C,tI1Q}. Dla czasowego grafu
markowanego, z definicji wynika, ze c~ 6 {-1,1,03, P~ tET.

(Czasowa) sie¢ Petri jest T-inwariantem sieci PN (TPN) wtedy i tylko
wtedy, jezeli istnieje kolumnowy wektor 1 o wszystkich jego sk#adowych
dodatnich taki, ze C « 1=0. 1 jest nazywane T-inwariantem. oznacza
i-tg sktadowg

Niech M i M" sa markowsniami (wektorami kolumnowymi). Dla (czasowej)
sekwencji palenia 6= tj~,..., t"g, niech (8 bedzie wektorem palenia,
ktérej i-ta sktadowa jest krotnosciag palenia sie przejscia t w sekwen-
cji (za okres X -t"0). Nowe markowanie Ii' oblicza sie ze wzoru V.” =
= li+ Cl [8]-

Dla T-inwariantu 1 zachodzi wkasnos¢ (z definicji)

M" =M+ Cl = M

tj. povrqtu do markowania wyjsciowego. Dla czasowej sieci Petri jest

il" = MCC), M = M(Co) i I = I(T) jest wektorem czestotliwosci palenia sie
poszczegblnych przejsé za okres- T- Tq [11J. T-inwariant odpowiada®wekto-
rowi f(G") dla sekwencji, po ktdérej otrzymuje sie takie same markowanie.
Dla grafu markowanego przestrzen rozwigzan C m I = O jest 1 i wektor

I = [11... 1] jest baza tej przestrzeni.

W grafie markowanym (sieci Petri) sekwencja wierzchotkéw takich, ze
kazda para sasiadujacych wierzchotkéw w tej sekwencji nalezy do dukéw
grafu markowanego (sieci Petri) skierowanych w jedng strone 1 wszystkie
wierzchétki tej sekwencji sg rézne oproécz pierwszego i ostatniego (dla
sieci Petri pierwszym i ostatnim jest to samo miejsce) nazywa sie obwodem
prostym.

Graf markowany (sie¢ Petri) jest silnie spdjna jesli kazda para wierz-
chotkéw (miejsc) jest polaczona obwodem prostym. Dalsze rozwazania beda
dotyczy¢ graféw markowanych silnie spdéjnych.

Liczba ™ jest nazwana czasem cyklu {91 3ieci TPN dla T-inwariantu 1

jesli istnieje czasowa sekwencja palenia cs taka, ze

f-*
)é: lim - — ,Vtte T,
0 n-*oo "
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gdzie S'j' III jest czasem, w ktérym przejscie ti rozpoczyna nl.” palenie w

sekwencji cs.
Nas interesuje okreslenie minimalnego czasu cyklu dla czasowego grafu

markowanego .
Twierdzenie 1 [3,10]. Dla czasowego grafu markowanego minimalny czas cyklu

jest T

0 Li6La Kj

taki, ze
sN = sj+ihrD)N
gdzie:
T = e Tikj)*1! jest sum3 czasow palenia przejs¢ w obwodzie prostym
Lj’

jest liczbag kropek w miejscach w obwodzie pros-
i i tym Ls,
- I;Wjest zbiorem wszystkich oﬂywodéw w IIG,
- s™i - jest czasem, w ktorym przejscie t" rozpoczyna swoje n"-te pale-

nie,
W [V] jest podana metoda wielomianowa obliczenia minimalnego czasu
cyklu ~ oraz przez sprowadzenie zagadnienia do problemu prog-

ramowania liniowego.
Dla czasowego grafu markowanego dla T-inwariantu 1 = [1tl,_..  I], 1« (N

minimalny czas cyklu wynosi ') = 1F . Zatem funkcje celu (2.7) i
(2.8) majg posta¢ Hmay = maxi £ j “(1j), £€H =X J ¢ j

Modelowanie i wkasnosci modelu

Niech
-1
Ti = ]1J 6N1 :Vk 6 N1 A<k, j> ¢ et},
Pi=]jJ 6 N :Vk 6 N* A *,k,)>€ ET 3 odpowiednio zbidr operacji nie po-
siadajacych poprzednikéw i nastepnikéw dla zadania typu i 6 J.
Zagadnieniu Pl i P2 mozemy przyporzadkowa¢ czasowy graf dysjunktywnie
markowany TMDG:
D=<V,U oV; d, Fu, Pv),
gdzie:
-1 .
N =N uja, :[Pi |2 i6 ulf :|PI]™ 2, i6jj- zbior wierz-
chotkéw, pozostate wierzchotki an PI":Pif=1} £ N, " =jTii |TD) ="I}fR,
n = uDju u 0~ U Uj - zbidor +ukow,
0, = (<k,j>:<k,j>fc ET},
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rt,iru”n 2},

U4 = KFfizai>116 J]”
u5 = (<(d,d>-.d & n),
= = 1.1 i On —_ i i Ny
\% pchMV pgﬂKl-j)- 1.0IN XS_.-3 1E/jJA"JRM)

- zbiér markowanych dysjunktywnie dukéw kolejnoéciowych, gdzie

iRT*j <e-*9il,12,...,il : iRM,,.,"HTig, -.., ijRTj,
d - N* »3N*(KuX), X - element pusty,
Fy - U %W
Fv : V- * {Oi x

Czasowy graf o6ysjunktywnie markowany posiada zbiér wierzchotkéw odpo-
wiadajacy "whkasciwym' operacjom oraz odpowiednio zbidr fikcyjnych wierz-
chotkéw poczatkowych lub koncowych dla kazdego typu zadania i ¢ J w przy-
padku, gdy byty wiecej niz 2 wierzchotki poczgtkowe lub wiecej niz 2
wierzchotki koncowe w zadaniu.

tukami TMDG" sg technologiczne duki "wkasciwe™ - oraz 4uki "poczat-
kowe™ - U2 #aczgce wierzchotek poczatkowy (jezeli sam nie odpowiadat
"wkasciwej' operacji poczatkowej zadania i £ J) z wierzchotkami stanowig-
cymi operacje poczatkowe kazdego zadania i duki "koncowe" - Uj *aczace
wszystkie wierzchotki stanowiace operacje koncowe i-tego zadania (Jezeli
nie istnieje pojedyncza "wkasciwa' operacja koncowa zadania i J) z
wierzchotkiem ¥, i1 ¢ J. tuki sprzezenia zwrotnego - U"N-zamykajace obwod
kolejnero wykonywania zadan tego samego typu. tuki sg to petle wkasne
(modelujace cykl whasny).

tuki V sg dysjunktywriie markowanymi #ukami kolejnosSciowymi - wystepu-
Ja parami pomiedzy wierzchotkami, dla ktérych nie zachodzi relacja tran-
zytywna RT* i operacje beda wykonywane na tej samej maszynie.

Funkcja d przyporzadkowuje kazdemu wierzchotkowi (operacji) ji U
czas przydziatu (wykonania) na maszynie p C i, przy czym fikcyjnym wierz-
chotkom poczatkowym wartos¢ O. Funkcja FN jest taka, ze przyporzadkowuje

+ukom liczby w nastepujacy sposob:

V<ij>) = °> U w Vv
1I0«M>> = \Y
v<p,d,>) = 1. <d.d> e n5.

Funkcja Fy przyporzadkowuje kazdemu dukowi ¥ pare liczb <M0,1™.
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Rysunek % modeluje dwa rézne zadania, ktdére maja by¢ wykonane 1N = 2,
Ig = 3 razy. Zbidér operacji pochodzacy od tych zadan N = {i,2,...,9j,
ktére beda wykonane na
zbiorze maszyn M =
= {'1,. »*»?}= Kolejnym ma-
szynom zostaty przyporzad-
kowane nastepujace zbiory
operacji do wykonania
= {1}, N2 = [2), H3
= {3,4,7} , N4 = ~5),
N5 = {6), N? = {8). Ng
= Zatem pomiedzy o-
peracjani zbioru popro-
wadzone sg pary dysjuak-
tywnie markowanych lukéw
kolejnosciowych (linie
przerywane). Rys. 1 be-
dzie przedstawia! czasowy
graf dysjunktywnie marko-
wany, jezeli do kazdego
luku z V wpiszemy obciagze-
nie Markowanie 4u-
kow 0, Fi> £ u3 lest
HetFl, ) =1, = 2,
K(<tf2»t6>) = 12 = 3.
Wierzchotkom sa przypo-
rzadkowane wartosci czaséw

Rys. 1. Czasowy graf markowany przydziatu dy j &N (2
G_:<fn',Uu Vyd.Fp.F®). jednoznacznie przyporzad-
Fig. 1. Timed mar%ed_graph kowanym numerem maszyny
G =<(".Ui/Vjd.FFf). nieuwidocznionym na rysun-

ku dla przejrzystosci).
Twierdzenie 2. (Czasowy) graf markowany posiada stalg liczbe kropek
w swoich obwodach po kazdej sekwencji palenia
Dowéd. Kropki w obwodach moga tylko by¢ dostarczone lub pobierane przez
przejscia w swoich obwodach. Jezeli przejscie pobiera kropke, to jg z pow-
rotem dostarcza do obwodu, co wynika z def. grafu markowanego; dlatego
liczba kropek pozostaje taka ssma po kazdej sekwencji palenia.s X n
Twierdzenie 3< (Czasowy) graf markowany silnie spéjny jest zywy wtedy
i tylko wtedy, gdy kazdy jego obwdd prosty zawiera przynajmniej jednag
kropke.
Dowéd: (Czasowy) graf markowany silnie spéjny jest zywy. Poniewaz
jest silnie spéjny wiec kazda para wierzchotkéw nalezy do obwodu prostego.
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Graf markowany jest zywy, wiec kazde z jego przejs$¢ moze by¢ zapalone
nieograniczong liczbe razy. Z powyzszego oraz z twierdzenia 2 wynika, ze
kazdy jego obwdd prosty zawiera przynajmniej jedng kropke>-Z twierdzenia
2 wynika od razu, ze kazde przejscie obwodu prostego z przynajmniej jed-
na kropka moze zapala¢ sie nieskoniczong liczbe razy. * X X

Whasnos¢ 1. Czasowy graf markowany G =<W" .Ujd.Py” jest zywy.
2 whasnosci ""spojny graf skierowany, bezkonturowy) pierwotnego modelu
kazdego typu zadania oraz uzupednienia go fukami TINU,j wynika, ze otrzy-
muje sie czasowy graf markowany silnie spéjny. Stad na podstawie twier-
dzenia 2 wynika wkasnos¢ 1.

Whasnos¢ 2. Dla czasowego grafu markowanego jest

n+M. .
Sj > 31 + di> 1~ 1>
gdzie:=Uutlifen), E,d™ - czas trwania palenia przejscia,

tN,E m {"“p,p* : p £ P} - zbidr wszystkich zastepczych +tukow.

Whasnos¢ wynika z nastepujacego rozwazania. Aktualne (n+LI™-te zapa-
lenie przejscia tj rozpoczeto sie w momencie s™t'ij jesli markowanie ak-
tualne jest nieujenne. Tak wiec jesli g jest liczbg osiagnietych zapalen
przejscia t" w czasie sMHiij to musi by¢ spekniony warunek "M+<3 -

- nSi. .X 0, stad g X n. Ale q jest liczbg catkowitg.
Zatem &n_+“|6 n af_+ pociaga wlkasnos¢ 2.

Postugujac sie czasowym grafem dysjunktywnie markowanym mozna na nim
zamodelorfa¢ wczesniej sformutowane zagadnienia. Ograniczenie (2.1)
ea\ o + 3 1~ ~ 3es* w naturalny sposéb zamodelowane (z definicji
dziatania czasowej sieci Petri). Ograniczenie (2.2) jest speinione na
podstawie whasnosci 2 dla i ograniczeniu temu odpowiadajag Huki U2*

Ograniczenie (2.3) posta¢ dysjunkcji rozdgcznych warunkéw w przy-
padku wykonywania operacji na tej samej maszynie. Zatem dla par wierz-
chotkéw (operacji) pomiedzy ktérymi nie zachodzi relacja tranzytywna RT*
mozemy przyporzadkowa¢ pare 4tukéw kolejnosciowych <(, j>, <a,k> dysjunktyw-
nie markowanych wektorem ~0,1D> W sk#ad zbioru V wchodzg wszystkie dys-
junktywnie markowane pary #ukéw, gdyz jezeli <fk, j> £ v, to takze
~j,k)>E V. Warunkowi (2.3) odpowiada zbidr V taki, ze dla kazdej pary

wybrane jest markowanie ze zbioru [0,1} takie, ze M( k,j ) +
+ M(C j,.k ) = 1. Taki zbiér 4+ukéw o dopedniajgcym markowaniu bedziemy na-
zywa¢ reprezentacja markowania S dla zbioru V a funkcje dokonujacg wybo-
ru reprezentacji S oznaczymy przez iy s Y —* |o,l1}.

Rozwigzaniu dopuszczalnemu (warunkowi (2.3)) odpowiada taka reprezen-
tacja markowania S dla zbioru V, ze whkaczenie zbioru V z jej reprezenta-
cjg* S do czasowego grafu markowanego (modelujacego strukture zbioru za-
dan) G = <”N",U;d,Pu}>daje model zywy (czasowy)-graf markowany
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G =<"N",C u V;d,Fy,Fy">_. Wlgczenie innej reprezentacji markowania daje
rozwigzanie niedopuszczalne.

Ha podstawie twierdzenia 3 wynika, ze reprezentacja markowania S musi
by¢ tak wybrana, zeby nie utworzy¢ obwodéw prostych o sumie markowania
réwnej 0. Warunek o dopeiniajgacym markowaniu dla kazdej pary przeciwnych
+ukéw nalezacych do V jest warunkiem koniecznym ale niedostatecznym.
Niech Hg bedzie rodzing wszystkich takich reprezentacji markowa¢ S, kto-
re daja zywy graf mhrkowany.

Rys. 1i przedstawia czasowy graf markowany o reprezentacji markowania

wybranej tak, ze dla N, = |3,4,7) operacje beda wykonane na maszynie 3
w kolejnosci 7,3,4* Minimalny czas cyklu wynosi = (@ +d2 + d™ + d™ +
+ d™N)/3 = 13/5* - czas wykonania operacji ji MIi. Dla obwodu *,12 ~

ktéry stanowi petle wkasng cykl wynosi 4. Przelgczenie markowania tak,
ze M((t™, t/>)=1 i1 M, > )=0 spowoduje, ze minimalny cykl bedzie wyno-
si¢ 6.5*

Rozwigzanie zagadnienia P2 polega na znalezieniu takiej reprezentacji
markowania S i Rg w czasowym grafie dysjunktywnie markowanym D =
=<y,U uV; d.Fy.F~, ze czasowy graf markowany G =</N" ,Uu Vfd, Fy, Fy}
jest zywy iminimalizuje funkcje celu Fc=" przy ograniczeniach (2.1)-
-(2.5) przy n ¢{1,2,...}.

Rozwigzanie zagadnienia P2 daje rozwigzanie dopuszczalne zagadnienia
P1, ktére moze by¢ wyjsSciowym przy jego optymalnym rozwiazaniu.

Wyznaczenie najwczesniejszych wartosci s”,e”,C?,ii1J,n>/1 dokonuje sie
ze wzoru tw. 1 albo z grafu zapalen £4J lub z grafu najwczesniejszych
stanéw [XI*

5. Uwagi koncowe

Przedstawione w pracy nowe zagadnienia optymalizacji
wymagaja zastosowania metody podziatu 1 ograniczen na czasowym grafie
dysjunktywnie markowanym. Zatem, aby osiagna¢ ten cel nalezy znalezé e-
fektywne dolne ograniczenie oraz opracowa¢ caty algorytm rozwigzania.
Wymaga to prowadzenia dalszych badan.

Rozwigzanie przedstawionych probleméw oraz uogdlnienie ich dla przy-
padku ograniczonych zasobéw powinno by¢ bardzo uzyteczne zaréwno dla ba-
dania efektywnosci elastycznych systeméw produkcyjnych jak i systemow

oraz sieci komputerowych.
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MOIEUPQBAHHE HPOEIENH PACIMCAHMII  OnEPAliVI C  HCHOJIL30BAHKS)
CETH nETPH

Peldjme

B csaTBO upencTaBjieaa JopMyjmpoBKa d tiaTSMaTHR#esas nonejib
npodjiea 03TztiE3atiHH pacnncaHM onepauxA c¢ hchojib3 OBasaey BpeixaH-
ho& cera Helpa. Ojgna npoOlieKa KacaeTcs cjryuaji, Kor.ua sagana UOIyi
(5htb peajm30BaHH UEKJianecKK, no Kpateefi neps ojkh pa3, a bo BTopoft
3anaRa peajni3yeTCH 6ecKOHONHoe nacjio pa3.
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SCHEDULING PROBLEMS MODELING USING TIMED PETRI NETS

Sum mar vy

The formulation and the mathematical model of two optimization problems
of operations scheduling with timed Petri nets are presented in the paper.
New scheduling optimization problems are repetitive problem (Jobs have
to be excuted more than once ) and recycling problem (each Job has to be
excuted an infinite”,number of times ). Jobs consist of partially ordered
set of operations. The first problem is to find operations Schedule mini-
mizing maximum or sum of completion times of repetitive Jobs ;the second
one is to find minimal cycle time.



