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Streszczenie: Praca zawiera nony algorytm oparty na metodzie
podziatu i ograniczen dla zagadnienia kolejnosciowego gniazdowego.
Algorytm ten wykorzystuje podejscie blokowe.

1. Wstep

W pracy rozwazone Jest gniazdowe zagadnienie kolejnosciome /job-shop
problem/. Zagadnienie.to w ogélnyn przypadku jest silnie NP-zupedne i
zdaniem wielu autoréw jest jednym z najtrudniejszych zagadnien teorii
szeregowania. Do rozwigzania tego zagadnienia proponowane sa najczesciej
algorytmy przyblizone lub algorytmy doktadne /wyznaczajace rozwigzania
optymalne/ oparte na schemacie metody podziatu i ograniczeh. Te ostatnie,
ze wzgledu na ztozonos$¢ zagadnienia, umozliwiaja wyznaczenie rozwigzania
n "rozsadnym" czasie.tylko dla zagadnien o niewielkich rozmiarach ~ 50.

W prezentowanej pracy przedstawiono wkasnosci rozwazanego zagadnienia,,
schemat algorytmu doktadnego opartego na tzw. podejsciu blokowym oraz wy-
niki badan testowych. Podejscie blokowe byko. z powodzeniem stosowane do
rozwigzywania innych /prostszych/ 3ilnie N?-zupedny.ch zagadnie”™ szerego-
wanie takich, jak: problemy jednonaszynowe, wielomaszynowe problemy prze-
ptywowe [43 - itp. Zastosowanie tego podejsScia do gniazdowego zagadnienia
kolejnosciowego™"umozliwie rozszerzenie zakresu stosowalnosci algorytméw
doktadnych.

2. Sformutowanie problemu i podstawowe whasnosci

Sformutujemy zagadnienie J|] < , n™l |Jcaax rozpatrywane w tej pracy.
Dany .jest zbior zadan J = {l1,2,...,n} przeznaczonych do reatizocji przy
uzyciu zbioru maszyn 11 = {1,2, ... ,n] . Kazde zadanie sktada sie tylko z
jednej operacji. Dlatego tez dalej operacje bedziemy utozsamia¢ z zada-
niem. Zadanie j jest wykonywane .ma maszynie /ij f M n czasie p, > 0,j 6J.
Kazda maszyna moze wykonywac¢ co najwyzej jedno zedanie w dowolnej chwili-

czasowej. Graf relacji Rn = « . jest acykliczny..Nalezy znalez¢ terminy

» praca byty czesciowo finansowana przez RP.1.02 "Teoria sterowania i opty-
malizacje ciagtych.uktadédw dynamicznych i proceséw dyskretnych"
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0 rozpoczeoia wykonywania zadan na poszozeg6lnych maszynach przy
spednieniu powyzszych ograniczen tok, by minimalizowa¢ funkcje celu po-

staci min (S.+ p,).-
J£j J J
Zauwazmy, ze zagadnienie j| |Cnax je3t szczegélnym przypadkiem wyzej

sformutowanego zagadnienia, takim ze relecja RQ jest zbiorem roziacznych
+ancuchéw reprezentujacych zadania.

W dalszym ciagu ~prowadzimy szereg pojec¢ i definicji, ktére umozliwig
nom sformutowanie zagadnienia J| < ,m.=1]C_Q,, w postaci wygodnej do dal-
szych rozwazan. Oznaczmy przez J = |jiJd: /) = kI zbiér zadan przezna-
czonych do wykonywania na maszynie k-tej oraz przez n,, liczno¢¢ tego
zbioru, ki1l Niech %S = (Ch(D ,~12) ..., bedzie permutacja
elementéw zbioru a niech bedzie zbiorem wszystkich takich permuta-

N k» k€U; permutaoja "K. okresla kolejno$s¢ wykonywania zadah na ma-
szynie k-tej. Dalej nieoh R= rf x V]2x x (@ 3 %=T1,7m12,...,'n-J
niech bedzie dowolnym elementem tego zbioru; zauwazmy, ze TI okres$la ko-
lejnos¢ wykonywania zadan na wszystkich maszynach /niekoniecznie dopusz-
czalng ze wzgledu na RQ/. Przyjmijmy, ze R,R C R C JiJ jest relacja
acykliczng oraz GR = (J,R) Jest grafem tej relacji. Dalej przez

R) oznaczmy graf utworzony dla relacji R oraz A( 11,
gdzie; EN = y k(i) e Grafy GR i G”>R posiadaja obcigzo-

k=1 i=1
ne wierzchotki, przy czym obciazenie wierzchotka j wynosi p~, j fJ. Niech

nR ={/EH -~ r _ acykliczny} bedzie zbiorem dopuszczalnych kolejnos$-
ci wykonywania zadan na wszystkich maszynach dla danej relacji.R. Teraz
rozwazane w pracy zagadnienie mozna sformutowa¢ w nastepujacej rownowaz-
nej postaci;
Znalez¢ kolejnoscé 6 I"'IR wykonywania zadan na wszystkich maszynach
taka, ze
Cmax(~"K-R) = A W " 7 /1/

gdzie;Cna2(K >R) jest najdtuzsza drogg w grafie G~ R, zas R = RQ.

W dalszym oiggu zdefiniujemy kluczowe pojecie bloku zadah wykorzysty-
wane w konstrukcji algorytmu. Nieoh AT bedzie dowolnym elementem IR.
Przez u = (ul,u2,...,ur) oznaczmy droge krytyozng w grafie G~ R, gdzie
ute J, Jir, o lirin jest liczbg wierzchotkéw na tej drodze. For-
malnie droga krytyczna u oraz inne pojecia wprowadzone dalej beda zalezec
od 7f oraz R, ale dla uproszczenia nie bedziemy tego uwzglednia¢ w nota-
oji. Nieoh afc, k=1,...,s+1; b", k=1,...,8 beda podciggami ciagu u takimi,
ze;/i/ ,u2 ,ee_ ur) = (@ ,b",a2,.,. ,ag,bg,a3+9), A N> 11 Kkis,

/ii/ uszystkie zadania z ciggu bE sa wykonywane na tej samej maszynie
/oznaczmy ja przez 17/, liki a, /iii/ kazdy podciag b, jest maksymalnym
ciggiem spedniajacym /ii/; podciag b = (Up.u™-j j-- -,uq) jest maksymalny.
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jeshi 1 /7 1. 7/ U fu =0, 11 = 0) . Jezeli a?1 to podciag b.
" up-1 13 g+l on ur+l u

bedziemy nazywa¢ k-tym blokiem w jT . Zgodnie z powyzszg definicja pewne

podciagi aj. nogg by¢ pu3te.
Zachodzi nastepujaca whasnosc:

Wkasnos¢é 1.

/i/ Kazda para sasiednich elementéw podciggu jest w relacji R,
11K “8+1.

/ii/ Jezeli podcigg a. jest niepusty to ostatni element podciggu a( i
Pierwszy element podcigagu bj. sa w relacji R, 1ikis, oraz ostatni
element podcigagu bk 4 i pierwszy element podciggu a® sag w relacji R,
2i kis+l.

/iii/ Jezeli podciag jest pusty to ostatni element podciagu 13
pierwszy element podciggu b” sg w relacji R, 2,<k*<s.

Prawdziwos¢ whasnosci 1 wynika z faktu, ze jezeli dwa kolejne elementy

Uit ui+l ciggu u = (ur,...,urj sa takie, ze JUu i W N to («¢-u™"™c R.

Przejdziemy dalej do sformutowania algorytmu.

3. Algorytm

Algorytm rozwigzujacy problem /1/ zostat.oparty na metodzie podziatu i
ograniczen. Dlatego tez w kolejnych punktach oméwimy istotne elementy,te-
go algorytmu takie,jak: charakterystyka i sposéb podziatu wezta w drzewie
rozwigzan, strategia przegladania drzewa rozwigzan* sposéb wyznaczania
gornych i dolnych ograniczeh.

3.1. Charakterystyka i sposo6b podziatu wezka

Przyjmujemy, ze kazdy wezet w drzewie rozwigzan jest oatkowicie scha-
rakteryzowany przez relacje R. ¥Yi korzeniu R = RQ. Relacja R okresla zbiér
n R rozwigzan dopuszczalnych dla problemu /1/. Yi zwigzku z tym mozemy po-
wiedzie¢, ze kazdy wezet okreslony przez R jest zwigzany z zadaniem /1/
dla relacji R. Przedstawimy teraz zasade podziatu wezta R /tzn. wezka z
relacja R/. na wezty bedace bezposrednimi jego nastepnikami w drzewie roz-
wigzan. Eiech TT bedzie pewnym elementem ze zbioru RR a u = (u-p---ju.,)
odpowiadajaca mu droga krytyczng w grafie G~ R oraz podcigg bx= (\,1>
.., ) k-tym blokiem wT , k=1,...,a. Jezeli s=0 to wezet R nie jest

dzielony. \’ przeciwnym wypadku dzielimy wezet R na - 3s weztow
scharakteryzowanych przez relacje R*"» gdsie .
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"r{- 1y2z {K,i>bk,jD}y * ~=6, {(",d*bk,vk)} k-i..... ..
Zauwazmy, ze .jesli relacja KIX * jest cykliozna to Il . =0 , zatem tie-

zet odpowiadajacy tej relacji nie jest tworzony. Probke_r? cay relacja Rlik n
jest cykliczna, czy acykliczna mozna stosunkowo prosto rozstrzygngé. S tym
celu zaobserwujmy, ze jezeli relacja R jest acykliczna to relacja R U V?
jest tez acykliczna, dla dowolnego k oraz <££{+,-} /na podstawie wkasnos$-
ci drogi w grafie R/. W zwiazku z tym relacja R* ~ jest acykliczna
wtedy i tylko wtedyJgdy nie istnieje droga w grafie GR pomiedzy wierzchot-
kiem bj. ~ a dowolnym z wierzchotkéw bk I1+1,...,bk v < Z kolei relacjo

Rk 1 ”~esb sojkliczna wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje droga w grafie
GR pomiedzy dowolnym z wierzchotkéw bk bk ~ a wierzchotkiem bk 1.

Twierdzenie 1.
Hiech R C J x J. bedzie relacjg acykliczng a “Jrcfl”. Wtedy dla kazdego

fi nalezgcego do zbioru

vkl

BN Y (D e

R_
RK, 1 1=2 Rk, 1

) 72/

zachodzi CQBX(fi ,R) > Cmaxin ,R) , gdzie z.,-1, zk=2, k>1 oraz v.”v.,-1,
vk=vk, k> 1.

Szkic dowodu+ Zauwazmy, ze zbidér /2/ jest réwny zbiorowi HR",

R"R=R o U t-Ju-k) e Dowéd tego Faktu pomijamy, Dalej niech RBE£TIR, .
k«1 s
W grafie R) istnieje droga u" =W ,... .u",) taka, ze u"

...fag.bg.a”™), gdzie a", bj. podciagi zdefiniowane dla drogi krytycznej u
o grafie G- R oraz podciag bk zawiera co najmniej wszystkie elementy ze
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zbioru {\ fi» } = Pakt ten "ynika z whasnosci 1. Droga ulistnieje
réwniez w grafie G~ . Stad Cmax (/3 ,R) ~ 2 ~ P, ANLEPu. -
= Gnax(? ,R), co konczy dowéd. £

Powyzsze twierdzenie stanowi podstawe przy wykazaniu zbieznosci przedsta-
wionego algorytmu. Liéwi ono,ze zbidér okreslony przez /2/ noze by¢ pomi-
niety w podziale wezta R bowiem kolejnosci /3 nalezace do tego zbioru sg
"nie lepaze"™ niz kolejnos¢ T /w sensie wartosci Cm SR/ . Ztwierdze-
nia 1 wynika réwniez, ze jesli s=0 to dla kazdego /3 f f/g zachodzi

Cmax(/3 ,R*”~ Cmax” ,R™ 00 uzaaadnia niedzielcnie wezda R. Z definioji

R,ﬁ;! wynika, ze zbiory ﬂpcc sa parami roztaczne, natomiast z faktu, ze

k, 1
zbidér /2/ jest niepusty /zawiera co najmniej n / wynika, ze suma elemen-

tow wszystkich zbioréw fi jest mniejsza niz liczba elementéw zbioru

Rk
p\j’\. Dodatkowo, jesli wezed 1W jest nastepnikiem wezda R /niekoniecznie

bezposrednim/ w drzewie rozwigzan to dla kazdego i6fi- a4, fy ,n =
= Cnax”™ "R>> a * azazeg6lnosci CM X (y ,R) = Caax(S ,Rq) -

Podane whkasnosci uzasadniaja, ze drzewo rozwigzan generowane przy uzy-
ciu opisanej zasady podziatu wezta bedzie skonczone. Ponadto CQax (IT ,R0)=

= pin Cca-)e o " gdzie NRE ﬁ,i\jeBt kolejnoscia na bazie ktdrej zo3-

tat podzielony wezek R za$ - zbidér wszystkich weztéw drzewa rozwigzan.
Zmniejszenie liczby wezddéw w drzewie rozwigzah jest mozliwe przez odpo-
wiedni wybér kolejnosci kR oraz postaci dolnego ograniczenia w kazdym
wezie. /4 .’algorytmie przyjmujemy, ze 'I'CR je3t wybierane wg pewnego algo-
rytmu heurystycznego dla zagadnienia J] ®* ,mj=1|Cnax)gdzie = R.

3.2. Strategia przegladania drzewa rozwigzan

Uwazamy, ze wezet R jest przegladniety /zamkniety/ jesli wezed R nie
jest dzielony lub wartos¢ dolnego ograniczenia jest nie mniejsza niz
aktualna wartos¢ gornego ograniczenia lub wszystkie bezposrednie nastepni-
ki tego wezta zostaty przegladniete /zamkniete/. Z wezda-R przechodzimy
do takiego bezposredniego, nie zamknietego nastepnika tego wezta, dla kté-
rego wartos¢ dolnego ograniczenia jest najmniejsza. Po zamknieciu wezda R
przechodzimy do jego bezposredniego poprzednika; algorytm kohczy sie po
zamknieciu wezta RiIf

3.3. Gorne ograniczenia

eWartos¢ goérnego ograniczenia UB jest wyznaczana a kazdym wezle R drze-
wa jrozwigzan wg zasady UB = min [UB,Cma2 (TR>R)] = Jako poczatkowg war-
tos¢ UB przyjmujemy UB =e> .
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3.4. Dolne ograniczenia

\i nezle scharakteryzowanym przez relacje R wyznaczany wielkosci rJ.,qJ.,

JgJ spekniajace

gdzie; Bj = {iiJ : Ci.J) 6R), A ={i6J - (,i) £R}, jed; cnax(U,
cna3,{l) - minimalna wartos¢ funkcji celu dla konkretnych probleméw za-
gadnien il°rj|CBa3t oraz odpowiednio 1lg.jICnax z da"nymi 1 (Ic jj, Y., dj.
J 6X; g,x(@©) = Cnasi”™) = °* lla baz:i-e tych wielkosci mozno skonstruowac
rézne postacie dolnych ograniczen LB(R) dla wezda R T5]. Szczegétowy
przeglad réznych mozliwych postaci dolnych ograniczen dla tego problemu
zostat zawarty w pracy [3]. Warto jeszose zauwazy¢, ze mozna podaé¢ prze-
pis na wyznaczenie warto$oi rj, w wezle E na podstawie wartosci rj,
dla bezposredniego poprzednika tego wezda. Ztozonos¢ obliczeniowa tego
przepisu jest znacznie mniejsza od zdozonosci obliczeniowej algorytmu wy-
znaczajacego wartosci r~, q. bezposrednio z zaleznosci /3/.

Jezeli wezet R bedacy bezposrednim nastepnikiem wezda R w drzewie roz-
wigzan jest taki, ze R = RT . lub R = R* , to mozna dla niego akon3truo-
na¢ dodatkowe dolne ograniczenie LBu;) w»postaci;

“oi,i) - =.«(m»>m“e H) + rbtil - =e»,., e 1-2 _ eecee™ _]
mK.i) MmnCnd -1,.,* V'’

gdzie.- rj,qj.jf J. sa wyznaczone dla wezta R. Dowdd pordjeny.

4. Wyniki obliczeniowe

Algorytm zostat zaimplementowany w jezyku FORTRAIl na m.c. ODRA 1325.
Przy testowaniu algorytmu postuzylismy sie znanymi przyktadani z litera-
tury(dla ktérych uzyskiwane wyniki od lat stanowia pewien miernik jakosci
i efektywnosci algorytméw rozwigzywania probleméw gniazdowych. Przyktady
zaczerpnieto z pracy T5].

Ha podanych przykdadach byty /i 33/ testowane wszystkie nowo pojawia-
jace sie w literaturze algorytmy dotyczace zagadnien gniazdowych. Do tes-
towania algorytmu wybrano z wa pracy 3 przyktady oznaczone odpowiednio
13-04-04, 13-05-04, 36-06-06, gdzie s-y-z, x - liczba operacji, y - liczba
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zadan, z - liczba maszyn. Zrealizowany algorytm /G/ zostat pordéwnany z
3 najlepszymi znanymi w literaturze algorytmami: /B/ z pracy 2], /R/ z
praoy [5] , /A/ z pracy [1] - Wyniki przedstawiono w tabeli.

Przyktad Algorytm CPU L LB
/G/ <1 3 4
/B/ .012 2 8
13-04-04 Y o7 8 _
/A - 4 i
/G/ <1 1 1
13-05-04 /B/ .02 1 6
/R/ .21 5
/A - 1 3
/G/ 16 8 8
/B/ 1.96 20 100
36-06-06 /R/ 2.83 62 -
/A/ - 15 83
£ - liczba weztéw wygenerowanych, .
IB - liczba weztow™ a ktdérych wyliczano dolne ograniczenia,

- - brak danych z literatury,
CPU - czas obliczen /3ec/ dla poszczeg6lnych algorytméw na maszynach:
ODRA 1325 - /G/, DSC 2060 - /B/, CYBER 73-23 - /R/, ODRA 1305 - /A/.

Z analizy tabeli .wynika, ze przedstawiony algorytm /G/ przeglada
znacznie mniejsza ilos¢ wezddéw w drzewie rozwigzan niz wziete do poréw-
nania algorytmy /B/, /R/, /A/. Wydaje sie takze, ze porownujac szybkos-
ci obliczen a.c. ODRA 1325 a n.c. DEC 2060 i CY3ER 73-23 algorytm /G/
znajduje rozwigzanie azyboiej niz algorytmy /B/ i /R/. Badania algoryt-
mu /G/ przeprowadzono roéwniez na duzej grupie przyktadéw o wielkosci
g = 100, dla ktérych parametry wylosowano. Srednio rozwigzanie optymalne
Otrzymano po wygenerowaniu ok. 50 wez#b6w w drzewie rozwigzan. Ra wygene-

rowanie jednego wezda potrzeba byto Srednio ok. 3a.
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EHO'IHHl METOfl B rHE3digeiix 30M & 1 IEPEIGBAHHH

Pesdue
B paccKaTpHBaeiaofl oTan>e npa™oTaBJieHa sanana rHe3aoBaa RepeROBaHUK

(job-shop problem ). 3afana 3Ta b odmeM ciiynae SBjraeTca cion>HO P -
Tpy"Hoa. B patfoie npencTaBJieHH CBoSoiBa paccssairpHBaeMofl sa”ana, cxmy
TOHHoro ajiropimsa, oosoBaHHoro sa t.h. cShoheom nojpcone , HeTojtH nocrpo-
eHEH hekhei orpaHOTeHEfl a Taxze pesyntTara BLmcjieHHil. EJiOHHiit nojpcon
6m ¢ ycnexoM npmceEeH x jyiynas ( <5cuiee npocTHM ) chje&ho P- TpyuHHM
sajnanaM HepenoBaHZH , iekem kek o"HonpacSopHHe 3a“aRH. MHoroManiHHHHe no-
TOKOBHe 3aj@EH H JU>. m

BLOCK m% "KOD I " JOB-SHOP PROBLEMS

Summary
In the paper the job-shop. problem is concidered.The problem is strongly

HP-complete in general case.The paper contains: some properties of the
problem,scheme of enumerative algorithm based on block approach,various
lover bounds and computational results,The block approach has been suc-
cessfully applied to other /simpler/ storagly HP-complete schedul "1y
problems for instance one-machine problems,!lov:-shop problems and so on.
The use of above approach to the job -shop problem extends the range of
applicability of the enumerative algorithmus to difficult scheduling

problems.



