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Streszczenie: Praca zawiera nony algorytm oparty na metodzie 
podziału i ograniczeń dla zagadnienia kolejnościowego gniazdowego. 
Algorytm ten wykorzystuje podejście blokowe.

1. Wstęp

W pracy rozważone Jest gniazdowe zagadnienie kolejnościome /job-shop 
problem/. Zagadnienie.to w ogólnyn przypadku jest silnie NP-zupełne i 
zdaniem wielu autorów jest jednym z najtrudniejszych zagadnień teorii 
szeregowania. Do rozwiązania tego zagadnienia proponowane są najczęściej 
algorytmy przybliżone lub algorytmy dokładne /wyznaczające rozwiązania 
optymalne/ oparte na schemacie metody podziału i ograniczeń. Te ostatnie, 
ze względu na złożoność zagadnienia, umożliwiają wyznaczenie rozwiązania 
n "rozsądnym" czasie.tylko dla zagadnień o niewielkich rozmiarach ^ 50.

W prezentowanej pracy przedstawiono własności rozważanego zagadnienia,, 
schemat algorytmu dokładnego opartego na tzw. podejściu blokowym oraz wy­
niki badań testowych. Podejście blokowe było. z powodzeniem stosowane do 
rozwiązywania innych /prostszych/ 3ilnie N?-zupełny.ch zagadnie^ szerego­
wanie takich, jak: problemy jednonaszynowe, wielomaszynowe problemy prze­
pływowe [43 - itp. Zastosowanie tego podejścia do gniazdowego zagadnienia 
kolejnościowego'umożliwię rozszerzenie zakresu stosowalności algorytmów 
dokładnych.

2. Sformułowanie problemu i podstawowe własności

Sformułujemy zagadnienie J | -< , n ^ l  |caax rozpatrywane w tej pracy.
Dany .jest zbiór zadań J = {l,2,...,n} przeznaczonych do reałizocji przy 
użyciu zbioru maszyn 11 = {1,2, ... ,n] . Każde zadanie składa się tylko z 
jednej operacji. Dlatego też dalej operację będziemy utożsamiać z zada­
niem. Zadanie j jest wykonywane .na maszynie /ij f M n czasie p, > 0,j 6 J. 
Każda maszyna może wykonywać co najwyżej jedno zedanie w dowolnej chwili- 
czasowej. Graf relacji Rn = «( . jest acykliczny.. Należy znaleźć terminy 
» praca były częściowo finansowana przez RP.I.02 "Teoria sterowania i opty­

malizacje ciągłych.układów dynamicznych i procesów dyskretnych"
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0 rozpoczęoia wykonywania zadań na poszozególnych maszynach przy 
spełnieniu powyższych ograniczeń tok, by minimalizować funkcję celu po­
staci min ( S . + p ,) . 

j£j J J
Zauważmy, że zagadnienie j| | Cnax je3t szczególnym przypadkiem wyżej 

sformułowanego zagadnienia, takim że relecja RQ jest zbiorem rozłącznych 
łańcuchów reprezentujących zadania.

W dalszym ciągu ^prowadzimy szereg pojęć i definicji, które umożliwią 
nom sformułowanie zagadnienia J| < ,m. = 1|C_Q„ w postaci wygodnej do dal- 
szych rozważań. Oznaczmy przez J = |j i J: /j = kJ zbiór zadań przezna­
czonych do wykonywania na maszynie k-tej oraz przez n,, licznoćć tego 
zbioru, k i 11. Niech '5Tj£ = ("h (̂.1) , ^ 1 2 )  ,..., będzie permutacją
elementów zbioru a niech będzie zbiorem wszystkich takich permuta- 

^  k» k€U; permutaoja 'K. określa kolejność wykonywania zadań na ma­
szynie k-tej. Dalej nieoh R =  rf x V]2 x x (i“ 3 '« = (7T1,7T2, ... ,'n-J
niech będzie dowolnym elementem tego zbioru; zauważmy, że TT określa ko­
lejność wykonywania zadań na wszystkich maszynach /niekoniecznie dopusz­
czalną ze względu na RQ/. Przyjmijmy, że R,R C R C JiJ jest relacją 
acykliczną oraz GR = (J,R) jest grafem tej relacji. Dalej przez

R) oznaczmy graf utworzony dla relacji R oraz '/< ( 11, 
gdzie; E^ = y  k(i) • Grafy GR i G^>R posiadają obciążo-

k=1 i=1
ne wierzchołki, przy czym obciążenie wierzchołka j wynosi p^ , j f J. Niech 
n R = -[/T£ |~l • r _ acykliczny} będzie zbiorem dopuszczalnych kolejnoś­
ci wykonywania zadań na wszystkich maszynach dla danej relacji.R. Teraz 
rozważane w pracy zagadnienie można sformułować w następującej równoważ­
nej postaci;

Znaleźć kolejność 6 l"lR wykonywania zadań na wszystkich maszynach 
taką, że

Cm a x ( ^ K - R) = Ą  W " ’ /1/
gdzie;Cna2(K >R) jest najdłuższą drogą w grafie Ĝ . R , zaś R = R Q.

W dalszym oiągu zdefiniujemy kluczowe pojęcie bloku zadań wykorzysty­
wane w konstrukcji algorytmu. Nieoh /JT będzie dowolnym elementem i"lR . 
Przez u = (u1 ,u2,...,ur ) oznaczmy drogę krytyozną w grafie G^ R , gdzie 
u^e J, J i r, o l i r i n  jest liczbą wierzchołków na tej drodze. For­
malnie droga krytyczna u oraz inne pojęcia wprowadzone dalej będą zależeć 
od 7f oraz R, ale dla uproszczenia nie będziemy tego uwzględniać w nota- 
oji. Nieoh afc, k=1,...,s+1; b^, k=1,...,8 będą podciągami ciągu u takimi, 
że;/i/ , u2 , • •. ,ur ) >= (â  ,b^ ,a2 ,.,. ,ag ,bg,a3+-j), ^ ̂  > 1i kis,
/ii/ uszystkie zadania z ciągu blj£ są wykonywane na tej samej maszynie 
/oznaczmy ją przez 1^/, l i k i  a, /iii/ każdy podciąg b,̂  jest maksymalnym 
ciągiem spełniającym /ii/; podciąg b^ = (Up.u^-j j.. . ,uq ) jest maksymalny.
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jeśli JJ / 1. / U. f U = 0, ll = 0) . Jeżeli a ? 1 to podciąg b.
' up-1 Ł q+1 o ̂  ur+1 *■

będziemy nazywać k-tym blokiem w jT . Zgodnie z powyższą definicją pewne
podciągi aj. nogą być pu3te.

Zachodzi następująca własność:
Własność 1.
/i/ Każda para sąsiednich elementów podciągu jest w relacji R, 

l i K ‘ 8+1.
/ii/ Jeżeli podciąg â . jest niepusty to ostatni element podciągu a(, i

Pierwszy element podciągu bj. są w relacji R, 1 i k i s, oraz ostatni 
element podciągu bk_-j i pierwszy element podciągu a^ są w relacji R,
2 i k i s+1.

/iii/ Jeżeli podciąg jest pusty to ostatni element podciągu Ł
pierwszy element podciągu b^ są w relacji R, 2„<k*<s.

Prawdziwość własności 1 wynika z faktu, że jeżeli dwa kolejne elementy 
Uit ui+1 ciągu u = (ur,...,ur j są takie, że JU u i JU  ̂ to ( « ¿ . u ^ ^ c  R.
Przejdziemy dalej do sformułowania algorytmu.

3. Algorytm

Algorytm rozwiązujący problem /1/ został.oparty na metodzie podziału i 
ograniczeń. Dlatego też w kolejnych punktach omówimy istotne elementy,te­
go algorytmu takie,jak: charakterystyka i sposób podziału węzła w drzewie 
rozwiązań, strategia przeglądania drzewa rozwiązań* sposób wyznaczania 
górnych i dolnych ograniczeń.

3.1. Charakterystyka i sposób podziału węzła

Przyjmujemy, że każdy węzeł w drzewie rozwiązań jest oałkowicie scha­
rakteryzowany przez relację R. Yi korzeniu R =. RQ. Relacja R określa zbiór 
n R rozwiązań dopuszczalnych dla problemu /1 /. Yi związku z tym możemy po­
wiedzieć, że każdy węzeł określony przez R jest związany z zadaniem /1 / 
dla relacji R. Przedstawimy teraz zasadę podziału węzła R /tzn. węzła z 
relacją R/. na węzły będące bezpośrednimi jego następnikami w drzewie roz­
wiązań. Eiech TT będzie pewnym elementem ze zbioru R  R a u = (u-p.-.jU.,) 
odpowiadającą mu drogą krytyczną w grafie Ĝ - R oraz podciąg b;< = ( \ , 1 > 
...,b^ ) k-tym blokiem w T  , k=1,...,a. Jeżeli s=0 to węzeł R nie jest

kdzielony. V.’ przeciwnym wypadku dzielimy węzeł R na - 3s węzłów
scharakteryzowanych przez relację R^ ^ »  gdsie .
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7 1"1 a
R 1,l “ R u ^  u P1 u k g   ̂PJ V Pj ) ’ 1=2 > - - -»v-j-1,

j/l 
V1

R1 , l  ° R u jM, U b1, j » b1, l)} *
¿ h

k-1 _ vk
Rk , l  = R u P 1 u A , i Pj u P j )  u U { t bk , l ' bk,j)} * 1=2J C<- J- 1 V_0 q5jil .,s,

k-1 vk

4 , 1  * * u p T.u u  ^ j u F 07 ) u Fk u ,u_ {ibk,i'bk,ii} » 1=2 vk“1-
jjiX k=*2, • • • f s ,j*2 J 0 3*2.

oraz

' * { -  ]y2 { K , i > bk,j)} * ^ = 6 ,  { ( ^ , d * bk,vk)} k-i..... ..

Zauważmy, że .jeśli relacja , jest cykliozna t o I l . = 0  , zatem tię-K | X
k-b * zeł odpowiadający tej relacji nie jest tworzony. Problem cay relacja Rk ^

jest cykliczna, czy acykliczna można stosunkowo prosto rozstrzygnąć. S tym 
celu zaobserwujmy, że jeżeli relacja R jest acykliczna to relacja R U V? 
jest też acykliczna, dla dowolnego k oraz <££{+,-} /na podstawie własnoś­
ci drogi w grafie R/. W związku z tym relacja R* ^ jest acykliczna 
wtedy i tylko wtedyJ gdy nie istnieje droga w grafie GR pomiędzy wierzchoł­
kiem bj.  ̂ a dowolnym z wierzchołków bk l+1,...,bk v • Z kolei relacjo
Rk 1 ^esb sojkliczna wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje droga w grafie 
GR pomiędzy dowolnym z wierzchołków bk bk ^  a wierzchołkiem bk 1.

Twierdzenie 1.
Hiech R C J x J. będzie relacją acykliczną a 'Jrcfl̂ . Wtedy dla każdego 

fi należącego do zbioru
vk“1

nR N U ( U n H+ O U n R_ )
R k=1 V l=z. Rk,l 1=2 Rk,l

72/

zachodzi CQBX(fi ,R) >, Cmaxin ,R) , gdzie z.,-1, zk=2, k>1 oraz v.^v.,-1, 
vk=vk , k > 1.
Szkic dowodu-r Zauważmy, że zbiór /2/ jest równy zbiorowi i~lR',
R' = R o U  t -J u -k ) • Dowód tego faktu pomijamy, Dalej niech /3 £ T"! R, .

k«1 ,
W grafie R) istnieje droga u' = (u^ , ... .u^,) taka, że u'
...fag.bg.a^^), gdzie a^, bj. podciągi zdefiniowane dla drogi krytycznej u
o grafie Ĝ . R oraz podciąg bk zawiera co najmniej wszystkie elementy ze
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zbioru { \ fi» }  • Pak't 'ten '’ynika z własności 1. Droga u1 istnieje
również w grafie G ^ .  Stąd Cmax (/3 ,R) ^ 2 ^  p, ^ ̂ L l  Pu. -
= Gnax(? ,R), co kończy dowód. Ł
Powyższe twierdzenie stanowi podstawę przy wykazaniu zbieżności przedsta­
wionego algorytmu. Liówi ono,że zbiór określony przez /2/ noże być pomi­
nięty w podziale węzła R bowiem kolejności /3 należące do tego zbioru są
"nie lepaze" niż kolejność T  /w sensie wartości Cm ,R)/ . Z twierdze­
nia 1 wynika również, że jeśli s=0 to dla każdego /3 f f/g zachodzi 
Cmax(/3 ,R  ̂^ Cm a x ^  ,R^ 00 uzaaadnia niedzielcnie węzła R. Z definioji 
R,t -i wynika, że zbiory 11 są parami rozłączne, natomiast z faktu, żeh., X pcC

k,lzbiór /2/ jest niepusty /zawiera co najmniej n / wynika, że suma elemen­
tów wszystkich zbiorów fi jest mniejsza niż liczba elementów zbioru

Rk 1n  ’ wn ĵ . Dodatkowo, jeśli węzeł R jest następnikiem węzła R /niekoniecznie 
bezpośrednim/ w drzewie rozwiązań to dla każdego i 6 fi- CI „ f y  ,r) =
= Cnax^ ’R>> a * azazególności CM X (y ,R) = Caax(S ,Rq) .

Podane własności uzasadniają, że drzewo rozwiązań generowane przy uży­
ciu opisanej zasady podziału węzła będzie skończone. Ponadto CQax (TT ,R0) =
= min C __ gdzie li R £ fi „ je3t kolejnością na bazie której zo3-^ cax o ' i\
tał podzielony węzeł R zaś - zbiór wszystkich węzłów drzewa rozwiązań. 
Zmniejszenie liczby węzłów w drzewie rozwiązań jest możliwe przez odpo­
wiedni wybór kolejności -k R oraz postaci dolnego ograniczenia w każdym

• ’ Rwęzie. 77 algorytmie przyjmujemy, że TC je3t wybierane wg pewnego algo­
rytmu heurystycznego dla zagadnienia J| ■<’ ,mj = 1 | Cnax)gdzie = R.

3.2. Strategia przeglądania drzewa rozwiązań

Uważamy, że węzeł R jest przeglądnięty /zamknięty/ jeśli węzeł R nie 
jest dzielony lub wartość dolnego ograniczenia jest nie mniejsza niż 
aktualna wartość górnego ograniczenia lub wszystkie bezpośrednie następni­
ki tego węzła zostały przeglądnięte /zamknięte/. Z węzła-R przechodzimy 
do takiego bezpośredniego, nie zamkniętego następnika tego węzła, dla któ­
rego wartość dolnego ograniczenia jest najmniejsza. Po zamknięciu węzła R 
przechodzimy do jego bezpośredniego poprzednika; algorytm kończy się po 
zamknięciu węzła Rrf

3.3. Górne ograniczenia

•Wartość górnego ograniczenia UB jest wyznaczana a każdym węźle R drze­
wa jrozwiązań wg zasady UB :=» min [UB,Cma2 (T R >R)] • Jako początkową war­
tość UB przyjmujemy UB = e*> .
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3.4. Dolne ograniczenia

\'i nęźle scharakteryzowanym przez relację R wyznaczany wielkości r.,q.,
J J

j g J spełniające

gdzie; Bj = {i i J : Ci.j) 6R), Aj = {i 6 J : (j,i) £ R} , j e J; cn'ax(U, 
cna3,{l) - minimalna wartość funkcji celu dla konkretnych problemów za­
gadnień il'rj|CBa3t oraz odpowiednio 1lq.jlCnax z da'nymi I (I c jj , , r.., qj,
j 6 X; CjJjax(0) = Cnasi^) = °* IIa baz:i-e tych wielkości możno skonstruować 
różne postacie dolnych ograniczeń LB(R) dla węzła R T5]. Szczegółowy 
przegląd różnych możliwych postaci dolnych ograniczeń dla tego problemu 
został zawarty w pracy [3]. Warto jeszose zauważyć, że można podać prze­
pis na wyznaczenie wartośoi rj, w węźle E na podstawie wartości rj,
dla bezpośredniego poprzednika tego węzła. Złożoność obliczeniowa tego 
przepisu jest znacznie mniejsza od złożoności obliczeniowej algorytmu wy­
znaczającego wartości r^ , q.. bezpośrednio z zależności /3/.

Jeżeli węzeł R będący bezpośrednim następnikiem węzła R w drzewie roz­
wiązań jest taki, że R = RT . lub R = R* , to można dla niego akon3truo-’ ~ 3» nać dodatkowe dolne ograniczenie LBul) w postaci;

“ (»i,i) - =.«(■»■“ • H) + rbtil - =•»,., • 1-2 .••••',-1 .

mK.i) ■ °„nCn*.») -1,., *  V ’
gdzie.- rj,qj,jf J. są wyznaczone dla węzła R. Dowód pordjeny.

4. Wyniki obliczeniowe

Algorytm został zaimplementowany w języku FORTRAII na m.c. ODRA 1325. 
Przy testowaniu algorytmu posłużyliśmy się znanymi przykładani z litera- 
tury( dla których uzyskiwane wyniki od lat stanowią pewien miernik jakości 
i efektywności algorytmów rozwiązywania problemów gniazdowych. Przykłady 
zaczerpnięto z pracy T5].

Ha podanych przykładach były /i 3ą/ testowane wszystkie nowo pojawia­
jące się w literaturze algorytmy dotyczące zagadnień gniazdowych. Do tes­
towania algorytmu wybrano z vra. pracy 3 przykłady oznaczone odpowiednio 
13-04-04, 13-05-04, 36-06-06, gdzie s-y-z, x - liczba operacji, y - liczba
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zadań, z - liczba maszyn. Zrealizowany algorytm /G/ został porównany z 
3 najlepszymi znanymi w literaturze algorytmami: /B/ z pracy f2] , /R/ z 
praoy [5] , /A/ z pracy [1] . Wyniki przedstawiono w tabeli.

Przykład Algorytm CPU L LB
/G/ < 1 3 4
/B/ .012 2 8

13-04-04 /R/ .27 8 -
/A/ - 4 11
/G/ < 1 1 1

13-05-04 /B/ .02 1 6
/R/ .21 5 -
/A/ - 1 3
/G/ 16 8 8
/B/ 1.96 20 100

36-06-06 /R/ 2.83 62 -
/A/ - 15 83

Ł - liczba węzłów wygenerowanych,.
IB - liczba węzłów^ a których wyliczano dolne ograniczenia,
- - brak danych z literatury,
CPU - czas obliczeń /3ec/ dla poszczególnych algorytmów na maszynach:

ODRA 1325 - /G/, DSC 2060 - /B/, CYBER 73-23 - /R/, ODRA 1305 - /A/.

Z analizy tabeli . wynika, że przedstawiony algorytm /G/ przegląda 
znacznie mniejszą ilość węzłów w drzewie rozwiązań niż wzięte do porów­
nania algorytmy /B/, /R/, /A/. Wydaje się także, że porównując szybkoś­
ci obliczeń a.c. ODRA 1325 a n.c. DEC 2060 i CY3ER 73-23 algorytm /G/ 
znajduje rozwiązanie azyboiej niż algorytmy /B/ i /R/. Badania algoryt­
mu /G/ przeprowadzono również na dużej grupie przykładów o wielkości 
q = 100, dla których parametry wylosowano. Średnio rozwiązanie optymalne 
Otrzymano po wygenerowaniu ok. 50 węzłów w drzewie rozwiązań. Ra wygene­
rowanie jednego węzła potrzeba było średnio ok. 3a.
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EHO’IHHfl METOfl B rHE3JIQBiiX 3 0 M & I  lEPEiGBAHHH

P e  s  d  u  e
B paccKaTpHBaeiaofl 0Tan>e npa^oTaBJieHa sa n a n a  rH e3aoBaa RepeROBaHUK 

( job-shop problem ). 3a£ana 3Ta b odmeM c iiy n a e  SBjraeTca cion>H0 P -  
Tpy^Hoa. B p a tfo ie  npencTaBJieHH CBoSoiBa paccssairpHBaeMofl sa ^ a n a , c x m y  
TOHHoro a jiro p im sa , oosoBaHHoro s a  t . h .  cShoheom nojpcone , HeTojtH n o c r p o -  
eHEH h e k h e i  orpaHOTeHEfl a T axze p e sy n tT a r a  BLm cjieHHil. EJiOHHiiit nojpcon 
6m  c  ycnexoM  npmceEeH x  jy iy n a s  ( <5cuiee npocTHM ) chje&ho P -  TpyuHHM 
sajnanaM HepenoBaHZH , iek em  k ek  o^HonpacSopHHe 3a^aRH. MHoroManiHHHHe n o -  
TOKOBHe 3aj@EH H JU>. ■

BLOCK ■■i’v 'KOD I ' JOB-SHOP PROBLEMS 

S u m m a r y
In the paper the job-shop. problem is concidered.The problem is strongly 
HP-complete in general case.The paper contains: some properties of the 
problem,scheme of enumerative algorithm based on block approach,various 
lover bounds and computational results,The block approach has been suc­
cessfully applied to other /simpler/ storagly HP-complete schedul -'.ng 
problems for instance one-machine problems,!lov:-shop problems and so on. 
The use of above approach to the job -shop problem extends the range of 
applicability of the enumerative algorithmus to difficult scheduling 
problems.


