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PROBLEMY SZEREGOWANIA ZADAŃ HA JEDNEJ MASZYNIE Z ROZDZIAŁEM ZASOBÓW

S t r e s z c z e n i e . W pracy dokonano p rzeg lądu  k lasycznych  jednomaszyno
wych problemów szeregowania zadań przy k r y t e r i a c h :  maksymalny koazt 
wykonywania zadań, makaytnalny cza3 zakończenia zadań, maksymalna n i e 
terminowość wykonywania zadań, makoynalne opóźn ien ie  wykonania zadań, 
ważona 3uma czasów zakończenia zadań, ważona aucia opóźnień wykonania 
zadań. Problemy te  uogólniono na przypadek, gdy czagy trw ania  zadań 
z a le ż ą  l in iow o  od i l o ś c i  lo k a ln i e  i  g lo b a ln ie  ogran iczonych  zasobów. 
Dla w ięk szo śc i  z ty c h  problemów zn a le z io n o  efektywne /wielomianowe/ 
algorytmy s te ro w a n ia .  Wykazano, że pewne problemy aą HP-trudne.

1. Wstęp. P rz e g lą d  l i t e r a t u r y .

7/ w ie lu  g a ł ę z i a c h  przem ysłu ,  w s z c z e g ó ln o śc i  w tych  g a ł ę z ia c h ,  w k tó 
rych many do c z y n ie n ia  z dyskretnym i procesami przemysłowymi, np. w p rz e 
myśle m etalurg icznym , maszynowym, samochodowym, p o ja w ia ją  a ię  problemy 
szeregowania o p e r a c j i  / z a d a ń /  na maszynach i  równoczesnego r o z d z ia łu  ogra
n iczonych  zasobów różnego r o d z a ju .  W w ie lu  t a k ic h  produkcyjnych procesach  
c z ę s to  w y s tęp u je  ty lk o  jedna  k ry tyczna  maszyna /n p .  z dużym kosztem zaku
pu lub  e k s p l o a t a c j i . / ,  na k t ó r e j  problem szeregowania zadań / o p e r a c j i /  i  
r o z d z ia łu  zasobów j e s t  r z e c z y w iś c ie  is to tnym  problemem. Natomiast z punk
tu  w idzen ia  rozpatryw anych k ry te r iów  optymalności^ problemy szeregowania 
na p o z o s ta ły c h  maszynach aą p ra k ty c z n ie  n i e i s t o t n e  i  można w p r z y b l iż e n iu  
rozpa tryw ać t e  maszyny ja k o  maszyny o n ie o g ra n ic z o n e j  p rzepus tow ośc i .  
Zatem, w w ie lu  p rak tycznych  przypadkach można og ran iczyć  s i ę  do problemu 
szeregow ania  o p e r a c j i  i  r o z d z ia łu  zasobów ty lk o  na je d n e j  k ry ty cz n e j  ma
s z y n ie ,  a czasy obróbki rozpatryw anych  elementów na w cześn ie jszych  maszy
nach mogą być uwzględnione w tzw. n a jw c ze śn ie jsz y ch  momentach do s tęp n o śc i  
do obróbki danych elementów na maszynie k r y ty c z n e j .

N in ie j s z a  praca  dotyczy w łośn ie  wspomnianych powyżej jednomaszynonych 
problemów szeregow an ia .  Przy czym zakłada  s i ę ,  że czasy t rw an ia  o p e r a c j i  
z a le ż ą  l in io w o  od lo k a l n i e  i  g lo b a ln ie  ogran iczonych , n ieodnaw ia lnych, 
p o d z ie ln y c h  w sposób c ią g ły  zasobów, np. e n e r g ia ,  t l e n ,  surowce, paliwo 
/ p i e n i ą d z e / .  Z każdą o p e r a c ją  związany j e s t  na jw c ze śn ie jsz y  moment rozpo
c z ę c ia  wykonywania t e j  o p e r a c j i  or3Z żądany te rm in  j e j  zakończenia .  
Uwzględniono także  możliwość występowanie pewnych techno log icznych  uwarun
kowań ko le jnośc iow ych  między o p e ra c ja m i .  Rozpatrzono n a s tę p u ją c e  k r y t e r i e
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optyraa lnośc i:
-  maksymalny k o sz t  wykonywania o p e r a c j i ,
-  maksymalny czas zakończenia  o p e r a c j i ,
-  maksymalna n ie term inow ość wykonania o p e r a c j i ,
-  maksymalne opó źn ien ie  wykonania zadań,
-  ważona suma czasów zakończenia  o p e r a c j i ,
-  ważona suma opóźnień wykonywania o p e r a c j i .
ii pracy s t a r a n o  s i ę  Z n a le ź ć  ja k  n a j s z e r s z ą  k la s ę  jednomeszynowych p r o b le 
mów szeregowania zadań z równoczesnym rozdz ia łem  zasobów ,d la  k tó rych  
i s t n i e j ą  wielomianowe algorytmy s te ro w a n ia .

Rozpatrywanie jednomoszynowych problemów szeregow ania  zadań z r o z d z i a 
łem zasobów, i s t o t n a  j e s t  ta k że  z te o re ty c z n e g o  punktu w id ze n ia ,  p o n ie 
waż problemy te  p o ja w ia ją  s i ę  ja k o  problemy wyznaczanie dolnych o g r a n i 
czeń w nielomaszynowych problemach szeregow ania  zadań i  r o z d z i a łu  zasobów.

Jedncmaszynowe problemy szeregow ania  zadań przy z a ło ż e n iu ,  żc czasy 
t rw an ia  o p e r a c j i  są z góry zadane, mają bogatą  l i t e r a t u r ę .  J l a  dość l i c z 
nej k la sy  tych  problemów zn a le z io n o  efektywne /w ie lom ianow e/ algorytmy 
/ d e f i n i c j a  np .  w / " ? ] / .  Czas o b l ic z e ń  / l u b  in a c z e j  l i c z b a  ob liczen iow ych  
kroków/ t a k i c h  algorytmów j e s t  og ran iczona  wielomianem n / n ) ,  g d z ie  n j e s t
-  w tym wypadku -  l i c z b ą  szeregowanych zadań. W d a l s z e j  c z ę ś c i  precy bę
dziemy mówili ,  że z łożoność ob l iczen iow a  t a k ic h  algorytmów /problemów/ 
j e s t  0(w (n)). N atom ias t pewna część  rozpa tryw anych  n l i t e r a t u r z e  problemów 
jednomaszynowych na leży  do k la sy  problemów 3iP-trućnych [?]  , d o k ła d n ie j  
decyzyjna w e rs ja  tych  op ty m a liz ac y jn y ch  problemów jednonaszynowych j e s t  
HP-zupełns { 7 j . To znaczy, są  one równoważno dużej l i c z b i e  znanych k o n b i-  
na to rycznych  problemów ( 7j w tyra s e n s i e ,  że z n a l e z i e n i e  wielomianowego 
algorytmu d la  k tó reg o k o lw iek  problemu z t e j  k la sy  spowodowałoby z n a l e z i e 
n ie  podobnych /wielomianowyoh/ algorytmów d la  w s z y s tk ic h  problemów z t e j  
k la s y .  Przy ozym w k l a s i e  t e j  wyróżnia s i ę  po d k ia sę  problemów s i l n i e  Iff-  
- zu p e łn y ch  / s n g .  unary K P - c o a p le te / ,  problemy te  nawet w przypadku kodo
wania przy podstaw ie  1 p o z o s ta j ą  problemami K P - z u p e łn y a i . .

Zwięzły p rz e g lą d  l i t e r a t u r y  d o ty c z ą c e j  jednomaszynowych problemów s z e 
regowanie z u s ta lo n y m i czasami wykonywania o p e r a c j i ,  przy  wspomnianych 
powyżej k r y t e r i a c h  o p ty n a ln o ś c i ,  można p r z e d s ta w ić  o sposób n a s tę p u ją c y .  .

Dla problemu z k ry te r iu m  będącym maksymalną n ie te rm in o w o śc ią  'wykonywa
n ia  o p e r a c j i ,  przy  z a ło ż e n iu ,  że w s z y s tk ie  term iny d o s tę p n o ś c i  o p e r a c j i  
s ą  jednakowe, zn a le z io n y  z o s t a ł  p rz e z  Jacksona  / I 955/ w [ t ry w ia ln y  
a lg o ry tm  o z ło ż o n o śc i  o (n * lo g  n) / g d z i e  n j e 3 t  i l o ś c i ą  z a d a ń / .  N atom ias t ,  
przy z a ło ż e n iu ,  że term iny d o s tę p n o ś c i  zadań s ą  różne ,  pz-oblea. t e n  3 t a j e  
s i ę  s i l n i e  N P-trudny , co z o s t a ł o  wykazane n [12]  / L e n s t r a ,  Rinnooy Kan, 
Brucker 1977/.  Do rozwiązanie te g o  problemu zaproponowano algorytmy o p a r 
te  o metodę podziału  i  ograniczeń: Baker i  Su /1 9 7 4 /  t o - ,  licilahon i
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F l o r i a n  /1 9 7 5 /  [ 2 0 ] ;  Lageweg, l e n s t r a  i  Ronnooy Kan /1 9 7 6 /  f  13j o raz  
C a r l i e r  /1 9 S 0 /  [ 6 ] .  n a to m ia s t  d la  przypadku jednostkowych czasów wykony
wania o p e r a c j i  Horn 71974/ w [ 5} zaproponował a lgory tm  o z ło żo n o śc i  
O (n - log  n) .

Problem z k ry te r iu m  będącym maksymalnym kosztem wykonywania o p e r a c j i  
/kosz tem  związanym z terminem zakończenia  o p e r a c j i /  z o s t a ł  rozwiązany 
p rz e z  Law iem  / 1 973/ w [14] w wielomianowym c z a s i e  0 (n2) /p rzy  jednako 
wych te rm inach  d o s tę p n o śc i  n ie p o d z ie ln y c h  o p e r a c j i / .  Algorytm Lawlera 
z o s t a ł  uogólniony p rze z  Bakera L a n le ra  , L e n a t r a ,  Rinnooy Kar.a . /1 9 8 3 /  w
(2] na przypadek z różnymi term inam i d o s tę p n o ś c i  podzie lnych  o p e r a c j i  
0 (n3) .

Problem z k ry te r iu m  będącym ważoną 3uną czasów zakończenia o p e r a c j i ,  
przy braku r e l a c j i  p op rzedzan ia  i  przy z a ło ż e n iu  równości w szy3tk ioh  n a j 
w c z e śn ie js z y c h  momentów d o s tę p n o ś c i  o p e r a c j i ,  z o s t a ł  rozwiązany w w ie lo 
mianowym c z a a ie  O^n*logn) p r z e z  Smitha / 1 9 5 6 / [ 2 4 ] ,  R e z u l t a t  t e n  z o s t a ł  
u o gó ln iony ,  na przypadek gdy j e 3 t  Z3dana r e l a c j a  poprzedzan ia  wśród ope
r a c j i  p rz e z  Horns. /1 9 7 2 /  (_’4 j ,  Sidneyá /1 9 7 5 /  [ 23] -  d la  r e l a c j i  w p o s ta 
c i  drzewa, o raz  p rzez  Lo w le ra .  /1 9 7 8 /  f 163 -  d la  szeregowo równoległych 
r e l a c j i  p o p rz e d z a n ia .  Dla przypadku dowolnej r e l a c j i  poprzedzan ia  problem 
te n  s t a j e  s i ę  I iP-trudny nawet d la  jednostkowych czasów trw an ia  o p e r a c j i  
a lb o  jednostkowych wag /L o w le r  /1 9 7 8 /  [1 6 } ,  L e n s t ra  i  Rinnooy Kan /1 9 7 8 /  
[133. H atom iost d la  jednostkowych wag, a l e  przy z a ło ż e n iu  dowolnych n a j 
w c z e śn ie js z y c h  momentów d o s tę p n o ś c i  o p e r a c j i ,  problem te n  s t a j e  s i ę  s i l 
n ie  l i? - t ru d n y .  Jednakże d la  o p e r a c j i  pod z ie ln y c h  o s t a t n i  przypadek noże 
być rozwiązany za pomocą p ro s te g o  r o z s z e r z e n ia  a lgory tm u  Smitha. ; n a to 
m ia s t  w przypadku różnych  wag s t a j e  s i ę  on s i l n i e  HP-trudny /L a b e to u l l e ,  
Law ler,  L e n s t r a ,  Rinnooy Kan / 1 9 7 9 / [ 1 2 ] / .

Jedr."maszynowy probiera szeregow ania  o p e r a c j i  przy k ry te r iu m  wożona su 
ma opóźnień  wykonania o p e r a c j i  na leży  do k lasy  problemów s i l n i e  K ? - t r u d -  
nych /L a w le r  /1 9 7 7 /  [ 1 5 ] ,  L e n s t r a ,  Rinnooy Kan, B rucker /1 9 7 7 /  f  1 S ] / -  Dla 
przypadku z jednostkowymi wagami zn a lez iony  z o s t a ł  p rze z  Lawlera. / 1 977/ 
[ 15J P3eudowielomianowy a lgory tm  / d e f i n i c j a  w L 7 ] /  o z ło ż o n o śc i
O f n ^ y 1? . P - \  / g d z i e  p., j e s t  czasem trw an ia  j - t e j  o p e r a c j i / , .  Jednakże  ̂ J~ I 0. / j
z łożoność  ob l iczen iow a  wspomnianego przypadku p o z o s ta j e  nada l  otwartym 
problemem /wobec z n a l e z i e n i a  d la  n iego.pseudowielom ianowego algorytmu 
wiadomo t y l k o ,  że' problem t e n  n ie  j e s t  s i l n i e  K P - t ru d n y / .

Problemy szeregow ania  zadań na maszynach z równoczesnym rozdz ia łem  za 
sobów były ta k ż e  rozpa tryw ane  w l i t e r a t u r z e ,  i  t a k :  problem gniazdowy i  
taśmowy przy z a ło ż e n iu ,  że czasy  t rw a n ia  p rac  z a le ż ą  l in iow o  od p o d z i e l 
nych w sposób c i ą g ł y , og ran iczony  eh zasobów były rozpatryw ane p rze z  Grabow
sk ie g o  i  J a n ia k a  np. /1 9 8 0 /  w [ l 0 , 8 j .  Problem szeregow ania  podzi.elnych 
o p e r a c j i  przy z a ło ż e n iu  różniczkowych modeli o p e r a c j i  d la  przypadku id e a -
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•tycznych równoległych maazyn był rozpatrywany przez Węglarza /1 9 7 9 /  a 
:[30], Problemy szeregowania zadań przy za ło żen iu  dyskretnych żądań zaso
bowych / t z n .  z pewnego skończonego zbioru możliwych przydziałów zasobów/, 
■były rozpatrywane przez B łażew iczs i  współautorów, np. w( 3] oraz przy 
podejśc iu  wieiokry teria lnym  przez S łow ińsk iego , np. w [ 25j .

Jednomaszynowy problem szeregowania o p era c j i  ze sterowalnymi czasami 
wykonywania o p era o j i  i  l in io w ą  z a le ż n o śc ią  kosztu wykonania op erac j i  od 
jej.  czasu zakońcżenib przy kryterium będącym suną kosztu związanego z cza
sami zakończenia wykonywania o p era c j i  i  kosztu wykonania w szystk ich  ope
r a c j i  był rozpatrywany przez Vickaona /1 9 8 0 /  w [ 2 8 j n a t o m i a s t  problem 
ten  w przypadku, gdy pierwszy składnik wspomnianego kryterium był kosztem 
proporcjonalnym do maksymalnego opóźnienia o p e r a c j i ,  był rozpatrywany w 
£293 /V ickson  1980 / .  n a s tę p n ie  Howicki i  Zdrzałka /1985Aw [ 22} ro z szerzy 
l i  bad8nia z C 28} na przypadek dwumaazynowy.

Jednomaszynowy problem szeregowania o p era c j i  ze sterowalnymi czasami 
wykonywania o p era c j i  przy dwukryterialnym p o d e jśc iu  i  przy pewnych i s t o t 
nych za łożen iach  .odnośnie w ła sn o śc i  fu n k c j i  kosztowych był rozpatrywany 
przez Van Wasaenhove i  Bakera /1 9 8 2 /  w [27j. Badania te  z o s ta ły  n astępn ie  
uogólnione przez Tuzikova /1 9 S 4 /  w [26].

Obecnie przejdziemy do precyzyjnego sformułowania problemów rozpatry
wanych w pracy. ' '

Dany j e s t  zb iór  zadań J  ̂ J^, . . . , J n , k tóre mają być wykonane przy 
użyciu  jednej maszyny, stanow iącej  gniazdo k r y t y c z n e . . Zakłada s i ę ,  że w 
danej c h w i l i  czasu maszyna może wykonywać ty lk o  jedno zadanie i ,  że zada
n ia  są n ie p o d z ie ln e ,  t z n .  j e ś l i  maszyna za c z n ie  rea lizow ać dane zadanie  
to  musi j e  skończyć bez przerwań. Dalej będziemy z a k ła d a l i ,  że modele za
dań / o p e r a c j i  -  każde zadanie składa s i ę  ty lk o  z jednej o p e r a c j i /  aą 
naatgpująoes

pj S pj ( uj> “ bj ” aj uj * - / 1 /

g d z i e ; j e s t  czasem wykonywania zadania J^, u  ̂ -  i l o ś c i ą  zasobćw przy
d zie lon ych  do wykonania zadania J . ,  natom iast b.>  0, a . > 0  3ą znanymi pa-

•J -J u
r a a e tr a n i .  Ponadto zakłada s i ę ,  że i l o ś ć  zasobos u '̂ p rzydzielona do zada
n ia  J^ sp e łn ia  następu jące  ogran iczen ia :

i  Uj i  ^  , j = 1 , 2 , . . . , n ,  / 2 /

Z U  uj  *  ® » / 3 /

gdsierO j e s t  g lob a ln ą  dysponowaną do ro z d z ia łu  i l o ś c i ą  zasobów, e ć \ , są  
zadanymi technologicznym i ograniczeniam i /param etram i/,  zwykle zakłada  
s i ę ,  i e  «Aj o O /Aj s  bj^ aj /*
S ie c h  U oznacza zb ió r  w szy s tk ich  dopuszczalnych / t ż n .  sp e łn ia ją c y c h  ogra
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n ic z e n ia  / 2 /  i  / 3 / /  rozdz ia łów  zasobów u =■ f u . j , . . .  ,u . j  uJ  .
Dla każdego zadan ia  J \  może być zadany n a jw c ze śn ie jsz y  możliwy czas dos
tę p n o ś c i  tego  zadan ia  do wykonania r^ / n p .  będz ie  to  suna czasów trw ania  
tego  zadania  na maszynach poprzedza jących  rozpatryw aną maszynę k ry ty cz n ą /  
o ra z  może być zadany pożądany te rm in  zakończenia tego zadania d.,. 
Pomiędzy zadaniami mogą być zadane te ch n o lo g icz n e  uwarunkowania k o le jn o ś -  
c iow e .  Zwykle s ą  one reprezen tow ane  za pomocą n as tęp u jący c h  zbiorów:

Aj  “ Î 1 * J j  < J i  } '  j “ 1 » 2 , . . . , n ,  / 4 /

lu b  równoważnie za pomocą zbiorów

B j “ 1 I ^ i  < J j}  * > 1 . 2  " ,  / 5 /

g d z ie ;  J j  < oznacza ,  że wykonywanie zadan ia  n ie  może rozpocząć 3ię
zanim n ie  z o s ta n i e  zakończone zadan ie  .

Kiech TT -  Ctt (1) , . . . ,  n ( j ) , . . . ,  t(n)] będ z ie  dowolną perm utac ją  indek
sów zadań, t z n .  l i c z b  "[ 1 , . . .  , j  , . . .  ,n^ . Każda perm utac ja  tr o k r e ś la  k o l e j 
ność wykonywania zadań <( ‘ ' ’^w/j) > * * * ' J ir(n)^ nQ r o z Pa t r -Vwane j ma
s z y n ie .  H iech TT będz ie  zbiorom w sz y s tk ic h  p e rm u ta c j i  s p e łn ia ją c y c h  za
dane o g ra n ic z e n ia  ko le jnośc iow e  / 4 /  / l u b  / 5 / / .

Dla zadanej dop u sz cz a ln e j  p e rm u ta c j i  zadań tt e Tf oraz  zadanego dopu
sz cz a ln e g o  r o z d z i a łu  zasobów u € U można wyznaczyć d la  każdego zadania J..
-  czas  zakończenia  wykonywania . C .(tt , u ) ,v
-  n ie term inow ość wykonania li^frr ,u )  = C1 (tt , u ) -  d. ,

/ r \-  o p ó źn ien ie  ( tt , u )  = max(0,L.j(TT , u )  .
P erm u tac ja  zadań ireTT  wraz z rozdz ia łem  zasobów u f  U noże być oceniana 
względem różnych k r y te r ió w ;  w p rezentow anej pracy będą minimal!-.cwane 
n a s tę p u ją c e  k r y t e r i a »
-, maksymalny czas  zakończen ia  wykonywania zadań: .

Cmax “ Cmax (n  *u) “ 1 Cj (Tr >u ^  ~ r o z d z i a ł  2 .1 ;

-  maksymalna n ie term inow ość wykonania zadań:

Lmax ” B m a x ^ ' 11̂  “ ;,®®x i L j (n  ,U^  “ r o z d z i a ł  2 ' 2 :

-  maksymalne o p ó źn ien ie  wykonywania zadań:

Tm ax4  Tmax (n  >u  ̂ "  r0ZdZiQł 2 ,3 ;

-  maksymalny k o s z t  wykonania zadań:

f  â f  (TT ,u) i max Ii, ( c , ( t t  , u m  , 
max max’- ’ > i <r j<n  ̂ 2 J

g d z ie :  f . ( t )  j e s t  pewną monotonioznie n ie m a le ją c ą  f u n k c ją  względem czasu

•t» -  r o z d z i a ł  2 .4 ;
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-  nażona suma czasów zakończenia wykonywania żadań:

^  Bj Cj “ Z! j=1 "j ° j  O1- >u) * gdzie 0 Óeot pewną wagą. przypisaną
do zadania Jj -  r o z d z ia ł  2 .5 ;

-  ważona suma opóźnień wykonywania zadań;

£ "j Tj "'Z 5 = 1 *J Tj (T ,Û " rozdział 2*6;
-  całkowity k oszt  wykonania zadań;

Z f j * Z j»1 f j ( Cjf'Tr ’u)) " rozdz lB ł 2 - 6 -
W. d a lsze j  c z ę ś c i  pracy b ędzie  stosowany powszechnie używany schemat 

k rótk ie j  .n o ta c j i  problemów szeregowania [17 ]  -  J3\t', '
gdzie  oC charakteryzuje z a ło że n ia  dotyozące maszyn, dla jednomaszynowych 
problemów szeregowania przyjmuje s i ę ,  że °ć = 1; . ,
P C ^preo, r j , p^(ujl^ -  charakteryzuje  za ło że n ia  dotyczące zadań, przy 

ćzyra :
prec /a n g .  precedence c o n s t r a i n t s /  -  oznacza, że są zadane ograniczenia  

kolejnośoiowe pomiędzy zadanismi /brak "prec" oznacza brak tych  
ogran iczeń/

Tj -  oznacza, że n a jw cześn ie jsze  momenty d ostęp n ośc i zadań n ie  są jedna
kowe /brak -  oznacza, że w szy s tk ie  r  ̂ są  so b ie  równe/;

P j (uj) -  oznacza, że czssy  wykonywania zadań l in io w o  za leż ą  od i l o ś c i
przydzielonych  im zasobów /brak P ^ u .)  -  oznacza, że czasy wyko-u <J '
nywania zadań są zadane / n i e  za leż ą  od zasob ów //; 

natomiast Y' precyzuje kryterium optym alności.

2 . Jednoma3zy'nowe prob lem y. szeregow ania  zadań i  r o z d z i a łu  zaąobów 

2'. 1.  Problem 1 | p r e c , r j . p ^ C ^ V  CQax

Można ła two wykazać n a s tę p u ją c ą  w łs sn o ść ;  .
Y/łasność 2 . 1 .
Problem Tl preo »r j  >p ;j( u j) i cnax Q0Ż“a rozw iązać  w 0 (n 2) k rokach  s z e r e g u ją c  
zadan ia  zgodnie  z r e g u ł ą  J a c k s o n ’a [s3  -  7T+eTP / t z n -  zgodnie z rosnącymi 
r^ przy równoozesnym u w z g lę d n ie n iu  zadanych o g ra n ic z e ń  k o le jn o śc io w y c h /  
o ra z  r o z d z i e l a j ą c  zasoby zgodnie  z n a s t ę p u j ą c ą  p ro ce d u rą :
P rocedura  2 . 1 .
Krok 1 . Podstaw u^ := 0, j ° 1 , 2 , . . . , n ,  o ra z  1 :=1 .  Znajdź momenty ro z p o -  . 

c z ę c ia  wykonywania zadań używając n a s tę p u ją c y c h  rek u ren c y jn y ch  
wzorów:
S _ : = r „  , S „  ;= max r  ^ ,S _ + b „  I ,
^ * (1 )  7TH(1) Vs  (¡) L 7Ts / j )  TTH( j - l )  71^0 -1 )

j = 2 , 3 , . . . , n  i  p r z e jd ź  do Kroku 2;
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Krok 2 . Znajdź  największy indek3 zadania k ,  l , < k i n ,  k tó ry  s p e łn ia  n a s t ę 
p u ją cą  równość: r  = S „ . N as tępn ie  zna jdź z b ió r :

J  H , "  i k >H ^  ( k)P :=»-fir ( j) [ k i" j  < n, u <r a  X - J e ś l i  z b ió r  P j e s t  pusty
_ F TTX (j)l

lu b  U » O, wówczas S top  -  u . ,  j = 1 , 2 , . . . ,n ,  j e s t  optymalnym r o z -
J

działem  zasobow, w przeciwnym wypadku p rz e jd ź  do Kroku 3.
Krok 3. Znajdź indeka zadan ia  t ,  d la  k tó reg o  a = max a i

” W  TT*(j)fP * * « >  ' 
n a s tę p n ie  podstaw d :=» min (S „ -  r  1 ,

t< i i  n v ir* (i) Tr*Cir
z  :=> min \ a  , U, d /a  _ l  . N astępn ie  u a k t u a ln i j  r o z d z i a ł  ■

TT (t)  TTS Ct)J
zaaobón i  momenty ro zp o c zęc ia  wykonywania zadań p rz e z  podstaw ie
n i e :  u* :=. u* + z ,  U :=» U -  z,

TT (t) TT*(t)
S s » S „  -  z . a „ d la  t  < i  i  n.

ir« Ci) n * ( t)
O stateczn ie  podstaw 1 ; = k i  przejdź do Kroicu '2. . .

2 . 2 .  Problemy; 1 1 p r e c .p ^ .u ^  | L ^ ,  1 ( ^ . P ^ u ^  |L max

A n alo g icz n ie  ja k  w klasycznym przypadku / t z n .  bez r o z d z ia łu  zasobów 
Cl ?] /  problem 1| p rec .p .C uA  I L można po traktować jako  "odwrotną w ers ję "

J  J '  I HlcJA
problemu 11 p r e c , r^ , p^(u^) | Cn ax . Zatem problem 1| p r e c , P j ( u ^  | Lmav. można 
rozw iązać w O(n^) krokach p rzez  uszeregow anie  zadań zgodnie z rosnącyni '  
żądanymi ’term inam i zakończania  wykonywania zadań, przy równoczesnym 
uw zględnien iu  zadanych o g ran iozeń  ko le jnośo iow ych ,  o raz  przez zastosowa
n ie  procedury g e n e r u ją c e j  optymalny r o z d z i a ł  zasobów an a lo g ic z n e j  do 
Procedury 2 .1 .

Następująca własność wynika z faktu , że klasyczny NP-trudny .problem 
1^ j l Lmas j e s t  szczególnym przypadkiem problemu

i | r j . P j ( u j ) l  W  !
Własność 2 .2 .
P roblem ’ 1| r^ .p ^  (u..) | Lnax j e a t  IIP -trudny .

ho ro zw ią zan ia  problemu 1 jr^ ,p ^ (u . . j  | Laax można zastosować podobny 
a lgory tm  do a lgory tm u ,  k tó ry  zastosowano do rozw iązan ia  ogólnego problemu 
gniazdowego z rozdz ia łem , zasobów. Algorytm ten  w p ie rw o tn e j  w e r s j i  z o s ta ł  
zaprezentowany w £83» a n a s tę p n ie  znaczn ie  udoskonalony w Ci)J* Udoskona
lony a lg o ry tm -b y ł  w s t a n i e  rozwiązywać przykłady problemów gniazdowych z 
zasobami, konstruowanych na b az ie  znanego /n ie ro zw iąz an e g o  do t e j  pory/ 
problemu o 10 zadan iach  wykonywanych na 10 maszynach /100  o p e r a c j i /  
/sformułowanego w [ 2 l j / .
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2 .3 .  Problea 1 |p re o ,P j (u ^  | Tnax .

Łatwo nożna wykazać naatępującą własność:
Własność 2 .3 .
Optjnalne rozwiązanie / t z n .  permutacjo i  ro z d z ia ł  zaoobów/ problenu 
11 Pieo.PjfUj) | Łn)ax J e s t . jed nocześn ie  optymalnym rozwiązaniem problenu 
.t Ipreo.pjfuj)

Oba problemy, jec^nakże, n ie  są równoważne, tzn .  odwrotna właBnośó nie  
zawsze j e s t  prawdziwa.

Analogicznie do Własności 2 .2  może być wykazana następująca własność:  
Własność 2 .3 * .
Problem 1 l'rj vp̂  (uj) I ^nax j e s t  IlP-trudny.

Problea  ̂I r j >Pj (uj) I ^max można rozwiązać bądź przez rozw iązsnie  odpowiada
jącego mu problemu' 11 r  ̂,Pj (Uj') | Lnax, bądź przez skonstruowanie algorytmu 
w sposób podobny jak dla problemu 1 ( , Pj (  | Lnax.

2 . 4 .  Problem 1 [ prec ,p^ (u^) | f max

Możno wykazać następującą własność:
Własność 2 .4 .

J e ś l i  dla w szystk ich  modeli zadań a . , *  a,  j » 1 , 2 , . . . , n ,  wówozas następu-O J » , .p.
jąca procedura generuje w 0(n ) krokach rozwiązanie optymalne / t z n .  "W e™  
oraz u*t U/:
Prooedura 2 .4 :
Krok 1 . PodstBW S :« j 1 , 2 , . . . , n j , k :■* n,

0 :» ^  ¿„i bj " 0 * ^ j ’ i  przejdź do Kroku .2;

Krok 2 . Znajdź zb iór  Q :■»{ h |h  f S ,.  Â />..S -  oraz znajdź indeks i f
dla którego X. ( 0 )  » min I. (C),  następn ie  podstaw: ir*(k)':*s i ,

q a y  7 i
S :» S -  i  i$  i u* :■» min {  /S^m os •[ 0 ,  U -  J J ,

U «- U -  h", C : -  C -  (b ± -  e* u " j; k : -  k -  1

1 przejdź do Kroku 3;
Krok 3 . J e ś l i  S /  fi, wówczas przejdź do Kroku 2, w przeoiwnyn wypadku 

Stop -  TT* i  u* są optymalnym rozwiązaniem.
Złożoność obliozeniowD powyższego problemu dla przypadku z różnymi 

współczynnikami a^, j e 1 , 2 , . . . , n  p ozosta je  otwartym problemem.

2 . 5 .  Problem 1 j (u^) | £ w j  Cj

W problemie 1 | P j ( U j ) | 2  c j będziemy m ówili ,  że zadanie Jj "dominu
je" zadonio J^, oznaozająo J^ Jy  wówczas gdy b  ̂i  bj a a  ̂ a 
a  a  w  ̂ vr, ,
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:Łatwo można zweryfikować n a s tę p u ją c ą  w łasność:
Własność 2.5»

. J e ś l i  d la  każdych dwcdi .zadań J i  o raz  J ^ ,  i = 1 , 2 , . . . , n ,  j = 1 , 2 , . . . , n ,  
d / j ,  a lbo  dominuje J ^ ,  t z n .  J Ł <■ a lbo  odw ro tn ie :  J i  dominuje J . ,  
t z n .  Jj.<* J - ,  to  wówczas problem 1 | P j ( u ^ | Z  w.. C.. można rozwiązać w J 
O (n.logn) krokach s z e re g u ją c  zadania  zgodnie z r e l a c j ą  dominacji 
/o t rz y m u jąc  perm utac ję  TT * /  i  r o z d z i e l a j ą c  zasoby U zgodnie z n a s t ę 
p u ją c ą  p rocedu rą :
P ro ced u ra  2 .5 :
Krok 1 . Od i  := 1 do n wykonaj Krok 2.
Krok 2 . Niech u* :=■ min V fl' , U $ , U ;= U -  u* „ .

* (U 1 TT* (i) J TT ( i)
Z łożoność ob liczen iow a rozpatryw anego problemu d la  przypadku ,- gdy n ie  

.zachodz i  r e l a o j a  dom inacj i  d la  kBżdych dnMi zadań, p o z o s ta je  o tw ar tą  
k w e s t ią .  .

2 . 6 .  Problemy 1 | P.j (u^) I I  T . ,  | T  t y  1 l r jVpjCu j') I

1 l r j-, p j ( u j) l Tj .  l l P r e o . P j f u ^  | £  Gj o raz  i j  p reć .p^  (u,.) ] J  T , ..

Podobnie j a k  Własność 2 .2  może być wykazana n a s tę p u ją c a  własność: 
.W łasność 2 .6 .

N as tępu jące  problemy są  N P-trudne:

r lpd<uj ) ( wj * j  >

1 ' pj ( uj \ i  £  f j  •

1 l r j - pj i uj ’) l Z c j  • .
1 l r j» p j ( u j )  l — Tj
1 I p re c /P j f u ^ ) !  Z  Cj  »

1 l p r e o , P j ( u . )  I I  i ,  . -

Rozwiązanie powyższych problemów wymaga opracowania oddzie lnych  a lg o 
rytmów optymalnych lu b  ćfektywnych / z  dobrymi oszacowaniami/ algorytmów 
p rz y b l iż o n y c h ,  k tó r e  w w ie lu  przypadkach pogą być z powodzeniem u ż y te ,  za
m ia s t  c z ę s to  dość czasochłonnych  algorytmów dokładnych.

3 .  Zakońozenie

Podobne rozważania narto  byłoby przeprowadzić dla innych kryteriów  
opt^nalnośc i oraz dla problemów dwuaeazynoaych, n sz o zegó ln ośo i  dla tych ,  
dla których w k lasycznej  w e r s j i  /b e z  zasobów/ i s t n i e j ą  wielomianowe / e f e k 
tywne/ algorytmy.
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OJIBOUPKBOPHHE IiPOBJEEMi PACIffiCAH M  C PACnPRHEJIEHKEM PECyPCOB

P e a d m e
B  paO ote flan oflaop KzaocireecKHX o^Honp^dopKHZ npDÓJiew paccacaiiaa co 

ozeffirmawa KpETepaaMH opeinni: MaKCHMajn>ffił2 nrrpa$ , uaKCHNajitKaH z-tZTecrb- 
HOOTŁ npozo2tneH2H , ■ «aKCHMEazbHoe BpeaeEHoe cwsnjeHHe , mskchvsjibhog 3anaa- 
nasaRH e, cyKMapaaa jpnrreJibHOCTb npoxosmeKaa , cywMapsoe 3ana3;dBaHBe, 3 th  
npofijiesci oOofiąeHH jpm  czyaavi, Korjta jyiHTeJiŁHOCTH bhiiojieghbh onepannS z h -  
hg&ho aasacHT o t  jioesjilho  h coBOKynHO orpaHtPieHHBX p ecy p co s . JUa OojttraHH- 
OTBa 8 th x  npodnew aaft^aHH naiEsoiasązŁHEe aarbpaTMH . HeKOTopae ns a ra z  
npodzea P -  ?pyflHH6.



9? A , J a n i a k

r.T;r,L~ "ACriirn: scrrrsr-ULX'^ p ^ i i - r s  ■■fi'TH p s '-ot̂ .gk aixocatto?*

S u'n> is  a  r  y  .
In  th e  p a p e r ' t h e ' a c t u a l - s t a t e :  o f  th e  c l a s s i c a l  s i n g l e  machine sched-Jlirw? 

problems under c r i t e r i a : t h e  csaxiwp c o a t , t h e  r.ayinun com pletion  t i n e  , t b e ,  
aaxi.tun l a t e n e s s , t h e  TMxirun t a r d i n e s s  , t h e  weighted ssn  of .completf  oh 
t i n e s  and th e  weighted sun o f  t a r d i n e s s e s ,  i s  p re se n ted .T h ese  p rob le - r .  a re  
g e n e ra l i s e d  on. t h e  case  When-Job p ro c e s s in g  t im es-depend  l i n c e r y  or. amounts 
of l o c a l l y  and g l o b a l l y .c o n s t ra in e d  r e s o u r c e s .F o r  t h e  r o o t  of th e  above p ro 
blems p o l y n o t i a l - t i r e  a lg o r i th m s  a re  -'.found-,It i s  •shown t h a t  . c e r t a in ,  prorilgr.s 
a re  iP -h a rd .


