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PROBLEMY SZEREGOWANIA ZADAN HA JEDNEJ MASZYNIE Z ROZDZIALEM ZASOBOW

Streszczenie. W pracy dokonano przegladu klas¥cznych jednomaszyno-
wych probleméw szeregowania zadan przy Kkryteriach: maksymalny koazt

wykonywania zadan, makaytnalny cza3 zakonczenia zadan, maksymalna nie-
terminowo$¢é wykonywania zadan, makoynalne op6znienie wykonania zadan,

wazona 3uma czaséw zakorczenia zadan, wazona aucia op6znien wykonania
zadan. Problemy te uogolniono na przypadek, gdy czagy trwania zadan
zalezg liniowo od ilosci lokalnie i globalnie ograniczonych zasobdw.
Dla wiekszos$ci z tych probleméw znaleziono efektywne /wielomianowe/
algorytmy sterowania. Wykazano, ze pewne problemy ag HP-trudne.

1. Wstep. Przeglad literatury.

7 wielu gateziach przemystu, w szczego6lnosci w tych gateziach, w kto-
rych many do czynienia z dyskretnymi procesami przemystowymi, np. w prze-
mys$le metalurgicznym, maszynowym, samochodowym, pojawiajg aie problemy
szeregowania operacji /zadan/ na maszynach i réwnoczesnego rozdziatu ogra-
niczonych zasobéw réznego rodzaju. Wwielu takich produkcyjnych procesach
czesto wystepuje tylko jedna krytyczna maszyna /np. z duzym kosztem zaku-
pu lub eksploatacji./, na ktérej problem szeregowania zadan /operacji/ i
rozdziatu zasobow jest rzeczywiscie istotnym problemem. Natomiast z punk-
tu widzenia rozpatrywanych kryteriow optymalnosci® problemy szeregowania
na pozostatych maszynach ag praktycznie nieistotne i mozna w przyblizeniu
rozpatrywac¢ te maszyny jako maszyny o nieograniczonej przepustowosci.
Zatem, w wielu praktycznych przypadkach mozna ograniczy¢ sie do problemu
szeregowania operacji i rozdziatu zasobow tylko na jednej krytycznej ma-
szynie, a czasy obrobki rozpatrywanych elementéw na wczes$niejszych maszy-
nach moga byé uwzglednione w tzw. najwcze$niejszych momentach dostepnosci
do obrdbki danych elementéw na maszynie krytycznej.

Niniejsza praca dotyczy wtosnie wspomnianych powyzej jednomaszynonych
probleméw szeregowania. Przy czym zaktada sie, ze czasy trwania operacji
zalezg liniowo od lokalnie i globalnie ograniczonych, nieodnawialnych,
podzielnych w spos6b ciaggty zasobéw, np. energia, tlen, surowce, paliwo
/pienigdze/. Z kazda operacjg zwigzany jest najwczes$niejszy moment rozpo-
czecia wykonywania tej operacji or3Z zadany termin jej zakoAczenia.
Uwzgledniono takze mozliwo$¢ wystepowanie pewnych technologicznych uwarun-
kowan kolejnosciowych miedzy operacjami. Rozpatrzono nastepujgce kryterie
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optyraalnosci:

- maksymalny koszt wykonywania operacji,

- maksymalny czas zakonczenia operacji,

- maksymalna nieterminowo$¢ wykonania operacji,

- maksymalne opo6znienie wykonania zadan,

- wazona suma czasOw zakonczenia operacji,

- wazona suma op6Ozniedn wykonywania operacji.

ii pracy starano sie Znalez¢ jak najszerszg klase jednomeszynowych proble-
mow szeregowania zadan z réwnoczesnym rozdziatem zasobow,dla ktérych
istniejg wielomianowe algorytmy sterowania.

Rozpatrywanie jednomoszynowych probleméw szeregowania zadan z rozdzia-
tem zasobdéw, istotna jest takze z teoretycznego punktu widzenia, ponie-
waz problemy te pojawiajg sie jako problemy wyznaczanie dolnych ograni-
czen w nielomaszynowych problemach szeregowania zadan i rozdziatu zasobdw.

Jedncmaszynowe problemy szeregowania zadan przy zatozeniu, zc czasy
trwania operacji sa z gory zadane, maja bogata literature. Jla dos¢ licz-
nej klasy tych probleméw znaleziono efektywne /wielomianowe/ algorytmy
/definicja np. w/"?]/. Czas obliczen /lub inaczej liczba obliczeniowych
krokow/ takich algorytméw jest ograniczona wielomianem n/n), gdzie n jest
- w tym wypadku - liczbag szeregowanych zadan. Wdalszej cze$ci precy be-
dziemy mowili, ze ztozono$¢ obliczeniowa takich algorytméw /problemoéw/
jest O(w (n)). Natomiast pewna cze$¢ rozpatrywanych n literaturze probleméw
jednomaszynowych nalezy do klasy probleméw 3iP-truénych [?], doktadniej
decyzyjna wersja tych optymalizacyjnych probleméw jednonaszynowych jest
HP-zupetns {7]j. To znaczy, sg one réwnowazno duzej liczbie znanych konbi-
natorycznych probleméw ( 7j w tyra sensie, ze znalezienie wielomianowego
algorytmu dla ktéregokolwiek problemu z tej klasy spowodowatoby znalezie-
nie podobnych /wielomianowyoh/ algorytméw dla wszystkich probleméw z tej
klasy. Przy ozym w klasie tej wyrdznia sie podkiase probleméw silnie Iff-
-zupetnych /sng. unary KP-coaplete/, problemy te nawet w przypadku kodo-
wania przy podstawie 1 pozostajg problemami KP-zupeinyai..

Zwiezty przeglad literatury dotyczacej jednomaszynowych probleméw sze-
regowanie z ustalonymi czasami wykonywania operacji, przy wspomnianych
powyzej kryteriach optynalno$ci, mozna przedstawi¢ o sposob nastepujacy. .

Dla problemu z kryterium bedagcym maksymalng nieterminowosciag 'wykonywa-
nia operacji, przy zatozeniu, ze wszystkie terminy dostepnosci operacji
sg jednakowe, znaleziony zostat przez Jacksona /1955/ w][ trywialny
algorytm o ztozono$ci o(n*log n) /gdzie n je3t iloscig zadan/. Natomiast,
przy zatozeniu, ze terminy dostepnos$ci zadan sa rézne, pz-oblea. ten 3taje
sie silnie NP-trudny, co zostato wykazane n [12] /Lenstra, Rinnooy Kan,
Brucker 1977/. Do rozwigzanie tego problemu zaproponowano algorytmy opar-
te o metode podziatu i ograniczen: Baker i Su /1974/ to-, licilahon i
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Florian /1975/ [20]; Lageweg, lenstra i Ronnooy Kan /1976/ f 13j oraz
Carlier /19S0/ [ 6]. natomiast dla przypadku jednostkowych czaséw wykony-
wania operacji Horn 71974/ w[ 5} zaproponowat algorytm o ztozonoS$ci
O(n-log n).

Problem z kryterium bedagcym maksymalnym kosztem wykonywania operacji
/kosztem zwigzanym z terminem zakoriczenia operacji/ zostat rozwigzany
przez Lawiem /1973/ w [14] w wielomianowym czasie 0(n2) /przy jednako-
wych terminach dostepno$ci niepodzielnych operacji/. Algorytm Lawlera
zostat uogdlniony przez Bakera Lanlera , Lenatra, Rinnooy Kar.a . /1983/ w
(2] na przypadek z réznymi terminami dostepnosci podzielnych operacji
0(n3)

Problem z kryterium bedacym wazong 3ung czasobw zakonczenia operacji,
przy braku relacji poprzedzania i przy zatozeniu réwnosci wszy3tkioh naj-
wczesniejszych momentdbw dostepno$ci operacji, zostat rozwigzany w wielo-
mianowym czaaie O”n*logn) przez Smitha /1956/[24], Rezultat ten zostat
uogo6lniony, na przypadek gdy je3t Z3dana relacja poprzedzania ws$rod ope-
racji przez Horns. /1972/ (4j, Sidneya /1975/ [23] - dla relacji w posta-
ci drzewa, oraz przez Lowlera. /1978/ f163 - dla szeregowo réwnolegtych
relacji poprzedzania. Dla przypadku dowolnej relacji poprzedzania problem
ten staje sie liP-trudny nawet dla jednostkowych czaséw trwania operacji
albo jednostkowych wag /Lowler /1978/ [16}, Lenstra i Rinnooy Kan /1978/
[133. Hatomiost dla jednostkowych wag, ale przy zatozeniu dowolnych naj-
wczesniejszych momentéw dostepno$ci operacji, problem ten staje sie sil-
nie li?-trudny. Jednakze dla operacji podzielnych ostatni przypadek noze
by¢ rozwigzany za pomoca prostego rozszerzenia algorytmu Smitha. ; nato-
miast w przypadku réznych wag staje sie on silnie HP-trudny /Labetoulle,
Lawler, Lenstra, Rinnooy Kan /1979/[12]/.

Jedr."maszynowy probiera szeregowania operacji przy kryterium wozona su-
ma opo6znien wykonania operacji nalezy do klasy probleméw silnie K?-trud-
nych /Lawler /1977/ [15], Lenstra, Rinnooy Kan, Brucker /1977/ f 1S]/- Dla
przypadku z jednostkowymi wagami znaleziony zostat przez Lawlera. /1977/
[15) P3eudowielomianowy algorytm /definicja wL7]/ o ztozonosci
O,\fn"y}?~I Pd) /gdzie p], jest czasem trwania j-tej operacji/,. Jednakze
ztozonos$¢ obliczeniowa wspomnianego przypadku pozostaje nadal otwartym
problemem /wobec znalezienia dla niego.pseudowielomianowego algorytmu
wiadomo tylko, ze' problem ten nie jest silnie KP-trudny/.

Problemy szeregowania zadan na maszynach z réwnoczesnym rozdziatem za-
sobéw byty takze rozpatrywane w literaturze, i tak: problem gniazdowy i
taSmowy przy zatozeniu, ze czasy trwania prac zalezg liniowo od podziel-
nych w sposéb ciagty,ograniczonyeh zasobdéw byly rozpatrywane przez Grabow-
skiego i Janiaka np. /1980/ w[l0,8]j. Problem szeregowania podzi.elnych
operacji przy zatozeniu rézniczkowych modeli operacji dla przypadku idea-
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stycznych réwnolegtych maazyn byt rozpatrywany przez Weglarza /1979/ a
:[30], Problemy szeregowania zadan przy zatozeniu dyskretnych zadan zaso-
bowych /tzn. z pewnego skohczonego zbioru mozliwych przydziatéw zasobow/,
mbyly rozpatrywane przez Btazewiczs i wspotautoréw, np. w( 3] oraz przy
podejsciu wieiokryterialnym przez Stowinskiego, np. w [25] -

Jednomaszynowy problem szeregowania operacji ze sterowalnymi czasami
wykonywania operaoji i liniowag zaleznos$cig kosztu wykonania operacji od
jej. czasu zakonhczenib przy kryterium bedacym sung kosztu zwigzanego z cza-
sami zakonczenia wykonywania operacji i kosztu wykonania wszystkich ope-
racji byt rozpatrywany przez Vickaona /1980/ w[28jnatomiast problem
ten w przypadku, gdy pierwszy skitadnik wspomnianego kryterium byt kosztem
proporcjonalnym do maksymalnego opd6znienia operacji, byt rozpatrywany w
£293 /Vickson 1980/. nastepnie Howicki i Zdrzatka /1985Aw [22} rozszerzy-
li bad8nia z C28} na przypadek dwumaazynowy.

Jednomaszynowy problem szeregowania operacji ze sterowalnymi czasami
wykonywania operacji przy dwukryterialnym podejs$ciu i przy pewnych istot-
nych zatozeniach .odnosnie wtasnosci funkcji kosztowych byt rozpatrywany
przez Van Wasaenhove i Bakera /1982/ w [27]J. Badania te zostaly nastepnie
uog6lnione przez Tuzikova /19S4/ w [26].-

Obecnie przejdziemy do precyzyjnego sformutowania probleméw rozpatry-
wanych w pracy. vt

Dany jest zbiér zadan » JN, ...,Jn, ktére majg by¢ wykonane przy
uzyciu jednej maszyny, stanowiacej gniazdo krytyczne..Zaktada sie, ze w
danej chwili czasu maszyna moze wykonywa¢ tylko jedno zadanie i, ze zada-

nia sg niepodzielne, tzn. jes$li maszyna zacznie realizowa¢ dane zadanie
to musi je skonczy¢ bez przerwan. Dalej bedziemy zaktadali, ze modele za-

dan /operacji - kazde zadanie sktada sie tylko z jednej operacji/ ag
naatgpujgoes

pi S pj(uj> “ bj 7 aj uj * - 11/
gdzie;jest czasem wykonywania zadania J”, u™ - iloScig zasobéw przy-

dzielonych do wykonania zadania J ., natomiast b.> O, au>0 3a znanymi pa-
raaetrani. Ponadto zaktada sie, ze ilo$¢é zasobos u™ przydzielona do zada-
nia J™ spetnia nastepujgce ograniczenia:

i Ui~ , j=1,2,...,n, 121
ZU u *®» /131
gdsierO jest globalna dysponowang do rozdziatu ilosciag zasobow, ec\, sa

zadanymi technologicznymi ograniczeniami /parametrami/, zwykle zaktada
sie, ie «A o O/Aj s bjrajl*
Siech U oznacza zbiér wszystkich dopuszczalnych /tzn. spetniajgcych ogra-
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niczenia /2/ i /3// rozdziatbw zasobéw u =mfu.j,... ,u.j ud

Dla kazdego zadania J\ moze by¢ zadany najwczes$niejszy mozliwy czas dos-
tepnosci tego zadania do wykonania r® /np. bedzie to suna czas6w trwania
tego zadania na maszynach poprzedzajacych rozpatrywang maszyne krytyczna/
oraz moze by¢ zadany pozadany termin zakoriczenia tego zadania d.,.
Pomiedzy zadaniami moga by¢ zadane technologiczne uwarunkowania kolejnos-
ciowe. Zwykle sa one reprezentowane za pomoca nastepujacych zbioréw:

A “T1*3j <Ji}  j*“1»2,..n, 141

lub réwnowaznie za pomocg zbioréw

Bj “ 117i <Jj} * >1.2 151
gdzie; Jj < oznacza, ze wykonywanie zadania nie moze rozpoczaé 3ie
zanim nie zostanie zakonczone zadanie

Kiech M- Cw(1) ,..., n(j),..., t(n)] bedzie dowolng permutacjg indek-
sow zadan, tzn. liczb "[1,...,j,...,n". Kazda permutacja & okresSla kolej-
nos¢ wykonywania zadan < fOUAW/g) S*FR* ] r(n)N nQ rozPatr-Waenej ma-

szynie. Hiech TT bedzie zbiorom wszystkich permutacji spetniajagcych za-
dane ograniczenia kolejnosciowe /4/ [lub /5//.

Dla zadanej dopuszczalnej permutacji zadanh tce Tf oraz zadanego dopu-
szczalnego rozdziatu zasobéw u € U mozna wyznaczy¢ dla kazdego zadania J.
- czas zakonczenia wykonywania .Cv.(tt ,u),

- nieterminowo$¢ wykonania li*frr ,u) = Cl(w ,u) - d.
- op6znienie (te ,U) = ma (O,L.j(‘f:T Wu) .
Permutacja zadan ireTT wraz z rozdziatem zasobéw uf U noze by¢ oceniana
wzgledem ré6znych kryteriéow; w prezentowanej pracy beda minimal!-.cwane
nastepujace kryteria»

-, maksymalny czas zakonczenia wykonywania zadan:

Cmax “ Cmax (n *u) “ Ici v ur - rozdziat 2.1;
- maksymalna nieterminowo$¢ wykonania zadan:
Lmax ” Bmax”™'1IM “ ;®RX iLj (n , UM “ rozdziat 2'2:

- maksymalne opo6znienie wykonywania zadanh:

Tmax4 Tmax (n >u” " r0ZdziQt 2,3;

- maksymalny koszt wykonania zadan:

f af i li
max & maxgr”u)> in;af(<n’\ 2 (C’J(tt ume

gdzie: f.(t) jest pewna monotonioznie niemalejgcg funkcjg wzgledem czasu
o#» - rozdziat 2.4;
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- nazona suma czaséw zakoriczenia wykonywania zadan:

N B g “ Z'j=1 "j °j Ok >u)* gdzie 0 Oeot pewng waga. przypisang
do zadania Jj - rozdziat 2.5;
- wazona suma op6znien wykonywania zadan;
] ] e ny = "
£'§§ 7590V "l 26,
- catkowity koszt wykonania zadan;

ij * Zj»l fj (gf'r’u)) " rozdzIBt 2-6-

Wdalszej cze$ci pracy bedzie stosowany powszechnie uzywany schemat
krdtkiej .notacji probleméw szeregowania [17] - J3\t", -
gdzie oC charakteryzuje zatozenia dotyozgce maszyn, dla jednomaszynowych
probleméw szeregowania przyjmuje sie, ze °¢ = 1; .

P C ~preo, rj, p™ujl™ - charakteryzuje zatozenia dotyczace zadan, przy

¢zyra :

prec /ang. precedence constraints/ - oznacza, ze sg zadane ograniczenia
kolejnosoiowe pomiedzy zadanismi /brak "prec" oznacza brak tych
ograniczen/

Tj - oznacza, ze najwcze$niejsze momenty dostepno$ci zadan nie sg jedna-

kowe /brak - oznacza, ze wszystkie r™ sg sobie rowne/;
Pj(uj) - oznacza, ze czssy wykonywania zadan liniowo zalezg od ilo$ci
przydzielonych im zasobéw /brak P~u.), - oznacza, ze czasy wyko-

nywania zadan sa zadane /nie zalezg od zasobow//;
natomiast Y" precyzuje kryterium optymalnosci.

2. Jednoma3zy'nowe problemy.szeregowania zadan i rozdziatu zagobow

2'.1. Problem 1|prec,rj.pA"C~V CQax

Mozna tatwo wykaza¢ nastepujgcg wissnos¢;

Y/tasno$¢ 2.1.

Problem Tl preo»rj >p;j(uj) i cnax Q0Z“a rozwigza¢ w 0(n2) krokach szeregujac
zadania zgodnie z regutg Jackson’a [s3 - T7MeTP /tzn- zgodnie z rosngcymi
r przy réwnoozesnym uwzglednieniu zadanych ograniczen kolejnosSciowych/

oraz rozdzielajagc zasoby zgodnie z nastepujgcag procedura:

Procedura 2.1.

Krok 1. Podstaw u® := 0, j°1,2,...,n, oraz 1 :=1. ZnajdZ momenty rozpo- .
czecia wykonywania zadahA uzywajac nastepujgcych rekurencyjnych
Wzorow:
S =, , S, = max r .S +b, |,
~E(1) TH() Vs (i) L 78/j) TH(j-1) 7170-1)

j=2,3,...,n i przejdz do Kroku 2;
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Krok 2. ZnajdZz najwiekszy indek3 zadania k, I,<kin, ktdry speinia naste-

pujaca rownosé: r =S, . Nastepnie znajdz zbior:
o de H . e U ik>H A (K) s . .
P =»-fir ki"j<n, u <t‘ a X - Je$li zbiér P jest pust
() [ki"j TR o) j pusty
lub U » O, wowczas Stop - us, j=1,2,...,n, jest optymalnym roz-
dziatem zasobow, w przeciwnym wypadku przejdz do Kroku 3.
Krok 3. Znajdz indeka zadania t, dla ktérego a = max a i
7w TT*()fP **«> '
nastepnie podstaw d =» min (S ,, - 1,
t<iin v irc(i) Tr*Cir
z = min\ a , U, d/a I . Nastepnie uaktualnij rozdziat m
TS Ct)J

zaaobdén i momenty rozpoczecia wykonywania zadan przez podstawie-

nie: u* =ouF +2z, U>»U - z,
() (1)
S s»S,, -z .a, dla t<iin.
ir« Ci) n*(t)
Ostatecznie podstaw 1 ;= k i przejdz do Kroicu '2.

2.2. Problemy; 11prec.p®.u®|L ™, 1(".P~u” |Lmax

Analogicznie jak w klasycznym przypadku /tzn. bez rozdziatu zasobow
a?]/ problem 1] prec.p.CuA JL, mozna potraktowac¢ jako "odwrotng wersje"
problemu 1lprec,r®,p™(u®) | Chax. Zatem problem 1| prec,Pj(u” | Lmav. mozna
rozwigza¢ w O(n") krokach przez uszeregowanie zadan zgodnie z rosnacyni’
zadanymi ’‘terminami zakonczania wykonywania zadah, przy réwnoczesnym
uwzglednieniu zadanych ograniozen kolejnoSoiowych, oraz przez zastosowa-
nie procedury generujacej optymalny rozdziat zasobow analogicznej do
Procedury 2.1.

Nastepujgca wtasnos¢ wynika z faktu, ze klasyczny NP-trudny .problem
1™ j I Lmas jest szczegdlnym przypadkiem problemu

ijrj.Pj(uj)l w !
Wiasnos$é 2.2.
Problem’1| r*.p™ (u..) | Lnax jeat IIP-trudny.

ho rozwigzania problemu 1jr*,p~(u..j | Laax mozna zastosowaé¢ podobny
algorytm do algorytmu, ktéry zastosowano do rozwigzania og6lnego problemu
gniazdowego z rozdziatem, zasobow. Algorytm ten w pierwotnej wersji zostat
zaprezentowany w £83» a nastepnie znacznie udoskonalony w Ci)J* Udoskona-
lony algorytm-byt w stanie rozwigzywac¢ przyktady probleméw gniazdowych z
zasobami, konstruowanych na bazie znanego /nierozwigzanego do tej pory/
problemu o 10 zadaniach wykonywanych na 10 maszynach /100 operacji/
/sformutowanego w[21j/.
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2.3. Problea 1|preo,Pj(u” | Tnax .

tatwo nozna wykaza¢ naatepujaca wiasnos¢:
Whasnos¢ 2.3.
Optjnalne rozwigzanie /tzn. permutacjo i rozdziat zaoobdédw/ problenu

11Pieo.PjfUj) | knjax Jest.jednocze$nie optymalnym rozwigzaniem problenu
tlpreo.pjfuj)

Oba problemy, jec™nakze, nie sg réwnowazne, tzn. odwrotna wtaBno$6 nie
zawsze jest prawdziwa.

Analogicznie do Wtasnosci 2.2 moze by¢ wykazana nastepujgca wiasnosé:
Wiasnos$é 2.3*.
Problem 1I'rj vp™(uj) 1”™nax jest IIP-trudny.
Problea ~Irj >Pj (uj) I "max mozna rozwigza¢ badZ przez rozwigzsnie odpowiada-
jacego nu problemu’'11r™,Pj (Uj") | Lnax, badZ przez skonstruowanie algorytmu
w sposob podobny jak dla problemu 1( ,Pj( | Lnax.

2.4. Problem 1[prec ,p™ (u?) | fmax

Mozno wykaza¢ nastepujgcag wiasnosc:
Wiasnos$¢ 2.4.

Jedli dla wszystkich modelj zadan a,,* a, j»1,2,...,n, wowozas nastepy-
jaca procedura generuje w 0(n ) krokach rozwigzanie optymalne /tzn. 'Wet
oraz u*t U/:

Prooedura 2.4:

Krok 1. PodstBW S :« j1,2,...,nj, k = n,
0 » N ¢,i b "0 * Ny’ i przejdz do Kroku .2;
Krok 2. Znajdz zbi6or Q :m»{ h|h fS,. AY>.S - oraz znajdz indeks if

dla ktérego X.(0) » min 1. (C), nastepnie podstaw: ir7*_(k)':*s i,
q a y i
S » S - iis$i u* m» min { /S*mos 40, U - JJ,
U« U-h" ¢ - c¢c- (bx-e*u"j;, k:- k-1
1 przejdz do Kroku 3;
Krok 3. Jes$li S/ fi, wowczas przejdz do Kroku 2, w przeoiwnyn wypadku
Stop - TI* i u* sa optymalnym rozwigzaniem.
Ztozono$¢ obliozeniowD powyzszego problemu dla przypadku z réznymi
wspotczynnikami a”®, jel,2,...,n pozostaje otwartym problemem.

2.5. Problem 1j (M| £wj g

Wproblemie 1|Pj(Uj)|2 cj bedziemy mdéwili, ze zadanie Jj "dominu-
je'" zadonio J”™, oznaozajao J» Jy wolwczas gdy bMi bj a aN a
a w vI,,
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tatwo mozna zweryfikowaé nastepujgcag wiasnosc:
Wiasnos¢ 2.5»

. Jes$li dla kazdych dacdi .zadan Ji oraz J*, i=1,2,...,n, j=1,2,...,n,
d/j, albo dominuje JA, tzn. JtL <= albo odwrotnie: Ji dominuje J.,
tzn. Jj.<* J-, to wowczas problem 1|Pj(u”|Z w. C. mozna rozwigza¢ wJ
O(n.logn) krokach szeregujac zadania zgodnie z relacjg dominacji
/otrzymujgc permutacje TT*/ i rozdzielajac zasoby U zgodnie z naste-
pujaca procedury:

Procedura 2.5:

Krok 1. Od i := 1 do n wykonaj Krok 2.

Krok 2. Niech u* =& min Vfl' ,U$, U;=U- u*, .
* (U 1 TT*(i) J T (i)

Ztozono$¢ obliczeniowa rozpatrywanego problemu dla przypadku,-gdy nie
.zachodzi relaoja dominacji dla kBzdych dnMi zadan, pozostaje otwartg
kwestig.

2.6. Problemy 1|Pj@u®) 11 T., | T ty 1lrjVpjCuj) I
rj-,pjCuj) I Tj. IlPreo.Pjfu™ |£ Gj oraz ijprec.p™(u,.)]l T,.
Podobnie jak Wtasnos¢ 2.2 moze by¢é wykazana nastepujgca wiasnosé:

.Witasnosé 2.6.
Nastepujace problemy sg NP-trudne:

ripd<uj ) (wj *j >
1'pj(uj\i £ fj o
1lrj-pjiuj) 1l Zcj .
Lirj»pj(uj) I —Tj
1lprec/Pjfur)l Zz G »
llpreo,Pj(u.) Il i, . -

Rozwigzanie powyzszych probleméw wymaga opracowania oddzielnych algo-
rytméw optymalnych lub ¢fektywnych /z dobrymi oszacowaniami/ algorytméw
przyblizonych, ktoére w wielu przypadkach poga by¢ z powodzeniem uzyte, za-
miast czesto dos$¢ czasochtonnych algorytméw doktadnych.

3. Zakonozenie

Podobne rozwazania narto byloby przeprowadzi¢ dla innych kryteriow
opt~*nalnosci oraz dla probleméw dwuaeazynoaych, n szozegdlno$oi dla tych,

dla ktorych w klasycznej wersji /bez zasobow/ istniejg wielomianowe /efek-
tywne/ algorytmy.
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OJIBOUPKBOPHHE IiPOBJEEMi PACIffiCAHM C PACnPRHEJIEHKEM PECyPCOB

Peadme

B paOote flan oflaop KzaocireecKHX o*Honp~dopKHZ npDOlJiew paccacaiiaa co
ozeffirmawa KpETepaaMH opeinni: MaKCHMajn>ffi2 nrrpa$ , uaKCHNajitkaH z-tZTecrb-
HOOTL npozo2tneH2H , maKCHMEazbHoe BpeaeEHoe cwsnjeHHe , mskchvsjibhog 3anaa-
nasaRHe, cyKMapaaa jpnrreJibHOCTb npoxosmeKaa , cywMapsoe 3ana3;dBaHBe, 3th
npofijiesci 0OofigeHH jpm czyaavi, Korjta jyiHTeJitHOCTH bhiiojieghbh onepannS zh-
hg&ho aasacHT ot jioesjilho h coBOKynHO orpaHtPieHHBX pecypcos. JUa OojttraHH-
OTBa 8thx npodnew aaft*aHH naiEsoiasagzt HEe aarbpaTMH . HeKOTopae ns araz
npodzea P - ?pyflHH6.
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r.T;r,L~ "ACriirn: scrrrsr-ULX p Nii-rs miTH ps'-ot.gk aixocatto?

Sun>isary .

In the paper'the'actual-state: of the classical single machine sched-Jlirw?
problems under criteria:the csaxiwp coat,the r.ayinun completion tine ,tbhe,
aaxi.tun lateness,the TMxirun tardiness ,the weighted ssn of .completf oh
tines and the weighted sun of tardinesses, is presented.These proble-r. are
generalised on.the case When-Job processing times-depend lincery or. amounts
of locally and globally.constrained resources.For the root of the above pro-
blems polynotial-tire algorithms are -".found-,It is eshown that .certain, prorilgr.s
are iP-hard.



