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BLAD OBCIECIA W PRZYBLIZONYCH ROZWIAZANIACH
ZAGADNIE» KOMBINATORYCZNYCH

Strenzozenle.Otrzynywanlo rozwigza¢ dok#adnyob *‘duzych"
zagadnien komblnatorycznych Jost nie tylko nieefektywno
ale czesto niemozliwe.W zasadzie w takich przypadkooh korzy-
stamy z rozwigzan przyblizonycb.PonstaJe wowczas problem
Bzacowania dok#adnosoil tych rozwigzan w stosunku do rozwigzan
dok#adnych.W artykule przedstawiono podejsoio do zagadnienia
szaoowania rozwigzan przyblizonych oparte na metodzie staty-
stycznej .

1. Wstep

Wiole praktyoznych probleméw NP-zupodnyob”™ np. problem szeregowania,
komiwojazera , zatadunku,tréjpodziatu itp. obarskteryzuje sie kombina-
toryczng /dyskrotng/ strukturag.Fakt ton umozliwi4,cledzy innymi,zasto-
sowanie optymalizacji komblnotoryeznej do rozwigzywania tyoh probleméw.
Zagadnienia kombinotoryczne,czesto proste w sformutowaniu,nie sag tatwe
do rozwigzania.ze wzgledu na liczbe rozwigzan dopuszczalnyoh.

Otrzymywanie optymalnych rozwigzan 'duzyob”™ zagadnien kombinatory-
oznyoh,dotyczy to przede wszystkim zagadnien praktycznych,Jest nie tylko
nieefektywno ale czesto niemozliwo .I7 zasadzie w tokiob przypadtych korzy-
stamy z rozwiazan przyblizonych,traktujac metody przyblizono lub heury-
styczne jako podejsScie do rozwigzywania probleméw kombinatoryoznyob.
Wéwczas powstaje zagadnienie szacowania uzyskiwanyob rozwigzan w stosu-
nku do rozwiazan optymalnych.

Znanych Jest kilka podej$é do tego zagadnienia.Wymienin nalezy przede
wszystkim testowanie empiryczne [l1j ,o0ene najgorszego przypadku [3] ozy
tez analize etatystyozng 16,73 .W niniejszym artykule zostanie przedsta-
wiono podojsoie do szaoowania dokdtodnosoi rozwigzan przyblizonych pro-
bleméw kombinatoryoznyob w przypadku minimalizacji.oparte na metodzie
statystycznej .Przypadek maksymalizaoji mozna znaleidé w praoy 1.7]«

Przedstawiona metoda polega ne wyznaczeniu rozkdadu granioznego
dla estymatora nieznanej wartosci okreslonego parametru,bedgoego z zato-
zenia rozwigzaniem dokdadnym.Tfartosé ta uyznaoza tzw. punkt oieoio
/trunoatlon point/ w zbiorze warlosol rozwigzahn przyblizonych,,

W oelu wyznaczenia granioznego rozktada wspomnianego estymatora okre-
Slono zostanie funkcja rozktadu wystepowania poszozegdlnyoh rozwigzan.
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2, Punfcoja agacowetnia dokdadnosci 1 jej podstawowe wkasnosci .

W zagadnieniach sproksynaeyjnych,czy tez identyfikacji.zwykle bada ale
okreslone cechy elementow pewnego zbioru zwanego populacja /populacja
generalng/ na podstawie zaobserwowanych ceob zestawu elementéw wyloeo-
eanyob z togo zbioru»Stwierdzenie,ze elementy badane sg losowane z popu-
lacji opiera sie na zatozeniu,ze badane cecho jest zmienng losowg
tzn. istnieje rozktad-prawdopodobienstwa,ktéry charakteryzuje dang popa-
lacje.F dalszej czesci artykutu "realizacjg wspomnianej zmiennej losowej
bedzie wartos¢ iunkoji celu wyznaczonej dla konkretnego rozwigzania
problemu kombinatorycznego.Oznaczmy przez

- 5 s /i/

ciag otrzymanych n wartosci rozwigzan przyblizonych.Cigg ten traktujemy
jako n aaobserwowanych wartosci wspomnianej zmiennej losowej ,ktérg ozna-
czymy przez X.Ciag Ysartosci /!/ nazwiemy n elementowg proébag losows.
Oznacza to,zc wartosci te sg jakby "losoiiane” z pewnych zbioréw liczbo-
wyois o okreslonych wkasnosciach,a dokkadniej,ze dla kazdego n istnieje
rozkdad prawdopodobienstwo wystepowania poszczegélnych wartosci zmiennej
losowej X.Gdybysmy wielokrotnie powtarzali doswiadczenie polegajace na
wyborze %itx2, ..... ,Xn ,to otrzymalibysmy sa kazdym razem inne wartosci .
W ogdInosoi zestaw liczb postaoi /!/ raozaa zatem uwazac¢ jako zestaw war-
tosci zaobserwowanych zmiennych losowych

s X2 e , XN /2/
Wprowadzmy za praca £7] uporzadkowany cigg statystyczny
Xr o *= 0 LLLli... -<Xr /a/
i 2 n

zmiennych losowych postaci /2/.

Oznaczmy przez
—=CX N e <"h5,. A/

ri 2 n
uporzadkowany cigg wartosci bedacy realizacja ciggu zmiennych losowych
postaoi /3/. Zakdzmy tynozgaowg znajomos¢ empirycznego rozkdadu prawdo-
podobienstwa wystepowania odpowiednioh wartosci ciagu /-Ww.
Znajomos¢.ta przyjmujany jako informacje aprioryczng do. wyznaczenia
empirycznej dystrybuanty wspomnianego rozkdadu.
Przyjecie okreslonej postaoi tego rozkdadu noze by¢ wynikiem arbitralnego
satozenia/np. rozkkad Joat normalny/ albo tez moze by¢ rezultatem obser-
wacji duzej liczby wartosci.
$ firugin przypadku na podstawie wynikoéw obserwacji ustalamy empiryczny
rozkdad prawdopodobienstwa bedacy przyblizeniem rozkdadu dok¥adnego.
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Oznaczmy przez O nieznany parametr,zwany punktem ciecia w zbiorze
wartosci rozwigzan,bedacy z zatozenia rozwigzaniem doktadnym.
Dla wyznaczenia wartosci 9 okreslmy graniczny rozkkad dla estymatora
tej wartosci.?/ zadaniach minimalizaej i .parametr 0 identyfikujemy z lewo-
stronnym cieciom w zbiorze wartosci rozwigzan takim,ze 9-<xi , 1 = I,n
Okreslmy teraz posta¢ empirycznej dystrybuanty zmiennej losowej X
i oznaczmy ja przez F(X) -Natomiast przez FOU) oznaczmy dystrybuante
charakteryzujaca cigg postaci /4/|W ktérym poprowadzono ciecie na pozio-
mie wartosci d.Jako empiryczne prawdopodobienstwo wystepowania poszcze-
g6lnych wartosci ciagu /4/ przyjmuje sie czesto$¢ ich wystepowania,tj.

FCx) - P(Xt < x) /5/
A zatem dystrybuante empiryczng mozna otrzymadé przez zastgpienie prawdo-
podobienstwa P(Xj <'X) odpowiednig czestos$oig.Jezeli zatozymy,ze K(X)
jest liczba elementéw ciggu 74/ o wartosaiach mniejszych od x to woéwczas

FOO - —--2-—- /6/
n

Okreslmy teraz postac¢ funkcji FO(X) -

W zwigzku z tym poprowadzmy ciecie w zbiorze wartosci /4/ na poziomie X

Oznaczajgc przez X :6 f eeeaaa ,X Imam
Jac p Kol v y

natomiast

FeU)= P(Xr.< x | xr t xk) o -Lffirds " OO

ntn-k) n/
FC) k FCO - FO)
€ “E T L - n/\E e
n
Z powyzszej zaleznosci wida¢,ze 97 F,,00 N i1 dla x(-<,0,x >

n
a wiec FO() jest dystrybuanta.

Dla zadania maksymalizacji postepujemy podobnie, ldentyfikujemy

wartos¢ parametru 9 z prawostronnym cieciem. Przyjmujgo Xk={x _,...x }
i

K
otrzymujemy

o (Xg» _KQQ _ K n FQ® za/

os Jest zgodne z postaoig funkoji otrzymanej w pracy [7],
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Funkcjo Fg<x)postaci /7/ Jako funkcja oiagta T roézniczkowato$s Jost
rozwi jatos w szereg Taylora

Oznaozmy przez En(X™N,tg,------. ,Xn) /9/
funkcje szooowania wartosci parametru 6 1 nazwijmy Ja eetymatorem.

Estymator En posiada nastepujaco whaanosoii
V fda ¢ 1 T, T8
11/ SBd(1j , X2 ...... Xj -9
111/ E™ - Jeat funkcja rozwijakng r 3zereg Tayloraw otoozeniu 9

Wkasnos¢ 1/ oznacza,ze dla duzej liczebnosci préby warto$é- szacowana
zmierza w probabilistycznym ecnsle do rzeczywistej /doktadnej/ wartosci

parametru O tzn. 1 im (P|B - G|>H)» O
<« 00

T/*¥oano$¢ 11/ oznacza,ze dla wielokrotnie powtarzanychdoswiadczen

przy tej samej llozebnosoi proby Srednia arytmetycznaz oszacowanzdaza
do wartosci 9,natomiast wkasnosé i1i1i/ wyiocaga od estymatora K przynale-
znosci do klauy funkcji oiagtych i réznlozkownlnyoh.

3. Graniozny rozktad estymatora

Nie zawoze mamy do ozynienie z populacja generakng,ktéra ma rozkiad
normalny .Czesto, jednak populacja to ma rozkfad odmienny od norwolnogo -
W zasadzie w.takich przypadkach trudno Jest wyznaczy¢ rozkkad interesu-
jacego naa estymatora.Nawet jesli rozkdad taki wyznaczymy to z reguty
jest on na tyle skomplikowany,ze trudno jest w praktyce z niego korzy-
stac¢,Z drugioj strony czesto rozkdad populacji gonorultiej jest nieznany.
Zaréwno r. Jednym jak i w drugim przypadku mozno wyznaczy¢,z czego skorzy-
stamy ,grani ozuy rozkdad estymatora przy n—s>0o,gdzie n jest wielkoscig
préby,na podatawio ktdrej okreslamy wymagany estymator.

Korzystanie z rozk#adu granicznego estymatora ma ton praktyczny sens,
70 przy dostatecznie duzym n mozemy zastgpi¢ nieznany rozktad rozkdadem
granicznym.

Wysneozenio rozkdadu granloznego estymatora wigze ale z rozwinieciem
dyatrybusnty pootaol /7/ w otoczeniu punktu 0.Z wkasnosci dystrybuanty

*«my
y -F ® xC-<9 , X > yf-<0 , i> /10/
]

WprowadZzmy. funkcje odwrotng do funkcji FO ? tzn.
np0 « r~* nu
BONOLSO J

* Wy 712/
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Poderay taraz niektére atascooboi iaukcji 2ye(y)
Wlaonontc¢i/
Funkcjo Rpg spednia nastepujace warunki
1/ - nalezy do klasy lunkcjl rozwljalnych w szereg Taylora

11/ Ry™Miy)« e dla y-0 ,

111/ x - By00") . a
Boadd.Warunek 1/ syniko z iaktu,ze Rpg Jest funkoja odarotng do fnnkojl
ciagtej 1 réznlozkoaalnej,a wiec Jest réwniez rozwijalng a szereg Taylora,
natoolaet 11/ oraz 111/ aynlka bespoc¢rednlo z /12/ end.

V ooln wyprowadzenia zaleznob6oi na wartoc¢é parametru 6 skorzystamy
z wkasnodol 1/ rozwijajao funkoje Hy*(y) w otoozenlu ponkta y=0,wéwozan

2 k | 4
X m HyM0) +y BQO) 4 *y 4 Bpg i0) 4 /13/

Wyznaozay worto6ol pochodnych iunkojl RJ)g /ogranlozyny sie do 3
poohodnoj/ .

,W,— X d F« (X* Fw ,

- - a-~ i— - - tfrrcsr /ia/

. arlw y«, s

rofa - "T1 - ~I-TT81 /1B/
Ltfx> pT«>

- Ti " ~1 --/rsj /18/

Traktujac H~My) Jako iunkoje uwikdang wzgledem zmiennej x otrzyonjemy
roy) .. --4 — - -kz-1ifil- /i7/
F8 P) PO

Dla pozostatyob poobodnyoh ze wzgledu na objeto$é wyprowadzen, ograniozy-
ny ale do podania konoowyob zaleznodoi .

4e<F>- ar, a”<7> - aSb~rferij!?! " > ~ [Tuff /187

EM(y) —ayté&w] m + 2pie)[i-p(e)] -p\e)?''(e)} 719/
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Rstowlajac wyznaczone wartosci poobodnyoh <b zaleznosci /13/ okreslimy

wartos¢ przecietng znlonnej X
ri

n r -«#4 B§e(O)S Y & —57---8 Y"~2+ . +—£7 E TAk+ -- /20/

li celu wyznaozenio E Y~ zauwazmy naatepujaoa whkasnosc
rli

WHasnos¢ 2/

Jezeli ciag Y r) il “ iin JoBt olaglco wartosol o rozkkadzie

w
réwnomiernym né‘ przedziale <0,1> oraz Il_p)l«_E:b to ciag xr » RpOlyr)

jest olaglen wartosol o rozkkadzie z dystrybuantg FO™Xr). Q

Dowdd .Zauwazmy ,ze dla x I» t L.y I) , 1 » I,n duszna Jeat nastepujaca
r ™ r

zaleznos¢ P (X<xr” - P(fryo (Y) » P(Pe (RyelIY)) < ?el)) »

- POr<Foxri)) " -
s ktéroj wynika,ze zsnlonno X ma rozkdtad o dystrybuanole FO ,ond.
Zmienno losowo Xr z dyutrybnanta EOtxr) , 1 m 1,n sa przokatotonne

w zmienne losowe Yr i, 1 I,n o rozk¥adzlolrévinoBilermyn na przedziale (0,1

1
Korzystajac z powyzszego, wartosol E(YY dw zolezno$oi /20/ ea k-tyial
1

moranntnmi  zmiennej losowej Yr o rozkdadzie réwnomiernym.

Dla wygody wyrazny k-ty moment Y"; za ponoog funkcji gamma T
wowczoB )
i
EYk *\ tk(l-vy )" TCe+D Rn) “ ! ki,
ri ) ri rl T tk+D) n ... H#k)
0
Wsinwlajao 721/ do /20/ otrzymujemy
BXr » © + n-1 RM.O<O) * b“2 Kpe(@*+ r,~3 KFO() + /22/
Analogicznie mozno wyprowadzié¢ zeloznoéol na wartosé¢ E X
2
KXFf »0 + 2 n_i *Ve<®> + 3 u“2 EpMO) + ... +1k+tD)n“k b£E0O<0) /23/

Dysponujgo olagloa /3/,natnrolnyis bedzie Jezeli estymator Enlxj,xj*eexn)
©kreslimy w postaol

woiox . \) "o 724/



BLAD OBCIECIA W PRZYBLIZONYCH .,,, 29

wéwczas

EM(XL,X2 ... XQ) » EEXr) - 9+ -i- + -2- + + /25/
1

n n

Oznaczmy przez el estymator szacujacy wartos¢ 6 z dokdadnoscia By =

n
Jezeli funkcja estymatora doje sie przedstawi¢ u poataoi szeregu /25/"
to mozna wyrazi¢ nastepujaca zaleznoscia [7]

i - « c o1ty A

1 2

V»0 v+1

PowyzBzy wzér pozwala oszacowa¢ wartos¢é parametru 9.
Zilustrujmy to przyktadem wyznaczajgo wartos¢ estymatora EN .
Z zaleznos$oi /26/ otrzymujemy

X -2X - X
- (K 0 2 ri 2
zatem
E B~ » 2E(X ) - EX =20@ +a"1lr +n~2r"+ ...+)- 9 +Zn_iR+
1 2
— - 2 * —
+3n?RManSR + . .. X e2n*®-3n3R.
Iim E E* » 9 /27/
U500
Z drugiej strony jezeli estynator Jest postaoi /24/ wéwozas [2]
e!*NE - wA (e  v.,i)- /7257
gdzie E . . «E (G -.... , X ,X) Jest wartoscia
“ 1,1 a rl* ri-I ri+l n

estymatora dla przypadku wyeliminowania z ciagu /d/ wartosci x _,
ri
Z uporzadkowania tego ciggu many réwniez nastepujaca zaleznosc¢*

A dla x,, » X,

ri ri ri
E . ,onin(z ,...,X X Nog 729/
. _

a" ri rl-i ri+l n
z dla x,, X

Ifobeo pouyzssogo

, n -EXL. ((n-i)xri + z"} /30/
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11l.n E*» 1ia S - -2=2_ X - 2 Xr - X_ /30/
h-+4« c th—>sn 1 2 1 2
Zgodnio z /27/ oraz /30/ otrzymujemy zalezno$¢ na wyznaczisni© wartosoi

parametru O
6 -2x -X /31/
ri r2

i, Uwagi kocooue

y artykule przedstawiono metode statystyoznego oszacowania rozwigzac
przyblizonych probleméw kombinatoryoznych .Zasadniczym przedmiotem uwagi
byty problemy,dlo ktérych Istniejace algorytmy pozwalaja szybko uzyskad
zbidér wartosoi dopuszczalnych rozwigzac.

Podane wyrazonie /26/ na wyznaczenie warto$oi parametru 0 /estymatora E™/
bedgoego z zatozenia rozwigzaniem dokkadnym,nis wynago znajomosci rozkta-
du prawdopodobienstwa wystepowania poszczegélnych wartocei rozwigzac

i Jest prosto w zastosowaniu praktycznym.
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OIEBEKA yPESAHM B IIPHBIMIEHHHX PEffIEHHffl KOMBKHATOPHbIX 3AJM

PO3DMDO

B padoTe paccMaTpuBaeTca ouveitica ctokmgcth npstJraaeHEHX pemeaua hois-
dimaTopuHX sada<i.llp350TaBxeEEafl k-3?0jjzxa ocHOBHBaeTCH Ha onpeaejieaHH np-3-
£eji&Horo paonpeaszeiniH ipiH ouohkk h6U3Bgctho2 ctojmocth napaya”pa, biko”™h
H3 apaaaocwiKB , KOTopaw HBJiasTOH TOHHoepeaeKHe. 3t& ctokkoctb b MHoseCT-
Be npc6jizT.OHDii p6E9Hz3 oiipajrejjier TOHKy pa3p93a . B sasjanax KHHi."ii3aune
bo BHiasiHiie npHHW/iaeTCi! JieBociopoHKBS TlHity, paspesa.

BBesSHHaa oaeHica dohdbshs aa CTaTaoTsaecKoS -HocJieflDB&reJa.HoorEi npH te-
seHHHX peseHEa.

TilUKCATICN EtRCPd IK SU3O0OPTIKAL SOLUTIONS®OP COI3INATORIAL »ROBLES

umtary

This paper deals with the statistical approach to estiration the value
of suboptiraal solutions of combinatorial problems. The v.lde dorr of 1" -
.complete practical problems such as,sequencing problems®,saler: au._kraprec’;,
3-nartifion etc. is characterized by cor.bi.natori.al / discrete/ ."tmctrre.
This fact gives oportunity to utylize combinatorial optirTization. in scl -
tion of mentioned problems. The combinatorial problems often ir. for-, ¢r-
mifficult to solve because the number of admissible s"oluti on is. finite hut
numerous. "Obtaining of. optimal solution of practical problems- may be uneccr.e-
aic or impossible_lr this case estimation of suboptlrial solutions is ne-
eded in relation to optimal solutions. The method is based a. the boundary
distribution.of estimation of unknovim value of parameter."his value deter-
mines the truncation point in the set of suboptimal solutions.In rinimi &
tion problem we are concerned with the identification of the lef. trunca-
tion point.



