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BŁĄD OBCIĘCIA W PRZYBLIŻONYCH ROZWIĄZANIACH 
ZAGADNIE» KOMBINATORYCZNYCH

Strenzozenle.Otrzynywanlo rozwiązać dokładnyob "dużych" 
zagadnień komblnatorycznych Jost nie tylko nieefektywno 
ale często niemożliwe.W zasadzie w takich przypadkooh korzy
stamy z rozwiązań przybliżonycb.PonstaJe wówczas problem 
Bzacowania dokładnośoi tych rozwiązań w stosunku do rozwiązań 
dokładnych.W artykule przedstawiono podejśoio do zagadnienia 
szaoowania rozwiązań przybliżonych oparte na metodzie staty
stycznej.

1. Wstęp

Wiole praktyoznych problemów NP-zupołnyob^ np. problem szeregowania, 
komiwojażera , załadunku,trójpodziału itp. obarskteryzuje się kombina- 
toryczną /dyskrotną/ strukturą.Fakt ton umożliwił,clędzy innymi,zasto
sowanie optymalizacji komblnotoryeznej do rozwiązywania tyoh problemów. 
Zagadnienia kombinotoryczne,często proste w sformułowaniu,nie są łatwe 
do rozwiązania.ze względu na liczbę rozwiązań dopuszczalnyoh.

Otrzymywanie optymalnych rozwiązań "dużyob" zagadnień kombinatory- 
oznyoh,dotyczy to przede wszystkim zagadnień praktycznych,Jest nie tylko 
nieefektywno ale często niemożliwo .17 zasadzie w tokiob przypadłych korzy
stamy z rozwiązań przybliżonych,traktując metody przybliżono lub heury
styczne jako podejście do rozwiązywania problemów kombinatoryoznyob. 
Wówczas powstaje zagadnienie szacowania uzyskiwanyob rozwiązań w stosu
nku do rozwiązań optymalnych.

Znanych Jest kilka podejśó do tego zagadnienia.Wymieniń należy przede 
wszystkim testowanie empiryczne [lj ,ooenę najgorszego przypadku [3] ozy 
też analizę etatystyozną 1.6,73 .W niniejszym artykule zostanie przedsta
wiono podojśoie do szaoowania dokłodnośoi rozwiązań przybliżonych pro
blemów kombinatoryoznyob w przypadku minimalizacji.oparte na metodzie 
statystycznej .Przypadek maksymalizaoji można znaleió w praoy 1.7]«

Przedstawiona metoda polega ne wyznaczeniu rozkładu granioznego 
dla estymatora nieznanej wartości określonego parametru,będąoego z zało
żenia rozwiązaniem dokładnym.Tfartośó ta uyznaoza tzw. punkt oięoio 
/trunoatlon point/ w zbiorze warlośol rozwiązań przybliżonych„
W oelu wyznaczenia granioznego rozkłada wspomnianego estymatora okre
ślono zostanie funkcja rozkładu występowania poszozegdlnyoh rozwiązań.
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2, Punfcoja agacowetnia dokładności 1 jej podstawowe własności.

W zagadnieniach sproksynaeyjnych,czy też identyfikacji.zwykle bada alę 
określone cechy elementów pewnego zbioru zwanego populacją /populacją 
generalną/ na podstawie zaobserwowanych ceob zestawu elementów wyloeo- 
eanyob z togo zbioru»Stwierdzenie,że elementy badane są losowane z popu
lacji opiera się na założeniu,że badane cecho jest zmienną losową 
tzn. istnieje rozkład-prawdopodobieństwa,który charakteryzuje daną popa
lać ję.F dalszej części artykułu 'realizacją wspomnianej zmiennej losowej 
będzie wartość iunkoji celu wyznaczonej dla konkretnego rozwiązania 
problemu kombinatorycznego.Oznaczmy przez

—  -j ,  5 ,  S j j  /i/
ciąg otrzymanych n wartości rozwiązań przybliżonych.Ciąg ten traktujemy 
jako n aaobserwowanych wartości wspomnianej zmiennej losowej,którą ozna
czymy przez X.Ciąg Ysartości /!/ nazwiemy n elementową próbą losową.
Oznacza to,żc wartości te są jakby "losoiiane" z pewnych zbiorów liczbo- 
wyois o określonych własnościach,a dokładniej, że dla każdego n istnieje 
rozkład prawdopodobieństwo występowania poszczególnych wartości zmiennej 
losowej X.Gdybyśmy wielokrotnie powtarzali doświadczenie polegające na 
wyborze %itx2, ..... ,xn ,to otrzymalibyśmy sa każdym razem inne wartości. 
W ogdlnośoi zestaw liczb postaoi /!/ raożaa zatem uważać jako zestaw war
tości zaobserwowanych zmiennych losowych

, X2 , ........... , X^ /2/
Wprowadźmy za pracą £7] uporządkowany ciąg statystyczny

xr *<=; ........ - < x r /a/
i 2 n

zmiennych losowych postaci /2/.
Oznaczmy przez

-=cx ^ . ........... < " 5:,. A /
ri 2 n

uporządkowany ciąg wartości będący realizacją ciągu zmiennych losowych 
postaoi /3/. Załóżmy tynozgaową znajomość empirycznego rozkładu prawdo
podobieństwa występowania odpowiedni oh wartości ciągu /•!■/.
Znajomość.tą przyjmujany jako informację aprioryczną do. wyznaczenia 
empirycznej dystrybuanty wspomnianego rozkładu.
Przyjęcie określonej postaoi tego rozkładu noże być wynikiem arbitralnego 
sałożenia/np. rozkład Joat normalny/ albo też może być rezultatem obser
wacji dużej liczby wartości.
$ firugin przypadku na podstawie wyników obserwacji ustalamy empiryczny 
rozkład prawdopodobieństwa będący przybliżeniem rozkładu dokładnego.
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Oznaczmy przez 0 nieznany parametr,zwany punktem cięcia w zbiorze 
wartości rozwiązań,będący z założenia rozwiązaniem dokładnym.
Dla wyznaczenia wartości 9 określmy graniczny rozkład dla estymatora 
tej wartości.?/ zadaniach minimalizaej i .parametr 0 identyfikujemy z lewo
stronnym cięciom w zbiorze wartości rozwiązań takim,że 9-<xi , i = l,n . 
Określmy teraz postać empirycznej dystrybuanty zmiennej losowej X 
i oznaczmy ją przez F(x) .Natomiast przez F0U) oznaczmy dystrybuantę 
charakteryzującą ciąg postaci /4/|W którym poprowadzono cięcie na pozio
mie wartości d.Jako empiryczne prawdopodobieństwo występowania poszcze
gólnych wartości ciągu /4/ przyjmuje się częstość ich występowania,tj.

FCx) - P(Xt <  x) /5/
A zatem dystrybuantę empiryczną można otrzymaó przez zastąpienie prawdo
podobieństwa P(Xj <" x) odpowiednią częstośoią.Jeżeli założymy,że K(x) 
jest liczbą elementów ciągu /4/ o wartośaiach mniejszych od x to wówczas

KU)
F(x) - ------ /6/

n
Określmy teraz postać funkcji F0(x) .
W związku z tym poprowadźmy cięcie w zbiorze wartości /4/ na poziomie x

tc i toOznaczając przez X = U  . ...... ,x Imamyk+1 V

K(e) kFCO) - >
natomiast

FeU)= P(Xr . <  X | xr t  xk) o -Łffirds

F(x) k F(x) - F(9)
“ “E T "  - n^E “ ------------

n
Z powyższej zależności widać,że 9 ̂  F„(x) ^  i dla x(-<,0,x >

. n
a więc F0(x) jest dystrybuantą.

Dla zadania maksymalizacji postępujemy podobnie,Identyfikujemy
wartość parametru 9 z prawostronnym cięciem. Przyjmująo Xk={x ,...x }

i k
otrzymujemy

„ , v K(x) K(x) n F (x) za/f9(x)» — s—  -
os Jest zgodne z postaoią funkoji otrzymanej w pracy [7],

n K(x) 
ntn-k) n /



L,Jamroź

Funkcjo Fg<x)postaci /7/ Jako funkcja oiągła f różniczkowałoś Jost 
rozwijałoś w szereg Taylora .
Oznaozmy przez En (X^,tg,.......,Xn) /9/
funkcję szooowania wartości parametru 6 1 nazwijmy Ją eetymatorem.
Estymator En posiada następująco właanośoii

1/ 1 l a  * *** ’ “ 8n-*. c*> c 1 * n
11/ S B d( I j , X 2 ...... X j  - 9

111/ E^ - Jeat funkcją rozwijałną r 3zereg Taylora w otoozeniu 9 .
Własność 1/ oznacza,że dla dużej liczebności próby wartość- szacowana

zmierza w probabilistycznym ecnsle do rzeczywistej /dokładnej/ wartości
parametru O tzn. 1 i m  ( P|B - G|>ł)» O . 

n-«- oo
T/łoaność 11/ oznacza,że dla wielokrotnie powtarzanych doświadczeń
przy tej samej llozebnośoi próby średnia arytmetyczna z oszacowań zdąża
do wartości 9,natomiast własnośó iii/ wyioaga od estymatora K przynale
żności do klauy funkcji oiągłych i różnlozkownlnyoh.

3. Graniozny rozkład estymatora

Nie zawoze mamy do ozynienie z populacją generałną,która ma rozkład 
normalny .Często, jednak populacja to ma rozkład odmienny od no rwo 1 no go .
W zasadzie w.takich przypadkach trudno Jest wyznaczyć rozkład interesu
jącego naa estymatora.Nawet jeśli rozkład taki wyznaczymy to z reguły 
jest on na tyle skomplikowany,że trudno jest w praktyce z niego korzy
stać,Z drugi oj strony często rozkład populacji gonorulłiej jest nieznany. 
Zarówno r. Jednym jak i w drugim przypadku możno wyznaczyć,z czego skorzy
stamy ,grani ozuy rozkład estymatora przy n--s>oo,gdzie n jest wielkością 
próby,na podatawio której określamy wymagany estymator.

Korzystanie z rozkładu granicznego estymatora ma ton praktyczny sens, 
żo przy dostatecznie dużym n możemy zastąpić nieznany rozkład rozkładem 
granicznym.
Wysneozenio rozkładu granloznego estymatora wiąże aię z rozwinięciem 
dyątrybusnty pootaol /7/ w otoczeniu punktu 0.Z własności dystrybuanty
*«my

y - F (x) xC-<9 , X > yf-<0 , i> /10/
li

Wprowadźmy. funkcję odwrotną do funkcji F0 ? tzn.

np0 « r~* n u

BÓnOŁSO J

* “ “ W y) /12/
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Poderay taraz niektóre ałascoóoi i aukcji 2ye(y) .
W l a o n o ń ć i /

Funkcjo Rpg spełnia następujące warunki
1/ - należy do klasy lunkcjl rozwljalnych w szereg Taylora ,

11/ Ry^iy)« e dla y-0 ,
111/ x - By0O') . a  

Boaód.Warunek 1/ syniko z iaktu,że Rpg Jest funkoją odarotną do fnnkojl 
ciągłej 1 różnlozkoaalnej,a więc Jest również rozwijalną a szereg Taylora, 
natoolaet 11/ oraz 111/ aynlka bespoćrednlo z /12/ end.

V ooln wyprowadzenia zależnoóoi na wartoćó parametru 6 skorzystamy 
z własnoóol 1/ rozwijająo funkoję Hy^( y) w otoozenlu ponkta y=0,wówozan

2 k ■'.'ż
X ■ Hy^(O) + y B^g(O) 4 * y 4 Bpg io) 4 /13/

Wyznaozay wortoóol pochodnych iunkojl RJfg /ogranlozyny się do 3 
poohodnoj/.

„w,- x d F«(x* F W  „ . ,
-  — a ~ i — -  -  t f r r c s r  / i 4 /

„  a r l w  y « ,  , ,

r9f a  - " T l   - ~I- T T81 /1B/

' <“tfx> p'«>
- T i   " ~i --/rsj /18/

Traktując H^ly) Jako iunkoję uwikłaną względem zmiennej x otrzyonjemy

r ^ y ) . - - 4 —  - -kz-lifil—  /i7/
F8 P^X) P(X)

Dla pozostałyob poobodnyoh ze względu na objętośó wyprowadzeń, ograniozy- 
ny alę do podania końoowyob zależnoóoi.

4 e < F> - ar, a^<7> - a S b ^ r f e r i j !  " ’ ^  [ T u f f  /18/

E^(.y) - a y t & w ]  m + 2p’ie)[i-p(e)] -p\e)?"(e)} /19/
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Rstowlając wyznaczone wartości poobodnyoh <Jo zależności /13/ określimy
wartość przeciętną znlonnej X .

rl

/ , _2 _kn r - « ł  Bye(0)S Y ♦ — 57---8 Y ^  + .... +— £7 E T ^  + .. /20/

li celu wyznaozenio E Y^ zauważmy naatępująoą własność 
rl

W ł a s n o ś ć  2/
Jeżeli ciąg y » ) i 1 “ iin JoBt oląglco wartośol o rozkładzier w r.

1 - 1 - 1  równomiernym na przedziale < 0,1 > oraz llp0 « E0 to ciąg xr » Rp0lyr )
jest oląglen wartośol o rozkładzie z dystrybuantą F0^xr ). Q

Dowód .Zauważmy ,że dla x » tt_„(y ) , 1 » l,n duszna Jeat następująca
rl ™  rl

zależność P(X<xr )̂ - P(fty0(Y) » P(Pe(RyelY)) < ?eU)) »

- POr<F0(xri)) ' •
s któroj wynika,że zsnlonno X ma rozkład o dystrybuanole F0,ond.

Zmienno losowo Xr z dyutrybnantą E0txr) , 1 ■ l,n są przokatołonne 
w zmienne losowe Y r i, 1“ l,n o rozkładzlo1róvinoBilernyn na przedziale (0,1

1 yKorzystając z powyższego, wartośol E(Y~ ) w zoleżnośoi /20/ eą k-tyial
1

moranntnmi zmiennej losowej Yr o rozkładzie równomiernym.
Dla wygody wyraźny k-ty moment Y* za ponooą funkcji gamma Tr.
WÓWCZOB

i
E Yk * \ tk ( 1 - Y ) 

rl ) rl rl
0

Wslnwlająo /2 1/ do /20/ otrzymujemy

B xr » © + n- 1  R̂ .0<O) * b“ 2 Kpe(0̂ + r,~3 KF0(O) + /22/

Analogicznie możno wyprowadzić zelożnoóol na wartość E X
2

K Xf » 0  + 2 n_i *Ve<0> + 3 u“2 Ep^lO) + ... + lk+l)n“k b£0 <O) /23/

Dysponująo olągloa /3/,natnrolnyis będzie Jeżeli estymator Enlxj,xj*•♦xn) 
©kreślimy w postaol

W i *   ..... \ )  " *r /24/

n- 1 T(k + l) Rn) 
T ̂ n+k + 1)

k I 
n ... +n+k)

k In-k /21/
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wówczas
E fin(X1,X2 ... XQ) » EtXr ) - -9 + -i- + -2- + ... + /25/

1 n n
k ? fcOznaczmy przez En estymator szacujący wartość 6 z dokładnością — r*

n
Jeżeli funkcja estymatora doje się przedstawić u poataoi szeregu /25/̂  
to można wyrazić następującą zależnością [7]

i  - 1 2  «  C I ! )  ^

V»0 v+1

PowyżBzy wzór pozwala oszacować wartość parametru 9. 
Zilustrujmy to przykładem wyzr 
Z zależnośoi /26/ otrzymujemy
Zilustrujmy to przykładem wyznaczająo wartość estymatora E^ .

■4 - ( ’ K ' 0
X - 2 X - X 

2 ri 2
zatem

E E*- » 2 E(X ) - E X = 2(9 + a'1 r' + n~2 r"+ ...+ ) - 9 +Zn_iR+
1 2

—2 h -3 « —2 * —3+ 3 n  R + 4 n  R + . . . =  6 - 2 n *R - 3 n J R .

l i m  E E* » 9  /27/
u-*» oo

Z drugiej strony jeżeli estynator Jest postaoi /24/ wówozas [2]

e! * n E„ - ■ ^ - ( ę  v . , i ) ’ /2S/

gdzie E . . « E (i  .....   , x   ,x ) Jest wartością
“ 1,1 a rl‘ ri-l ri+l n

estymatora dla przypadku wyeliminowania z ciągu /d/ wartości x ,
ri

Z uporządkowania tego ciągu many rćwnież następującą zależność*

E . , «» nin(z ,...,x_ ,x ^
a" * ri rl-i ri+l n

Ifobeo pouyżssogo

” <

z. dla x„ » x„
rl ri ri

/29/
z dla x„ x_

2 ri ri

„ n -EXL. ((n-i)xri + z ^ } /30/
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1 l.n E* » 1 i a S_ - -2=2_ x - 2 xr - x_ /30/
h-ł« c tn~>sn 1 2 1 2

Zgodnio z /27/ oraz /30/ otrzymujemy zależność na wyznaczisni© wartośoi 
parametru 0

6 - 2 x - x /31/
ri r2

i, Uwagi koćooue

y artykule przedstawiono metodę statystyoznego oszacowania rozwiązać 
przybliżonych problemów kombinatoryoznych .Zasadniczym przedmiotem uwagi 
były problemy,dlo których Istniejące algorytmy pozwalają szybko uzyskaó 
zbiór wartośoi dopuszczalnych rozwiązać.
Podane wyrażonie /26/ na wyznaczenie wartośoi parametru 0 /estymatora E^/ 
będąoego z założenia rozwiązaniem dokładnym,nis wynago znajomości rozkła
du prawdopodobieństwa występowania poszczególnych wartoćei rozwiązać 
i Jest prosto w zastosowaniu praktycznym.
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0IE5EKA yPESAHM B IIPHBIMIEHHHX PEfflEHHffl KOMBKHATOPHbiX 3AJM  

P 0 3 D M 0
B padoTe paccMaTpuBaeTca oueitrca ctokmqcth npstJraaeHEHX pemeaua hois- 

dimaTopuHX sa4a<i.IIp350TaBxeEEafl k-3?ojjzxa ocHOBHBaeTCH Ha onpeaejieaHH np-3- 
£eji&Horo paonpeaszeiniH ipiH ouohkk h6U3Bqctho2 ctojmocth napaya^pa, biko^h 
H3 apaaaocwiKB , KOTopaw HBJiasTOH TOHHoepeaeKHe. 3t& ctokkoctb b MHoseCT- 
Be npc6jizT.0HDii p6E9Hz3 oiip-ajnej-jie'r fOHKy pa3p93a . B sasjanax KHEHi.'ii3aune 

bo BHiasiHiie npHHW/iaeTCi! JieBociopoHKBS TOHity, paspesa.
BBesSHHaa oaeHica dohdbshs aa CTaTaoTsaecKoS - HocJieflDB&'reJa.HoorEi npH te- 

seHHHX peseHEa.

TilUKCATICN EtRCPd IK SU30PTIKAL SOLUTIONS'OP C0I3INAT0RIAL »ROBLES 

3 u m tti a r y
This paper deals with the statistical approach to estiration the value 

of suboptiraal solutions of combinatorial problems. The v.lde dorr of 1" - 
.complete practical problems such as,sequencing problems',saler: au.kraprec’;, 
3-nartifion etc. is characterized by cor.bi.natori.al / discrete/ .'tmctrre. 
This fact gives oportunity to utylize combinatorial optir'ization. in scl - 
tion of mentioned problems. The combinatorial problems often ir. for-, ¿r- 
■ difficult to solve because the number of admissible s'oluti on is. finite hut 
numerous.'Obtaining of. optimal solution of practical problems- may be uneccr.e- 
aic or impossible.Ir this case estimation of suboptlrial solutions is ne
eded in relation to optimal solutions. The method is based or. the boundary 
distribution.of estimation of unknovrn value of parameter."his value deter
mines the truncation point in the set of suboptimal solutions.In rinimi 'ca
tion problem we are concerned with the identification of the lef. trunca
tion point.


