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S t r e s z c z e n i e . A r ty k u ł s tanow i p r z e g lą d  problem ów  s te ro w a ln o ś c i 
d y s k re tn y c h  układów  dynam icznych opracow any na p o d s taw ie  p u b l ik a c j i  
z o s t a t n i c h  l a t .  P rzed s taw io n o  w arunki s te ro w a ln o ś c i d la  lin io w y c h  , 
n ie l in io w y c h  o ra z  b il in io w y c h  układów  d y s k re tn y c h . Układy ty p u  2-D 
s ą  rów nież ro z p a try w a n e . Omówiono z a le ż n o ś c i  pom iędzy różnym i rodzaw 
jam i s te ro w a ln o ś c i  o ra z  sterow an iem  m in lro a ln o -e n e rg e ty c z n y a .

1 . Wstęp

S te ro w a ln o ść  układów  dynam icznych j e s t  jednym  z podstaw ow ych p o ję ć  t e ­
o r i i  s te ro w a n ia  . Z a g a d n ie n ie  s te ro w a ln o ś c i  z o s ta ło  po .o z  p ie rw szy  s f o r ­
m ułowane. p rz e z  R .E . Kalmana na K o n g re s ie  IFAC w Moskwie w 1960 r .  [28] .
W c ią g u  ćw ie rćw iecza  j a k i e  u p ły n ę ło  od teg o  c z a su  n a s t ą p i ł  b u rz liw y  rozwój 
t e o r i i  s t e r o w a ln o ś c i ,  o czym n a j l e p i e j  św iadczy  i l o ś ć  p ra c  naukowych na 
te n  te m a t,  opub likow anych  w l i t e r a t u r z e  św ia tow ej .

R ów noleg le  z rozwojem t e o r i i  s te ro w a ln o ś c i  c ią g ły c h  układów  dynam icz­
nych pow staw ały  p ra c e  d o ty c z ą c e  zag ad n ień  s te ro w a ln o ś c i  d y sk re tn y c h  u k ła ­
dów dynam icznych zarów no n ie l in io w y c h  ja k  i  lin io w y c h  .

N in ie j s z y  a r t y k u ł  s tan o w i p rz e g lą d  problem ów  s te ro w a ln o ś c i  w o d n ie s ie ­
n iu  do ró żn y ch  typów d y sk re tn y c h  układów  dynam icznych . R o z p a tru je  s i ę  uk­
ła d y  l in io w e  s ta c jo n a r n e  i  n ie s ta c j o n a r n e ,  uk łady  n ie l in io w e , b i l ln io w e  
o ra z  u k ła d y  ty p u  2 -D . Podane z o s ta n ą  podstawow e d e f i n i c j e  s te ro w a ln o ś c i 
o ra z  sfo rm ułow ane z a s a d n ic z e  k r y t e r i a  j e j  b a d a n ia .  W szy stk ie  tw rierdzen ia  
i  w n io sk i s ą  p rz y to c z o n e  b e z  dowradów, je d y n ie  z odnośn ikam i do ty c h  p o z y c ji  
l i t e r a tu r o w y c h ,  w k tó r y c h  zam ieszczo n e  s ą  p e łn e  dowody. A rty k u ł zaw iera  
rówmież s z e re g  kom entarzy  1 uwag d o ty c z ą c y c h  zag ad n ień  b e z p o ś re d n io  zw ią­
zanych  ze  s te ro w a ln o ś c ią  o ra z  m ożliw ości pewnych u o g ó ln ień  .

2 .  S te ro w a ln o ść  l in io w y c h  układów  d y s k re tn y c h

W n in ie js z y m  p o d ro z d z ia le  z o s ta n ą  podane podstawowe d e f i n i c j e  s t e r o ­
w a ln o śc i o ra z  k r y t e r i a  i c h  b ad an ia  w o d n ie s ie n iu  do lin io w y c h , d y sk re tn y c h  
układów dynam icznych  o p is a n y c h  różnicow ym i rów naniam i s ta n u  p o s t a c i  nas­

tę p u ją c e j  [55] s

x(k+1) » A(k) x (k) + B(k)„u (k) ;k * k 0 /2*1/
iś p r a c a  b y ła  c z ę śc io w o  f in a n so w a n o  p rz e z  R P*I»02 ‘'T e o r ia  s te ro w a n ia  i  o p ty ­

m a l iz a c j a  c ią g ły c h  uk ładów  dynam icznych  i  p rocesów  d y s k re tn y c h “



J .K le a k a
g d z ie ;  k £ Z -  z b ió r  l i c z b  c a łk o w i ty c h ,

x ( k ) £  Rn je3t w ektorem  s ta n u  u k ła d u  ,

u ( k ) £ R m J e s t  w ektorem  s te ro w a ń ,
A (k) J e s t  n x  n -  wymiarową m a c ie rz ą ,
B (k) J e s t  n x m -  wymiarową m a c ie r z ą .

Podobn ie  Jak  w p rzy p ad k u  c ią g ły c h  układów  dynam icznych , d la  u k ła d u  dys­
k re tn e g o  p o s ta c i  / 2 . 1 /  można sform ułow ać d e f i n i c j e  ró żn y ch  rodza jów  ste­
rowa Ino ś c i  [25 ], [55] •

D e f in ic ja  2 . 1 . U cład / 2 , 1 /  nazywa s i ę  sterow alnym  w p r z e d z i a le  
[ko . k ^ ] , J e ż e l i  d la  każdego  s ta n u  początkow ego x [k o ^ £ R n o m z  każde;p

w ek to ra  x^ e i s t n i e j e  sekw encja  s te ro w ań  u (k o ] ,  u (k Q + l ) ,  . .  u(k- -2 ^ ,

u^k^-1) ta k a ,  że  o d p o w iad a jąca  t e j  se k w e n c ji t r a j e k t o r i a  u k ła d u  / g . 1 /

s p e łn ia  w arunek : x (k ^ ) °  x.j

D e f in ic ja  2 . 2 . Układ / 2 . 1 /  nazywa s i ę  ste row alnym  w c h w il i  kQ, J e ż e l i  
i s t n i e j e  >  k^ t a k i e ,  ż e  u k ła d  / 2 . 1 /  J e s t  s te ro w a ln y  w p r z e d z i a le

I V  k i ^  •
D e f in i c ją  2 , 5 . U kład / 2 . 1 /  nazywa s i ę  sterow alnym i J e ż e l i  J e s t  on 

s te ro w a ln y  w dow olnej . c h w il i  kQ 6 Z .
Szczególnym  przypadk iem  u k ła d u  / 2 . 1 /  J e s t  s t a c jo n a r n y ,  l in io w y , dys­

k re tn y  u k ła d  dynam iczny p o s t a c i

x (k + l)  o A x(k) + B u(k ') f k  >  0 / 2 . 2 /

d la  k tó r e g o  bez  u t r a t y  o g ó ln o ś c i można p r z y j ą ć  c h w ilę  po czą tk o w ą  ko = 0 .
W p rzy p a d k u  s ta c jo n a r n e g o  u k ła d u  d y s k re tn e g o  ¡ 1 .2 1  p o ję c i a  s t c r o w a l-

n o ś c i  w c h w il i  ko o ra z  s te ro w a  Ino  ś c l  p o k ry w a ją  s i ę  ze  so b ą .
P o n iż e j  z o s ta n ą  sfo rm ułow ane w arunki k o n ie c z n e  1 w y s ta r c z a ją c e  s t e r o -  

w alrsości d la  układów  / 2 . 1 /  1 ¡ 2 . 2 / .
T w ie rd z e n ie  2 .1  [55] W arunkiem koniecznym  i  w y s ta rc z a ją c y m  s t e r o  w al­

no ś c i  w p r z e d z i a l e  [kp fk^ ] i& ład u  dynam icznego  / 2 . 1  /  J e s t  aby

rz ą d  [B (k 1- l ) U ( k 1- l )  B (kr 2 ) |  A O ^ - i )  A (k 1- 2 )  8 ( ^ - 3 ) . '  . . .

. . . } A ( y i )  A (kr 2 )  . . .  A(k0+2 ) A(k0+1) B ( k ) j  -  n / 2 . 3 /

W niosek 2 .1 * [29] .  J e ż e l i  B (k )  a b ( l t )6 R n , t z n .  m -  1 , wówczas
warunkiem koniecznym i  w ystarczającym  s te r o w a ln o śc l w p r 2e d z la le [k o »ko +n] 
u k ła d u  dynam icznego / 2 , 1 /  j e s t  aby

d et [b (k o +n~l) ! A(k0 + n -l)  b (k o +n-2 )  j A(k0+n-1) A(ka+n-2 )  b (k0*n -3)j . . .  

. . . .  j A[k0 *n-1) A[k0« i - 2 )  . . .  A(k0+2) A(ke +1) f  0 / 2 . V
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Na p o d s ta w ie  tw ie rd z e n ia  2 .1  o ra z  w n iosku  2 .1  nożna sform ułov.ać 
k r y t e r i a  s te ro w a ln o ś c i  d la  s ta c jo n a rn y c h  układów  d y sk re tn y c h  p o s t a c i  / 2 . 2 / .

W niosek 2 .2 . Vía runkiem  koniecznym  i  w y sta rcza jący m  s te ro w a ln o ś c i
w p r z e d z i a l e  [O .k .J  u k ład u  dynam icznego / 2 . 2 /  j e s t  aby

2 k -1
rz ą d  [  B | AB j A b ¡ . . .  j A ”* B ] °  n  / 2 . 5 /

Yinlosek 2 . 3 . [55] J e ż e l i  B ■=> b £ R n , t z n .  m =■ 1, wówczas warunkiem ko­
n iecznym  i  w y sta rcza jący m  s te ro w a ln o ś c i  w p r z e d z i a le  [O n ] u k ład u  dyna­
m icznego / 2 . 2 /  j e s t  aby

d e t  [ b  ¡' Ab I A2b ¡ . . .  ¡ An' \  ]  r  O / 2 . 6 /

Vínlosek 2 . A. [29] J e ż e l i  u k ład  dynam iczny / 2 . 2 /  j e s t  s te ro w a ln y  
w p r z e d z i a le  [ O j k ^ t o  j e s t  rów nież s te ro w a ln y  w p r z e d z i a le  [ 0 , k 2 ] d la  
każdego k 2 > . k ,  .

V /ynikanic odw rotne do p rzed s taw io n eg o  we w niosku 2 .4  na o g ó ł n ie  j e s t  
p raw d z iw e . N a to m ia s t b e z p o ś re d n ią  k o n sekw encją  tw ie rd z e n ia  C ay leya-  
-H a n il to n a  j e s t  n a s tę p u ją c y  w niosek -

W niosek 2 . 5 . [4 ] . ^ e i e l i  s ta c jo n a r n y  u k ład  dynam iczny / 2 , 2 /  n ie  j e s t  
s te ro w a ln y  w p r z e d z i a le  [ 0 ,n ] ,  to  n ie  j e s t  on  s te ro w a ln y  w żadnym p r z e ­
d z i a l e  .

W o p a rc iu  o w n io sk i 2 .2  o ra ż  2 .4 . ' sensow ne j e s t  o k r e ś le n ie  d la  
s ta c jo n a r n y c h  układów  d y sk re tn y c h  / 2 . 2 / ,  n a jk ró ts z e g o  p r z e d z ia łu  CO<'cn i_n^’ 
w k tó rym  dany u k ład  j e s t  s te ro w a ln y . L iczb a ' n a tu r a ln a  k ^ n n o s i  nazwę

in d e k su ' s te ro w a ln o ś c i .  i  można j ą  oszacow ać w sposób  n a s tę p u ją c y  [ 4 ]  :

rain ^ n - r + 1 ,  ñ )  / 2 . 7 /

g d z ie ;
r  « rz ą d  B,
ñ  -■ s to p ie ń  m inim alnego w ie lom ianu  z e ru ją c e g o  , , 

m ac ie rzy  A , ( ń i n )

W l i t e r a t u r z e  p o św ię c o n e j s te ro w a ln o ś c i  lin io w y c h  układów  d y s k re tn y c h  
sp o ty k a  s i ę  c z ^ 3 to .p o ję c i e  s te ro w a ln o ś c i do z e ra  [29 ], [59] .  J e s t  ono rów - - 
n ie ż  równoważne' o d p ow iedn ia  p o jęc io m  s te ro w a ln o ś c i  sformułowanym w d e f i ­
n ic j a c h  2 .1 ,  2 .2  o r a z  2 .3  ¿ ed y ń ie  w p rzy p ad k u  b rak u  d e g e n e ra c j i  uk­
ła d u ,  t z n .  w p rz y p a d k u , gdy m ac ie rze  A (k) s ą  n ie o s o b llw e  d la  k £ 2 -[29],

is to tn y m  problem em  j e s t  z b a d a n ie  wpływu o g ra n ic z e ń  n a ło żo n y ch  na s t e ­
ro w an ie  na s te ro w a  Ino śó u k ła d u . W p ra c y  [9] ro z p a trz o n o  to  z a g a d n ie n ie
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d la  układów  s ta c jo n a r n y c h  / 2 , 2 /  z  Jednym w ejśc iem  (m *= 1) 1 dodatn im  
s te row an iem , a  w p u b l i k a c j i  [1 ] ze s te ro w an iem  c a łk o w ito -lic z b o w y a i,

W p rzy p ad k u  gdy u k ład  d y s k re tn y  o trz y m u je  s i ę  b e z p o ś re d n io  na d rodze- 
d y s k r e ty z a c j i  u k ład u  c ią g łe g o ,  wówczas s te ro w a ln o ść  u k ład u  c ią g łe g o  n ie  
zaw sze g w a ra n tu je  s te ro w a ln o ść  u k ład u  d y s k r e tn e g o .  Dla układów  s t a c jo n a r - .  
nych  z a le ż n e  j e s t  to  w sposób  i s t o t n y  od w a r to ś c i  w łasn y ch  u k ła d u  c i ą g ł e ­

go [2]» 0 1 *  '
S te ro w a ln o ść  układów  d y sk re tn y c h  z  o p ó ź n ie n ia m i zarówno we w sp ó łrzęd n y ch  

s ta n u  ja k  i  w s te ro w a n iu  rozp a try w an a  b y ła  w p ra c a c h  [ 3 J , [21] , [2 9 ] , [31] , 
[3 8 ] , [ 4 2 ] ,  N a to m ias t s te ro w a ln o ść  z ło żo n y c h  układów  d y s k re tn y c h  p r z e d s ta ­

wiona j e s t  w p u b l ik a c ja c h  . [4 6 ]  o ra z  [47] ,
Z a leżn o ść  w ła sn o śc i s te ro w a ln o ś c l  od zm ian param etró w  u k ła d u  an a lizo w an a  
b y ła  szczegó łow o  w p ra c y  [54] .

P odobn ie  ja k  d la  c ią g ły c h  układów  dynam icznych  ta k ż e  w p rzy p ad k u  u k ła ­
dów d y s k re tn y c h  można p rz y  z a ło ż e n iu  s te ro w a ln o ś c l  w p r z e d z i a le  [k ^ rk ^ ]

e fe k ty w n ie  ro zw iązać  p ro b lem  s te ro w a n ia  z m in im alną  e n e r g i ą ,  p o le g a ją c y  
na w y zn aczen iu  sek w en c ji s te ro w a ć  u (k0 ) , u (k 0t l )  > • • •  » 0 ( ^ - 2 ) ,  u (k ^ -2 )

p rz e p ro w a d z a ją c e j u k ład  ze  s ta n u  początkow ego x (k 0 ) d0 żądanego s ta n u  
końcowego x (k 1)  o ra z  m in im a liz u ją c e g o  e n e rg ią  s t e r o v a n ia .  A n a lity c z n a  
p o s ta ć  s te ro w a n ia  m ln im a ln o -e n e rg e ty c z n e g o  o ra z  o d p o w iad a ją ca  J e j  m in i­
malna w a r to ś ć  e n e r g i i  s te ro w a n ia  s ą  podane w p ra c a c h  [30] o r a z  [50 ] ,

R o z sz e rz e n ie  r e z u l ta tó w  d o ty c z ą c y c h  s te ro w a ln o ś ć !  lin io w y c h  układów  
d y s k re tn y c h  na p rzy p ad ek  układów  z d e fin io w a n y c h  w n iesk o ń czen ie -w y m iaro w y ch  
p r z e s t r z e n i a c h  H i lb e r ta  i  B anacha o ra z  a n a l i z ą  w y n ik a ją c y c h  s tą d  p r o b le ­
mów z a w ie r a ją  n a s tę p u ją c e  p o z y c je  l i t e r a tu r o w e  [16 ] , [1 7 ], [1 8 ] ,  [22] , [31] , 
[3 8 ] , [4 9 ] « Stosunkow o dużo uwagi pośw ięcono  w n ic h  dy sk re tn y m  układom  dy­

namicznym z o p e ra to re m  p r z e s u n ię c i a ,  a ta k ż e  p ro b le m a ty c e  i c h  r e a l i z a c j i  
z w yk o rzy stan iem  p o d p r z e s t r z e n i  n ie z m ie n n ic z y c h  o p e r a to r a  p r z e s u n ię c ia  
o r a z  w ektorow ych o p e ra to ró w  H ankela [1 6 ] ,  [1 7 ], [18] .

S zereg  d a ls z y c h  r e z u l ta tó w  d o ty c z ą c y c h  w zajem nych zw iązków pom iędzy 
s t e r o w a ln o ś c ią ,  o b se rw o w a ln o śc ią  i  s t a b i l l z o w a ln o ś c i  ą uk ładów  d y s k re tn y c h  
p rz e d s ta w io n y c h  j e s t  w p ra c a c h  [24] , [25] [ 4 0 ] ,  [4 3 ] , [44] , [ 4 5 ] ,  [49] ,  [50] ,

[55] .

3 .  S te ro w a ln o ść  n ie l in io w y c h  układów  d y s k re tn y c h

T eo ria  s te ro w a ln o ś c l  d la  n ie l in io w y c h  d y s k re tn y c h  układów  dynam icznych 
n i c  J e s t  ta k  sp ó jn a  i  j e d n o l i t a  j a k  w p rz y p a d k u  układów  lin io w y c h  .  
W iększość uzyskanych  k r y te r ió w  s te ro w a ln o ś c l  ma c ł e r a k t e r  lo k a ln y ,  lu b  
o d n o s i s i ę  J e d y n ie  do pew nej w ą sk ie j k la s y  uk ładów . Z a sa d n ic z ą  p rzy czy n ą  
t r u d n o ś c i  w y s tę p u ją c y c h  p r z y  b a d a n iu  s te r o w a ln o ś c l  n ie l in io w y c h  d y s k re tn y c h
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układów  dynam icznych , J e s t  b ra k  og ó ln y ch  metod rozw iązyw ania n ie l in io w y c h  
równań ró żn icow ych  i  w y zn a c z a n ia  a n a l i ty c z n y c h  p o s t a c i  i c h  ro zw iązań . 
W yklucza to  m ożliw ość z a s to so w a n ia  do b a d a n ia  s te ro w a ln o ś c i  metod o p a r ty c h  
na a n a liz o w a n iu  jaw nych  p o s t a c i  ro z w ią z a n ia ,  ja k  to  m iało  m ie js c e  w p rz y ­
padku  układów  lin io w y c h  .

N a jc z ę ś c ie j  s to so w an ą  1 d a ją c ą  n a j l e p s z e  w yn ik i j e s t  metoda b ad an ia  s te — 
ro w a ln o ś c i n ie l in io w y c h  d y s k re tn y c h  układów  dynam icznych w o p a rc iu  o ic h  
p r z y b l i ż e n i e  lin io w e  w danym p u n k c ie  p ra c y  u k ła d u . P o n iż e j p rzedstaw im y 
p o k ró tc e  z a s a d n ic z e  r e z u l t a t y  w y n ik a ją c e  z z a s to so w an ia  t e j  metody w od­
n i e s i e n i u  do o g ó ln e j k la s y  n ie l in io w y c h ,  n ie s ta c jo n a r n y c h ,  d y sk re tn y c h  
układów  dynam icznych  o p is a n y c h  równaniem różnicowym p o s t a c i  :

x (k + l)  «■ f  (k , x (k )  , u[k)) } k »  kQ / 3 . 1 /

gdzie«  x (k )  £  Rn j e s t  w ektorem  s ta n u  u k ła d u } 
u(k) 6 Rro j e s t  w ektorem  s te row ań

f  s . R x  Rn x Rm  ► rP,

D la n ie l in io w e g o  u k ła d u  d y sk re tn e g o  /3 * 1 /  można sform ułow ać k i l k a  różnych 
■ d e f in ic j i  s te ro w a ln o ś c i  . .

D e f in i c ja  5 .1 . [39] , [5 3 ]  U kład / 3 . 1 /  nazywa s i ę  sterow alnym  ze z b io ru

D^ C Rn do z b io r u  D̂  C Rn w p r z e d z i a le  [ k Q,k ^ j  , j e ż e l i  d la  każdego 

s ta n u  p b c tą tk o w ag o  x (k Q) £ Dq i  każdego  w ek to ra  x^ € D̂  i s t n i e j e  sek ­

w encja  s te ro w ań  u (k Q) , u (k Q+ l) , , u (k ^ -2 )  , u (k ^ - l )  ta k a ,  że odpo­

w ia d a ją c a  t e j  se k w e n c ji t r a j e k t o r i a  u k ład u  . /3 » 1 / s p e łn ia  w arunek : 
x (k 1 ) -  x n .

D e f in i c ja  3 -2 . [39] , [53] U cłed  / 3 . 1 /  nazywa s i ę  sterow alnym  z o

z b io ru  D C Rn do z b io r u  D. C Rn w ch w ali k  , j e ż e l i  I s t n i e j eO. 1 o
k .  > k , t a k i e  ż e  u k ła d  / 3 .1  /  j e s t  s te ro w a ln y  z D do D w p rz e -  1 0  ° l
d z i a l e  [k Q. k . ]  •

D e f in i c ja  3 .3 . [ 3 9 ] ,  C55] U kład / 3 . 1 /  nazywa s ię  sterow alnym  ze

z b io r u  Dq C Rn  do z b io r u  D1 C Rn f j e ż e l i  d la  każdego  s ta n u  p o c z ą tk o ­

wego x (k Q) € Dq i  każdego  w ek to ra  x 1 ó D  ̂ i s t n i e j e  >  k^ o ra z

sekw encja  s te ro w ań  u (k Q) » u 0 co'4' 1) • **• » u (k 1" 2j>  u( k 1“ '*} ta k a » że 

o d p o w iad a ją ca  t e j  s e k w e n c ji t r a j e k t o r i a  u k ła d u  / 3 . 1 /  s p e łn ia  warunek 
x (k i ) = x 1 . ■ .

j e ż e l i  D «■ D̂ - D , to  z a m ia s t  " s te ro w a ln o ś c i  z Dq do D  ̂ " mówimy

w s k r ó c ie  o " s te ro w a ln o ś c i  w D J e ż e l i  n a to m ia s t  Dq = r"  o ra z  D^ -  0  ,
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to  nówimy-o " s te ro w a ln o ś c i  do z e ra  " ,  W p rz y p a d k u  gdy [ o  j j e s t  punktem  
wewnętrznym z b io r u  D = E>o *, używamy te rm in u  " lo k a ln a  s te ro w a ln o ść "  .

Zauważmy, ż e  " s te ro w a ln o ś ć  z Dq do w p r z e d z i a l e  [k 0 »k 1 ] " im p lik u je  

" s te ro w a ln o ś ć  z Dq do w c h w i l i  k^" f k tó r a  z k o l e i  im p lik u je  " s te ro w a l­

ność z I>o do " ,  W ynikanie w s t r o n ę  p rz e c iw n ą  n ie  zaw sze zac h o d z i .

T w ie rd zen ie  3 .1 .  [5 3 ] J e ż e l i  fu n k c ja  f  j e s t  różn iczkow ana  w o to c z e n iu
z e ra  w zględem d ru g ie g o  i  t r z e c ie g o  a rg u m en tu  o ra z

f ( k ,  0 ,  0 )  .  0 d la  k  >  k o /.3 .2 /

A ( k ) -  ~ - (k  , 0 , 0;  B ( k ) .  - 2 £ - ( | C |0 , .O )  ,  d l a . k > k 0
a  x  o u

/ 3 . 3 /

to  w arunkiem  w y s ta rc z a ją c y m  lo k a ln e j  s te r o w a ln o ś c i  w p r z e d z i a l e  [k Q,k ^ ]

n ie l in io w e g o  u k ła d u  / 3 . 1 /  j e s t  s t e r o v a ln o ś ć  w p r z e d z i a le  u k ła d u

lin io w e g o  / 2 . 1 /  o m a c ie rz a c h  A (k )  i  B (k ) dan y ch  w2 orera / 3 - 3 /  .
W p ra c y  [51 ] p rz e d s ta w io n o  m etodę o k r e ś la n ia  zb io ró w  o s ią g a ln y c h  d la  

ck ła d u  / 3 . 1 /  o p a r t ą  na tw ie r d z e n ia c h  o p u n k ta c h  s t a ły c h  odw zorow ań. 
O s ta tn io  do b a d a n ia  s t e r o w a ln o ś c i  pew nych k l a s  n ie l in io w y c h  układów  

d y s k re tn y c h  w y k o rz y s tu je  s i ę  m etody a lg e b r y  d e c y z y jn e j p o z w a la ją c e  w skoń­
c z o n e j i l o ś c i  o p e r a c j i  s tw ie r d z ić  czy  dany  u k ła d  j e s t  s te ro w a ln y  [39] . 
D o tyczy  to  g łó w n ie  stosunkow o s z e r o k ie j  i  w ażnej z p u n k tu  w id zen ia  z a s t o ­
sowań k la s y  d y s k r e tn y c h  układów  w ielom ianow ych

x (k + l)  » A ( u (k ) ) x (k )  + b (u ( k ) )  y 0  /3 * V

gdzie .- A (u) i  b ( u )  s ą  o d pow iedn io  n x n -  wymiarową n a c io r z ą  i  n-w ym ia- 
rowym w ektorem , k tó r y c h  w s p ó łc z y n n ik i s ą  w ie lom ianam i w zględem sk a la rn e g o  
s te ro w a n ia  u .

T w ie rd z e n ie  3*2 . .[39] J e ż e l i  w ielom ianow y u k ła d  je d n o ro d n y  

x(k-M ) <= A (u(k>) x (k ) j  k ^  0 / 3 . 5 /

j e s t  sterow a ln y  w Rn ^ j o }  ,  to  i

h /  d la  każdego x €  Ra ' ' j 0 }  i s t n i e j e  k ^  d la  k tó reg o  suma a lg e b r a ic z n a  

p o d p r z e s tr z e n i
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l i n  i T T  A ( u ( k ) ) x [  
l k = O J

po w s z y s tk ic h  u ( 0 ) ,  u (1), . . .  , u (k 1“ 1) j e s t  równa Rn . / 2 / i s t n i e j ą  k 2 

o ra z  sekw encja  s te ro w ań  u ( 0 ) ,  u ( l ) ,  . . .  , u (k 2“ l )  t a k i e ,  że  m ac ie rz

A (u (k ))

nią r z e c z y w is tą  w a rto ść  w ła sn ą  o module m niejszym  od j e d n o ś c i ,  ró żn ą  od 
z e r a .

S zereg  d a ls z y c h  r e z u l ta tó w  i  a lgory tm ów  d o ty czą cy ch  z a s to so w an ia  metod 
a lg e b r y  d e c y z y jn e j do b a d a n ia  s te ro w a ln o ź c l układów  w ielom ianow ych podanych 
j e s t  w p ra c y  [39] .

4 .  S te ro w a ln o ść  b i l ln io w y c h  układów  d y s k re tn y c h

. S z c z e g ó ln ie  i s t o t n ą  z p u n k tu  w id zen ia  zasto sow ań  k l a s ą  n ie l in io w y c h  
układów  d y s k re tn y c h  s ą  b i l in i o w e ,  s ta c jo n a r n e  uk łady  d y s k r e tn e ,
-  je d n o ro d n e

x (k + l)= (A  + Bu(k)) x (k ]  , k  > 0  A . 1 /

-  o ra z  n ie je d n o ro d n e

x(k+1) = (A + Bu(k)) x (k ) + b u (k ) , k  »  0 /A . 2 /

g d z ie :  x (k )  £ R11 j e s t  w ektorem  s ta n u  ,

u (k ) € R j e s t  sk a la rn y m  s te ro w a n ie m ,

A j e s t  n  x n -  wymiarową m a c ie r z ą )

B j e s t  n  x  n  -  wymiarowymi m a c ie rz a m i, 

b e Rn .

D e f in i c j e  ró żn y ch  ro d za jó w  s te ro w a ln o ź c l  sform ułow ane w tr z e c im  jo z  -  
d z i a l e  o d n o szą  s i ę  rów nież  do układów  b i l ln io w y c h .  Z ag ad n ien ia  s te ro w a l-  
n o ś c i  do z e ra  o ra z  s te ro w a ln o ś c i  w Rn d y s k re tn y c h  układów  b il ln io w y c h  
rozw ażane b y ły  w l i c z n y c h  p u b l ik a c ja c h  [7] , [S]> [10] , 019] > [20] , [2 3 ] , [32] , 
[523. W p ra c y  [20] p rz y  z a ło ż e n iu ,  że  rząd  B °  1 , sform ułow ano p r o s t e  . 

w arunk i k o n ie c z n e  a l e  n i e  w y s ta r c z a ją c e  o ra z  w aru n k i w y s ta r c z a ją c e

k- £tr„
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a l e  n ie  k o n ie c z n e  s te ro w a ln o ś c i  do z e ra  u k ła d u  jed n o ro d n eg o  / 4 . 1 / .
T T

T v le rd z e n le  4 . 1 .  [20] Załóżm y, że p a ry  m a c ie rz y  (A ,B ) i  (A ,B  )  są
s te ro w a ln e  o ra z  d e t  A /, o i  rz ą d  B « 1 .  Wtedy 
/ i /  J e ś l i  u k ła d  / 4 . 1 /  J e s t  s te ro w a ln y  do z e r a ,  to

BA~1B i  0  / 4 . 3 /

J e ś l i  BA jf à  i  tfc ład  / 4 . 1 /  J e s t  s te ro w a ln y  w Rn  b |o }  to  J e s t
'" '- s te ro w a ln y  do z o ra j  

/ 3 /  u k ła d  / 4 . 1 /  J e s t  s te ro w a ln y  do z e ra  w p r z e d z i a le  [ 0 , n ]  w tedy i  ty lk o  
-wtedy, gdy . .

BA_1B -  O d la  i  = 2 ,3 ,  . . .  ,  n  / 4 . 4 /

S te ro w a ln o ść  u k ładu ' / 4 . 1 /  w Rn ^  j o [  rozw ażana b y ła  w p ra c a c h  [ 8 ] ,  
[10] o ra z  [19] .  W p ra c y  [19] po k azan o , że  można o g ra n ic z y ć  3 ię  do p rz y ­

padku  d e t  A /i 0 .  Wówczas u k ła d  / 4 . 1 /  można p r z e k s z t a ł c i ć  do p o s t a c i

x (k + l)  *» A [ i  + u ( k ) c  hT)x  ( k )  ,  U  0 / 4 , 5 /

gdzie ,- c e R1* o ra z  h  e  Rn .

T w ie rd z e n ie  4 .2 «  [ 8 ]  N iech , r  b ę d z ie  na jw iększym  wspólnym p o d z ie l n i ­

k iem  z b io r u  l i c z b  n a tu r a ln y c h  j j ć N  : hTA ^c i- 0 , 0 < J ë n 2 } .  U kład

Jed n o ro d n y  / 4 . 5 /  J e s t  s te ro w a ln y  w ^ ' " ‘ [o }  w tedy 1 ty lk o  w ted y , gdy 
J e d n o c z e ś n ie  zaohodzą  p o n iż s z e  w arunk i :

rz ą d  [ c ,  A c, A2c , . . .  ,  An“ 1c ]  « n  . / 4 , 6 /  .

rz ą d  [h , A h , (A ) h ,  . . .  ,(A  ) n_1h ] »  n / 4 . 7 /

r  °  1 / 4 . 8 /

W y k o rzy s tu ją c  w yn ik i u zy sk an e  d la  u k ła d u  Jed n o ro d n eg o  / 4 . 5 /  w p ra c y
[10] sform ułow ano w arunk i k o n ie c z n e  i  w y s ta r c z a ją c e  s t e r o w a ln o ś c i  w Rn 

u k ła d u  n ie je d n o ro d n e g o  p o s t a c i

x (k - n )  ■ A ( i  + u (k ) c  hT )  x (k )  + c u (k )  ,  k  >  0 / 4 . 9 /

T w ie rd z e n ie  4 . 3 .  [10] U kład n ie je d n o ro d n y  / 4 . 9 /  J e s t  s te ro w a ln y  w Rn
w tedy i  ty lk o  w ted y , gdy zach o d zą  J e d n o c z e ś n ie  p o n iż s z e  w aru n k i
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i • • • » / 4 . 1 0 /

T rrz ą d  1 h  A » q + 1 / 4 . 1 1 /

1 hTA^r  _

g d z ie ;  q -  1  * rz ą d  [  h , ATh , (aT) 2 h , . . .  ,  ( a1 ) 11- 1 h ]

W p ra c y  [39 ] p rz e d s ta w io n o  a lg o ry tm y  b a d a n ia  s te ro w a ln o ś c i  b ll in io w y c h  
układów  d y s k re tn y c h  o p a r te  o metody a lg e b r y  d e c y z y jn e j .  N a to m ia s t p u b l i ­
k a c je  ¡14] i  [15] p o r u s z a ją  p ro b le m a ty k ą  s te ro w a ln o ś c i  układów; b ll in io w y c h  
z d e fin io w a n y c h  w n ie s k o ń c z e n ie  -w ym iarow ych p r z e s t r z e n i a c h  H i lb e r ta  .

5» S te ro w a ln o śó  układów  ty p u  2-D

W o s t a t n i c h  l a t a c h  w l i t e r a t u r z e  t e o r i i  s te ro w a n ia  u k aza ło  s i ę  w ie le  
p ra c  d o ty c z ą c y c h  s te ro w a ln o ś c i  tz w . układów  ty p u  2-D , t z n .  lin io w y c h  u k ła ­
dów d y s k re tn y c h  o dwóA zm iennych n ie z a le ż n y c h  [ 6 ] ,  [11] , [12 ], [13 ], [27] , [33] , 
[35 ], [3.6]j  [4 1 ] , [4 8 ] , o ra z  układów  ty p u  3-D [26 ] ,  [27] a  ta k ż e  układów  ty p u  

K-D [2 7 ] , [3 4 ] ,  [37] .  Z w iązane to  J e s t  b e z p o ś re d n io  z sze ro k im  za s to so w a­
niem  układów  ty p u  2-D 1 o g ó ln ie  ty p u  M-D w a n a l i z i e  obrazów  i  te c h n ic e  
w ojskow ej .

V n in ie js z y m  p o d r o z d z ia le  z o s ta n ą  podane w arunk i k o n ie c z n e  i  w y s ta r ­
c z a ją c e  lo k a ln e j  s te ro w a ln o ś c i  l in io w e g o , s ta c jo n a rn e g o  u k ład u  ty p u  2-D 
o p is a n e g o  tz w . modelem R O essera  p o s t a c i  [ 6 ] ,  [27] » [33] , [48] :

y ( i* 3  + 1 ) «■ A3* ( i . ; j )  + A4y ( i , j )  + b2 u ( i , j )

z  w arunkam i brzegow ym i x ( 0 , j ')  »  x c[ j ) ,  o ra z  y ( i , 0 )  ■ y ° (t) , 
g d z ie ;  i  £ Z+ ,■ J £ '  Z* , Z*  -  z b ió r  n ieu jem n y ch  l i c z b  c a łk o w ity c h ,

x ( i+ 1 , j )  = AlX ( i , j )  + A2y [ i , j )  + B1u ( l , j )

/  5 .1 /

ę» 2 '  3 » ą* 1 » 2
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N iech  sym bole (h ,k )  o ra z  ( r ,  s )  o z n a c z a ją  p a ry  l i c z b  c a łk o w ity c h ,d la  k tó ­
ry c h  h < r f k < s , a symbol [ ( h , k )  , ( r ,  s)J  p r o s to k ą t  o w ie rz c h o łk a c h : 
(h ,k )  , ( r , k ) ,  ( h , s ) ,  ( r , s )  .

D e f in i c ja  5*1.  [ 6 ] ,  [2 7 ] , [37] , [A S], U kład / 5 .1  /  nazywa s i ę  s terow alnym  
w p r o s to k ą c ie  [ ( 0 , 0 ) ,  ( r , s ) ]  J e ż e l i  d la  k a ż d y c h  warunków brzegow ych x ( i , 0 ) ,

0 < l ś r  ,  y ( 0 , j ) ,  O i j s s  o ro z  każdego  w ek to ra  1 ć  Rn+P i s t n i e j e

s
sekw encja  sterow ari u ( i , j )  ,  ( i , j )  ć  [(0 ,0 )  , ( r , s )) t a k a ,  że od p o w iad a jąca

r w _ _ M r _ i
j e j  t r a j e k t o r i a  u k ła d u  /5 » 1  /  s p e łn ia  w arunek  : x  ( r ,  s )

1
X

. y ( r , s ) _
•y 1J

W prow adzając m a c ie rz  b lokow ą A = -  -  i  -  —  o ra z  d e f i n i u j ą c  odpo-
Aj  1 Aą  -

w ied n lo  m a c ie rz  t r a n z y c j i  A *’ *̂ [ 6 j ,  [2 7 ] ,  [ 3 7 ] ,  [A 8] , Jak o  :

Ai ’ J -  A1»0 A1" 1 '«5 * A0 ' 1 A1^ -1  / 5 . 2 /

g d z i e : A1,0 A A
Ar  2

r  A/. 3 i 4

można sform ułow ać w aru n k i k o n ie c z n e  1 w y s ta r c z a ją c e  s te ro w a ln o ś c i  u k ła d u  
/ 5 , 1 /  w p r o s to k ą c ie  [ ( 0 ,0 ) ,  ( r , s ) ] .

T w ie rd z e n ie  5 .1 .  [2 7 ] , [A8j U kład / 5 . 1 /  J e s t  s te ro w a ln y  w p r o s to k ą c ie  
[(0 ,0 ) , ( r ,  a")] w tedy  i  ty lk o  w ted y , gdy

rz ą d  [H (1 ,0 )  j H ( 0 , l ) j  . . .  ! M ( i ,  J )  I . . .  ¡ M ( r , s ) ]  -  n  + p 

g d z ie  H ( i , j )  -  A1 -1 »;) B1 ' °  + A1»5- 1 B °’ 1

/ 5 . 3 /

/ 5 . V

M acierze  M ( i , j )  z d e f in io w a n e  wzorem / 5 . 4 /  są  m ac ie rzam i (n + p )x  m -  
-  wymiarowymi , a za tem  m a c ie rz  w y s tę p u ją c a  po lew e j s t r o n i e  rów nośc i /5 » 3 /  
J e s t  m a c ie rz ą  (n + p ) x  m ( ( r+ 1 ) ( s + 1 )-  1) -  w ym iarow ą. N osi ona nazwę ma­
c i e r z y  s t e r o w a ln o ś c i  u k ła d u  ty p u  2-D .  '

W niosek 5 .1 .  [2 7 j ,  [łłS ] J e ż e l i  u k ła d  / 5 . 1 /  J e s t  s te ro w a ln y  w p r o s to ­
k ą c ie  [ ( 0 ,0 )  , ( r , s ) ]  ,  t o  J e s t  on ró w n ież  s te ro w a ln y  w każdym p r o s to k ą c ie  
[ ( 0 ,0 )  ,  ( v , v ) ] ,  g d z ie  ( v , w ) > ( r , s )  .

W ynikanie  odw ro tne  do p rz e d s ta w io n e g o  we w niosku  5 .1*  J e s t  na  o g ó ł 
n iep raw d z iw e  .

O prócz s te r o w a ln o ś c i  p r o s to k ą c ie  o k r e ś lo n e j  d e f i n i c j ą  5 . 1 .  * óle-
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układów  ty p u  2-D d e f i n i u j e  s i ę  rów nież in n e  ro d z a je  s te ro w a ln o ś c i ,  t a k i e  
ja k  : s te ro w a ln o ść  h o ry z o n ta ln ą  i  w e r ty k a ln ą  [ 6 ] ,  [27] , [3 3 ] , [41] , g lo b a ln ą  
[27 ], [4 l] o ra z  m odalną [5 ] .  [6 ] 1 [27] , [ 4 l ]  . R o z sze rzen ia  ty c h  d e f i n i c j i  

na p rzy p ad ek  układów  ty p u  3-D i  o g ó ln ie  układów  ty p u  K-D o ra z  odpow iednie 
k r y t e r i a  b a d a n ia  s te ro w a ln o ś c i  z n a jd u ją  s i ę  m iędzy innym i w p ra c a c h  [ 26J ,
[27] , [34] o ra z  [37]« S te ro w a ln o ść  u k ład u  ty p u  2-D o k re ś lo n e g o  w n ie s k e ń -  

czen ie-w ym iarow ych  p r z e s t r z e n i a c h  H i lb e r ta  an a lizo w an a  j e s t  w p ra c y  [3 5 ] .
Podobn ie  j a k  d la  układów  d y n a c ic z n y c h  ty p u  1-D a n a lizo w an y ch  w drugim  

p o d ro z d z ia le  n i n i e j s z e j  p r a c y ,  ta k ż e  w p rzy p ad k u  układów  typu  2-D i  o g ó l­
n ie  ty p u  K-D, można p rz y  z a ło ż e n iu  s te ro w a ln o ś c i  w o d p ow iedn ia  p ro s to k ą c ie  
ro zw iązać  e fe k ty w n ie  z a g a d n ie n ie  s te ro w a n ia  z m inim alną e n e rg ią  [26] , [27] , 
[35] , [36] , [37] .  W ro z w ią z a n iu  p o d a je  s i ę  zarówno a n a l i ty c z n ą  p o s ta ć  sek ­

w e n c ji s te ro w ań  z m in im alną  e n e r g ią ,  ja k  i  o d p o w iad a jącą  t e j  sek w en c ji mi­
n im a ln ą  w a rto ść  e n e r g i i .  N a leży  p o d k r e ś l i ć ,  że r e z u l t a t y  d o ty c z ą c e  s t e r o ­
w ania z m in im alną  e n e r g ią  u k ła d a n i  ty p u  2-D i  o g ó ln ie  ty p u  K-D z o s ta ły  
uzyskane  w o p a rc iu  je d y n ie  o podstawow e w ła sn o ś c i normy i  i lo c z y n u  s k a l a r ­
nego w p r z e s t r z e n i  e u k lid e s o w e j,  bez s to so w a n ia  zaawan.w-wanego a p a r a tu  t e ­
o r i i  s te ro w a n ia .  U z a sa d n ie n ie  teg o  ih k tu  j e s t  id e n ty c z n e  ja k  v/ p rzypadku  
układów  ty p u  1-D a n a liz o w a n y c h  w drug im  p o d ro z d z ia le  .

V l i t e r a t u r z e  p o św ię c o n e j układom ty p u  2-D o p ró cz  m odelu R oessera  danego 
rów naniam i / 5 .1 /  sp o ty k a  s[f rów nież in n e  m odele układów  2-D , w s z c z e g ó l­
n o ś c i  m odele A t ta s ie g o  [27] o ra z  k i l k a  m odeli F o rn a s in ie g o  K a rc h e s in ie g o
[1 1 ], [1 2 ] , [1 3 ] . Wzajemne z w ią z k i pom iędzy poszczeg ó ln y m i node lam l a n a l i ­

zo w an e-są  szczegółow o w o b s z e rn e j  m o n o g ra f ii  [2 7 ] .
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yUPABIimîOCTL JMCKPETHHX JWHAimECKHX CHCTEi 

P e 8 d  u e
C t s t l h  HBJweTCH o ó 3 o p o u  n p o ó jte u  ynpaBüHeMocTH joicKpeTHHX x m a fc o n e c -  

m  CECTSU, pa3pa<3oTaHHiffl! Ha ocH oae  onyOjmKOBaHHHX s a  nocJiejH H e ro jo a  paóO T. 
IIpeflCTaEJieHH ycJiOBW  ynpaBJineMDCTE j t r a  j m H e i t a x ,  H&mBeitHHX h  i v u a m o im x  
OTCKpeTHHX H H H aim eoK H i CHCTea. UpencTflBJieBU T a ra e  c h c to m h  TKna 2 - f l .  P a c -  
CMOTpeHa CBH3L WXJSJ pa3HHJ.HI THHaMH ynpaBJSHeMOCTB C JŒHHMaJILHO—3H6prSTJTi6C— 

k h u  ynpeaneHHeM.

CONTROLLABILITY OP DISCRETE. DYNAMICAL SYSTEMS -  A SURVEY 

S u m m a r y

The paper p r e s e n t s  a su rvey  o f  problem s a s s o c ia t e d  w ith  th e  c o n t r o l la ­
b i l i t y  o f  d is c r e t e - t im e  dynam ical s y s te m s . I t  has b een  p rep ared -on  th e  
b a s i s - o f  r e c e n t  p u b l i c a t io n s .  The c o n t r o l l a b i l i t y  c o n d it io n s  f o r  l i n e a r , - 
n o n lin e a r  and b i l i n e a r  d i s c r e t e  dyn am ical sy stem s are  g iv e n .  2-D system s
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a r e  a ls o 'c o n s id e r e d .  R e la t io n s h ip s  among v a r io u s  k in d s  o f  c o n t r o l la ' b i l i t j  
and m in im al-en ergy  c o n tr o l are  d is c u s s e d .


