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» STEROWALN0SC DYSKRETNYCH WKEADOW DYNAMICZNYCH - PRZEKEAD PROBLETOW3*

Streszczenie. Artykut stanowi przeglad probleméw sterowalnosci
dyskretnych uktadéw dynamicznych opracowany na podstawie publikacji
z ostatnich lat. Przedstawiono warunki sterowalno$ci dla liniowych ,
nieliniowych oraz biliniowych uktadéw dyskretnych. Uktady typu 2-D
sg rowniez rozpatrywane. Omoéwiono zalezno$ci pomiedzy réznymi rodzaw
jami sterowalno$ci oraz sterowaniem minlroalno-energetycznya.

1. Wstep

Sterowalno$é uktadéw dynamicznych jest jednym z podstawowych pojec¢ te-
orii sterowania . Zagadnienie sterowalno$ci zostato po .oz pierwszy sfor-
mutowane.przez R.E. Kalmana na Kongresie IFAC w Moskwie w 1960 r. [28]
Wciggu ¢wieréwiecza jakie uptyneto od tego czasu nastapit burzliwy rozwéj
teorii sterowalnos$ci, o czym najlepiej Swiadczy ilo$¢ prac naukowych na
ten temat, opublikowanych w literaturze Swiatowej

Roéwnolegle z rozwojem teorii sterowalnos$ci ciggtych uktadéw dynamicz-
nych powstawaly prace dotyczgce zagadnien sterowalno$ci dyskretnych ukta-
déow dynamicznych zaréwno nieliniowych jak i liniowych

Niniejszy artykut stanowi przeglad probleméw sterowalnos$ci wodniesie-
niu do réznych typéw dyskretnych ukltadéw dynamicznych. Rozpatruje sie uk-
tady liniowe stacjonarne i niestacjonarne, uktady nieliniowe, billniowe
oraz uktady typu 2-D. Podane zostang podstawowe definicje sterowalnosci
oraz sformutowane zasadnicze kryteria jej badania. Wszystkie twrierdzenia
i wnioski sg przytoczone bez dowradéw, jedynie z odno$nikami do tych pozycji
literaturowych, wktérych zamieszczone sa petne dowody. Artykul zawiera
rbwmiez szereg komentarzy 1 uwag dotyczacych zagadnien bezpoS$rednio zwia-
zanych ze sterowalnos$cig oraz mozliwosci pewnych uogélnien

2. Sterowalnos$¢ liniowych uktadéw dyskretnych

Wniniejszym podrozdziale zostanag podane podstawowe definicje stero-
walnoéci oraz kryteria ich badania w odniesieniu do liniowych, dyskretnych
uktadéw dynamicznych opisanych réznicowymi réwnaniami stanu postaci nas-

tepujacej [55] s
x(k+1) » A(K) x (k) + B(k),,u (k) ;k*koO /2*1/

i$ praca byta czeSciowo finansowano przez RP*I»02 “Teoria sterowania i opty-
malizacja ciggtych uktadéw dynamicznych i proceséw dyskretnych®
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gdzie; k £ Z - zbioér liczb catkowitych,

x(k)E Rn je3t wektorem stanu uktfadu,

u(k)ERm Jest wektorem sterowan,
A(k) Jest n x n - wymiarowg macierza,
B(k) Jest n x m- wymiarowg macierzg.

Podobnie Jak w przypadku ciggtych uktadéw dynamicznych, dla uktadu dys-
kretnego postaci /2.1/ mozna sformutowaé definicje réznych rodzajéw ste-
rowalno$ci  [25], [55] -

Definicja 2.1. Uctad /2,1/ nazywa sie sterowalnym wprzedziale
[ko. k~] , Jezeli dla kazdego stanu poczatkowego Xx[ko”£Rn omz kazde;p

wektora xN e istnieje sekwencja sterowan u(ko], u(kQ@+l), .. u(k--2%,

urk”-1) taka, ze odpowiadajgca tej sekwencji trajektoria uktadu /g.l/

spetnia warunek : x(k™) ° xj

Definicja 2.2. Ukfad /2.1/ nazywa si¢ sterowalnym w chwili kQ, Jezeli
istnieje > k™ takie, ze uktad /2.1/ Jest sterowalny wprzedziale
IV kin e

Definicjg 2,5. Ukiad /2.1/ nazywa sie sterowalnymi Jezeli Jest on
sterowalny w dowolnej.chwili kQ6 Z .

Szczegblnym przypadkiem uktadu /2.1/ Jest stacjonarny, liniowy, dys-
kretny uktad dynamiczny postaci

x(k+1) o Ax(k) +Bu(k) f k>0 12.21

dla ktérego bez utraty ogélnosci mozna przyjaé¢ chwile poczatkowg ko = 0 .
Wprzypadku stacjonarnego uktadu dyskretnego j1.21 pojecia stcrowal-
nosci w chwili ko oraz sterowalnos$cl pokrywajg sie ze sobg.
Ponizej zostang sformutowane warunki konieczne 1 wystarczajgce stero-
walrsoséci dla uktadéw /2.1/ 1 j2.2/.

Twierdzenie 2.1 [55] Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym sterowal-
nosci wprzedziale [kpfk”?] i&tadu dynamicznego /2.1/ Jest aby
rzad [B(k1-1)U (k1-1) B(kr 2)] AO™-i) A(k1l-2) 8(~-3)."

YA (i) A(kr 2) ... A(KO+2) A(kO+1) B (k)j - n 12.31

Whniosek 2.1* [29] . Jezeli B(k) a b(It)6Rn , tzn. m- 1, wdéwczas
warunkiem koniecznym i wystarczajgcym sterowalno$cl wpr2edzlale[ko»ko+n]
uktadu dynamicznego /2,1/ jest aby
det [b(ko+n~l) 'A(kO+n-1) b (ko+n-2)jA(kO+n-1) A(ka+n-2) b(k0*n-3)j ...

j A[KO*n-1) A[KO«i-2) ... A(k0+2) A(ke+1) fo 2.V
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Na podstawie twierdzenia 2.1 oraz wniosku 2.1 nozna sformutov.aé
kryteria sterowalnos$ci dla stacjonarnych uktadéw dyskretnych postaci /2.2/.
Whniosek 2.2. Marunkiem koniecznym i wystarczajgcym sterowalnosdci

wprzedziale [O.k.J ukfadu dynamicznego /2.2/ jest aby

2 k -1
rzgd [B| ABj Abij... JA™* B]l°n 12.51

Yinlosek 2.3. [55] Jezeli B wbf£Rn, tzn. m =1, woéwczas warunkiem ko-
niecznym i wystarczajgcym sterowalnos$ci w przedziale [O n] uktadu dyna-
micznego /2.2/ jest aby

det [b fAb I A2b j... A"\ ] r O 12.6/

Vinlosek 2.A. [29] Jezeli uktad dynamiczny /2.2/ jest sterowalny
wprzedziale [O jk~to jest réwniez sterowalny wprzedziale [0,k2] dla
kazdego k2> .k,

V/ynikanic odwrotne do przedstawionego we wniosku 2.4 na og6t nie jest
prawdziwe. Natomiast bezposrednig konsekwencjg twierdzenia Cayleya-
-Haniltona jest nastepujacy wniosek -

Whniosek 2.5. [4] . “eieli stacjonarny ukfad dynamiczny /2,2/ nie jest
sterowalny wprzedziale [0,n], to nie jest on sterowalny w zadnym prze-
dziale

Woparciu o wnioski 2.2 oraz 2.4." sensowne jest okres$lenie dla
stacjonarnych uktadéw dyskretnych /2.2/, najkrétszego przedziatu CO<cni_n™
w ktérym dany uktad jest sterowalny. Liczba' naturalna k™ n nosi nazwe

indeksu' sterowalnoéci. i mozna jg oszacowaé¢ w spos6b nastepujacy [4]

rain *n-r+1, @) 12.71

gdzie;
r « rzad B,
i -m stopien minimalnego wielomianu zerujacego , ,
macierzy A, (hin)

W literaturze posSwieconej sterowalnos$ci liniowych uktadéw dyskretnych
spotyka sie cz”3to.pojecie sterowalnoséci do zera [29], [59]. Jest ono row- -
niez réwnowazne' odpowiednia pojeciom sterowalno$ci sformutowanym wdefi-
nicjach 2.1, 2.2 oraz 2.3 cedynie w przypadku braku degeneracji uk-
tadu, tzn. wprzypadku, gdy macierze A(k) sag nieosobllwe dla k £ 2 -[29],

istotnym problemem jest zbadanie wplywu ograniczen natozonych na ste-
rowanie na sterowalno$é uktadu. W pracy [9] rozpatrzono to zagadnienie
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dla uktadéw stacjonarnych /2,2/ z Jednym wejsciem (m *= 1) 1 dodatnim
sterowaniem, a wpublikacji [1] ze sterowaniem catkowito-liczbowyali,

Wprzypadku gdy uktad dyskretny otrzymuje sie bezpos$rednio na drodze-
dyskretyzacji uktadu ciggtego, wodwczas sterowalno$¢ ukiadu ciggtego nie
zawsze gwarantuje sterowalno$¢ uktadu dyskretnego. Dla uktadéw stacjonar-.
nych zalezne jest to w spos6b istotny od warto$ci wtasnych uktadu ciggte-
go [2]» O01* '

Sterowalnos$é uktadéow dyskretnych z opéznieniami zaréwno we wspéirzednych
stanu jak i w sterowaniu rozpatrywana byta w pracach [3J, [21], [29], [31],
[38], [42], Natomiast sterowalno$é¢ ztozonych uktadéw dyskretnych przedsta-
wiona jest wpublikacjach .[46] oraz [47],

Zalezno$¢ wtiasnosci sterowalnos$cl od zmian parametréw uktadu analizowana
byta szczegdétowo w pracy [54]

Podobnie jak dla ciaggtych uktadéw dynamicznych takze w przypadku ukta-

déw dyskretnych mozna przy zatozeniu sterowalnos$cl wprzedziale [k~rk”]

efektywnie rozwigza¢ problem sterowania z minimalng energiag, polegajacy
na wyznaczeniu sekwencji sterowa¢ u(k0), u(kOtl) > eee » O("-2), u(k"-2)

przeprowadzajgcej uktad ze stanu poczatkowego x(k0) dO zadanego stanu
koncowego x(k1) oraz minimalizujacego energig sterovania. Analityczna
posta¢ sterowania mlnimalno-energetycznego oraz odpowiadajaca Jej mini-
malna warto$§¢ energii sterowania sga podane w pracach [30] oraz [50],

Rozszerzenie rezultatéw dotyczacych sterowalnos$é! liniowych uktadéw
dyskretnych na przypadek uktadéw zdefiniowanych w nieskonczenie-wymiarowych
przestrzeniach Hilberta i Banacha oraz analizg wynikajacych stad proble-
méw zaw ierajg nastepujgce pozycje literaturowe [16], [17], [18], [22], [31] .,
[38], [49] « Stosunkowo duzo uwagi poswiecono w nich dyskretnym uktadom dy-
namicznym z operatorem przesuniecia, a takze problematyce ich realizacji
z wykorzystaniem podprzestrzeni niezmienniczych operatora przesuniecia
oraz wektorowych operatoré6w Hankela [16], [17], [18]

Szereg dalszych rezultatéw dotyczacych wzajemnych zwigzkéw pomiedzy
sterowalnos$cia, obserwowalno$cig i stabillzowalnoscig uktadéw dyskretnych
przedstawionych jest w pracach [24], [25][4 0], [43], [44],[45], [49], [50],

[55]

3. Sterowalno$¢ nieliniowych uktadéw dyskretnych

Teoria sterowalno$cl dla nieliniowych dyskretnych uktadéw dynamicznych
nic Jest tak spéjna i jednolita jak wprzypadku uktadéw liniowych
Wiekszo$¢ uzyskanych kryteriow sterowalno$cl ma cterakter lokalny, lub
odnosi sie Jedynie do pewnej waskiej klasy uktadéw. Zasadniczag przyczyng
trudnos$ci wystepujacych przy badaniu sterowalnos$cl nieliniowych dyskretnych
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uktadéw dynamicznych, Jest brak ogélnych metod rozwigzywania nieliniowych
rbwnan réznicowych i wyznaczania analitycznych postaci ich rozwigzah.
Wyklucza to mozliwo$¢ zastosowania do badania sterowalnos$ci metod opartych
na analizowaniu jawnych postaci rozwigzania, jak to miato miejsce wprzy-
padku uktadéw liniowych

Najczesdciej stosowang 1 dajacag najlepsze wyniki jest metoda badania ste—
rowalnos$ci nieliniowych dyskretnych uktadéw dynamicznych w oparciu o ich
przyblizenie liniowe w danym punkcie pracy uktadu. Ponizej przedstawimy
pokrétce zasadnicze rezultaty wynikajagce z zastosowania tej metody w od-
niesieniu do ogdlnej klasy nieliniowych, niestacjonarnych, dyskretnych
uktadéw dynamicznych opisanych réwnaniem réznicowym postaci

x(k+1) @f(k , x(k) , u[k)) }k » kQ 3.1/

gdzie« x(k) £ Rn jest wektorem stanu uktadu}
u(k) 6 Ro jest wektorem sterowan

f s.RXx Rn x Rm »rP,
Dla nieliniowego uktadu dyskretnego /3*1/ mozna sformutowaé kilka réznych

mdefinicji sterowalnosci .
Definicja 5.1.[39] , [53] Uktad /3.1/ nazywa sie sterowalnym ze zbioru

DA C Rn do zbioru DM C Rn wprzedziale [kQk”j , jezeli dla kazdego
stanu pbctatkowago x(kQ £ Dg i kazdego wektora x* € D" istnieje sek-
wencja sterowan u(kQ) , u(kQ+l) , , u(kn™-2) o, u(kn-D) taka, ze odpo-

wiadajgca tej sekwencji trajektoria uktadu ./3»1/ speinia warunek
x(k1) - xn .
Definicja 3-2.[39] , [53]Ucted /3.1/ nazywa sie sterowalnym zo
zbioru DQ C Rn do zbioru P C Rn w chwali ko’ jezeli lIstnieje
k1 >Ok , takie ze uktad /3.1/ jest sterowalny z D, do D, wprze-

° |
dziale [kQ. k.1 -
Definicja 3.3. [39], &5] Uktad /3.1/ nazywa sie sterowalnym ze

zbioru Dg C Rn do zbioruDl C Rn f jezeli dla kazdego stanu poczatko-
wego x(kQ € Dg i kazdegowektora x1 ¢ D" istnieje > kM oraz
sekwencja sterowan u(kQ » u0co4l) ¢ **e » u(k1"2j> u(k1“"*} taka» ze
odpowiadajgca tej sekwencji trajektoria uktadu /3.1/ speinia warunek
x(ki) = x1 . ]

jezeli D @D- D, to zamiast "sterowalnoséci z Dg do D" " méwimy

w skrécie o "sterowalnos$ci wD Jezeli natomiast Dg = r" oraz D" - 0
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to néwimy-o "sterowalno$ci do zera ", Wprzypadku gdy [oj jest punktem
wewnetrznym zbioru D = Bo * uzywamy terminu "lokalna sterowalno$c¢" .

Zauwazmy, ze "sterowalno$é¢ z Dqg do wprzedziale [kO»k1l] " implikuje
"sterowalno$¢ z Dqg do w chwili k~ f ktéra z kolei implikuje "sterowal-
no$¢ z >0 do ", Wynikanie w strone przeciwng nie zawsze zachodzi

Twierdzenie 3.1. [53] Jezeli funkcja f jest rdzniczkowana w otoczeniu
zera wzgledem drugiego i trzeciego argumentu oraz

f(k, 0, 0) . 0 dla k> ko 1.3.21
A (k)- ~ - (k,0, O B(k). -2£-(|C|0,,0) , dla.k>kO
ax ou
3.3/

to warunkiem wystarczajgcym lokalnej sterowalnos$ci wprzedziale [kQk"]
nieliniowego uktadu /3.1/ jest sterovalno$¢ wprzedziale uktadu

liniowego /2.1/ o macierzach A(k) i B(k) danych w2orera /3-3/

Wpracy [51] przedstawiono metode okre$lania zbioréw osiggalnych dla
cktadu /3.1/ opartg na twierdzeniach o punktach statych odwzorowan.

Ostatnio do badania sterowalnos$ci pewnych klas nieliniowych uktadéw
dyskretnych wykorzystuje sie metody algebry decyzyjnej pozwalajgce w skon-
czonej iloSci operacji stwierdzi¢ czy dany uktad jest sterowalny [39].
Dotyczy to gtéwnie stosunkowo szerokiej i waznej z punktu widzenia zasto-
sowan klasy dyskretnych uktadéw wielomianowych

x(k+1) » A(u(k)x(k) + b(u(k)) vy 0 3%V

gdzie.- A(u) i b(u) sa odpowiednio n x n - wymiarowg naciorzag i n-wymia-
rowym wektorem, ktérych wspdtczynniki sg wielomianami wzgledem skalarnego
sterowania u

Twierdzenie 3*2. .[39] Jezeli wielomianowy uktad jednorodny

x(k-M) <A uks) x(k) j kA~ 0 3.5/

jest sterowalny w Rn ~ jo} , to i

h/ dla kazdego x€ Ra ''jO0} istnieje k~ dla ktérego suma algebraiczna

podprzestrzeni
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A(u(k))x[
J

po wszystkich u(0), u (1), ... , u(k1“1l) jest réwna Rn. /2/ istnieja k2

oraz sekwencja sterowan u(0), u(l),

“t[’ Au(k))
1

nig rzeczywistag warto$¢ wtasng o module mniejszym od jednoéci, rézng od
zera.

Szereg dalszych rezultatow i algorytméw dotyczacych zastosowania metod
algebry decyzyjnej do badania sterowalnozZzcl ukiadéw wielomianowych podanych
jest wpracy [39].

, u(k2“l) takie, ze macierz

4. Sterowalno$é¢ billniowych uktadéw dyskretnych

. Szczegblnie istotna z punktu widzenia zastosowan klasg nieliniowych
uktadéw dyskretnych sg biliniowe, stacjonarne uktady dyskretne,
- jednorodne

x(k+D)=(A + Bu(k)) x(k] , k >0 A .1/
- oraz niejednorodne

x(k+1) = (A + Bu(k)) x(k) + bu(k) , k » 0 IA.2]

gdzie: x(k) £ Rl jest wektorem stanu ,
u(k) € R jest skalarnym sterowaniem,
A jest n x n - wymiarowg macierzg)
B jest n x n - wymiarowymi macierzami,
b e Rn.

Definicje réznych rodzajéw sterowalnozcl sformutowane w trzecim joz -
dziale odnoszag sie réowniez do uktadéw billniowych. Zagadnienia sterowal-
nos$ci do zera oraz sterowalno$ci w Rn dyskretnych uktadéw billniowych
rozwazane byty w licznych publikacjach [7], [S]> [10] , 019] >[20] , [23], [32],

[523. Wpracy [20] przy zatozeniu, ze rzad B *° 1 , sformutowano proste .
warunki konieczne ale nie wystarczajgce oraz warunki wystarczajgce
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ale nie konieczne sterowalno$ci do zera uktadu jednorodnego /4.1/.

T_T
Tvlerdzenle 4.1. [20] Zat6zmy, ze pary macierzy (A,B) i (A ,B) sa
sterowalne oraz det A/, 0 i rzad B« 1 . Wtedy
/il Jes$li uktad /4.1/ Jest sterowalny do zera, to

BA~1B i 0 14 .3/

Jesli BA jf a itfctad /4.1/ Jeststerowalny wRn b |0} to Jest
"'-sterowalny do zoraj
/3/ uktad /4.1/ Jest sterowalny do zera wprzedziale [0,n] wtedy i tylko
-wtedy, gdy

BA1B - O dla i =23, ... , n 14.41

Sterowalno$¢ uktadu' /4.1/ wRn ” jo[ rozwazana byta w pracach [8],
[10] oraz [19] . Wpracy [19] pokazano, ze mozna ograniczy¢ 3ie do przy-
padku det A /i 0 . Wowczas uktad /4.1/ mozna przeksztatci¢ do postaci

x(k+1) »A[i + u(k)c hT)x (k) , U 0 /14 .5/

gdzie,- ¢ e R¥ oraz h eRn
Twierdzenie 4.2« [8] Niech, r bedzie najwiekszym  wspdlnym podzielni-
kiem zbioru liczb naturalnych jj¢éN : hTA”c i- 0 , 0<Jén2} . Ukilad

Jednorodny /4.5/ Jest sterowalny w ~'"‘[o} wtedy 1 tylko wtedy, gdy
Jednoczes$nie zaohodzg ponizsze warunki

rzad [c, Ac, A2c, ... , An"lc] « n 14,61
rzad [h, Ah,(A) h, ... (A )n_1lh]» n 14.71
r° 1 14.81

Wykorzystujac wyniki uzyskane dla uktadu Jednorodnego /4.5/ wpracy
[10] sformutowano warunki konieczne i wystarczajace sterowalno$ci w Rn
uktadu niejednorodnego postaci

x(k-n) m A (i + u(k)c hT) x(k) + c u(k) , k>0 14.9/

Twierdzenie 4.3. [10] Uktad niejednorodny/4.9/ Jest sterowalny w Rn
wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzg Jednocze$nie ponizsze warunki
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| eee » 14.10/
rzad 1 hTAr »q + 1 /14.11/
1 hTA”T
gdzie; q - 1 *rzad [ h, ATh, (aT)2 h, ... , (al)lx1 h]

Wpracy [39] przedstawiono algorytmy badania sterowalnos$ci blliniowych
uktadéw dyskretnych oparte o metody algebry decyzyjnej. Natomiast publi-
kacje j14] i [15] poruszaja problematyka sterowalno$ci ukladéw; blliniowych
zdefiniowanych w nieskonczenie -wymiarowych przestrzeniach Hilberta

5» Sterowalno$é uktadéw typu 2-D

Wostatnich latach wliteraturze teorii sterowania ukazato sie wiele
prac dotyczacych sterowalnos$ci tzw. ukladéw typu 2-D, tzn. liniowych ukta-
déw dyskretnych o dwbAzmiennych niezaleznych [6], [11], [12], [13], [27],[33],
[35], [3.6]j [41], [48], oraz ukiladéw typu 3-D [26], [27] a takze ukladoéw typu
K-D [27], [34], [37] . Zwigzane to Jest bezpos$rednio z szerokim zastosowa-
niem uktadéw typu 2-D 1 ogéblnie typu M-D w analizie obrazéw i technice
wojskowej

V niniejszym podrozdziale zostang podane warunki konieczne i wystar-
czajgce lokalnej sterowalnosci liniowego, stacjonarnego ukfadu typu 2-D
opisanego tzw. modelem ROessera postaci [6], [27] »[33], [48]

x (i+1,j) = AIX(i,j) + A2y[i,j) + Blu(l,j)

/5.1/
y(i*3 + 1) ®A3*(i.;j) + Ay (i,j) + b2u(i,j)

z warunkami brzegowymi x(0,j') » xc[j), oraz y(i,0) my°(t),
gdzie; i £ Z+ mJ)J £'Z* , Z* - zbi6r nieujemnych liczb catkowitych,

e» 2' 3» g* I» 2
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Niech symbole (h,k) oraz (r,s) oznaczajg pary liczb catkowitych,dla kto-
rych h <rf k <s , a symbol [(h,k) , (r,s)) prostokat o wierzchotkach:
(h,k) , (r,k), (h,s), (r,s)

Definicja 5*1. [6], [27], [37], [AS], Ukfad /5.1/ nazywa sie¢ sterowalnym
w prostokgcie [(0,0), (r,s)] Jezeli dla kazdych warunkéw brzegowych x (i,0),

0<I1$r , y(0,j), Oijss oroz kazdego wektora 1 ¢ Rn+P istnieje

sekwencja sterowari E(i,j) , (i,j) ¢ [(0,0), (r,s)) taka, ZeHOonwiadajaca
jej trajektoria uktadu /5»1/ spetnia warunek r)yv(r_’s_)M rx!
y(r,s)_ w1l

Wprowadzajac macierz blokowg A= - -1i - — oraz definiujgc odpo-

Aj 1 Aa -
wiednlo macierz tranzycji A*'* [6], [27], [37], [A8] , Jako

Ai’] - Al»0 A1"1'«5 * A0'1 A1™ -1 15.21

A
. 1,0 Ar 2
gdzie: A
3 M

mozna sformutowaé warunki konieczne 1 wystarczajace sterowalno$ci uktadu
/5,1/ wprostokagcie [(0,0), (r,s)].

Twierdzenie 5.1. [27], [A8] Uktad /5.1/ Jest sterowalny w prostokacie
[(0,0) , (r,a")] wtedy i tylko wtedy, gdy

rzad [H(1,0) jH@O,D)j ... I'M(i,Jd)1... iM(r,s)] - n+p 15.31/
gdzie H (i,j) - Al-1») B1'° + Al»5-1 B°’1 /15.V

Macierze M (i,j) zdefiniowane wzorem /5.4/ s3a macierzami (n+p)x m -

- wymiarowymi , a zatem macierz wystepujaca po lewej stronie réwnosci /5»3/
Jest macierzg (n+p) x m ((r+1)(s+1)- 1) - wymiarowg. Nosi ona nazwe ma-
cierzy sterowalno$ci uktadu typu 2-D '

Whniosek 5.1. [27], [HS] Jezeli uktad /5.1/ Jest sterowalny w prosto-
kacie [(0,0) , (r,s)] , to Jest on réwniez sterowalny w kazdym prostokacie
[(0,0) , (v,v)], gdzie (v,w)>(r,s)

Wynikanie odwrotne do przedstawionego we wniosku 5.1* Jest na og6t
nieprawdziwe

Oprécz sterowalnosci prostokacie okre$lonej definicjg 5.1. * ole-
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uktadow typu 2-D definiuje sie réwniez inne rodzaje sterowalnodci, takie
jak : sterowalno$¢ horyzontalng i wertykalng [6], [27], [33], [41], globalna
[27], [41] oraz modalng [5]. [6]1[27],[4]] . Rozszerzenia tych definicji
na przypadek uktadéw typu 3-D i og6lnie ukftadéw typu K-D oraz odpowiednie
kryteria badania sterowalno$ci znajduja sie miedzy innymi wpracach [26],
[27] ,[34] oraz [37]« Sterowalno$¢ uktadu typu 2-D okres$lonego w niesken-
czenie-wymiarowych przestrzeniach Hilberta analizowana jest w pracy [35].

Podobnie jak dla uktadéw dynacicznych typu 1-D analizowanych w drugim
podrozdziale niniejszej pracy, takze w przypadku uktadéw typu 2-D i og6l-
nie typu K-D, mozna przy zatozeniu sterowalnos$ci w odpowiednia prostokacie
rozwigza¢ efektywnie zagadnienie sterowania z minimalng energig [26], [27],
[35] , [36], [37] . Wrozwigzaniu podaje sie zaréwno analityczng posta¢ sek-
wencji sterowan z minimalng energia, jak i odpowiadajacg tej sekwencji mi-
nimalng warto$S¢ energii. Nalezy podkres$li¢, ze rezultaty dotyczace stero-
wania z minimalng energig uktadani typu 2-D i ogdélnie typu K-D zostaty
uzyskane w oparciu jedynie o podstawowe wtasno$ci normy i iloczynu skalar-
nego w przestrzeni euklidesowej, bez stosowania zaawan.w-wanego aparatu te-
orii sterowania. Uzasadnienie tego ihktu jest identyczne jak Vv przypadku
uktadéw typu 1-D analizowanych w drugim podrozdziale

V literaturze poswieconej uktadom typu 2-D oprécz modelu Roessera danego
rownaniami /5.1/ spotyka s[f rédwniez inne modele ukifadéw 2-D, w szczegll-
nosci modele Attasiego [27] oraz kilka modeli Fornasiniego Karchesiniego
[11], [12], [13]. Wzajemne zwiagzki pomiedzy poszczeg6lnymi nodelaml anali-
zowane-sg szczeg6towo w obszernej monografii [27].
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YUPABIIMIOCTL JMCKPETHHX JWHAIMECKHX CHCTEi

Pe8due

C tstlh HBJweTCH o063opou npoéjteu ynpaBiiHeMocTH joicKpeTHHX xmafconec-

m CECTSU, pa3pa<3oTaHHiffll! Ha ocHoae onyOjmKOBaHHHX sa nocliejHHe rojoa pa6OT.
llpeflICTaEJieHH ycJiOBW ynpaBJineMDCTE jtra jmHeitax, H&mBeitHHX h ivuamoimx
OTCKpeTHHX HHHaimeoKHi CHCTea. UpencTflBJieBU Tarae chctomh TKna 2-fl. Pac-
CMOTpeHa CBH3L WXJSJ pa3HHJ.HI THHaMH ynpaBJSHeMOCTB C JEHHMaJILHO—3H6prSTJITi6C—
khu ynpeaneHHeM.

CONTROLLABILITY OP DISCRETE. DYNAMICAL SYSTEMS - A SURVEY

Summary

The paper presents a survey of problems associated with the controlla-
bility of discrete-time dynamical systems. It has been prepared-on the
basis-of recent publications. The controllability conditions for linear,-
nonlinear and bilinear discrete dynamical systems are given. 2-D systems
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are also'considered. Relationships among various kinds of controlla'bilitj
and minimal-energy control are discussed.



