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Streszczenie. W pracy przedstawiono wykorzystanie algorytmu
subgradientowego Kiwiela (z selekcja subgradientéw) w relaksacjach
Lagrange®a zadahn optymalizacji dyskretnej. Metoda ta umozliwia Wy-
znaczenie zagregowanego rozwigzania zadania relaksacji Lagrange®a>
spedniajacego ograniczenia zrelaksowane. Rozwigzanie to ukatwia
konstrukcje przyblizonego rozwigzania dopuszczalnego zadania pier-
wotnego. Wyznaczanie .dopuszczalnego rozwigzania analizowane jest
dla dwéch przyktadowych zagadnieh hagrmonogramowania produkcji: sze-
regowania zadan niezaleznych na maszynach réwnolegtych z uwzglednie-
niem podzielnosci i niezerowych czaséw wznowienia oraz zagadnienie
harmonogramowania produkcji przerywanej z uwzglednieniem kosztéw
przerywania produkcji oraz magazynowania. W rozwazanych przyk#adach,
btad otrzymanego rozwigzania przyblizonego maleje do zera w miare
wzrostu jednego z parametrow™ okreslajacych ztozono$¢ obliczeniowa
problemu (liczby jednostek produkcyjnych, liczby produktoéw).

1. Wprowadzenie

Zagadnienia harmonogramowania produkcji oraz sterowania dyskretnymi pro-
cesami przemystowymi wymagaja dokdadnego lub przyblizonego rozwigzania za-
dan optymalizacji dyskretnej o szczeg6lnej ztozonosci. Wiele skutecznych
algorytméw optymalizacji dla trudnych probleméw dyskretnych wykorzystuje
metody relaksacji Lagrange®a, [2], [7]. [9]- Rozwigzania zadan .zrelaksowa-
nych, otrzymywane metodami subgradientowymi, wykorzystywane sg w metodach
podziatu i ograniczen oraz algorytmach przyblizonych. Czesto istotnym ogra-
niczeniem w skutecznym wykorzystywaniu relaksacji Lagrange’a jest fakt, ze
otrzymane najlepsze rozwigzanie zadania zrelaksowanego na ogét nie spednia
ograniczen zrelaksowanych. Wyznaczenie przyblizonego rozwiazania dopuszczal-
nego wymaga utworzenia a nastepnie wykorzystania odpowiedniej heurystyki
specyficznej dla danego problemu.*

W pracy przedstawiono wykorzystanie algorytmu subgradientowego Kiwiela .
[®] do rozwigzywania zadan dyskretnych. Metoda ta, w odroéznieniu od pow-
szechnie stosowanych prostych metod subgradientowych, umozliwia wyznaczenie
"zagregowanego rozwigzania zadania zrelaksowanego, spedniajgcego réwniez
ograniczenia zrelaksowane. Rozwigzanie to pozwala na tatwiejsze wyznaczenie
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rozwigzania dopuszczalnego zadania pierwotnego.

W rozdziale 2 pracy’sformutowano zadanie relaksacji Lagrangea. W roz-
dziatach 314 oméwiono algorytm z selekcjg subgradientéw do rozwiazywania
zadan dualnych w przypadku ogélnym oraz dla zadart o strukturze blokowo-
-diagonalnej. W rozdziale 5 analizowane jest zagadnienie wyznaczania roz-
wigzan dopuszczalnych dla dwéch przyktadowych probleméw harmonogramowania
produkcji. Rozwazane sa zagadnienia szeregowania zadan niezaleznych na ma-
szynach réwnolegtych z uwzglednieniem podzielnonci i niezcrowych czaséw
wznowienia oraz zagadnienie produkcjj. przerywanej z uwzglednieniom kosztoéw
przerywania produkcji oraz. magazynowania. Otrzymane, przyblizone rozwigza-
nia dopuszczalne posiadaja interesujaca whkasciwosé- teoretyczng. W miare
wzrostu wartosci jednego parametru okreslajgacych ztozonos¢ obliczeniowag
problemu optymalizacji (np- liczby jednostek produkcyjnych, liczby zadan
lub produktéw) przy ustalonych wartosciach pozostatych parametréw, doktad-
nos¢ otrzymanego rozwigzania przyblizonego rosnie i w granicy niedoktadnos¢

dazy do zera.

2. Sformutowanie zadania relaksacji

Rozwazmy nastepujaco zadanie programowania mieszanego

min ch * dTv .1a)
przy Ax ¢ Bv * b (2.1b)
Cx ¢Dv <e , x>0, (2.10)
.19

V  jest skonczonym zbiorem dyskretnym.
za$ maciorze A, B, C, D maja odpowiednie wymiary. Zakkadamy, ze zadaniu "

(20) ma rozwiagzani u.
Relaksacja Lagrange®a problemu (2.1) ze wzgledu na ograniczenie (2.1b)

wymaga wyznaczenia wartosci sunk£ii_dualnej

Ly) * inf(cTx ¢ dTv ¢ yT (AXx * Bv * b)i (v,x)e VX), .(2.2)

gdzie y c.RN jest wektorem mnoznikédw Lagrangca zas$s VX jest zbiorem par
(v,x) spetniajacych ograniczenia (2.1c,d). Dla dowolnego y, L(y) jest dol-
nym oszacowaniem wartosci optymalnej zadania (2.1). Najlepsze oszacowanie

odpowiada rozwigzaniu y* zadania,dualnego
max(L(y)! y tRNJ. 2.3

Zadanie dualne mozna rozwigza¢ minimalizujac iunkcjg_eelu
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f(y) = ~L¢) = sup{-cTx-dTv-yT (Ax+Bv-b): (v,x)eVX), .5

ktéra jest wypukta i kawatkami liniowa na RN [8]. Zakézmy, ze dla kazdego
y eRN potrafimy wyznaczy¢ pewne rozwigzanie (v(y), X)) zadania minimali-
zacji (2.2). Odpowiada to wyznaczeniu w y wartosci £ oraz jej pojedynczego
subgradientu

gEQ) = -AX(Y) - BvW(y) +b .5)

czyli elementu subrézniczki
3fF@®) = {g«RN: F(¢y) + F(Y) + <g,y-y> VytRN]|.

W tym przypadku do minimalizacji T mozna wykorzysta¢ jedna z metod optymali-
zacji nier6zniczkowalnej: algorytm subgradientowy [8], metode plaszczyzn
odcinajacych [3] lub algorytmy spadku [5l,- -

Rozwigzanie zadanig relaksaeji.Lagrangeja problemu (2.1) polega na wyz-
naczeniu rozwigzania (v(y*); x(y*)) zadania minimalizacji (2.2) dla opty-
n.alnej wartosci mnoznikéw y*. W przypadku prostego algorytmu subgradiento-
wcgo otrzymane rozwigzanie na ogot nie speknia ograniczenia (2.ib), co moze
utrudni¢ znalezienie rozwigzania dopuszczalnego. Wady tej nie posiadaja
algorytmy spadku.

3. Algorytm z selekcja subgradlentéw

Metoda linearyzacji z selekcjg subgradlentéow [5] jest iteracyjnym algo-
rytmem spadku do minimalizacji wypuktej funkcji f. Startujagc z zadanego
punktu y1, wyznacza ona cigg punktéw y2,y2,--- w RI, zbiezny do punktu mi-
nimalnego f. Ponadto generowany jest cfag punktéw prébnych {yk)c RN z yl=y}

W._.k-tej iteracji korzysta sie z nastepujacej kawatkami liniowej aproksy-
macji funkcji f

@) =max{fFQy™) ¢ < gEQYY). y-y*> i jeJk), G.-D

1
gdzie J o (1,..-.;k) ma conajwyzej N+2 elementy. Zauwazmy, ze f<¥ > f (=)
oraz f(yi) - fk(y™) .dla je Jk. Nastepny punkt prébny yk+1 rozwigzuje za-
danie

min{fk ) -lly-yk |2 : y €RN) . (€]
gdzie sktadnik kary \y-yk\2/2 utrzymuje yk*1 w obszarze dobrej zgodnosci
fk® z F(), zas |=] oznacza norme euklidesowg. Jezeli fk(y ™) = f(yk),
to yk minimalizuje f i algorytm korfczy dziatanie ja»»przeciwnym przypadku
Tk (yk+1) <mf (yk), Algorytm wykonuje krok_istotny do yk+1 *y ¥ jezeli
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f (yk+1) < Ff(yk) + 5[Ffk (yk+1) - F(k)],

gdzie mcC @ 11) _|est parametrem; w przeciwnym przypadku zachodzi Kkrok
zerowy z y . Krok istotny wymaga istotnego zmniejszenia wartosci f.
k+1

Natomiast- krok zerowy umozliwia wykorzystanie nowego subgradientu gf(y )
do wzbogacenia nastepnej aproksymacji ¢k+', co umozliwi Wygenerowanie lep-
szego punktu proébnego yW 2. Wyznaczenie odpowiedniego Jk c{l,.., k+1}
pozwala przejs¢ do n&stepnej iteracji. ~

Akumulacja subgradientéw zgodnie z regudg Jk+l:.]ku (k+1)': czyli
Jk+1 = {1,..,.,k+1}, prowadzitaby do trudnosci z zajetosc;a pamieci i na-
k#adem obliczen przy.wzroscie liczby iteracji. Wady tej nie ma selekcja
subgradientéw oparta na regule

Jk+1 b jk~™ (v+1}

_ B Ale Abn B i .
gdzie zbiér J c¢J z {J | < N+1 okreslamy nastepujgco. Punkt y mozna
otrzyma¢ z rozwigzania & _ﬂ,uk) nastepujacego zadania programowania kwad-
ratowego, roéwnowaznego zadaniu (3.1) z u. = ?‘ (e O):

minimalizowa¢ u -t <jly-yk | wzgledem (y,u)e RN+1 (3.3a)

spetniajacych f(y?) + $g™ty?) » y-y-"iku dla j €Jk (3-3b)

Niech ‘k 1 (>\./) . oznacza wektor mnoznikéw Lagrange®a ograniczen (3.3b).
3 3<) k
Niezaleznie od ewentualnej niejednoznacznosci, 1 spetnia relacje
1, Xk=1, Xk2 0 dla jeJdk.,
" _jjJ 3 1

wynikajace ze struktury. (3.3). Ponadto, rozwigzujac zadanie (3.3),jednym z
malgorytméw™ograniczen aktywnych <zob,;[i]), mozna wyznaczy¢ Jk =z co naj-
wyzej N+1 niezerowymi skdadowymi, poniewaz zadanie (3.3) ma H+.1 zmiennych.
Przyjecie
=t x Xjio) -
Al
odpowiada rachowaniu kawatkéw liniowych f .. ktére sa aktywne w rozwiazaniu
zadania (3.2); pozostatekawatki sa odrzucane.
Przy zatozeniach poprzedniego punktu, ciag (yk} zbiega do pewnego roz-
wigzania y* zadania dualnego (2:2), natomiast subgradienty zagregowane

pk ik gfQg) - n

zbiegaja do wektora zerowego [5]. Okreslajac rozwigzanie”ggregowane zada-
nia zrelaksowanego (2.2)
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xk = Z Xkx(y3) , vk= 1 Xkv(yj) ,
jcik -~ J«Jk 3
gdzie; | Xk=1, Xj >0 dla jeJdk, |JJ| <N+1,
J

sk

oraz korzystajac z (2.5) i definicji (v(), x(-)), otrzymujemy

Axk + Bvk - bk =-pk

Cxk + Dvk < e , xk> 0 .
Tak wiec pk + 0 oznacza asymptotyczne znikanie bdedu speknienia ograni-
czen relaksowanych (2. 1b) przez rozwigzania zagregowane, spedniajgace ogra-
niczenia (2.1c). Oczywiscie, ograniczenie dyskretne (2.Id) nie jest zwykle
spednione przez v ze wzgledu na niewypukdos¢ V.

Przy dodatkowych zatozeniach®mozna zapewni¢ zakornczenie dziatania algo-

rytmu po skonczonej liczbie iteracji z optymalnym yk i pk:O, a wiec z
(vk ,xk) spedniajacym (2,1b). Wystarcza do tego skonczonos¢ zbioru wartosci
odwzorowania algorytmicznego g» (-) , zalezgca od sposobu wyznaczania rozwig-
zah zadan (2.1). Zachodzi ona, na przykta”/ wtedy, gdy x(y) Jest zawsze
punktem wierzchotkowym zbioru {x: Cx < e -Dy, x 2 O}.

"4. Zadania o strukturze blokowo-diagonalnej

W praktyce czesto ograniczenia (2.1c) maja postac

C.x, + <e, dla i=1,...,n.

@0

gdzie (-1® oznacza i-tg sktadowg wielkosci "(m) z (2.1), niekoniecznie jed-
noelementowg. Oznaczmy przez zbior @« spedniajacych (4.1). Wtedy
funkcje celu (2.4) mozna przedstawic¢ jako

fQy) = .1I1f. G) + bTy, “4.2
gdzie kazda sktadowa _

AYy) = —inf{cMxi+dMVvi+yT (Aixi+Bivi) : (vi ,xi) i VXX) “.3)
jest wypukty, kawatkami liniowg funkcja, majaca wy subgradient

9fi,y> * ~AiXt(s " Bivily)

odpowiadajacy rozwigzaniu Y*(y),®)) zadania (4 .3).
Algorytm minimalizacji z poprzedniego punktu moze wykorzystywacaddytyw-
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na strukture £ w nastepujacy spos6b. Podobnie do (2.1), kazda sktadowg £°
aproksymujeray funkcja kawatkami liniowg

k@) = max{f(I) + <gf @"), y-y3>: je Jk}, “.%

gdzie 1 c(1,...,K) dla i=1,..,,n. W zadaniu generacji punktu prébnego
(2.2) wykorzystujemy

*Kk N ri.

f @y = klflﬁyl + <b,y> .

Analogiem zadania (3.2) jest zadanie

.min bTy + Z u™ + —jly-yk |2 , 4.5
1=1

przy f+(y") * <gf (¥3).y-y3»*” dla jeldi, i=1,...,n
o mnoznikach Lagrange-a Xlépe+niajqcych

J Zjk Xij 7 1r Xij ~ 0 dla je 4, il n. “4.6)
W tym przypadku selekcja subgradientéw polega na doborze

«J* * (JEJJI : A-. 1 0),

i 4 = g*,, (k+1},

przy czym mozemy zapewni¢ (por. [i])
b .k
Z 131 < N+n/ @.7n
n=1
poniewaz zadanie (4.5) ma N+n zmiennych.
Pozostate relacje punktu 2 maja naturalne uogélnienia. Subgradient za-

gregowany

. Pk »b + ™ z Ak gf (¥3)
1=1 j «Jk 3 1.
oraz rozwigzania zagregowane

xk = £ Ak . x.(y3), vk = Z iL vx(3) 4.8)
jej* . JEJK -
spetniaja
AxXN & Bv® - b « -pN 7,
C<xk * D,vk < ei, xk 1 0 dla i=1,...,n,
“un AN >0 dla 3« Ji. i-1,...,n.
jtjJ 13 13 1
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v
W dalszym ciagu p 0 przy k <=e. _ oraz p = 0 dla pewnego k jezeli

odwzorowania gf (<) sa skorniczenie wartosciowe,
i
Dodajmy, ze w ogélnym przypadku funkcja celu (2.4) moze przybiera¢ war-

tos¢ +~ dla y spoza pewnego zbioru Y. Dysponujac opisem zbioru Y w postaci
uktadu liniowych 23raniczen_indukowanych, mozna minimalizowa¢ f na Y, mody-
fikujac odpowiednio opisane metody; zob. [6]-

5. Wyznaczanie rozwigzan dopuszczalnych

Rozwigzania zagregowane (4.8) w punkcie optymalnym zadania (4.5) spednia-
ja ograniczenia (2.1b), ponadto ograniczenie dyskretne (2.1d) moze by¢ sped-
nione przez wiele wspédrzednych wektora v. Pokazemy teraz na przyktadach
jaki ma to. wpkyw na jako$s¢ otrzymanego rozwigzania dopuszczalnego.

5.1. Rozdziat niezaleznych i podzlelnych zadah miedzy jednostki
produkcyjne

Rozwazany"jest rozdziat n podzielnych na porcje zadan wykonywanych na m
niejednorodnych jednostkach produkcyjnych pracujacych réwnolegle, gdzie
n>m. Porcje tego samego zadania moga by¢ wykonywane jednoczes$nie na Kkilku
jednostkach. Kolejnos¢ wykonywania porcji jest dowolna. Niech xil( O<xil<lI,
oznacza“"porcje i-tego zadania przydzielong do jednostki 1> ofaz zmienna
binarna vi;L oznacza odpowiedni przydziat. Przydzielenie niezerowej porcji
xi;l kosztuje siivix+3iixii) 5dzie sil hest sktadnikiem statym kosztéw oraz

wspotczynnikow sktadnika liniowego kosztéw. Analogicznie czas produkcji
porcji*xiL na linii 1 wynosi exxvil+pilxil® Przyjmuieraye ze linia
pracujeT jednostek czasu oraz,ze dla kazdej linii 1 mozliwy jest przydziat
dodatkowych jednostek czasu o~ z jednostkowym kosztem c”. Zadanie polega na
podziale zadan i ich rozdziale miedzy jednostki produkcyjne aby minimalizo-

waé¢ koszt

m n "

min F = 1 [Z (snvn + Blixil) 4 cl°lJ (..
1=1 1*1 1 x
A*l <en vi i + piixii) -t +°1 1=1"em"m (5-ib)
m
Z x . *1 i»l,— ,n (5.10
1*1 1

0 - xil Svil = vil *0,1
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o~ >0 1=1,...,m G. 1o)

Rozwazmy relaksacje ograniczen (5.1b). Zadanie dualne rozwigzujemy minima-
lizujac “funkcje (4.2) na zbiorze ograniczen indukowanych o<y<c, gdzie

m

- F @) = -min Z [(sil+ylril)vil + (qildylpil)xil] (5.2a)
m
Z X,,-1» 1 (5.2b)
i=.1
0~ Xil S vil® vil “« 1" 1=1<eee™ne : (5-2c>

Stosujac metoda linearyzacji z selekcja subgradientéw otrzymujemy w kroku k

zbidr punktéw x~fy2), v ty2), j€ bedacych rozwigzaniami zadania (5.2)
dla y2, j £3*. Mozna przyja¢, ze wybierane sa tylko te rozwigzania zadania
(5-2), dla ktorych tylko jedna wspédrzedna =1" gdzie 1=1(y2), nato-

miast pozostate wspoétrzedne sa réwne zero. W rozwigzaniu zagregowanym (4.8)
co najwyzej n+m wspodrzednych jest réznych od 0, stad ze wzgledu na (4.6),
co najmniej n-m wspodrzednych musi byé réwne 1. Rozwigzanie zagregowane
spednia réwniez ograniczenie (5.1b). W celu uzyskania rozwigzania dopusz-
czalnego zadania (56.1) nalezy _zaokragli¢ utamkowe wspétrzedne wektora v do
Jjedynek co dla zmiennej , 0SVASI , kosztuje Is~x+cl "eil* *1-vil® ” tatwo
zauwazy¢, ze wzgledny bi#ad otrzymanego w ten spos6b dopuszczalnego rozwig-

zania zadania (5.1) dazy do 0, gdy n—o.

5.2. Produkcja przerywana z uwzglednieniem kosztéw produkcji
1 magazynowania

Harmonogramowanie produkcji n wyrobéw n»linii produkcyjnej w T okresach
czasu: Niech dit bedzie zapotrzebowaniem na
wanym na koniec okresu, sit - kosztem wznowienia produkcji w okresie, t, -
- kosztem magazynowania jednostki produktu w przeciggu okresu czasu, p~t -
- czasem produkcji jednostki produktu i w okresie t, RE - czasem pracy li-
nii produkcyjnej w okresie t. Wprowadzamy zmienne decyzyjne: x.t - produk-
cja wyrobu i w okresie t, oraz lit - stan magazynu wyrobu i-tego na koniec
okresu t. Zadanie polega na wyznaczeniu harmonograméw produkcji takich, ze
minimalizowany jest 4aczny koszt produkcji i magazynowania n wyrobow

i
i-ty wyréb w okresie t realizo-

F 7 roin t=i i=r<SitVit * qitXit + hilit” <5"3al

przy ograniczeniach
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+ xit " lit * dit * (5-3b)
n
_i\l PIt.x.t S RZ , t1,....,T (5-30)
05 xifc ¢ Mvxt,vit =0,1 ,i=1,...,n, t=1,...,T (G-3d)
0 < lit G -3e)
gdzie 10 =0, i=1l,...,n. oraz M - dostatecznie duza liczba.

Rozwazmy relaksacje ograniczen (5.3c). Niech y bedzie mnoznikiem
Lagrange®a dla ograniczenia t. Zadanie dualne (2.3) rozwigzujemy minimali-
zujac funkcje (4.2) dla y k 0, gdzie

.
fiy) * "min §, [Sitvit + @it + ytPit)xit + hllitl  <5-dat

przy ograniczeniach

0 < xit <M vit , vit = 0.1 , t=1, ,T (5-40)

Dla ustalonego y zadanie (5.4) rozwigzywane jest za pomoca algorytmu
WagnerarWjttina [10] o zdozonosci 0(T2). Analogicznie jak w zadaniu poprzed-
nim mozna pokaza¢, ze w rozwigzaniu zagregowanym co najwyzej 2T zadan lo-
kalnych (5.4) wymagac¢ bedzie zaokraglenia utamkowych wartosci zmiennych bi-
narnych vit do jedynki. Zatem dla ustalonego T przy n<° wzgledny btad otrzy-
manego rozwigzania dopuszczalnego dazy do 0 (Jezeli F~» przy nst> .

6. Zakonczenie

Wyznaczenie rozwigzania zagregowanego spedniajacego ograniczenie i2.1b)
jest metoda pomocng w znajdowaniu rozwigzania dopuszczalnego w metodzie po-
dziatu i ograniczen lub metodach przyblizonych. Nalezy jednak zauwazy¢, ze
skutecznos¢ metody zalezy od specyficznych cech rozwazanego zadania i nie
w kazdym przypadku pozwala na uzyskanie dostatecznie zadowalajacego rozwig-
zania. W zadaniach o bardziej z#ozonej strukturze czesto dopiero zastosowa-
nie wielu zréznicowanych algorytméw i technik strukturalnych, por. [9],
pozwala na otrzymanie.rozwigzania o zadowalajacej dokdtadnosci.
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CTETPAJIIHEBTH ArPETKPQBAHBHE B PEHAKCAUHAX MTPAMA ME
3AJM iECKPETHOB ODTHMH3AISW

Pe8bace

B padote npeucTaBneno EonojasoBanHe oyOrpanaeHTHoro asropimia nane-
hhs Khb&ek b penakKcamm larpaaea nas sanaR nacKpetHoft ont®iZzanHH. M-
son mm? MEHEJiaaHpyeT nyauBHyD jiyHKmei , nyrSH eS KOHorpymm “epes Sy-
OOEEO - jEKHeftBro annpDKCKVanaD z pemesza BcnDViaraTenBHHX aanaa Ksanpsrag-
Horo nporpaiafflpoBaKZii . Aaropzra onpaaejtHeT arperapoBaHHoe pemonze aana-
*ih penaKcaum JarpaHra, ynoBaetBopjroniee nyauBHHM TpedoBamsu. Pememe
sto onooo6CTByet HailOHneHZD npztiaEseHHoro aonyoTHMOro pemeHHS nepBHHHof
sana™E . PaocuotpeBH nse npnuapaue sanami.
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AGGREGATE SUBGRADIENTS IN LAGRANGEAN RELAXATION OF [INTEGER

<PROGRAMMING PROBLEMS

Summary

This paper presents the use of the subgradient descent method of Klwiel
in Lagrangean relaxation of mixed integer programming problems.The method
maximizes the dual function by constructing its piecewise linear approxi-
mations and solving quadratic programming subproblems. In computer ar. ag-
gregate solution of the relaxed problem that satisfies the dualized con -
straints.Such a solution facilitates finding near - optimal feasible solu-
tions to the original problem.Two production scheduling problems are conci-
dered as example sequencing of pre-emp”~tioe tasks on parallel machines
with set-up times ,and a constrained version of the lot size scheduling
problem_For these problems the inaccuracy of the feasible solution found
by the method converges to zero as the complexity of the problem (number
of machines or products ) increases.



