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ANALIZA WRAZLIWOSCI ROZWIAZAN DLA ZADANIA WYZNACZANIA
NAJKROTSZEJ DROGI HAMILTONA W GRAFIE

Streszczenie. W pracy badana jest wrazliwos¢ rozwigza¢ optymalnych
zadania wyznaczania najkrétszej drogi Hamiltona w grafie nieskierowa-
nym na zmiany wag krawedzi tego grafu. Podana jest efektywna metoda
znajdowania dla danej najkrétszej drogi Hamiltona takich zmian wag
pojedynczych krawedzi grafu, ktére nie naruszajg optymalnosci tej
drogi -

1. Wprowadzenie

Rozwazmy graf nieskierowany G=(V,E) ze zbiorem wierzchotkéw V={I,..-. ,nl
i zbiorem krawedzi E=[ej ,.. .,em] . Kazdej krawedzi e przypisana jest waga
(dhugosé)- cg€ H; jesli krawedz nie nalezy do grafu, to jej dhugos¢ jest
nieskonczona. -
Podgraf Gj=(v ,h), gdzie HCE, nazywany jest droga Hamiltona w grafie G,
jesli jest droga prostg i |H]=n-1. W dalszym ciagu bedziemy rozwaza¢ drogi
-Hamiltona z ustalonymi koricami w wierzchotkach 1 oraz n. Bedziemyréwniez
identyfikowa¢ droge Hamiltona Gh =z podzbioremH krawedzi tej drogi. Ozna-
jty symbolem I(H) ddugos$¢ drogi Hamiltona H,to znaczy

= T
1 = T e

Niech CE: (V,H) jest droga Hamiltona o koncach 1 i nj. Oznaczmy
symbolem H° najkrétsza droge Hamiltona w G przy zatozeniu ustalonych kon-
cow w wierzchotkach 1'in, tzn.

H® = arg min 1(h) O
He5t

W [2] pokazano, ze zadania wyznaczania drogi Hamiltona w grafie w przy-
_padkach ustalonych koricéow oraz wolnych koncéw sa algorytmicznie réwnowazne.
Z tego powodu ograniczymy nasze rozwazania do przypadku problemu z ustalo-
nymi koncami. e

Zak6zmy, ze dla danego grafu znana jest najkrdotsza droga Hamiltona H°.
Bedziemy chcieli wyznaczy¢ zmiany wag krawedzi grafu,- ktére nie naruszaja
“optymalnosci tej drogi. Niech dla danej kfawedzi e€E wielkosci c (e) oraz
c~(e) oznaczaja odpowiednio maksymalne zwiekszenie oraz maksymalne zmniej-
szenie wagi krawedzi e, ktére to zmiany nie powoduja usuniecia H ze zbaoru
najkrétszych drég Hamiltona. Zakkadamy przy tym, ze wagi pozostatych krawe-
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dzi nie zmieniajg sie.

Wielkosci c+(e), c (e) nosza nazwa tolerancji krawedzi e. Zagadnienie
wyznaczenia tolerancji parametrow jest typowym problemem z zakresu analizy
pooptymalizacyjnej. Wyznaczenie dokkadnych wartosci c+(e) i c (e) dla
wszystkich e £E jest zagadnieniem co najmniej tak trudnym, jak pierwotne
zadanie znalezienia najkrotszej drogi Hamiltona (ktére nalezy do klasy za-
dann NP-trudnych). Dlatego w dalszym ciagu zajmiemy sie mozliwoscia efektyw-
nego wyznaczenia oszacowan od dodu wartosci c+(e) i c (e)- Znajomos¢ takich
oszacowan jest interesujgca z praktycznego punktu widzenia. Majac bowiem
oszacowania d+(e) i d~(e) dla wartosci c+(e) i c~(e) wiemy, ze waga krawe-
dzi e moze.sie zmienia¢ w przedziale £c(e)~d~(e), c(e)+d+(e)] bez narusza-
nia optymalnosci rozwigzania H°.

Przy konstrukcji oszacowan dla wartosci tolerancji krawedzi jest wyko-
rzystana ogélna idea uzycia relaksacji zadania pierwotnego przy analizie
pooptymalizacyjnej (patrz [3])-

Niech Gt=(v ,t) bedzie dendrytem w G, to znaczy T jest drzewem w G i
|ITI=n-1. Niech ponadto

3" *{TckE: (V,T) jest dendrytem w G}

Oznaczajac ddugos¢ dendrytu T symbolem 1(T) (tzn. 1(T)=2Z c(e) ) mozemy

zapisa¢ zadanie wyznaczania najkrotszego dendrytu T° w G wesposéb naste-

pujacy:

T° = arg min I(T) (&)
TeS"
Zadanie (2) jest relaksacja zadania (1), bowiem otc ii". Zadanie (2) jest

znacznie datwiejsze niz (1); réwniez analiza pooptymalizacyjna dla tego za-
dania jest znacznie prostsza. Na to by wyniki analizy pooptymalizacyjnej
dla zadania (2) mogty by¢ wykorzystane do zadania (1) musi by¢ spedniony
nastepujacy warunek:

© Zadanie (D i zadanie (2) maja to samo rozwiazanie, tzn. H°=T°..
Jesli ten warunek jest spekniony i t+(e), t (e), eeE, oznaczaja tolerancje
krawedzie w najkrotszym dendrycie T° (to znaczy t (e) i t (e) sa odpowied-
nio maksymalnym zwiekszeniem i maksymalnym zmniejszeniem wagi krawedzie e,
ktdére nie naruszaja optymalnosci T°) , wowczas t'i(e), t (&) sa poszukiwany-
mi oszacowaniami dla wartosci c+(e), c“(e), bowiem z faktu, ze zadanie (2)
jest relaksacja zadania (1) wynika, ze

t+(e)«c+(e)

t~(ek c~(e)
W rozdziale 2 zajmiemy sie algorytmem wyznaczania tolerancji t+(e),
t“(e) zakkadajac, ze T°=H°, natomiast w rozdziale 3 wrécimy do rozwazania
kiedy i.w jaki sposéb mozemy uzyska¢ spednienie warunku (C).
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2. Wyznaczanie tolerancji krawedzi w dendrycle

Zagadnienie wyznaczania tolerancji krawedzi w najkrétszym dendrycie
by+o rozwazane w kilku pracach ([1,4,6]). Kazda z metod tam podanych moze*®
by¢ uzyta do znalezienia dla danego najkrétszego dendrytu T° wartosci
t+(e), t (e), ef E. W rozdziale tym przedstawimy bardzo proste podejscie
do wyznaczania tolerancji 4ukéw w dendrycie, wykorzystujgce fakt, ze
spednienie warunku T°=H° powoduje, ze mamy do czynienia ze szczeg6lnym
dendrytem, ktéry jest jednoczesnie drogg w G.

Rozwazmy dendryt T° i krawedz e+ T°. Niech U(e)C T° bedzie zbiorem kra-
wedzi tworzacych w T° (jJedyna) droge #aczaca konce krawedzi e. Zdefiniujmy
ponadto, dla ee T° zbiér W(e) w sposéb nastepujacy:-

W(e) =]w€EST°: et UWw)j
Ponizszy znany lemat (patrz np. [6]) podaje warunki konieczne 1 dostatecz-
ne optymalnosci dendrytu T° w zadaniu (@):
emat 1 T° jest najkrétszym dendrytem w grafie G wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego ejT°
c(e) » cw) dla kazdego we U(e)
Bezposrednig konsekwencja tego lematu jest nastepujacy wniosek, ktory daje

podstawe do okreslania tolerancji Htukéw przy danym optymalnym dendryci.e T°:
Wniosek 1 Dla e£T°

t+(e) = min cw) - c®
wew(e)
t’(e) = oo
Dla enT®
t+(e) = oo
t’() = c(e) - max cw)"
wEU(e)

. Wprowadzmy oznaczenie krawedzi e grafu poprzez pare (i,j) ,i,J£V, wierz-

chotkéw, ktére ona daczy i ponumerujmy wierzchodki grafu w taki sposéb,
aby H° =T° *>{(1,2), (2,3),---,{n-1,n) ] .
Wyznaczenie wartosci t+(e),t (¢) dla e£E zgodnie z Wnioskiem 1 wymaga
obliczenia wartosci min c(w) dla wszystkich e£T° oraz max c(w) dla
e To> wew(e) wiuUce)

Zauwazmy, ze wprowadzona numeracja wierzchotkéw powoduje, ze zbiory
W(e) i 0(e) mozna opisa¢ nastepujaco:
Dla -e£T°, tzn. dla e«(1,1+1), gdzie i»l,...,n~1, mamy

M(e) -{ k*I) : 1<k<1l, i<l<n, (kk,D) + (,I+D] (©))
Dla“e ~T°, tzn. dla e»(k,l),gdzie k»1 ,n-2, I-k+2,...,n,
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o(e) - {(1,1+1): k<iKlI-I] ')

Tolerancje #Hukéw t+(e) dla e6T° i t'"(e)dla e{T°moga by¢ teraz wyzna-
czone wedtug nastepujacego algorytmu:

Wyznaczanie t+(e) dla e€T°
1° for i:*“Istep 1 untll n-1 do w(l,n+l):=K5;
for j=2step 1 untll n do w(0,j):~o00 =
2° for i:=lIstep 1 uAtll n-2 do
for j:=n step - 1 untll 1+1 do
w(i,j):= mIn{w@-1,3)rc(,j),w@,j+Dl
3° for i>=l step 1 untll n-1 do
(1, 1+ )zmmin{w(I-1, i+ ,w(i,i+2)J- c(i,1+1)

Wyznaczanie t~(e) dla e 4T°
1° for 1:=1step 1 untll n-1 dou(l,l+1):= c(,I+l);
2° for 1:*2step 1 untll n-1 do
for j:=1 step 1 untll n-1 do
begln
u@d i+ = max{ug, j+1-1) ,u@+1,j+i] ;
t'g.j+i:= c@.j+)- u@.Jj+n
end --—-
Powyzszy algorytm pozwala wyznaczy¢ t (e), t (e) dla wszystkich et E
w X (2) krokach, a tym samym jest optymalny dla graféw nierozrzedzonych,
tzn. jesli m*=0(n2) . Dla graféw rzadkich mozliwe sg algorytmy o nizszej
ztozonosci (patrz np. [4,5])- Otwarty jest natomiast problem czy mozliwe
jest wyznaczenie wszystkich tolerancji krawedzi ze z#ozonoscig O(m+n).

3. Wybdr relaksacji zadania

Jak juz wspomniano w rozdziale 1 na to, by wyznaczy¢ oszacowania
c+(0), c’ (), e€E, korzystajac z relaksacji () zadania (1), potrzebne
jest spednienie warunku (C), to znaczy osiggniecie réwnosci H°=T°. W tym
rozdziale dyskutujemy kiedy i w jaki sposéb warunek ten moze by¢ spedniony.
Prezentowane podejscie jest oparte na nastepujacym znanym lemacie (patrz
np- [2D-

Lemat 2. Sbidr rozwigzan optymalnych zadania (1) pozostaje niezmieniony
jesli dokonamy nastepujacej modyfikacji wag krawedzi grafu:
c"(i.J) ° c(i.0) + pU).+ p(). .j=l,....n ()
gdzie p(i),p(J) sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi.
Siielkosci p(i), iCV, bedziemy w dalszym ciagu nazywali jSS"SCi przypisanymi
wierzchotkom grafu.
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tatwo pokaza¢ nastepujacy fakt:

4emat 3. Tolerancje krawedzi c+(e), c-(e), e(E, dla danej najkrotszej
drogi Hamiltona nie ulegaja zmianie w wyniku modyfikacji wag 4ukéw grafu
*zgodnie z (5).

Dowdd. Modyfikacja wag krawedzi grafu zgodnie z (5) nie powoduje zmiany
wartosci roéznicy i (h ")tl(h ") dla dowolnej pary drég Hamiltona H1,H"C X.
Kazda z kar p(i), lev, wystapi bowiem w tej réznicy te samg liczbe razy
ze znakiem plus i minus. Dla dowodu lematu wystarczy wiec zauwazy¢, ze
wartos¢ kazdej z tolerancji c+(e), c”’(e), e€E, moze by¢ wyrazona jako
réznica ddugosci dwéch drog Hamiltona. Tak Istotnie jest, bowiem na przyk-
+ad dla dowolnego efH® mamy c+(e)= 1(H")-1(H®), gdzie H"=arg min I(H),

aXec Ji jest zbiorem drég Hamiltona nie zawierajacych krawcl?! e. Po-
dobnie, dla e | H® mamy c-(e)=I(H" - 17™H°), gdzie H""=arg min 1(h),
a%eE% jest zbiorem drég Hamiltona zawierajacych krawedz e.

Dla dendrytdéw nie bedacych jednoczesnie drogami Hamiltona odpowiedniki
lematéw 2 13 nie sg prawdziwe i fakt ten jest podstawa nastepujacego zna-
nego algorytmu ([2] ) wyznaczania najkrétszej drogi Hamiltona w grafie G.
Algorytm CH
1° Rozwigz zadanie (2) dla grafu G wyznaczajac T°.
2°. Jesli TeXx{, to H° =T° STOP;

w przeciwnym przypadku wybierz odpowiednie kary p(l), 1£V, zmodyfi-

kuj wagi krawedzi grafu zgodnie z (5) 1 idz-do 1°.
Zaproponowano rozne strategie wyboru kar w kroku 2° (patrz [2]). Algorytm
wyznacza bptymalng droge Hamiltona, jesli sie konczy. W tym przypadku osig-
gamy spednienie warunku (C): H° = T° dla zmodyfikowanych wag krawedzi.
Praktyczne eksperymenty([2])pokazuja, ze typowe strategie wyboru kar prowa-
dza zwykle do uzyskania optymalnej drogi Hamiltona. W pracy [5] podano
jednak przykdad grafu (patrz rys.[I]), dla ktérego typowe strategie wyboru
kar nie prowadza do zakonczenia algorytmu 1 wyznaczenia H°. Jednakze w tym
przypadku odpowiedni system kar p(i), i1£V, Iistnieje. Wystarczy bowiem
wzigé p(1 }* p(6) =1, p(i) =0, i°2,3,4,5.

Rys. 1. Przykdad Helda i Karpa
Fig. 1. Example of Held and Karp
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Powstaje wiec nastepuja.ce pytanie:

(o) Czy dla danego grafu G i danej optymalnej drogi Hamiltona H° istnieje
system kar p(i), i1£V, taki Zze dla grafu G z -wagami krawedzi zmody-
fikowanymi zgodnie z (5), H° jest réwnoczesnie najkrotszym dendrytem?

Jest to réwnowazne pytaniu czy zawsze za pomocg modyfikacji wag krawedzi

mozemy zagwarantowaC spednienie warunku (C), tzn. uzyska¢ réwnos¢ H°=T°.

Odpowiedz jest, niestety, negatywna. Aby to pokaza¢ udowodnimy twierdzenie,

ktére formutuje warunki konieczne i dostateczne istnienia odpowiedniego

systemu kar p(i), 1£V.

Twierdzenie.. Niech H° -{(,2 ) 2,3), --- ,(n-1,n)] bedzie najkrétsza droga

Hamiltona w grafie G = (V,E). Na to, aby istniat system kar p (), 1l£V,

taki, ze w grafie G z wagami krawedzi zmodyfikowanymi weddug Fformuty

c'(i,j)=c(i,j) + p(i) + pgd), 1i-jJEV, H° jest rownoczesnie najkrotszym
dendrytem potrzeba 1 wystarcza, aby dla i,j,k, gdzie (i,j)eE, i=i,...,n-2,

J*=i+2,... ,n, k-i,i+1l,.._,j-1, zachodzita nieréwnosc¢

p(i) + pG ) - p() - p(k+l) > c(k,k+l) - 0@ .J) ®

Dowoéd Rozwazmy najkrétsza droge Hamiltona H° w grafie G. Na to, aby zbiér
H® wyznaczat réwniez najkrotszy dendryt w grafie G ze zmodyfikowanymi waga-
mi, potrzeba i wystarcza, aby bydy spednione warunki Lematu 1 dla H°® i wag
krawedzi okreslonych formuta (5). Indeksy i,j w twierdzeniu przebiegaja
wszystkie krawedzie grafu nie nalezgce do H°. Dla kazdej pary (i,j) odpo-
wiadajacej takiej krawedzi musi by¢ spekniony warunek c(i,j)c(w )dla
kazdego w€u(i,j)- Poniewaz zgodnie z (4) U, J)- [k, k+i) = k=i, 1+1, ..., J-1j
zatem warunek powyzszy doktadnie odpowiada nieréwnosciom (6) dla i,j,.k
okreslonych w twierdzeniu 1 dla wag krawedzi danych przez (5).

Zagadnienie istnienia odpowiedniego systemu kar jest wiec réwnowazne
zagadnieniu nlesprzecznoscl ukdadu nieréwnosci liniowych (6). Liczba tych
nieréwnosci jest rzedu O(mn-n2) 1 majg one szczegélng strukture.

Na rysunku 2 podany jest przyktad grafu, dla ktérego odpowiedni system
kar nie istnieje. H° ={(l, 26 , 7 ) } jest w tym grafie najkrotsza droga
Hamiltona #aczaca wierzchodki 1 1 n. Pokazemy, ze odpowiedni ukdad nie-
réwnosci (6) dla tego grafu jest sprzeczny.

Wypiszemy warunki (6) dla nastepujacych podzbioréw indekséw i,j,k:

1-1, j-6, k-1

i-2, j=5, k=3

i-3, j-7, k-6

1-4, j-6, k»5

[~
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Odpowiednie nierdwnosci maja postac

-p(2) +p6) N -2
P(2)“ P - p4) + p®B) ~ 4
P3) -P®) > 6

p(® - p) ¥ -5

Sumujac powyzsze nierdéwnosci stronami otrzymujemy sprzecznos¢ ON.-5,
a zatem dla grafu przedstawionego na rys. 2 i najkrétszej drogi Hamiltona
H odpowiedni system kar nie istnieje.

Rys. 2. Przyktad grafu, dla ktérego odpowiedni system kar nie istnieje
Fig..2. Example of graph for which an appropriate system of penalties
does not exist

4. Zakonczenie

m M pracy przedstawiono metoda wyznaczania oszacowali dolnych dla tolerancji
krawedzi najkrotszej drogi Hamiltona w grafie. Oszacowania te otrzymuje sie
wyznaczajac tolerancje krawedzi dla najkréotszego dendrytu w grafie ze zmo-
dyfikowanymi wagami krawedzi. Modyfikacja ta polega na znalezieniu kar dla
wierzchotkéw. Wprowadzenie tych kar powoduje, ze wynikiem rozwigzania zada-
nia wyznaczania najkrotszego dendrytu jest dana droga Hamiltona. Pokazano
warunki konieczne i dostateczne pokazujace, kiedy taka konstrukcja jest
mozliwa.

Przy praktycznym stosowaniu opisanego wyzej podejscia nalezy rozréznié
trzy przypadki:

Przypadek pierwszy dotyczy sytuacji, w ktdrej do znalezienia najkrotszej
drogi Hamiltona uzyto algorytmu (CH) wyznaczajacego réwnoczesnie system
kar dla wierzchotkéw grafu. W tym przypadku H°=*T° 1 mozemy bezposrednio za-
stosowac¢ algorytm z rozdziatu 2 do obliczenia tolerancji krawedzi.

Przypadek drugi odpowiada sytuacji, kiedy znamy najkrétszg droge Hamilto-
na H°, ale nie mamy systemu kar p(i), iEV, ktéry gwarantuje H°<r°, mimo ze
taki system istnieje. Mozemy wowczas, stosujac podejscie opisane w rozdzia-
le 3, wyznaczy¢ odpowiedni system kar znajdujac dowolne rozwigzanie dopusz-
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.czalne uktadu nieréwnosci (6). Kazde z tych rozwigza¢ daje poprzez wyzna-
czenie t+(e), t’(e), etE, oszacowanie tolerancji krawedzi w optymalnej
drodze Hamiltona, przy czym (patrz przykdad w rozdz. 5 )oszacowania otrzy-
mane na podstawie réznych systeméw kar moga nie by¢ takie same.

Przypadek trzeci odpowiada sytuacji, kiedy odpowiedni system kar nie
Istnieje. Mozemy sie o tym przekona¢ stwierdzajac, ze ukdad nieréwnosci(6)
jest sprzeczny. Zwykle przy badaniu, nlesprzecznosci ukdadu (6) uzyskujemy
réowniez pewien system kar p(i), IfV, ktéry narusza niewielka liczbe nie-
réownosci i daje malg (chociaz niezerowg ) réznice d = 1(H°)-1(T°). Mozna
wowczas pokaza¢, ze wyznaczajac tolerancje t+(e), t (e) d’a najkrotszego
dendrytu T° uzyskujemy réwniez pewnemszacowania od dotu dla tolerancji
krawedzi w najkrotszej drodze Hamiltona.® W stosunku do omawianych wyzej
przypadkow wystepuja tu pewne roéznice: Zamiast wartosci t+(e), t~(e ) jako
oszacowania od dotu c+(e) 1 c~(e) nalezy teraz wzigé¢ t+(e)-d,. t (e)-d.
Ponadto oszacowania te sg uzyskiwane tylko .dla krawedzi grafu nalezacych
do zbioru (H°ci TO)<"Ee-HO)/i(e-T°).

5. Przyk#ad

Rozwazmy graf Kg z wagami krawedzi jak na rys. 3. Optymalng droga Ha-
miltona w tym grafie jest H° "-{(1,2),(2,3),---,,(5,6) }, natomiast najkrot-
szym dendrytem jest T° “{(1, 3) ,(2,3), (3,4),(4 ,5), (5,6)]. Zatem H° i T~

Rys. 3. Graf Kg z wagami krawedzi
Fig. 3. Graph Kg with weights of edges

Wypisujac ukdad nieréwnosci (6) #atwo znalezé system kar gwarantujacy, ze
w zmodyfikowanym grafie H° jest najkréotszym dendrytem. Biorac np. p(3)= 1,
p(l) « 0 dla X3 i stosujac algorytm z rozdziatu 2 otrzymujemy:
t+(1,2)»0, t+(2,3)-2, t+@G, 4«2, t+(4,5)«3, t+(6.,6)«6 oraz

t©(1.,3)-0, " t7(1,49)-9, .57, t“@.,6)»11, t°(2.4)*?,

t(@2.5)«1l. t'(2,6)»3, t~(3,5)-2, t"(3,6)-6, t"(4,6)»10
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Biorac inny mozliwy system kar, np. p(3)=2, p(i)=0, 1+3 mamy:
t+(1,2)= 1, t+(@2,3)=2, t+(3,4)2. t+(4,5)= 4, t+(5,6)= 6 oraz
Je=.,3)« 1, t(1,4)=8, t~(1,5)=6, t-(1,6)=10, t'(2,4)= 2
t'(2,5)=10, t~(2,6)=3, t“(3,5)=2, t"(3,6)= 6, t"(4,6)=10
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AHAJ3H3 wWBGTBHTEJILHOCra PSEEMFfI 3AM® HAXOIFIEEHH KPATMTM

eammltohoboH nra b msi

P eaaace

llpeacTaBJieH aeTOfl sarosmeHaa hsmshhgrkS .eehhu £yr HeopsreaTHpoBaHHoro
rpafa , nps Koxopax saHsaa KpaTaaisas raMHINn.TOHOBaa ayth ocraeTCH oimaia-
JTbHOL..

SENSITIVITY ANALYSIS OF OPTIMAL SOLOTIO01S FOR SHORTEST HAMXLTOI0AK PATH
PROBLEM

Summary

The problem of computing edge tolerances in the shortest Hamiltonian
path is considered. 1t is assumed that an indirected weighted graph and the
shortest Hamiltonian path H° in it is given. The problem consists in fin-
ding for any edge e of the graph the so called edge tolerances c+(e) and
c~(e), which are defined as maximum increase /maximum decrease - respecti-
vely/ of the weight of the edge e which do not destroy the optimality of
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the path- H°. In the paper a method of computing lower hounds of edge
tolerances of the shortest spanning tree in the graph with modified edge
weights. The modification consists in adding to the edge“weight so called
penalties associated with vertices of the graph. The problem of existence
of appropriate penalties is considered. With such penalties the shortest
spanning tree in the modified greph is also a Hamiltonian path.

Necessary and sufficient conditions of existence of the system of appro-
priate penalties BtB formulated and an example of graph for which such

a system does not exist is given. The approach is illustrated by an
example of graph for which edge tolerances are calculated.



