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CZASOWE SIECI PSTNIEGO - HOZLEOSCI, OGHANICZENIA, .ROZSZE3ZSH1A"

Streszczenie, \? artykule przedstawiono zasady reorezentacji de-
terministycznych probleméw szeregowania zadah bez dodatkowych za-
sobéw i1 z ich uwzglednienier, stochastycznych probleméw szeregowa-
nia zadan oraz sieci kolejkowych za pomoca czasowych 3ieci
Petrlego.

li '"“Step

Czasowe sieci Petriego sa formalizmem mozliwym do wykorzystania w za-
gadnieniach rozdziatu zasobéw - w celu rozwiazywania konfliktéw zasobo-
wych oraz optymalizacji wykorzystania zasobéw. 71 sieciach tych - czas
wykonania operacji najczesciej jest odwzorowywany za pomoca czasu pale-
nia przejscia, znacznie rzadziej w postaci czasu przypisanego miejscu.
Czasowe Sieci Petriego podzieli¢ mozna na. deterministyczne i stochastycz-
ne. ‘v sieciach deterministycznych - czas operacji wyrazony jest niou¢orna
liczbag rzeczywista, natomiast w sieciach stochastycznycn - zmienna losowa
o rozktadzie wyktadniczym.

Celem pracy jest wskazanie mozliwosci zastosowania sieci czasowych w
zagadnieniach bedacych obiektem badah innych dziedzin oraz podanie roz-
szerzenh sieci dla zwiekszenia ich zdolnos$ci opisowych.

Za pomoca sieci deterministycznych wyrazono deterministyczne problemy
szeregowania zadan: zaleznych i niezaleznych, podzielnych i niepodziel-
nych, o identycznych, i dowolnych chwilach przybywania; przy realizacji
zadan na procesorach identycznych, jednorodnych i dowolnych. Ponadto opi-
sano deterministyczne problemy szeregowania z uwzglednieniem dodatkowych
zasobb6w. =

Za pomoca sieci stochastycznych wyrazono stochastyczne problemy sze-
regowania zadan o czasach wykonania zadanych rozktadami wielostopniowymi
Cox"a, w ktérych kazdy stopien opisany jest rozktadem wykdadniczym.

Z wykorzystaniem sieci stochastycznych przeanalizowano mozliwosci opi-
su sieci kolejkowych dla réznych dyscyplin szeregowania i stanowisk obs-
+ugi o czasie obstugi zadanym rozktadem wielostopniowym Co:c"a oraz ze
zgtoszeniami jednej 1 wielu klas.

Poréwnano roéwniez wymienione dziedziny z problematyka czasowych sieci

petriego.
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2. Definicje

Wi = zbiér liczb naturalnych. Sie¢ Petriego (SP) jest piag-
tka uporzg'co7/ang dO-/7?, T, 1""~gdzie P - zbidér miejsc, T - zbior
przejs¢, ? 0.0wCD u (?="-?) jest zbiorem lukéw, ~,/:7< ﬁ” jezt funkcja
krotnoé¢ci luku, Lo:P-~«-K jest markowaniem poczatkowym. Miejsca sieci
oznaczamy kodkami, przejscia - kreskami. W przypadku krotnosci luku f£ F
wiekszej od jednoscj. (v;i() S 1), w reprezentacji graficznej - Hukowi
przypisana jest liczba 77(£). Gdy K (f)=1, symbol 1 pomijany. Liczba ii0(p")
okresla liczbe kropek v; miejscu p”~. Rozwazny sie¢ prezentowang rys. da.

Aby przejscie t7 mogto by¢é zapalone - musza istnie¢ co najmniej dwie
kropki w miejscu p”~ oraz co najmniej jedna kropka w miejscu p~. Po zapa-
leniu tego przejscia, dwie kropki sa pobierane z miejsca p” oraz jedna -
z miejsca Pg, ponadto trzy" kropki sa dodawane do miejsca pj oraz jedna -
do miejsca pi(. Sie¢. z nowyra markowaniem ilustruje rys. Ib.
Deterministyczna czasowa sio¢ Petriego (DCSP) jest széstka J\Z =
= <"P|T,P,«V,?¢0,3"J>. gdzie — >h+ (R+ - zbidér nieujemnych liczb rze-
czywistych) jest funkcja czasu palenia przejscia. V .przypadku powyzszej
sieci, rozwazana zmiano markowania ir.oze nastgpi¢ nie wczesniej niz po

czasie JTCty od chwili, w ktorej zaistniaty warunki palenia przejscia

Pojecie stochastycznej czasowej sieci Petriego £12"] zostata cprowa
dzono do postaci uogélnionej stochastycznej czasowej sieci Petriego £1"]
(USC3P). Zbioér przejs¢ USCSP podzielony jest na dwa podzbiory: - pod-
zbidr przejs¢ czasowych, TO - podzbidr przejsé¢ nieczasowych (T~nTg = 0)*
Czas palenia przejscia czasowego zadany jest rozk#tadem Yiyktadnicsym z
parametrem Przejscia nioczasowe pala sie w przedziale czasu o zero-
wej ddugosci. Jesli.dane markowanie umozliwia palenie przejs$é¢ czasowych
ze zbioru 1-J.cTa oraz przejs$¢ nieczasowych ze zbioru TgC Tgi bo przejs-
cia czasowe moga pali¢ eie dopiero po zapaleniu przejs¢ nieczasowych.
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Wybér przejscia nieczasowego - palonego dla zadanego markowania dokony-
wany jest w oparciu o rozktad prawdopodobienstwa okreslony na zbiorze

Stad USCSP zadana jest 6semka JCE = gdzie A
jest zbiorem parametrow natomiast K jest zbiorem rozktadéw prawdo-
podobienstw dla zbioréw TgCTg.-

3. Deterministyczne problemy szeregowania zadanh

Hozwaza¢ bedziemy zbidér n zadan %= ~Z~,...,Z"TJ oraz zbidér O proce
sorow S*= e+*jiPj}" Zadanie Zj przedstawione jest za pomoca przejs$-
U cia t. Okreslone w zbiorze ograniczenie ko-

lejnosciowe Z~"N ZN (zadanie Z™ musi by¢ zakon-
czone przed rozpoczeciem zadania Z") odwzorowu-

jemy za pomocg struktury przedstawionej na rys,2

Procesorowi P~ zostaje przypisane ziejgce p.
zawierajace jedna kropke. Koziiwo$¢ realizacji
_ zadan ze zbioru % za pomocg procesora P” wyraza
Rys. 2 Fig- 2 rys. 3.
przypadku procesoréw dowolnych,
czas wykonywania zadania Z~ na proce-
sorze p”~ roéwny jost \lL tym przy-
padku kazdemu sposobt;/wi realizacji
zadania £.O podyktowanemu wyborem pro- i
cesora P” przyporzadkowane jest przej-
Scie t.. deterministycznej czasowej
Sl'eCI Petriego z czas_e_m jego paler_na Rys.3 Fig- 3
rownym ~52) = "~jjl1 ®la zadania
Z:], wyrazeniu mozliwych jego sposobéw i czasoéw realizacji stuzy struktu-

ra przedstawiona na rys. n.

"em.1
* 4
Rys. ~ Fig.-%
W czasie realizacji, zadania.Z., na procesorze P~ - kropka w miejscu
jest zarezerwowana przez czas Stad zadne z“padan wymagajacych tego

pracesbra nie moze by¢ wtym czasie realizowane. Pp czasie “(j* przejs-
cie t, . zostaje zapalone, kropkazarezerwowana w miejscu pt jest z tego

m) /. 1



miejsca-usuwana oraz niezareze-rwowaaa kropka jest lokowana w tym niejscu.
Cd tej chwili-procesor pi jest dostepny dla innych zadan.
przypadku procesordow jednorodnych stosujemy roéwniez reprezentacje
Z rys. 4.
Dla procesoréw identycznych czes wykonywania zadania Z, na kazdyn z
procesoréw wynosi V . Stad w tym przypadku nic; nu:.iny kazdemu z proce-
soréw przypisy—
waé¢ odrebnego,
miejsca, -wystar-
cza bowiem- struk-
tura z rys. 5,
gdzie miejsce p
.opisujace zbior
procesorow B r.a-
-wiera n kropek.
Dla dowolnych chwil przybywania zadan - symbolem roznaczany chwile
pojawienia sie zadania Z, 'S tym przypadku wprowadzany przejscie
czasie palenia réwnym s~ L
'Oj spos6b pokazany na rys. £. od
1_"_obelowanie zadan podzielnych wyma-
ga wprowadzenia przejs$é¢, ktérych pro-
ces palenia moze by¢ podzielony na
podprocesy o sumarycznym czasie
trwania réwnym czasowi wykonywania
zadania.
Gelen ilustracji’wyrazimy Vv; jezyku
t Wbt deterministycznych czasowych sieci
Petriego - problem szeregowania zbioru
Rys. 6 FCg-6 zadan zaleznych niepodzielnych o dowol-
nych chwilach przybywania na owih iden-
tycznych procesorach. Danych jest pie¢ zadan 1%*, Zj, o czasach
realizacji i chwilach przybywania r*.r*.r-.r~,Ty Cgrani-
czenla kolejnosci owe przedstaw.a rys. 7. DCSP dla tego problemu opisano
mna<rys.8 (rys. 8 znajduje sie na koncu artykudu ).
Kycunek ten jest stosunkowo ztozony.
“iazl iwo¢¢ jego uproszczenia wynika z al-
ternatywnej reprezentacji podklasy sieci
petriego zwanej klasg graféw markowanych.
S grafie markowanym do miejsca jest skie-
rowany doktadnie jeden Huk oraz z miejs-
ca wychodzi doktadnie ‘Jeden #uk - rys, 9*
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.Alternatywnym sposobem reprezentacji grafu markowanego jest trdjka
G =<V tS,Mo> , gdzie V - zbidr wierzchotkéw v,. odpowiadajacych przejs-
ciom tif E - zbidér #ukédw e” wyrazajacych miejsca pN wraz z dwoma +ukani

incydentnymi z p.., jest markowaniem poczatkowym opisujacym liczbe
.kropek na 4uku e” rowng liczbie kropek w miejscu p~. Stad fragment z
rys. 9 mozna przedstawi¢ w postaci ilustrowanej rys. 10.

V4
i— "0 - H

Rys. 9. Fig.9 Rijs.40 Fi.g-10

Jesli w sieci Petriego do miejsca jest skierowany wiecej niz jeden
luk lub z miejsca wychodzi wiecej niz jeden 4uk, to powyzszego uprosz-
czenia nie mozemy wprowadzié.

i? celu uproszczenia rysunkéw przyjmujemy konwencje: jesli do miejsc
Pj Jjest skierowany jeden duk i1 z tego miejsca wychodzi jeden #uk, to
miejsce; to wraz z dwoma incydentnyni z nim Inkami zastepujemy lukiem

Uproszczona wersje sieci z rys. 8 przedstawia rys. 11.

"»S

Ti pracy roz-wezana jest reprezentacja ograniczen kolejnosciowych

oraz przypadku identycznych procesoréw za pomocg czasowych sieci Petriego.

n.

Deterministyczne problemy szeregowania zadan z uwzglednieniem dodatko-

wych zasoboéw

Poza zbiorem n zadah oraz n procesoréw, zaktada sie Istnienie o dodat-
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kowych zasobéw 37- ..-.,R™. Zasobowi R” dostepnemu w liczbie
jednostek przypisane zostaje miejsce p” zawierajace w chwili poczatkowej
kropek. Zadania zaso-

bowe dla zadania Z™ wyra-
zone sa wektorem rCznNd
=04l <zjy..... rsn"zZj ~t)
gdzie r~CzZ.,) ~ m,, oznacza
liczbe jednostek zasobu R"
potrzebna do wykonania
zadania 3 Zgdania zaso-
b*owe dla zadania Z% nozna
opisa¢ struktura z rys. 12.

5. Stochastyczne nrobdtemy szeregowania zadan

Jesli czas wykonywania zadania opisany jest rozktadem wyk#adniczym,
wowczas zadaniu przypisujemy przejscie czasowe stochastycznej czasowe]
sieci Petriego. Pozostate warunki mozemy wyrazic¢ podobnie jak warunki
deterministycznych probleméw szeregowania.

Rozwazmy przypadek ogélniejszy, gdy czas wykonywania zadania zadany
jest rozktadem wielostopniowym Cox"a. V? rozktadzie tym kazdy stopien o-

pisany jest rozktadem wyktadniczym - rys. 13-
Liczba jest para-

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, metrem rozkdadu wyktad-

niczego i-tego stopnia,

kK*nM jest prawdopodobien-

stwem ukonhczenia zada-
nia po i-tym stopniu,

4 Fig. 4o

Rys. jest prawdopodo-

bienstwem realizacji stopnia (i+1) . to stopniu i-tym. Szczegélnymi
przypadkami rozktadu Cox"a sa rozktady: wyktadniczy, hiperwyktadniczy,

Srlenga.
Stosujac -formalizm uog6lnionych stochastycznych czasowych sieci

Petriego mozemy rozktad Cox"a wyrazi¢ siecig z rys. 14.
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Przejscia t”» sg przejsciami o czasie palenia zadanym rozktadem wykdad-
niczym z parametrem Czas palenia przejsc¢ , t~b jest roéwny zeru.
Dla markowania zawierajacego kropke w miejscu p”~ - prawdopodobienstwa
palenia przejs¢ tiQ,tib sg réwne odpowiednio a”.b”. Powyzsza sie¢ ject
stosunkowo z4ozona, prowadzajgc odstepstwa od definicji U3C5P mozemy
rozktad Cox"a wyrazi¢ w prostszy spos6b - rys

Zblizone kon-
cepcje nie miesz-
czace sie w ra-
nach U3CS? zawar-
te sa w pracach

[12], [16]-

Rys. 45 Fig. 45

6. Sieci kolejkowe

? pierwszej kolejnosci rozwazymy wybrane dyscypliny szeregowania.

W przypadku wielu kropek w miejscu, wyboér kropki wykorzystywanej dla
palenia przejscia jest przypadkowy. Stad dyscypline RANDOM (losowego -wy-
boru z kolejki) mozemy wyrazi¢ jednym miejscem.

Reprezentacja kolejki PIFO o pojemnosci n miejsc przedstawiona jest
na rys. 16.

Ri"s.46 Fig. 46

Ze wzgledu na skomplikowanie tej sieci warto wprowadzi¢ miejsce ilus-
trujace kolejke FIFO o postaci zadanej (rys. 17).
FIFO lIdea miejsca wyrazajacego podsie¢ zwanego nha-
kromiejscea zawarta jest w pracy [1J].
° - 3 celu uzyskania sieci prostszych - warto pozos-
tate dyscypliny szeregowania opisywa¢ za pomoca
Rys.4? Fig -4? mSkromiejsc.
Jesli czas wykonywania zadania dany jest rozktadem Cox a, to mozemy
wykorzysta¢ rozwazania poprzedniego punktu.
./ przypadku systeméw kolejkowych z zadaniami wielu klas mozna wyko-
rzysta¢ kolorowane stochastyczne czasowe sieci Petriego, natomiast w przy-
padku jednej klasy wystarczajace sa sieci niekolorowane.
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7. Helacje miedzy problematyka czasowych sieci Petrlego a analizowanymi

dziedzinani

Przed przeprowadzeniem poréwnan, wprowadzimy pojecia z zakresu cyk-
licznosci dla sieci Petriego.

Sekwencja palenia nazywamy taka. sekwencje przejs¢ 6= t~ ...t~ , dla
ktérej istniejg markowania ,Kp+,,,— *"pts spedniajagce warinek: 8§ wyni-
ku palenia przejscia t~ dla" markowania fc+ osiggane jest markowanie

dla j £ £1,...,sJ. tarkowania 1p+t" i U p +S nazywamy markowaniem!
osiaggalnymi z markowania 1L.

T-invariant jest wektorem o |T| sktadowych takim, ze

312 1t.) = 3=2 i)
ti €pj ti £ p-

gdzie*po.(g*.) jest zbiorem przejs$¢ wejsciowych (wyjsciowych) miejsca p:],

1(t™) jest nieujemna sktadowg catkowita T-invarianta 1 dla przejscia t .

Obecnie zinterpretujemy pojecie T-invarianta. Niech £= a i be-

nazywamy wek-
tor f(6) o |Tj sktadowych taki, ze F(tt) jest liczba wystagpien przejscia
t w sekwencji € . Zatem T-invariant jest wektorem palenia dla sekwencji
nie zmieniajacej markowania sieci. Dzieki tej whasnosci, T-invariant jest
przydatny w opisie dziatania cyklicznego. Dla danej sieci moze istniec
wiele T-invariantéw. Kazdy z nich okresla pewien tryb cyklicznego dziata-
nia. Stad badanie dziatania sieci wymaga okreslenia T-invarianta.

Czasowg sekwencjag palenia jest sekwencja
X ="ta,ta(l)” <<, AT Lo A, N (KN Lo </, (N> Ll

gdzie: £= tQti...t~.._..t~... jest sekwencja palenia, ti(mn) - chwila roz-
poczecia palenia przejscia t» po raz m-ty.

Liczba Ti jest czasem cyklu DCSP dla T-invarianta I, jes$li istnieje
taka czasowa sekwencja palenia x, dla ktérej istnieje taka chwila °C , ze
dla kazdego przejscia t~ i kazdej chwili t~Ca)”D? prawdziwa jest zalez-
nos¢

ti(m+I(ti)) = t1(m)+ ",
Jako kryterium przyjmujemy minimedny czas cyklu
min
Tak sformutowany problem optymalizacyjny nie jest rozpatrywany w kla-

sycznej teorii szeregowania deterministycznego [27, ,i6N. Wyniki dla
tego problemu zawarte sa w pracach [3], [5]1, [9]1, [10], £i1], [14]1, [15]1, [17]1-
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Poniewaz teoria szeregowania deterministycznego jest znacznie bardziej
rozbudowana niz problematyka deterministycznych czasowych sieci petriego,
stad warto metody tej teorii wykorzystywaé¢ dla potrzeb sieci.

Dla USCSP mozemy wprowadzi¢ kryterium minimalnej wartos$ci oczekiwanej
czasu cyklu

min ECYy).

Relacje miedzy teorig szeregowania stochastycznego a problematyka u-
ogodnionych stochastycznych czasowych sieci Petriego sa podobne jak dla
zagadnien deterministycznych.

Zaleta wielu modeli kolejkowych jest umiarkowana z4ozono$¢ obliczenio-
wa metod analitycznych. Wynika to z mozliwosci dekompozycji ukiadu row-
nan stanu stacjonarnego w oparciu o warunki réwnov;agi lokalnej. Zaleta
ta optacona jest ograniczeniami zdolnos$ci wyrazania systeméw za pomoca
modeli kolejkowych, Modele te nie sg przystosowane do reprezentacji za-
sobéw pasywnych, synchronizacji miedzy zadaniami, zadan zawierajacych
podzadania. Ograniczenia te przezwyciezone sga w przypadku sieci Petriego
- kosztem wiekszej zHtozonosci obliczeniowej. Obecnie podejmowane sa pro-
by Zaczenia modeli kolejkowych z sieciami Petriego.
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BPBEEHHHE CETH DETPH - BO!M)HHOCTH , OrpAHMEHH , PACHMPSEfliH

Pssnae

B ctstbs ouecshh npsKumH rrpeacTaiuieHiiH xetepMHHHpoBahhhx h CTOxacxK-
geckKKt npodxeM pacaKC£Kna saxa'i de3 xodaBOHmac peoypcoB ho sx yneTDM, a
xaicse ceieS onepesea 0 noMOBLD BpsaeHHHX cereit HeTpa.

TIMED PETRI NETS - CAPABILITIES, LHHTATIONS, EXTENSIONS

Summary

Timed Petri nets are useful tool in resource allocation problems -

- in the order to solve the resource conflicts and to optimise the resour-
ce utilization. Timed Petri nets can be divided into deterministic and
stochastic ones. In detrministic nets - operation time is expressed by
non-negative real number. In stochastic case - operation time is descri-
bed by exponential random variable.

In the paper the use of timed Petri nets for modeling the deterministic
and stochastic scheduling problems with or without resource constraints
and for queuing networks is analysed. Some relations between timed Petri
-nets and the above problems are shown.



