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Streszczenie, V? artykule przedstawiono zasady reorezentacji de­
terministycznych problemów szeregowania zadań bez dodatkowych za­
sobów i z ich uwzględnienier, stochastycznych problemów szeregowa­
nia zadań oraz sieci kolejkowych za pomocą czasowych 3ieci 
Petrlego.

li "‘Stęp

Czasowe sieci Petriego są formalizmem możliwym do wykorzystania w za­
gadnieniach rozdziału zasobów - w celu rozwiązywania konfliktów zasobo­
wych oraz optymalizacji wykorzystania zasobów. 71 sieciach tych - czas 
wykonania operacji najczęściej jest odwzorowywany za pomocą czasu pale­
nia przejścia, znacznie rzadziej w postaci czasu przypisanego miejscu. 
Czasowe Sieci Petriego podzielić można na. deterministyczne i stochastycz­
ne. ‘.V sieciach deterministycznych - czas operacji wyrażony jest ni o u ¿orną 
liczbą rzeczywistą, natomiast w sieciach stochastycznycn - zmienna losową 
o rozkładzie wykładniczym.

Celem pracy jest wskazanie możliwości zastosowania sieci czasowych w 
zagadnieniach będących obiektem badań innych dziedzin oraz podanie roz­
szerzeń sieci dla zwiększenia ich zdolności opisowych.

Za pomocą sieci deterministycznych wyrażono deterministyczne problemy 
szeregowania zadań: zależnych i niezależnych, podzielnych i niepodziel­
nych, o identycznych, i dowolnych chwilach przybywania; przy realizacji 
zadań na procesorach identycznych, jednorodnych i dowolnych. Ponadto opi­
sano deterministyczne problemy szeregowania z uwzględnieniem dodatkowych 
zasobów. ■

Za pomocą sieci stochastycznych wyrażono stochastyczne problemy sze­
regowania zadań o czasach wykonania zadanych rozkładami wielostopniowymi 
Cox'a, w których każdy stopień opisany jest rozkładem wykładniczym.

Z wykorzystaniem sieci stochastycznych przeanalizowano możliwości opi­
su sieci kolejkowych dla różnych dyscyplin szeregowania i stanowisk obs­
ługi o czasie obsługi zadanym rozkładem wielostopniowym Co:c'a oraz ze 
zgłoszeniami jednej i wielu klas.

Porównano również wymienione dziedziny z problematyką czasowych sieci 
petriego.
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2. Definicje

ii = zbiór liczb naturalnych. Sieć Petriego (SP) jest pią­
tką uporzą"co7/aną dO - /?, T, I""^gdzie P - zbiór miejsc, T - zbiór 
przejść, ? C. (pycT) u  (?•'-?) jest zbiorem luków, ',/:?<— *■ ll jezt funkcją 
krotnoćci luku, L'o : P — ~«-K jest markowaniem początkowym. Miejsca sieci 
oznaczamy kółkami, przejścia - kreskami. V? przypadku krotności luku f£ F 
większej od jednoścj. (v;(f) S  1), w reprezentacji graficznej - łukowi 
przypisana jest liczba 77(£). Gdy i',’(f)=1, symbol 1 pomijany. Liczba ii0 (p^) 
określa liczbę kropek v; miejscu p^. Rozważny sieć prezentowaną rys. da.

Aby przejście t7 mogło być zapalone - muszą istnieć co najmniej dwie 
kropki w miejscu p^ oraz co najmniej jedna kropka w miejscu p^. Po zapa­
leniu tego przejścia, dwie kropki są pobierane z miejsca p^ oraz jedna - 
z miejsca Pg, ponadto trzy' kropki są dodawane do miejsca pj oraz jedna - 
do miejsca pi(. Sieć. z nowyra markowaniem ilustruje rys. Ib.

Deterministyczna czasowa sioć Petriego (DCSP) jest szóstką J\Z =
= <^P|T,P,«V,?ć0 ,3^J>. gdzie — > h+ (R+ - zbiór nieujemnych liczb rze­
czywistych) jest funkcją czasu palenia przejścia. V,’. przypadku powyższej 
sieci, rozważana zmiano markowania ir.oże nastąpić nie wcześniej niż po 
czasie J T C t y  od chwili, w  której zaistniały warunki palenia przejścia

Pojęcie stochastycznej czasowej sieci Petriego £1 2'] zostałą cprowa
dzono do postaci uogólnionej stochastycznej czasowej sieci Petriego £1"] 
(USC3P). Zbiór przejść USCSP podzielony jest na dwa podzbiory: - pod­
zbiór przejść czasowych, T 0 - podzbiór przejść nieczasowych ( T ^ n T g  = 0)* 
Czas palenia przejścia czasowego zadany jest rozkładem Yiykładnicsym z 
parametrem Przejścia nioczasowe palą się w przedziale czasu o zero­
wej długości. Jeśli.dane markowanie umożliwia palenie przejść czasowych 
ze zbioru I-J.cTą oraz przejść nieczasowych ze zbioru TgC Tgi bo przejś­
cia czasowe mogą palić eię dopiero po zapaleniu przejść nieczasowych.
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Wybór przejścia nieczasowego - palonego dla zadanego markowania dokony­
wany jest w oparciu o rozkład prawdopodobieństwa określony na zbiorze 

Stąd USCSP zadana jest ósemką JCfc = gdzie A
jest zbiorem parametrów natomiast K jest zbiorem rozkładów prawdo­
podobieństw dla zbiorów TgCTg.

3. Deterministyczne problemy szeregowania zadań

Ho zważać będziemy zbiór n zadań % =  ^Z^,..., Z^Tj oraz zbiór □ proce 
sorów S* = • • * iPj}' Zadanie Z_j przedstawione jest za pomocą przejś-

U cia t^. Określone w zbiorze ograniczenie ko- 
lejnosciowe Z ^ ^  Z^ (zadanie Z^ musi być zakoń­
czone przed rozpoczęciem zadania Z^) odwzorowu­
jemy za pomocą struktury przedstawionej na rys,2.

Procesorowi P^ zostaje przypisane ziejące p.

Rys. 2 Fiq- 2.
zawierające jedną kropkę. Kożiiwość realizacji 
zadań ze zbioru %  za pomocą procesora P^ wyraża 
rys. 3.

przypadku procesorów dowolnych,

sorze p^ równy jost
 ̂ na proce- 
\1 tym przy-

czas wykonywania zadania Z
Vpadku każdemu sposobowi realizacji 

zadania £. podyktowanemu wyborem pro- iOcesora P^ przyporządkowane jest przej­
ście t.. deterministycznej czasowej 
sieci Petriego z czasem jego palenia 
równym ^ 5 ^ )  = "^ij1 ®la zadania
Z., wyrażeniu możliwych jego sposobów i Jra przedstawiona na rys. ń.

Rys.3 Fig. 3
czasów realizacji służy struktu-

'•m.1

* 4

Rys. ^ Fig.4»
W czasie realizacji, zadania.Z., na procesorze P^ - kropka w miejscu 
jest zarezerwowana przez czas Stąd żadne z ̂ padań wymagających tego
prącesbra nie może być w tym czasie realizowane. Pp czasie ‘“ ¿j* przejś­
cie t, . zostaje zapalone, kropka zarezerwowana w miejscu p t jest z tego

*■0 /  ■ 1
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miejsca-usuwana oraz niezareze-rwowaaa kropka jest lokowana w tym niejscu. 
Cd tej chwili-procesor p i jest dostępny dla innych zadań.

przypadku procesorów jednorodnych stosujemy również reprezentację 
z rys. 4.

Dla procesorów identycznych czes wykonywania zadania Z., na każ dyn z 
procesorów wynosi V . Stąd w tym przypadku nic; nu:.iny każdemu z proce-

sorów przypisy—  
wąć odrębnego, 
miejsca, -wystar­
cza bowiem- struk­
tura z rys. 5, 
gdzie miejsce p 
.opisujące zbiór 
procesorów J5* r.a- 
-wiera n kropek.

Dla dowolnych chwil przybywania zadań - symbolem r o z n a c z a n y  chwilę 
pojawienia się zadania Z.,

'l.
'od'"

'O j

'S tym przypadku wprowadzany przejście 
czasie palenia równym S^t 
sposób pokazany na rys. £.

!.'.obelowanie zadań podzielnych wyma­
ga wprowadzenia przejść, których pro­
ces palenia może być podzielony na 
podprocesy o sumarycznym czasie 
trwania równym czasowi wykonywania 
zadania.

Gelen ilustracji’wyrazimy v; języku 
deterministycznych czasowych sieci 
Petriego - problem szeregowania zbioru 
zadań zależnych niepodzielnych o dowol- 
nych chwilach przybywania na owiń iden­

tycznych procesorach. Danych jest pięć zadań 1*, Zj, o czasach
realizacji i chwilach przybywania r^.r^.r-.r^,T y  Cgrani-
czenla kolejności owe przedstaw.a rys. 7. DCSP dla tego problemu opisano 
■ na < rys.8 (rys. 8 znajduje się na końcu artykułu ).

Kycunek ten jest stosunkowo złożony.
’.iażl iwoćć jego uproszczenia wynika z al­
ternatywnej reprezentacji podklasy sieci 
petriego zwanej klasą grafów markowanych.
S grafie markowanym do miejsca jest skie­
rowany dokładnie jeden łuk oraz z miejs­
ca wychodzi dokładnie “jeden łuk - rys, 9*

Rys. 6

H l u b  H i

tj W b  tij 

FCg.6
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. Alternatywnym sposobem reprezentacji grafu markowanego jest trójka 
G = < V tS,Mo>  , gdzie V - zbiór wierzchołków v,. odpowiadających przejś­
ciom tif E - zbiór łuków e^ wyrażających miejsca p^ wraz z dwoma łukani 
incydentnymi z p.., jest markowaniem początkowym opisującym liczbę

. kropek na łuku e^ równą liczbie kropek w miejscu p^. Stąd fragment z 
rys. 9 można przedstawić w postaci ilustrowanej rys. 10.

i — " 0 — H

Rys. 9. Fig.9

V ł
o-

Rijs.40 Fi.g-10

Jeśli w sieci Petriego do miejsca jest skierowany więcej niż jeden 
luk lub z miejsca wychodzi więcej niż jeden łuk, to powyższego uprosz­
czenia nie możemy wprowadzić.

i? celu uproszczenia rysunków przyjmujemy konwencję: jeśli do miejsc 
Pj jest skierowany jeden łuk i z tego miejsca wychodzi jeden łuk, to 
miejsce; to wraz z dwoma incydentnyni z nim Inkami zastępujemy lukiem 
Uproszczoną wersję sieci z rys. 8 przedstawia rys. 11.

'»S

Ti pracy roz-weżana jest reprezentacja ograniczeń kolejnościowych 
oraz przypadku identycznych procesorów za pomocą czasowych sieci Petriego.

ń. Deterministyczne problemy szeregowania zadań z uwzględnieniem dodatko­
wych zasobów

Poza zbiorem n  zadań oraz n procesorów, zakłada się Istnienie o dodat-
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kowych zasobów 3^- ...,R ^ .  Zasobowi R^ dostępnemu w liczbie
jednostek przypisane zostaje miejsce p^ zawierające w chwili początkowej

kropek. Żądania zaso­
bowe dla zadania Z^ wyra­
żone są wektorem rCZ^-!
= O-iL1 <‘Zj ’)..... rs^Zj'^')
gdzie r^CZ.,) ^  m,, oznacza
liczbę jednostek zasobu R^
potrzebną do wykonania
zadania Żądania zaso-Jb'owe dla zadania Z', nożnatJopisać strukturą z rys. 12.

5. Stochastyczne nrobłemy szeregowania zadań

Jeśli czas wykonywania zadania opisany jest rozkładem wykładniczym, 
wówczas zadaniu przypisujemy przejście czasowe stochastycznej czasowej 
sieci Petriego. Pozostałe warunki możemy wyrazić podobnie jak warunki 
deterministycznych problemów szeregowania.

Rozważmy przypadek ogólniejszy, gdy czas wykonywania zadania zadany 
jest rozkładem wielostopniowym Cox'a. V? rozkładzie tym każdy stopień o- 
pisany jest rozkładem wykładniczym - rys. 1 3 -

--------------------------------------

k * n M

Fig. 4 o

Liczba jest para­
metrem rozkładu wykład­
niczego i-tego stopnia, 

jest prawdopodobień­
stwem ukończenia zada­
nia po i-tym stopniu, 

jest prawdopodo-R y s .  4
bieństwem realizacji stopnia (i+1) . to stopniu i-tym. Szczególnymi
przypadkami rozkładu Cox'a są rozkłady: wykładniczy, hiperwykładniczy, 
Srlenga.

Stosując .formalizm uogólnionych stochastycznych czasowych sieci 
Petriego możemy rozkład Cox'a wyrazić siecią z rys. 14.
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Przejścia t.̂  są przejściami o czasie palenia zadanym rozkładem wykład­
niczym z parametrem Czas palenia przejść , t^b jest równy zeru.
Dla markowania zawierającego kropkę w miejscu p^ - prawdopodobieństwa 
palenia przejść tiQ,tib są równe odpowiednio a^.b^. Powyższa sieć ject 
stosunkowo złożona, prowadzając odstępstwa od definicji U3C5P możemy
rozkład Cox'a wyrazić w prostszy sposób - rys

Zbliżone kon­
cepcje nie miesz­
czące się w ra­
nach U3CS? zawar­
te są w pracach
[12], [16].

Rys. 45
6. Sieci kolejkowe

Fig. 45

i? pierwszej kolejności rozważymy wybrane dyscypliny szeregowania.
W przypadku wielu kropek w miejscu, wybór kropki wykorzystywanej dla 

palenia przejścia jest przypadkowy. Stąd dyscyplinę RANDOM (losowego -wy­
boru z kolejki) możemy wyrazić jednym miejscem.

Reprezentacja kolejki PIFO o pojemności n miejsc przedstawiona jest 
na rys. 16.

FIFO
- o -

Ri^s.46 Fig. 46
Ze względu na skomplikowanie tej sieci warto wprowadzić miejsce ilus­

trujące kolejkę FIFO o postaci zadanej (rys. 17).
Idea miejsca wyrażającego podsieć zwanego na- 

. kromiejscea zawarta jest w pracy [1J].
3 celu uzyskania sieci prostszych - warto pozos­

tałe dyscypliny szeregowania opisywać za pomocą 
R y s . 4 ?  F i g  .4? mśkromiejsc.

Jeśli czas wykonywania zadania dany jest rozkładem Cox a, to możemy 
wykorzystać rozważania poprzedniego punktu.

,7 przypadku systemów kolejkowych z zadaniami wielu klas można wyko­
rzystać kolorowane stochastyczne czasowe sieci Petriego, natomiast w przy­
padku jednej klasy wystarczające są sieci niekolorowane.
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7. Helacje miedzy problematyką czasowych sieci Petrlego a analizowanymi
dziedzin ani

Przed przeprowadzeniem porównań, wprowadzimy pojęcia z zakresu cyk- 
liczności dla sieci Petriego.

Sekwencją palenia nazywamy taka. sekwencję przejść 6* = t^ . ..t^ , dla 
której istnieją markowania , Kp+,,,—  *-'p+s spełniające warinek: § wyni­
ku palenia przejścia t ^  dla" markowania fc+ osiągane jest markowanie 

dla j £  £1,...,sJ. tarkowania 1-p+ ' i U p +S nazywamy markowaniem! 
osiągalnymi z markowania 1L.

T-invariant jest wektorem o |T| składowych takim, że

312 I(t.) = 3=2 i(t.)
ti € pj ti £ p-

gdzie *p . (p*.) jest zbiorem przejść wejściowych (wyjściowych) miejsca p,, 
O J  ‘ JI(t^) jest nieujemną składową całkowitą T-invarianta I dla przejścia t^.

Obecnie zinterpretujemy pojęcie T-invarianta. Niech £ =  bę-
e a i

nazywamy wek­
tor f(6) o |Tj składowych taki, że f(tŁ) jest liczbą wystąpień przejścia 
t^ w sekwencji €> . Zatem T-invariant jest wektorem palenia dla sekwencji 
nie zmieniającej markowania sieci. Dzięki tej własności, T-invariant jest 
przydatny w opisie działania cyklicznego. Dla danej sieci może istnieć 
wiele T-invariantów. Każdy z nich określa pewien tryb cyklicznego działa­
nia. Stąd badanie działania sieci wymaga określenia T-invarianta.

Czasową sekwencją palenia jest sekwencja

x = ^ t a,ta (1)^ <Ĉ t̂ , t^(T)^> ... <̂ t̂ ,, t^ (k)^ ... <^t^, t^ (m)^> ...

gdzie: £ =  tQti...t^...t^... jest sekwencją palenia, ti (m) - chwilą roz­
poczęcia palenia przejścia t^ po raz m-ty.

Liczba Ti jest czasem cyklu DCSP dla T-invarianta I, jeśli istnieje 
taka czasowa sekwencja palenia x, dla której istnieje taka chwila °C , że 
dla każdego przejścia t^ i każdej chwili t ^ C a ) ^ 1̂  prawdziwa jest zależ­
ność

ti (m+I(ti)) = t1 (m)+'^.

Jako kryterium przyjmujemy minimełny czas cyklu 
min .

Tak sformułowany problem optymalizacyjny nie jest rozpatrywany w kla­
sycznej teorii szeregowania deterministycznego [2̂ j, , ¡6^. Wyniki dla
tego problemu zawarte są w pracach [3], [5], [9], [10], £¡1], [14], [15], [17].



Czasowe sieci Petriego.

Ponieważ teoria szeregowania deterministycznego jest znacznie bardziej 
rozbudowana niż problematyka deterministycznych czasowych sieci petriego, 
stąd warto metody tej teorii wykorzystywać dla potrzeb sieci.

Dla USCSP możemy wprowadzić kryterium minimalnej wartości oczekiwanej 
czasu cyklu

min EC^y).
Relacje między teorią szeregowania stochastycznego a problematyką u- 

ogółnionych stochastycznych czasowych sieci Petriego są podobne jak dla 
zagadnień deterministycznych.

Zaletą wielu modeli kolejkowych jest umiarkowana złożoność obliczenio­
wa metod analitycznych. Wynika to z możliwości dekompozycji ukiadu rów­
nań stanu stacjonarnego w oparciu o warunki równov;agi lokalnej. Zaleta 
ta opłacona jest ograniczeniami zdolności wyrażania systemów za pomocą 
modeli kolejkowych, Modele te nie są przystosowane do reprezentacji za­
sobów pasywnych, synchronizacji między zadaniami, zadań zawierających 
podzadania. Ograniczenia te przezwyciężone są w  przypadku sieci Petriego 
- kosztem większej złożoności obliczeniowej. Obecnie podejmowane są pró­
by Zączeńia modeli kolejkowych z sieciami Petriego.
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BPB£EHHHE CETH DETPH -  B0!M)HH0CTH , OrpAHMEHH , PACHMPSffliH 

P s s n a e

B c ts tb s  ouecshh npsKumH rrpeacTaiuieHiiH xe t  epMHHHpoBahhhx h CTOxacxK- 
qecKKt npodxeM pacaKC£Kna saxa'i de 3 xodaBOHmac peoypcoB h o  s x  yneTDM, a 
xaicse ce ie S  onepesea o noMOBLD BpsaeHHHX cere  it HeTpa.

TIMED PETRI NETS - CAPABILITIES, LHHTATIONS, EXTENSIONS

S u m m a r y

Timed Petri nets are useful tool in resource allocation problems - 
- in the order to solve the resource conflicts and to optimise the resour­
ce utilization. Timed Petri nets can be divided into deterministic and 
stochastic ones. In detrministic nets - operation time is expressed by 
non-negative real number. In stochastic case - operation time is descri­
bed by exponential random variable.

In the paper the use of timed Petri nets for modeling the deterministic 
and stochastic scheduling problems with or without resource constraints 
and for queuing networks is analysed. Some relations between timed Petri 
. nets and the above problems are shown.


