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Streszczenie. W pracy rozwaza sie dwumaszynowy problem przepty-
wowy /i low-shop/, w ktérym kolejnos¢ wykonywania zadan oraz ich
czasy wykonywania 3g zmiennymi decyzyjnymi. Zakkadajac, ze koszt
wykonywania zadania jest funkcja liniowg jego czasu wykonania sta-
wia aie problem minimalizacji sumarycznego kosztu wykonywania po-
szczegolnych zadan przy ograniczonym czasie zakonczenia wykonania
wszystkich zadan. Pokazuje sie, te decyzyjna wersja tego problemu
jest HP-trudna i nastepnie przy przyjeciu réznych zakozen uprasz-
czajacych konstruuje sie algorytmy o zkozonosci wielomianowej .
Dla przypadku ogélnego podaje sie algorytm heurystyczny.

1. Wstep-

M ostatnich latach obserwuje sie koncentracje badan nad tzw. mieszany-
mi problemami rozdziatu zasobéw. ¥ szczegdlnosci przyjmuje 3ie, ze do wy-
konania operacji potrzeba jest wiele rodzajow zasobéw odnawialnych i
nieodnawialnych podzielnych w sposéb ciagly lub dyskretny, co a znaczny
spos6b przybliza badany model do rzeczywistosci.

W pracy rozwaza sie dwumBszynowy problem przeptywowy zakd¥adajgc model
operacji taki, jak w problemach PERT/koszt. Przyjmuje sie, ze czas wyko-
nania operacji na pierwszej maszynie mozna zmienia¢ w sposob ciagly w
pewnym przedziale”co powoduje roézne zuzycie zasobu nieodnawialnego typu
naktady finansowe, czyli rézny jest koszt wykonania operacji. Ponadto
zaktada sie, ze koszt ten jest liniowg funkcja czasu wykonania operacji.

Przyjecie tych zatozen oznaoza, ze do wykonania operacji potrzebny jest
jeden zaséb odnawialny podzielny w sposéb dyskretny /odpowiednia maszy-
na o pojemnosci jeden/ oraz jeden zas6b nieodnawialny podzielny w sposéb
cigglty /naktady finansowe/. Poniewaz doktadny przeglad dotychczasowych
rezultatéw dotyozgoyoh jednoczesnego uwzglednienie zoeobéw nieodnawial-
nych typu maszyn o pojemnosci 1 oraz modelu operacji typu PERT/koszt
znajduje sie w pracy [3] umieszczonej w tym samym zeszyoie, ograniczymy
sie tutaj tylko do stwierdzenia, ze najbardziej og6élny model mieszonego
problemu rozdziatu zasobéw zostat podany przez Yieglarza w [4].

Zagadnienie badane w pracy polega na znalezieniu takiej kolejnosci wy-
kodywanie zadan na maszynach oraz czaséw wykonywania poszczeg6lnych ope-

racji wykonywanych na maszynie pierwszej i wchodzacych w skiad zadan,
i» praca byta czesciowo finansowana przez RP.1.02 "Teoria sterowania i opty-

malizacja ciggtych ukdadéw dynamicznych i proceséw dyskretnych*
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zeby przy ograniczonym czasie zakonczenia wykonania wszystkich zadan i
spetnieniu ograniczen charakteryzujgcych dwumaszynowy problem przepdywo-
wy minimalizowa¢ sumaryczny koszt wykonywania wszystkich operacji. i/Brto
tutaj zauwazy¢, ze przy odrzuceniu zasobu nieodnawialnego, tzn. maszyn,
problem sformutowany powyzej sprowadza 3ie do znanego z literatury pro-
blemu wyznaczanie krzywej kosztu projektu przy specyficznych ogranicze-
niach kolejnodcioaych.

W pracy pokazano) ze decyzyjna wersja badanego zagadnienia je3t
BP-zupedna i nastepnie przy przyjeciu réznych zatozen upraszczajacych
skonstruowano szereg algorytméw o z#ozonosci wielomianowej wyznaczajacych
rozwigzanie optymalne. Dla przypadku og6lnego podano algorytm heurystycz-

ny.

2. Sformutowanie problemu

Dany jest zbiér n niezaleznych zadan ponumerowanych 1,2,...,n, ktore
nalezy wykona¢ ne drlOch maszynach A, B. Kazde zadanie j jest najpierw wy-
konywane na maszynie A w czasie p”~ a ~ Xy O+ xj -iuj> a P°tem na
maszynie B w ozasie p2j = b, gdzie x* okresla skrécenie czasu p"j-
Wielkos¢ un /an N u”/ oznacza mozliwe maksymalne skrécenie czasu wykony-
wania zadania J na maszynie A. Zakkadany, zet /i/ kazda maszyna wykonuje
zadania bez przerwan, /ii/ wszystkie zadania sa gotowe do wykonywania w
chwili zerowej, /iii/ kazda maszyna « dowolnej chwili czasowej moze wyko-
nywa¢ nie wieoej niz jedno zadanie, /iv/ kolejno$¢ wykonywania zadahn na
obu maszynaoh jest identyczna. Hieoh

X »{x6 Hn -0 i EUJ, 14]j £n]

a *T oznacza perautacje elementéw zbioru {l1,2,...,n}, zas Pl zbidr wszys-
tkich takich permutacji. Oznaczmy dalej przez Caax(IT ,x) czas zakoncze-
nia wykonywania wszystkich zadan przy spednieniu /i/ - /iv/ dla pernu-
tacji TTi fi i czas6w wykonywania p”~ = a®» - Xy P2j=Db", j=1,.,.,n,
X 6 X. Zachodzi CQax(T ,x) = isTIg) - *BI@)) + £ j=i b7™)I-
Przyjmujemy, ze koszt wykonywania zadania j jeat rowny c™x*. Wielkos¢

c.. > 0 okresla jednostkowy koszt skrécenie osasu wykonywania zadania j na

maszynie A.
Problem badany w tej pracy mozna sformutowaé¢ nastepujgco* Dla zadanego
? > 0 znalezé¢ pare ("K"°,x0) bedaca rozwigzaniem nastepujacego zadania

.6<£_i«1 ci*j /1/

przy ograniozeniaoh ;
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aE:mec~2gi 1, Itrm . i & =4
Ogélnie rzecz bioragc koszt wykonywania zadania przy x = 0 nie jest
réwny zero. Jednakze k03Zt ten nib zalezy od permutacji T i dlatego nie
zmniejszajac ogdlnosci rozwazan moglismy go pomingé.-
Przejdziemy teraz do pokazania pewnych wkasnosci rozwigzania optymal-
nego zadania /1/,/2/. Niech K° = ANINg* T1 = Cmax” >u) >

T2 ° Cnaz”~ .0), gdzie u = (4§ ,Ug,... ,u ), Zauwazmy, ze wielkosci T.,

i)
Tg nozna wyznaczy¢ algorytmem Johnsona w czasie O(n logrj . Zachodza nas-
tepujace wkasnosci;

T/¥aanos¢ 1

Hozwigzanie optymalne zadania /1/, /2/ istnieje wtedy i1 tylko wtedy, gdy
T T,. -y

Whasnosé 2
Ifieoh Ty Tr Jezeli K°> 0 t T < Tg. Jezeli T Tg to C,ax(To ,x0)= T.
Prawdziwos¢ powyzszych wkasnosci wynika z faktu, ze dla kazdej perau-
tsoji Tc FI , CQax(T ,x) jeat funkcjg nierosnaca kazdej skkadowej
wektora i 6 X. Wkasno$¢ 1 rozstrzyga problem istnienia rozwigzania zada-
nia /v/, /2/, a wkasnos$¢ 2 méwi, miedzy innymi, ze dla T Tg niniaalny
koszt wykonywania zadan jest réwny zero. Dlatego tez dalsze rozwazania
wystarczy ograniczy¢ do przypadku gdy 11 < 1 ~ Tg. Kontynuujac dolej ana-
lize zadania /1/,/2/ zauwazmy, ze dla ustalonej perautacji T zadanie to
sprowadz$ aie do zadania programowania liniowego, dla ktdrego istnieje
algorytm o ztozonosci wielomianowej. Ponadto dla ustalonego x € X potra-
fimy w spoadb efektywny sprawdzié¢ czy istnieje permutacja T spedniajaca
CydakT s T. Tym niemniej zkozonos¢ problemu /1/,/2/ jest sprawg otnar-
ta. Dlatego tez w nastepnym punkcie przeprowadzimy analize zdozonosci
obliczeniowej tego problemu.

m8. Ztozonos¢ obliczeniowa

W tym punkoie pokazemy, ze decyzyjna weraja problemu /1/,/2/ jest
NP-zupedna. Mozna ja sformutowaé nastepujaco;
DSP; Dany jest 2-maszynowy przepdywowy peroutacyjny system wykonywania
zadan /permutation flow-shop/, ze zmiennymi czasami wykonywania zadan

3 "XJTKIF oMM ujt A jednostkowe koszty skrécenia cza-
séw wykonywania ¢ > 0, j » 1,...,n i liczby K, T. Przyjmujemy, ze n, ,
Kj - «i* 1 m 1 _ees*Il_ liczbami naturalnymi o K, T, c®, 3, j -

nieujemnymi liczbami wymiernymi. Czy Istnieje para (IT ,X) taka, ze
Cggj -€T .X) T,:X £X, AWfi ?
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Twierdzenie 1

Decyzyjna wersja »VP problemu /1/,/2/ jest KP-zupeina.

Szkic dowodu: W dowodzie ograniczymy sie dc pokazania, ze problem
PODZIAL Z3IORU, o ktérym wiadomo, ze jest EP-zupedny, jeat nielomianowo
transformowalny do DA"P. Problem PODZIAL ZBIORU 03 postac:

PODZIAL ZBIORU:Dane sg liczby naturalne t, ,---, €ft, 3 takie, ze

«Si-l1A "m2 3*CV istniej« SC T ={1,2,...,t taki, z¢ Si~i* B.

Be,d2|emy rozwaza¢ nastepujacy szczeg6lny przypadek problemu LWP: n=t+1,
g =2 ,U*2 ,b=j,jal*mt; a =B, =Q b~ = 2B,

T =4-B.-K * 2-Bo, Cj = o0, j =

Zak6zmy, ze PODZIAL ZBIORU na rozwigzanie, tan. istnieje S C T takie, ze

N jeS™Nj c 3¢ ~ieo™~ N bedzie permutaojag, ktorych, t -|s| elementéw nale-
zy do zbioru T\S, nastepnym elementem jest n i dalej wystepuja wszystkie
elementy ze zbioru S. Fotézay r = 20, j T I7S; =0, JesS; in»0,
Zachodzi Cmax( , ) =4 B =T, ce£ ~ ~ _,c ™ 4A?NS 2*j - 2Bo , K.

Pokazalismy wiec, ze jezeli PODZIAL Z3I0RU ma rozwigzanie to szczeg6lny
przypadek problemu KVP okreslony powyzej ma tez rozwigzanie.
W podobny sposéb, cho¢ wymagajacy dduzszego rozumowania, mozna pok3 zac,
ze jezeli PODZIAL ZBIORU nie ma rozwigzania, to szczegélny przypadek pro-
blemu DWP tez nie na rozwigzania. Poniewaz przynaleznos¢ problemu DWP do
klasy zadan EP jeat oczywista, to tym samym dow6éd prawdziwosci twierdzenia
1 zostak zakonczony.

Z przedstawionego szkicu dowodu wynika, ze J.7? jest 1!P-zupelny nawet
wtedy, gdy jednostkowe koszty skracania ozaséw wykonywania zadan na ma-
szynie A sg identyczne, tzn. Cj = o.

4. Algorytmy wielomianowe

U poprzednia punkcie pokazalismy, ze problem DAT jest KP-zupokny.
Yiynika. stad, ze problem /1/,/2/ jest EP-trudny, co powoduje, ze nie istnie-
je algorytm o z#ozonosci wielomianowej /jezeli P s5C 1IP/ rozwigzujacy ten
problem. flie znaczy to jednak, ze przy przyjeciu dodatkowych ograniczen
nie mozna poda¢ algorytméow efektywnych. Przeprowadzimy teraz analize tych
przypadkéw. W tym celu pokazemy kilka wkasnosci rozwigzania optymalnego
zadania /1/,/2/ przy dodatkowym zatozeniu postaci Cj = c, j » 1,...,n_.
Prawdziwy jeat nastepujacy lemat:

Lemat 1
Hiech =p, j-1,,..,noraz A 4 min {o (c ,0;-t): ~Yn °gax$ v
Zaohodzi K° « o £ = A oraz kazda perautacja T«rj taka, ze
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Amax” u™4 T oraz clCaax™r >0) “ T) = A jest perautaoja optymalnag dla
zadania /1/, /2/.

Dowéd lematu nynika bezposrednio z tego, ze dla kazdej pary (X9 ,x°)
bedacej rozwigzaniem optymalnym zadania /1/,/2/ zachodzi X° a
“W7T°,0) -T. 3-13

Korzystajac z powyzszego lematu mozna +atwo wykazaé¢ prawdziwo$¢ po-
nizszego twierdzenia, ktére bedzie podatawg konstrukcji algorytméw, o
ztozonosoi wielomianowej, wyznaczajacych rozwigzanie optymalne zadania

/1/7.72/.
Twierdzenie 2
Hiech Cj = o, j = 1,...,n oraz przez n OCfl oznaczmy zbidr wszystkich

permutecji Tr takich, ze C,n, (T 0 :-@iﬁj C,, fir ,0) . Podobnie niech

N UC N bedzie zbiorem wazyatkich pemutacji TT takich, Zze Caa3c(« ,u) =
:>W<rh C {iL ,u) . Jezeli fI°0 11U ™ &,i10 kazda pernutacja J6n° n fi*

jest permutacjg optymalng zadania /1/,/2/.

Jak juz wspomniano dla ustalonej permuoacji K zodanie /1/,/72/
redukuje sie do zadania wyznaczenia jednego punktu ra tzw. krzywej kosztu
projektu™ Do rozwiazania tego zadania mozna zastosowa¢ znany z literatury
Blgorytm Kelley®"s [2]. Jednakze ze wzgledu na specyficzng posta¢ ogr:- -
czen kolejnosciowych algorytm ten mozna odpowiednio zmodyfikowaé¢ i «les-
nie taka zmodyfikowana wersja tego algorytmu o zdozonosci O In"; jcs.
przedstawiona ponizej. Dla uproszczenia notacji przyjeto, ze
K »><t1,2,...,n>.

Algorytm 1

]- Podstaw x. » 0, Aj = £/~ atx + 2*“~/ lijin, T=_max A
K=0; k=min{jJ A, =fj. 1 ""n

2. Znajdz najmniejsze liii k takze, ze c. = min—_fe. : hi jélc, i, i uA”
Jezeli 1lji 1 znajdz A wmax A oraz I min-{tij <1 R, =A j.W

1ij<l 3 3

Jezeli 1 = 1 to potdéz a = O.

3. Jezeli min{ T -A .uj >1 -1t to » I -2 T j» 1 - > K + ¢cX.,
i stop.

4. Jezeli uld T -A tox» ul;T *T"xi> Aj := x> k>
K ;= K+ i idz do 2.
Jezeli ul1> T -A to ij » I-1i , T :T- x1;K =K +0”; k »kt
i idz do 2.

Zauwazmy, ze c trakcie dziatania algorytmu sktadowa x. jest zmieniana,co
najwyzej raz, j «1,...,n, co przy dowolnych ograniczeniach kolejnos/cio—
wych w algorytmie Kelley’a nie jest prawda.

" .Yspomniana wyzej ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu 1 wynika z faktu, ze
krok 2 jest wykonywany oo najwyzej n razy. Algorytm ten wyznacza rozwig-
zanie optymalne tylko wtedy, gdy Cn,, (T,u) ~ T £Tj. Jednakze gdy
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T < »*)> to aie istnieje rozwigzanie, o n przypadku gdy T > Tg
eminimalna wartos¢ kosztu Jest rowna 0. Po zakonhczeniu pracy algorytmu
wektor x zawiera optymalne rozwiazanie zadania /1/./2/ dla ustalonej per-
outacji X , T « T a K Jest minimalng wartoscig koaztu.

Przejdzieay teraz do analizy trzech réznych przypadkéw, dla ktérych
podany algorytmy o zkozoaosoi wielomianowej wyznaczajace rozwigzanie
optymalne zadania /1/,/2/. We wszystkich tych przypadkach bedziemy zakta-
da¢, ze Cj » ¢, J «""1,...,n. Przypomnijmy Jeszcze, ze rozwazany tylko
sytuacje, kiedy i T2-

a, «a, -=1t, jgl,...,fa. Zauwazmy, ze w tym przypadku n°=nm . Stad
Jort -nu— n U 1 z twierdzenia 2 wynika, ze kazda para (X ,X) teka, ze
n U a x dest wyznaczone ag algorytmu 1 dla perautacji X jeat roz-
wigzaniem optymalnym /1/,/2/. Zkozono$¢ obliczeniowa wyznaczenia kazdej
takiej pary Jest réwna O(n ).. .
br - b, u, mu, Jo 1,..., n. Kiech X bedzie perautacja optymalng dla
klasycznego zagadnienia “liGmax przy P-j “ ®&§ “ u, Ppj “ b, wyznaczong
przez algorytm Johnsona, %tedy Xe pju oraz

Bin{s™ij - u,b} i m i n -u,b} , 1-1 n-1. /3/
Pokazemy, ze z powyzszych nieréwnosci wynika, ze

ainja” ,b] $ mindaT™m ~ ,dr , i =1,...,n-1. /4/
>m dowodzie wystarczy sie ograniczy¢ do przypadku, gdy a > 8 X0+
dla pewnego 1 mii-¢ n-1. Wtedy Jednak z /3/ dostaniemy: min {a - u,bj =
- min @ 70+49 7 u>} e« Stad bc¢a - u, co konczy dowéd. Kontynuujac
dalej roznazania zauwazmy, ze z nieréwnosci /4/ wynika, ze permutacja X
jest rozwigzaniem klasycznego zagadnienia F2 | przy p. . = , P..- = b,

1 N

czyli XfF |:|O. samym pokazalismy, ze fi O FI ~ 0 1 na mocy twier-
dzenia 2 para (X ,x), gdzie x jest wyznaczone wg algorytmu 1 dla permu-
tacji X , jeat rozwigzaniem optymalnym zadania /1/,/2/. Z¥ozono$¢ obli-

czeniowa wyznaczenia takiej pary jest réwna O(n) .
a,i -a U =u, J=1,...,n. Kiech X bedzie permutaoja optymalng dla kla-
u

aycznego zagadnienia P2H Gaax przy p-~ = a, = hj , wyznaczona przez
algorytm Johnsona. Wtedy T ( n°- oraz
min {a, A min{a, b~@} , 1T =1,...,n-1. /5/

Hozumujao analogicznie jak w poprzednim przypadku mozna pokaza¢, ze s nie-
réwnosci /5/ wynikaja, nastepujace nieréwnosci

min {e - u, bjJTu)} » min {a - u, bx(i)} » 1 B z6/
czyli _perautac**. X jest rozwigzaniem klasycznego zagadnienia P2 H Gnal

Przy »a-u, p2;j - b,,, awiec Tif nU. Stad n Cn flU ~ 0 1 aa mocy
twierasec¢ia 2 para (X ,x), gdzie x jest wyznaczone wg algorytmu 1 dla
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permutacjil , jest rozwigzaniem optymalnym zadania /1/./2/. Z¥ozonos$é
obliczeniowa wyznaczenia takiej pary jest réwna tak jak poprzednio 0 () .
Zauwazmy, ze w kazdym z powyzej rozwazanych przypadkéw pernutacja opty-
malna Ti0o nie zalezata od wartosci T, czyli dla kazdego T1 * T < T jest
ona taka sana. Stad i z lematu 1 many, ze minimalna wartos¢ kosztu dla
kazdego 4T i Tg jest rowna o(CxE (i °,0) - T) =o0 (T2 - T) oraz
zero dla T Tg-. Dalej przez oznaczmy wektor z wyznaczony algorytmem 1
dla T » f oraz niech cigg <i®,i2,...,i > , sin okresla poszczegélne
wartosci 1 otrzymywane w kroku 2 algorytnu 1 dla T = T.,. Pokazemy teraz
prosta konstrukcje wektora z* dla i i Tg na basie ciggu <tlt.*_ki >

oraz zA1 . Hieoh 04k i s bedzie najwiekszg liczbg catkowitg takg, ze

Xk " } 1 ; 1)
¢*-i=l xi M T? ~A >"tedy z4d >»X. _, J =1, xF » 1, - rfF -
31V L) L) k+1 2

- 2,}=-| X1 /jezeli ta wielkos¢ nie jest zerowa/, a pozostate sktadowe

wektora X ’sq réwne zero. Poprawno$¢ powyzszej konstrukcji wynika natych-
miast z uwagi, ktéra zostata zamieszczona bezposrednio po sformutowaniu
algorytmu 1. Ostatecznie para (,T0,zrf) Jest rozwigzaniem zadania /1/i/2/
dla .kazdego i €4Tg. Widzimy wiec, ze we wszystkich trzech rozwazanych
przypadkach potrafimy rozwigza¢ cala rodzine zadah /1/./2/ /parametrem
tej rodziny jest T/ s;ykorzystajac tylko raz algorytm 1. Przy dowolnych
ograniczeniach kolejnosciowych w klasycznym problemie PEHT/koszt potrafi-
my to tez zrobi¢ ale pod warunkiem, ze w trakcie dziatania algorytnu be-
dziemy "zapamietywa¢ kolejne wartosci wektora z. Ka koniec zauwazmy, ze
z+ozonos¢ przedstawionej procedury rozwigzywania catej rodziny zadan /1/,
/2/ jest rowna O(n) /wg definicji ztozonosci obliozeniowej algorytmu
wyznaczajacego zbiér nieskonczony podanej w [3)/-

5. Algorytm heurystyczny

Jezeli permutacja i jest ustalona to, jak juz wspominalismy,-rozwig-
zanie zadania /1/,/2/ sprowadza sie do rozwigzania zadania programowania
liniowego. Zadanie to jest rozwigzywane przez algorytm 1 w czasie 0(n2).
Ponadto dla ustalonego xi X potrafimy, w czasie 0(n logh) wyznaczy¢ permu-
taoje Ki n minimalizujaca Caaxttr ,X) ; wystarczy zastosowa¢ algorytm
Johnsona dla P21l CQax gdy = a,, - 2", = b, Powyzsze whasnosci su-
geruja nsstepujacy algorytm heurystyczny dla rozwigzywania zadania 71/,
/2/s
Algorytm heurystyczny
1. Pot6z xI0) » u; ke 1, K= £ Cjuj
2. Jezeli k > “to stop.



E.Nowicki

170
3. Wyznaoz 7TiK) taka, ze Cmax(iT (J, X = min Cagjt(7 , X X‘Dj -
4. Wyznacz xiK) e X takie, ze Cmax (MW ,x®j 4 T 1 P

e oin A j=1CiXj ix e X, mec (" ,NM ¢ T/ = Jezeli

£1i1=1 cix\K) < to Poi®z X3 = N 1=l ¢cjxjS ; k »» k+ 1 i idz do 2.

\F przeciwnym wypadku stop.

Proponujemy przyjac Z_ékkiubrén' Niech k™ ¢ Kpja OZNacza etap,« ktérym
algoryzm zakonczyt dziatanie, tzn. najwieksze k dla ktérego algorytm wyko-
nuje jeszcze krok 4. Pare (7f~ , X bedziemy traktowa¢ jako przyblizone
rozwigzanie zadania /1/,/2/, a KK = £ “_1 0jxw",> okresla wartos¢ funkcji
celu dla tego rozwigzania. Z¥ozonos¢ algorytnu « Swietle wczesniejszych
uwsg jest réowna 0 (k_ n2). Zauwazmy, I‘Z\|e gd@algorytn skonczy swoje ¢zia-
Stanie w kroku 4, to otrzynana para [A , X spednia warunki konieczne
optyaalnosoi dis zadania /1/,/2/, tzn. =2 " minimalizuje ¢ 0t
przy ograniczeniu Caax (7T~,x) =T oraz 7 minimalizuje C ,XLkD .

Przedstawiony powyzej algorytm heurystyczny zostat przetestowany na
100 losowo wybranych przykd#adach konkretnych zadan /1/,/2/ dla r. = 100.
Kazdy przyktad jest S(%harakteryzowany przez zestaw a., Ué' b:]—, CU’
j*1,...,n,T. Wielkosci, a", a", bj, c. zostaty okresSlone p r nAvir

tor o rozktadzie roéwnomiernym odpowiednio ze zbioréw {i,... Jj .,
il unaxl » re**»pnax” > N~ » W 3* *zyjeto aQaz = ba33f o0,
N = 5 1 1 ~n 5
u,,, » 25, 10. Dla kazdego zestawu Wyll,)(/:ZOﬂO.T, i~g_ po%?_zono
T » + Tg™/2. Nastepnie wyznaczono X = 2» ;= cjXxjXI* S<izie * rozwiag-
zanie otrzymane przez zastosowanie algorytmu heurystyoznego,
Il = min { o™ - x FX, X. =Tg - ?} oraz
T =[(K - 10CB». Sredria arytmetyczna stu takich wyliczonych war-

tosci. T by#8 réwna 93, a najwieksza z nich 233. Obliozenia zostaly prze-
prowadzone na minikomputerze ZX-Speoxrun.

tatwo pokaza¢, ze warto$s¢ LB szacuje od dotu minimalny koszt, tzn.
LB K°. Stad mozemy stwierdzi¢, ze Sredni biad wzgledny miedzy kosztem
dla rozwigzania heurystycznego a kosztem dla rozwigzania optymalnego, w
analizowanej serii 100 przyktadéw, byk nie wiekazy niz 93, a maksymalny
bta¢ wzgledny nie wiekszy niz 233. Nalezy wieo przypuszoza¢, ze badany
algorytm heurystyozny znajduje pare (T3, s3)> 6.la ktérej koszt wykonania
zadan niewiele rézni sie od kosztu minimalnego K°, tym bardziej, ze
wartos¢ LB jest dos¢ akabyD oszaoowaniem minimalnego kosztu.

Interesujace bytoby przeprowadzenie analizy najgorszego przypadku dla
zaproponowanego algorytnu heurystycznego. Jest to jednak aktualnie pro-
blem otwarty.
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6 . Uwagi koncowe =

Przedstawione w pracj rezultaty obowigzujg takza, jesli nie bedziemy
zaktada¢, ze kolejnos¢ wykonywania zadan, na obu maszynach jest identyczna,
tzn. zamiast perautacyjnego problemu przeptywowego /pernutation flon-shop/
rozwazymy problem przepdywowy /ilow-shop/. Ozywajac podobnych argumentoéw
jak w [13 mozna pokaza¢, ze w zbiorze rozwigzan optymalnych dla 2-maszyno-
wego problemu przeptywowego zo zmiennymi czasami wykonywania zadan istnio-
je rozwigzanie, w ktéorym kolejnos¢ wykonywania zadan na obu maszynach
jeat identyczna.

Przedstawiony w pracy algorytm heurystyczny moze by¢ takze zastosowany
do rozwigzywania zadania minimalizacji kO03ztu wykonywania zadan w m-maszy-
nowya permutacyjnyta problemie przeptywowym przy ograniczonym czasie za-
konczenia wykonywania wszystkich zadan i1 zatozeniu, ze czas wykonywania
kazdej operacji mozna .skraca¢. W t"m [Wypadku w kroku 3 nalezy rozwigzac
klasyczny problem P]I CQS:X. Problem ten jeat silnie 1!P-zupelny. Dlatego
tez do jego rozwiagzania nalezy zastosowaé¢ znany z literatury wielomianowy
algorytm _heurystyczny lub wykorzysta¢ algorytmy oparte na metodzie po-
dziatu 1 ograniczen, charakteryzujace sie stosunkowo krétkim czasem obli-
czen.
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MHHESiaMUIH CTOZLiOCTH B CHCTEME HOTOEHOPO TMIA C nOdijfIBATEliL»
EHM3 .jJBTM mnaHtIM C n&TOM H3MEHS5M  ipiHWITSHOFITH OEGH7MBAHHS5I

Pesbue

B craTse npejtOTa&aseTca CHOieaa noTogaoro rana € nooJieflOBaTejnmnra
jiBjaa wmsaaz, b KoropoS oaepessocTt BsmOjmaHsa sanaa 2 hx Bpersa bhiicuk



a Novrictei.

Hesaa hbjkdtcji nepeweHHHKH nojyiesamEe BHFlopy. npiunasas, hto ctoehoctb bh-
nojEaeHEFF sanaHB HBJiseTca jameMoR jpysmseR ee speusEZ smomeszs, craszr- .
os npofi“ewa uHEHMEsauHH cyMMapHD2 otohmocth BunojseHM Boez sajjan npa orpa-
HHE6HHOH BpeaeHZ OKOHZEHHH BC6X 3aflaa. 110KaSHBaeTOa , HTO npwijiewa JZBIIZeT-
0s P - noJiHoa. 3aieii Xjiz HejcoToporo miacca 3TKX sanaa npemiaraOTOK nojm-
HOMHajiBHHe ajrropaTMH . B txSmeii ojiy~ae $opMyjmpyeToa aBpzcraaecKHft ajtropBTM
b npejtCTaBJiHBTOH pesyaiBTaTH BireHCJiETejrbHHZ aEcnepzwaHiOB npoBejteKHHX jyw
onpiaaHO H3(SpaHHHX npauepoB.

HEmazrJG. THE cost in a tpo-machins PLOU-SHOP WITH VARTING job
PROCESSING TMES

Summary

In the paper we consider.a two-mechineflow-shop in which both the
sequence of jobs and the job processing times are controllable. The job
cost is a linear function of the processing tine. The problea is to find
a sequence of jobs and job processing times-minimizing the total cost
under the given maximum job completion time. It is shown that the decision
version of this problea is NP-complete even for identical costu per unit
processing time. A number of polynomial algorithms for certain subproblens
is presented and for the general case, a heuristic algorithm is given.

The results of numerical simulations for heuristic algorithm are also
given.



