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PROBLEMY SZEREGOWANIA ZE ZMIENNYMI CZASAMI WYKONYWANIA ZADAŃ*

Streszczenie. V/ pracy sformułowano klasę problemów szeregowania 
zadań na maszynach, w której modelem zadania jest liniona funkcja 
koszt/czas oraz występują dwie funkcje celu: wskaźnik jakości usze­
regowania oraz koszt wykonania zadań. Dla klasy tej podano wyniki 
dotyczące złożoności obliczeniowej, algorytmów wielomianowych oraz 
przedstawiono systematyczny przegląd istniejących wyników.

1. Wstęp

Yf pracy przedstawiono klasę problemów szeregowania zadań na maszynach, 
w której•tradycyjny dla teorii szeregowania model zadania /operacji/, po­
dawany w postaci ustalonego czasu wykonywania, zastąpiony zoatał przez 
liniową funkcję koszt/czas określoną na domkniętym i ograniczonym zbiorze 
dopuszczalnych czasów wykonywania. Dla tak sformułowanego modelu zadania 
pojawia się obok tradycyjnej zmiennej decyzyjnej /kolejności wykonywania 
zadań/, nowy typ zmiennej - ozas wykonywania zadania. Ponadto, obok roz­
ważanych w teorii szeregowania funkcji oalu pojawia się nowa - łączny 
koszt wykonania wszystkich zadań. Patrząc na rozpatrywaną klasę problemon 
jako na zagadnienia planowania sieoi czynności typu PEP.T/koszt - gazie 
model zadania typu koszt/ozaa jest w powszechnym użyciu, znajdujemy je 
jako zagadnienia planowania sieci czynności z ograniczonymi zasobami od­
nawialnymi /maszyny/, podzielonymi w sposób dyskretnym oraz liniowymi 
funkojami koszt/czas.

Z uwagi na mieszany charakter zmiennych decyzyjnych, zmieniające cię a 
sposób ciągły czasy wykonywania zadań oraz kolejność wykonywania zadań - 
zmiana typu kombinatorycznego, rozpatrywane problemy zaliczają się na 
ogół do klasy' problemów trudnych, przy czyn granica pomiędzy problemami 
o złożonośoi obliczeniowej wielomianowej a problemami NP-trudnymi leży 
"niżej" niż w klasie czystyoh problemów kolejnościowych.

Niniejsze opracowanie jest próbą stworzenia Jednolitego 3pojrzeni3 na 
problemy z tej klssy oraz próbą podsumowania- dotychczasowych fragmenta­
rycznych wyników dotyczących złożoności obliczeniowej, algorytmów wielo­
mianowych heurys Tycznych oraz dokładnych, typu podziału i ograniczeń.

35 prace były częściowo linensi^arŁ przez RP.I.02 "Teoria sterowania ... cyt 
malizacja ciągłych układów dynamicznych .i procesów dyskretny
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2. Sformułowanie problemu

Kiech J «i {l,2,...,n} będzie zbiorem indeksów zadań a M = {1,2,... ,m} , 
zbiorem indeksów maszyn. Każde zadanie noże być wykonywane v? danej chwili 

na co najwyżej jednej maszynie oraz ksżda z maszyn może w danej ■ 
chwili wykonywać co najwyżej jedno zadanie. Wykonywanie zodar.ia j
na maszynie i zajmuje Sj^ - jednostek czasu, przy czym a. .. > 0 jest 
dane, natomiast xv . - zmienna decyzyjna przyjmująca wartości z przedziału 
r°łu~-;]> i ajL-j* Zaienna x ^ Ą określa liczbę jednostek czasu o jaką
skrócono czas wykonywania a^.; dalej nazywać ją będziemy czasem skrócenia 
zadania j na maszynie i. Jeżeli każde zadanie j składa się ze skończonego 
ciągu operacji<01;j,... ,0^ .^orsz dana jest funkcja JJL^ /A-i j ̂  i» r,-i ̂  m/

3przyporządkowująca każdej operacji 0., . indeks maszyny ■, to a., - x .  <J -A-J -ł- «J
określa czr.s trwania operacji na maszynie . Ola uniknięcia nad­
miernej mc. acji pozostajemy jednak dalej przy poprzedniej interpretacji 
czasu a .  ̂ xij" Zauważmy, że eliminujemy wtedy z naszych rozwożeń klasę 
problemów ;ypu "job-ahop"; rozważania te jednak można prosto przenieść 
r.e tę klat j problemów.

Koszt skrócenia czssu wykonywania zadania j na maszynie i wynosi 
C;;S,-, ĉ _- > 0. W dalszym ciągu koszt ten będziemy utożsamiać z kosztem-*■ L O J
wykonania zadania j na maszynie i; w rzeczywistości koszt wykonania jest 
sumą pewnego stałego składnika i kosztu skrócenia, jednakże w zagadnie­
niach optymalizacji stawianych w dalszym ciągu stały składnik nie ma 
wpływu na rozwiązanie optymalne i dlatego może być pominięty. Niech
X = {x » (xn  x1n’ ‘ ' ,:i:m1 xnn) : 0 ^ xij ^ uij’ 1 £ 3 £ *
gdzie - jest maksymalnym dopuszczalnym skróceniem. Koszt wykonania
wszystkich zadeń dla pewnego x  i  7. wynosi

p2(x) - 2i°i Ź ' j*1 cijxij * / 'i /

Zakładać będziemy dalej, że wykonywanie każdego zadania na każdej z 
maszyn odbywa się bez przerwań. Oznaczmy przez f  funkcję przyporządko­
wującą każdej maszynie pewien podzbiór zadań oraz porządek liniowy okreś­
lony na tym podzbiorze, który określa kolejność w jakiej zadania będą wy­
konywane na tej maszynie. przypadku gdy ceżde zadanie wykonywane jest 
na k8żdej z maszyn i kolejność wykonywania zadań na każdej z maszyn jest 
jednakowa, wówczas w miejsce f  wykorzystywać będziemy T  , permutację na 
zbiorze J; przez H (i) oznaczamy indeks zadania stojącego na pozycji i 
w T  . Niech $  będzie zbiorem wszystkich dopuszczalnych f  ; w przypadku 
' i  , zbiór ten oznaczamy przez fi .

W dalszym ciągu rozpatrywać będziemy klasę problemów, w której drugim 
obok F- wskaźnikiem jest wskaźnik jakości uszeregowania. Wskaźnik ten 
je. t zazwyczaj definiowany następująao. Niech C, oznacza moment zakończę-
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nia wykonywania zadania j. Zauważmy, że przy założeniu o nieprzerywal- 
nośoi wykonywania zadań, 'f oraz r w sposób jednoznaczny określają usze­
regowanie /czyli także C../ - w tradycyjnym rozumieniu tego pojęcia fi] . 
Załóżmy dalej, że f . : R -* R będzie funkcją przyporządkowującą każdemu 
Cj karę za zakończenie wykonywania zadania j w cńwili . Przyjmu­
jemy, że fj jest funkcją niemałejącą, j £ J. W literaturze, patrz np.
[13, zwykło się definiować wskaźnik jakości uszeregowania oznaczany da­
lej przez Pr  jako ,x) =  ̂ nar ^ .x) s  ZT j„i f j (Cj) ’

wskaźniki te oznaczane są symbolicznie przez, odpowiednio'. fQgx i ■S'ij* 
Punkcje f^ definiowane są zazwyczaj jako fj(Cj) * Cj>Lj>Tj,Uj j Cj j Lj* 
jTj ,y>j^j ’ s<izie "j ^ 0 oroz I«j “ Cj — dj — nieterminowość wykonania za­

dania j względem zadanego pożądanego terminu wykonania d.,T. = mar {L.,o}J o  J- opóźnienie, =» 1 jeżeli ^  0 oraz = 0 w przeciwnym przypadku - 
jednostkowa funkcja kary.

Ogólny problem szeregowania przy zmiennych ozaaach wykonywania zadań 
stawiany następująco. Nieoh Î2 będzie zbiorem wszystkich uporządkowanych 
par<P1[f ,r) , Pg lx) > dla f £ $  i x £ X. Punkt ( .< t ,[h )(S Ł jest efek­
tywny, jeżeli nie istnieje taki wektor (oC1 ,/3']fS2 , że oC'î’oC i /3'-i/3
oraz przynajmniej jedna z nierówności jest ostra. Niech Pc. Q  będzie 
zbiorem wszystkich punktów efektywnych. Zauważmy, że każda para (<<,/}]£ P 
ma tą własność, że każde uszeregowanie, które daje koszt wykonania zadań 
mniejszy od ft równocześnie powoduje, że wskaźnik jakości uszeregowania 
jest większy od i na odwrót. Zatem P jest zbiorem punktów kompromisu 
pomiędzy kosztem wykonania a jakością uszeregowania.
/P1/ Problem 1. Znaleźć zbiór P oraz zbiór \l par [f.rjf £  * X takioh, że

jeżeli (oc. ,/i) e P to i  » ,1 ), /}« ?2 (i).
Ponadto, stawiamy następująoe zagadnienia.

/P2/ Problem 2. Dla zadanego T znaleźć parę (y°,x0,) i $ *X taką, że
P0(r°l » min F,(x) oraz F. (<f0,r°J £ T.

i s | ,reX
/P3/ Problem 3. Dla zadanego K znaleźć parę { f ° , x ° )  £ $  - X taką, że

P n ( 'f 0,Jc°) =■ min F. ( f  ,x ) orsz P2(x°J ^ K.
1 ft§,Z6X

/P4/ Problem 4. Dla ustalonych üj > 0 znaleźć parę (f °,r°J £ $ > X
taką, że (J 1 P 1 ('f°,x°) +CJ, P?CX°) “ nin ^  1 ÎV7 >x) + t J 2F2 Cx )‘1 1  * f£ | ,x 6 X

Problemy te były badano już od dawna ale w kontekście zagadnień planowa­
nia 3ieci ozynności, np. f3].Na przykład Problem 1 odpowiada szukaniu 
krzywej koszt/czas wykonania projektu w zagadnieniach PERT/koszt. Przy­
pominamy, że problemy rozpatrywane w pracy można uważać jako zagadnienia 
planowania sieci czynności, w których występują ograniczone zasoby odna­
wialne typu maszyn Jak wiadomo, wprowadzenie takiego ograniczenia w 
istotny sposób wpływa na model matematyczny zagadnienia i w konsekwencji
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na złożoność obliozeniową. Hiektóre z ponyżozyoh problemów były rozpatry­
wane przy założeniu, że X jeat zbiorem skończonym /tzw. apoaoby wykonywa- 
nie operaoji/, na przykład w pracach [7], [8].

Problemy postawione w niniejszej praoy badane były przez nielicznych 
autorów pooząwozy od 1930 roku - inicjujące prace Viokaona [111, [12] " 
mimo, że już od dawna nakazywano na ich nogę. Interpretacja tych proble­
mów jest podobna jak w zagadnieniach planowania sieciowego. Mianowicie,
P1 odpowiada szukaniu krzywej ko pronisu oomiędzy kosztem uykonania za­
dań 8 Jakością uszeregowania, P2 to minioalizacjo ilości Z3oobu nieodna­
wialnego jednego rodzaju przy założonej jakości uszeregowania /np. zało­
żony ozaa zakończenia wykonania wszystkich zadań/, P3 to minimalizacje 
wskaźnika Jakości uszeregowania /np. minimalizacja czasu zakończenia wy­
konywania wszystkich zadań/ przy ograniczonej ilości zasobu nieodnawial­
nego,.! na koniec, P4 odpowiada QiniD8lizacji łącznego kosztu wykonania 
wszyatkioh zadań.

rf dalszym ciągu używać będziemy następującej terminologii. Ii_ech 
oznacza zagadnienie szeregowania zadań z pewną pojedynczą funkcją celu 
typu f mBX albo 5] • Zagadnienia !f będziemy oznaczać za pomocą zna­
nego zapisu symbolicznego [1] , np. i? « 11! C„ P2H L„,_, itp. Będziemy 
mówić, ża rozważamy problem P2 /PI, P3, P4/ dla zagadnienia , jeżeli 
model matematyczny problemu jeat taki jak w , z tym tylko wyjątkiem, że 
toraz pi;j * - ^ij' fułllc0Ja o«lu P^ jost zdefiniowana tak jak n $  , a
P2 zadana joat przez /,1/.

Podamy teraz pewne związki między probłamami P1 f P4 dla ustalonego 
zagadnienia . S tym oelu oznaczmy: » ain P-j (/ ,u],
T2 ” F1(lf ,0^* ^

i T2 zawsze istnieją ponieważ }  jeat zbiorem skończonym.
Twierdzenie 1. Jeżeli P^ Jest funkcją oiągłą oraz nieroaaącą ze względu 
na każde dla ustalonych pozostałych składowych x oraz dla uatalonego 
f t  J , to {(T,G(T))- : Ij i I < T2} * P, gdzie dla dowolnego Ti [T1,T2‘), 
G(T) = nin {?2(x) j x £ X., istnieje f i  $ . takie, że (V ,x) -i T} .

Zauważmy, że G(T) jeat minimalną wertoeoią funkcji celu w P2 dla usta­
lonego T a zatem Twierdzenie 1 mówi, że a oelu znalezienia zbioru wszyst­
kich punktów efektywnych P wystarczy rozwląząc ?2 dla wszystkich T z 
przedziału [T^Tg], Można podać przykłady na to, że odwrócono procedura 
znajdowania P, to znaczy poprzez rozwiązywanie P3 dla wszystkich £ z od­
powiedniego przedziału, prowedziao punktów, które nie są efektywne.
Można jednak wykazać, ie procedura ta daje zbiór wszystkich punktów efek- 
tynnyoh w ałabya sensie. Założenie o ciągłości i monotoniezności jest
spełnione a więkosości rozpatrywanych powszechnie modeli.

Palety jeasoze' przypomnieć znany fakt, ie rozwiązanie P4- dla dowolnych 
ęag ».j, «2 ^ O ’daj« punkt efektywny. Ponadto zauważity, że kłaćąo w.j«.w.2*1
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nie zmniejszamy ogólności rozważań.
W dalszym ciągu będziemy mówić o wielomianowym algorytmie rozwiązują­

cym P1 dla zagadnienia if /w którym należy znaleźć nieskończony zbiór P 
i W/ tylko w takiej aytuacji kiedy zbiory P i W aą określone jednoznacz­
nie przez skończoną liczbę parametrów, liczba ta jest ograniczona przez 
wielomian od rozmiaru zagadnienia v? , oraz czas wymagany przez algorytm 
dla znalezienia każdego z parametrów jeat ograniczony przez wielomian od 
rozmiaru zagadnienia i .

3. Problemy jednomaszynone z funkcja celu |B8I

Przedstawimy w tym punkcie wyniki dotyczące algorytmów i złożoności 
obliczeniowej problemów P1 r P4 dla zagadnień jednonaezynowych, w których 
funkcją oelu jeat fQBX.
1 II cnar* ^ o a^ etia^ * tym Przypadku P^ nie zależy od kolejności wykonywania 
zadin TT , problemy P2 f P4 stają się prostymi zadaniami programowania li­
niowego. przypadku P4, 'ii'0 jest dowolną perr.utacją a x? » u, dla c. c 1O J f C *)oraz X., = 0 dla ł 1. Rozważmy problem P2. Kależy znalezc rozwiązanie
zadania min { H  : £  j.1 > 2j=1 aj “ ^ 4  uj>J 5 j j  ;
T °  jest dowolne.
Algorytm 1
1. Podstaw jj a O, je  J ; A » £jal aj “ k o  1; niech. i^,...,in będą

indeksami zadań uporządkowanymi wg niemałejących c^.
2. Jeżeli k = n + 1 lub A-i 0 to stop /jeżeli k a n + 1 i a > O, zada­

nie nie ma rozwiązania/. .V? przeciwnym przypadku podataw x? = ainfi ,û  }
o , k ~k

A := A - ; k :» k + 1 i przejdź do 2.
k

Złożoność obliczeniowa togo algorytmu wynosi 0(n logn). Podobnie pros­
ty algorytm, o tej samej złożoności, można podać dla ?3. Algorytm 1 

rozwiązuje również zadanie P1, jeżeli w miejsce T podstawimy T ■ T-j ■
“ £  ? i(ai ~ U<1* Wtedy x? »'U,, j £ J. Niech e Rn będzie punktem, wB * J J ,  J J ̂ _którego składowe i1,...,i4 są równe u4 ,...,u4 a pozostałe składowe sąJ j
zerowe, j e J, y° » O.- Klech » JT| j=1^aj “ 8 '̂ k “ ^  j»1 cj sj*
k » 0,1,...,n. Wtedy zbiór ? jest sumą n odcinków łączących punkty 
(d-k./JfcW (<* k+l^k+l) * k *  O.” ’»11-1* zbiór 'il = {TT0} X X°jgdzie T °  
jest dowolną pernutacją aa J a 1° jeat sumą n odcinków łączącyoh punkty 
yk , yk+ ,̂ k ■= 0,1,...,n-1. Złożoność tego algorytmu, w sensie podanym w 
punkcie 2 tej pracy, wyno3i 0(n logn). Wszystkie podane tu rozważania 
przenoszą się trywialnie na zagadnienie 1 K  | Cnaz.
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1|r.,|C „ .  Dla dowolnego x 6 X oraz dla dowolnego 'x « H zaohodzi
,j PoA

P.j (TT °,x) , gdzie TT0 jest perautaoją otrzymaną przez uszerego­
wanie zadań zgodnie z niemalejącyrai wartościami r., tzn. r -i r i

J TT (1) Tc °C21
,,.<r Q , [1] . Wynika stąd, że TT jest perautaoją optymalną dla zadań
P2 - P4. Ponadto, zbiór \l aa postać {TT °J x X°, gdzie X° jest pewnym pod-
zbioren X. Kie zmniejszając ogólności rozważań przenumerujmy tak zadania, 
żeby TT0 * <1,2,...,n> . Wyznaczenie x° dla każdego z zadań ?2 r P4 spro­
wadza się wtedy do rozwiązania odpowiedniego problemu programowania li­
niowego. Przykładowo zadanie P4 ma postać min [ max ( r, + ? i(a.-x.)]+

x«X 1wj<n 3 3 3 3
+ °TXńJ • Zadanie to rozwiązuje poniższy algorytm o złożoności
Otn2) .
Algorytm 2
1. Podstaw x° a 0, A. = r. + V ? < a. , 1 i j „< n; T° = max A K° = O;J O J * " 1 1 Viin j( . „Ol “it = max i j: A j « -T j.

O2. Jeżeli Oj ^ 1 lub « u^, ki ji n to stop.
3. Znajdź największe ki li n takie, że c1 » min { : k -i jy n, x^ /  û .}
4. Jeżeli u, < T° - max A . to x? « u.; T° : = T° - x°; A j :» A H - X ,

1 l<jfn 3 1 1 1 3 3 1
ki jil; K° : = K° + o.jX° i przejdź do 2.
Jeżeli u, » T° - max A j to x° = T° - max A.; T° := T° - x?; 

1-ijin 3 1 lkjfn "
K° : = K° + znajdź k = dsx {j : l<ji n, A^ » T°J- i przejdź do 2 .

Po skońozeniu działania algorytmu pora (Tr0,x°j je3t rozwiązaniem optymal­
nym dla P4 oraz ?2 lx°) = K°, P^(T °,x°) = T°.
’.V celu znalezienia x° dla zadania P2 można wykorzystać algorytm 2 po na­
stępującej modyfikacji; wyrzucić krok 2, po wykonaniu kroku 4 przejść do 
3 oraz między kroki 3 a 4 wprowadzić krok 3a. Jeżeli
min {T° - max A ., u,} > T° - T to x? - T° - T ; T° := T° - x?j

l<jin 3
— O „O o: K + c1x1 a stop.
Złożoność tak zmodyfikowanego algorytmu pozostaje bez zmian i para
(TT °,x°) je3t rozwiązaniem optymalnym zadania P2 oraz Fjix0/ = K°,
P1 (,lTo,x0 ) = 1° = T. Warto tutaj jeszcze zauważyć, że algorytm rozwiązuje
zadanie P2 tylko w przypadku T^iTiTj, gdzie max (r^ + J? j (ai-uil)>

T, = max i r. + V ?  . a.) . Jeżeli T < 1% to ?2 nie ma rozwiązania, a
2 Ujir. 3 1=0 1 1

gdy T > T2 to x° ■ 0.
Podobnie modyfikacja algorytmu 2 dla zadania P3 jeat następująca:

z kroku 2 należy wyrzucić wsrunek c . ̂  1 oraz między kroki 3 a 4 wprowa-
-dziś krok 3a.
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3a. Jeżeli Bin {T° - max A., u,} Ł Ł  to x? - T0:- T° - X. (
l<jtn J 1 i °1 ■ 1

K° :» K° + CjX® i stop.
Algorytn 2 rozwiązuje także zadanie P1 po nyrzuoeniu warunku j. 1 z 

kroku 2. Oznaczmy przez i^, i2,...,is /sin/ poszczególne wartośoi 1 wy­
znaczane w kroku 3 w trakcie działania algorytmu. Nieoh U Q ■ T^, /30 * ®
«¿i " Z.j,i zi.* f i± “ -Sj»l ci zi » 1 “ Łatwo zauważyć,«3 «5 *j
że zbiór odcinków łączących punkty ( ^i)» i+1 > ^i+l) > * *

określa zbiór P. Zbiór W wyznaczamy następująco. Nieoh y^ a Rn 
będzie punktem, którego 3kładowe i.,...,i, są równe x? ,...,x? a pozo-

o 1 ostałe składowe są zerowe, j = 1,...,s, y »0. Niech zbiór X C X będzie
suoą s odcinków łączących punkty y^, y^+1, j ■* 0,...,s-1. Uamy wtedy 
ii » {li0] x X°. Złożoność obliczeniowa tego algorytmu, w sensie podanym
w punkcie 2 tej pracy, jest 0(n2).

Przedstawione algorytmy można bezpośrednio zastosować do problemów 
Pi - P4 dla zagadnienia 11 rj > ̂  I cmal zmieniając tylko sposób wyboru 51°.
Penr.utację 7 °  otrzymujemy tak jak dla klasycznego problemu 11r^, < | Cnax,
dla Pj - ar
1| |Łnax- Dla dowolnego x e X oraz dla dowolnego JŁ e fi zaohodzi 

F, (Jt ,x) » ^ij^n^ ^ “1 ('S:riCi) ~ X " Hj*n ̂  “

- xu-M ,) + - D « max { r T + ?"? Ą( a  T - x T )} - D,
^ (Ł) 1 i jin1 x\i)  ̂ t (i) n (i")

gdzie: D » max d.; r. = D - d., » 3TCn“;J+'*)» 1i j i- n.
Hjs-n J J J

Z powyższego wynika, że zadania P1 4 P4 dla 1||Łnax 84 P° odpowiednich
modyfikacjach, o złożoności 0(n), równoważne zadaniom P1-P4 dla 
1 ■) jt̂ J C . Dlatego toż nie będziemy omawiać szczegółowo tych zagadnień 
pozostawiając je czytelnikowi. To samo dotyczy przypadku 1 K  | Łmaj;.
l| | T^ax* Dla dowolnego x & X oraz dla dowolnego et & PI zachodzi

i  F1 (OT ,x), gdzie 5T° jest permutacją otrzymaną przez uszerego­
wanie zadań zgodnie z niemalejący mi wartościami d^, tzn. d ̂  Q i d ̂  Q
...id 0 , [1]. Podobnie jak dla problemów z 1lrjlCB8X permutacja 0

J* (n) , , i o | v °jest permutacją optymalną dla zadań P2 - P4. Zbiór W ma postać -JTT J* X ? 
gdzie X° je3t pewnym podzbiorem X. Nie zmniejszając ogólności rozważań 
przenumerujny zadania tak, żeby jT° a <(1,2,...,n> . Wyznaczenie x dla 
każdego z zadań P2 - P4 sprowadza się do rozwiązania odpowiedniego pro­
blemu programowania liniowego. Cla zadania P4 na ono postać 
min f max (max { Li„-i (ai " xi) “ dj’ °}) + £j»1 °jzj^ *
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Zadanie to rozwiązuje poniższy algorytm o złożoności 0(n2). Jest to uefek- 
tywniona wersja algorytmu z pracy Clii.

.2, Jeżeli T° *  0 to stop. Jeżeli T° > 0 oraz c ^  1 lub Xj » Uj, 1 -i jć k, 
to stop. \,

3. Znajdź najmniejsze 1 ś l ś k  takie, że ^  = min { Oj : 1 śjć k,Xj ¡i Uj} ,
4. Jeżeli u, < T° - max , to x? « u-,; T° :* T° - x?;1ij<l *> 1 1 A

Aj im max |Aj - XjjO} , lśjśk; £°:<. K° + “i*” * przejdź do 2.
Jeżeli u, ^  T° - max A. , to x? *  T° - max A .; T° :» T ° - x ? ;

A . 1*J<1 3 A 1*j<l 3 1
K° j* K° + °ixi* ®o«jdź k - min {j » 1 ij < 1* Aj ■ T°j i przejdź do 2.
Po zakończeniu dziBłania algorytmu para (3i°,x°) jest rozwiązaniem 

optymalnym zadania P4 oraz F2(x°) « E°, P^ (5T°,x°) « T°. W celu znalezie­
nia x° dla P2, P3,należy algorytm zmodyfikować w identyczny sposób jak 
zmodyfikowano algorytm 2. do wyznaczenia x° w P2, P3 dla llr.lc z tymJ Dal
źe w krokach 3a '■ miejsce max a h należy dać max A .. wielkości T,, T0

• .....  ........ V jin J lij<l -1
a ą równe odpowiednio max max { . (a. - u. )-d., o} ,

1-ijsn 1 J ^

max max { Z.< , a. - d., o} . Algorytm 3 rozwiązuje, podobnie jak algo-1 *jin i X=1 1 j
rytm 2, takie zadanie P1 po wyrzuoeniu warunku c.i 1 z kroku 2. Konstruk-

Dcja zbiorow ? i W jest identyczna.
Przedstawione algorytmy możns zastosować bezpośrednio do problemów 

PI - P4 dla zagadnienia 1 |-< | Tfflas zmieniając sposób wyboru IT0. Permuta- 
oje T° otrzymujemy tak Jak dla klasycznego problemu 1 K  IP__„ i p. . a •.doi. 0 J
1||fnax. Dla problemów PI, P3 i P4 nie są znane aktualnie algorytmy wielo- 
miodowe. Przedstawimy algorytm wielomianowy dla P2, oparty na pewnym 
schemacie obliczeniowym przedstawionym w [9] dla znajdowania £-aprokayma- 
cji zbioru ?. Sohemat rozwiązania problemu jest następujący.

Kiech Dj '*> max { t : f j (tjś Tj , jej; wobec faktu, że f j są niemałe jące, 
dla istnienia I»j wystarczy założyć lewostronną ciągłość funkcji fj.
Problo® P2 możemy terez sformułować następująco:

oiś { °jz j * xeX, istnieje e-Tl takie, że

°ir(j) 2  -^iil ®ST(i) " x-x(i) f  .
Ponieważ dla każdego x«X, jeżeli .Ite.H oraz Cj^j) i D ^ j . j e j ,  to 
C Dx>tjj, JeJ, gdzie Jt‘ jest peroutecją otrzymaną przez ’uszerego­
wanie zadań zgodni# s ni ©malejącymi Itj, zatem 3i° mli* . Optymalny wektor

Algorytm 3 . -
1. Podstaw Xj «0; Aj ■ max | - <łj,o} , 1 ś j i n; T° - max

E° = 0; k - min {j : A. - T°j .
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skróceń x ° otrzymany stosując dla naszego zagadnienia algorytm problemu 
P2 dla 1 /1 Łaa;K: po uprzednim przenumerowaniu zadań lak, aby 
<¡1° » <1,2,... ,n> oraz przyjęciu d / - Jj, jej, i T a 0. Złożoność obli­
czeniowa tego algorytmu wynosi 0(n2). Rozważania te ciożna prosto prze­
nieść na problem P2 dla 1 |-< I faax, zmieniając tylko spoeób wyboru permu- 
tacji 51°. Permutację 51° otrzymujemy tak jak dla klasycznego problemu 
1 K  lPraa3: z Pj =. aj oraz dj “ 3j» 3 e J.

Llimo, że potrafimy rozwiązać P2 dla dowolnego T a wielomianowym czasie, 
tym rasem jednak nie potrafimy wykorzystać faktu, że .{(?, G(T}) ■; i 
T i Tj} = P /Twierdzenie 1/ dla rozwiązania P1 w wielomianowym czasie. 

Wynika to etąd, że nie potrafimy dla dowolnyoh f^ przedstawić ® sposób 
jednoznaczny zbioru P za pomocą skończonej liczby jego elementów - tak 
jak to było w problemach rozpatrywanych do tej pory. Można jednak podać 
algorytm o złożoności 0(n2 , który znajduje skończony podzbiór
zbiorui? .mający tę własność, że z dowolną dokładnością £ > 0 aproksy- 
muje zbiór P. Sena tej aproksymacji jest następujący, lila dowolnego £ P 0 
podzbiór P£c 52 nazywamy £-aproksymacją zbioru P jeżeli.dla dowolnej 
pary /«i.,( i ) £ P istnieje para {■£',fi') e ?ć taka, że i

(i +'£• W C9] zaproponowano następujący echenat obliczeniowy dla znaj­
dowania zbioru Pf . Hiech T. i T~ będą zdefiniowane tak jak n Twierdzeniuflrl /'*ł.1. Ola k = 0,1,...,k1 należy znaleźć parę (jt , x ) będącą rozwiąza­
niem problemu P2 dla T » T ^  , gdzie = T'  ̂ **.£»' T'0'- » T- oraz ...

' spełnia warunek T^ + £ . Zbiór Pe tworzą pary

: S £ 3 {(T <0> » *2(x(0))) P2(x(kl)))i.
Wykorzystując tą samą ideę oraz algorytm wielomianowy.: dla P2 można 

sformułować algorytm o złożoności . Q(n2 log ) : dla P3, który zr.c\ :v.~
je pr4 i x t spełniające )p. - P1 ( jle,x£)| < t  dla ćowelnege i  >0

, . ■ „• 2 -2 
oraz algorytm o złożoności 0(nŁ— |— —) znajdujący par-, tiuj'".ca
|P1 (iT°,x°) + P2(x°) - P1 (ir*,**) - F2(x6)| < t  dla dowolnego £ . Kon­
strukcja tych algorytmów jest oczywista.

Złożoność obliozeniowa decyzyjnej wersji P4 jeat spraną otwartą, nato­
miast decyzyjna wersja P3 jeat problemem wielomianowym - jest ona taka 
sama jak dla P2.

Można podać algorytmy wielomianowe dla pewnych wąskich poćyrobleaów 
problemu P3 i P4. Ha przykład przy bardzo Ó3trych założeniach upraszcza- 
jących: a^ « a, uj ■ u, o- = o, j e J, problem ?3 można rozwiązać nastę­
pująco. Określmy na osi 03asu punkty 0 = T 0 < Z f  < E n"»

. - n a . -  min {K/c,, n u ]  takie, że a £ Aj » a - u, gdzie £. 
j =. 0, •. • ,n-1, przy czym żadnego z nich nie można przesunąć w lewo nie. 
naruszając powyższych ograniczeń. W punkcie T c znajdujemy ja , dla któ­
rego £. C T J  “ ain f± (?„), u punkcie <t znajdujemy in_r  dla 

Jn . liiin



122. fi.Nowicki, S.Zdrzałka

którego (t min i. ('T ■,) y itd. Para (jI°,x°), gdzie
3c-1"-< Ui^n,i)źjB 1 n“v

Sl° *= < ji. ••• > jn> > “ ai " ^ i » 1 Jeat rozwiązaniem P3.
■“■ oAlgorytm ma złożoność 0(n2) a optymalność pary (sr ,x } wynika natych­

miast z faktu, że dla każdej pernutacji JI skrócenia x^, które minimali­
zują F.jfyr,*) przy warunku F2(x) K są takie, że zadanie •n(j) kończone
jeat « chwili T., j =.

J S
1 |r--x.,| C „ W  zagadnieniu tym czasy wykonywanis zad3ń aą ustalone, no- .1 .1 max 1
tomiast zmianom podlegają czasy gotowości zadań do realizacji. Pokszano 
/Nowicki praca nieopublikowana /, że problemy ?2 - P4 dla tego zagad­
nienia są silnie KP-trudne. Ti. dowodzie wykazuje się, że problem 
1 | I ZJwiPi, o którym wiadomo, że Jest silnie KP-zupeiny, jest pseudo-

•J *Jaielonianowo tranaformovialny do decyzyjnych, wersji zadań P2, ?4.

4. Problemy jednomaszynowe z funkoją celu

W tym punkoie przedstawimy tylko kilka wyników.
1 | | Z C y  W [11] zaproponowano następujący schemat rozwiązania problemu 
1>4. Dla ustalonej pernutacjiJr (ii ,x) + = jal^n“^+^ at(j) +
+ - (n-J+1)) x.n(j)3 * Fikcja ta przyjmuje wartość minimalną ze
względu no z e X dla x J_(,^ » u ^y^gay < n-j+1 i zero,«! przeciwnym
wypadku. /j e J. Ponieważ wartość x j;y) zależy tylko oa pozycji w perrau- 
tacji ST , a nie zależy od zadań, które występują przed lub po 3TC.1) > 

..problem ten można sprowadzić do problemu przydziału, w którym koszt 
umieszczenia zadania i. na pozycji j wynosi = a.̂  (n-j+1) +
+ min [0, u. [ z . - (n-j+1)JJ- . Należy każdemu zadaniu i przydzielić jed­
ną i tylko jedną pozycję j tak, aby łączny koszt był minimalny. Jest to 
znany problem, rozwiązywany w czasie O(n^). Nie jest znana złożoność 
obliczeniowa dla problemów P2, P3.
1 i Dla rozwiązania problemu P4 dla tego zagadnienia w [12] poda­
no algorytm tyj?u podziału i ograniczeń. Nie jest znana złożoność oblicze­
niowa dla tego problemu jak również dla ?2 i P3. ¡'.ożna jednak podać pros-,
te algorytmy wielomianowe dla przypadku szczególnego: a. = a, u.. = u,

O  ̂ ^c.. » c, j 6 J. Dla P1 - ?4j ST jest permutacją otrzymaną przez uporząd­
kowanie zadań zgodnie z nierosnącyni w^. Zołóżay, nie zmniejszając ogóli- 
ności rozważań, że iT 0 = <"1,2,... ,n>. Przykładowo algorytm znajdujący 
x° dla P2 jeat następujący.
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Algorytm 4 “
1 . Podstaw x? = 0,,.j ej; ^  ” a Z  J3l 3 • T| t = 1.
2. Jeżeli 4 i 0 lub k = n + 1 to stop /jeżeli a  > 0 i k = n -t- 1, zada­

nie nie ma rozwiązania/. W przeciwnym wypadku j. ninJd/2 j k nj,u 
A := £ - ¿ _  °ak Wj; k :=* k + 1 i przejdź do 2.

Podobnie proste algorytmy można podać do znajdowania x° dla P3, P4. 
Sposób konstrukcji zbiorów P i tf w PI jest trywialny.

5. Problemy przepływowe i gniazdowa

Zajmiemy się najpierw zagadnieniem przepływowym z funkoją celu ¡fQa_>
P i|Cnax. Zagadnienie to w klasycznym ujęciu jest silnie NP-zupełne po­
cząwszy od m = 3. Dla o = 2  istnieje znany algorytm wielomianowy 
Johnsona [1]> W pracach [4],f5] pokazano, że problemy P2 - P4 dla 
F2 II Cnax są liP-trudne już w takiej sytuacji kiedy c ^  = c oraz u2;j » O, 
jt J. W f4) podano szereg algorytmów o złożoności wielomianowej dla róż­
nych szczególnych przypadków problemu ?2 . Natomiast w [ 5] ,f6] zapropono­
wano dla P4 przy <" 1 następujące algorytmy heurystyczne o złożoności 
obliczeniowej 0(n2):
Algorytm G rt __ n
Wybierz dowolną peroutację Si eTt i dla znalezienia x  rozwiąż zadanie 
min { F j (itG,x) + P2 (x) ; x t X} .
Algorytm li
Znajdź permutaoję Si K minimalizującą P^(JT , x ) > gdzie xi;j = (1 - u^j,
i ■ 1 ,2 , je j  i naatępnie dla znalezienia rozwiąż zadanie 
min { P 1 (jrU ,z) + P2(x) : x  e X }  .
Założenie, że c .. < 1 nie ogranicza ogólnośoi algorytmów ponieważ istnie-

r o ^je rozwiązanie optymalne, dis ktorego = O jeżeli o ^  ź  1 , a zatem 
jeżeli cij ^ 1 , wówczas możemy przyjąć = 0 i jako c ^  położyć dowolną 
liczbę z przedziału (0,1 ).

Niech dla pewnego konkretnego problemu P4 dla F2|| Cmax E® oznacza 
wartość funkcji celu otrzymaną przez algorytm heurystyczny H a E*( opty­
malną wartość funkcji,celu. Niech p® =» sup EH/EK po wszystkich proble­
mach konkretnych. Zachodzi f G «* 2. Jeżeli u2;j = O, c^j = c, j & J to

„ \st£ ¿la c ^  1 i £ H = 1 + c (1-c) dla 1 i c  ( 1. Jeżeli. u2j = O,
j t  J, to 1 + 5 ( 1 —c) / [o O-o) + 5], gdzie c - min o^,
o » max o.,; oraz w ogólnym przypadku e 4 min {2, 3 - Z min {o,dU,

jej ’
gdzie d m min c,.. ■

j«-J ^  •• . _
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Jedynym rozważanym w literaturze problemem dl8 zagadnienia gniazdowego 
J|| Cnajc Jest problem P3. Algorytm typu podziału 1 ograniczeń dla tego 
problemu podany został w [2],

Tab. 1 zawiera zestawienie wyników dotyczijoych złożoności obliczenio­
wej algorytmów dla problemów PI - P4 dla typowych zagadnień szeregowania 
zadań.

Tablica 1
Złożoność obliczeniowa problemów szeregowania ze zmiennymi czasami 
^ykonywania zadań i liniowymi funkojaai koaztów

^^\Pr'oblea
dla
za ga dni e nia^

P1 P2 ? 3 n

1 ̂  Cmax 
1K l caax

0(n log n) 
0(n2)

0(n log n) 
0(n2)

0(n log n) 
0(n2)

0(n) 
0 n2

0(n2 ) OCn2 ) 0(n2) 0(n2)

1 K lLmax 0(n2) 0 [a2) 0(n2) 0(n2)

1 1 f .̂ max i 0(n2), [10] 0(n2) 0(n2) OCn2), [11]

c c - 2  T 1 ) ’

[9]

0(n2), [9]
rp jn

0(n2log ) ,
dla: a^a,uH=u,
c.=c : 0(n2] 

a

■ W  — T

0(n2 ^ 1 )

1!rj-xjlcmax
Nie łatr.iej- 
8zy niż ?2

Silnie
NF-trudny

Silnie
KP-trudny

Silnie
KP-trudny

1 1  I Z c j

.. .. t .......... . . f .  . f 0(n3), [11]

11 I Z . j Cj
1Dis: ai=a,

Uj=U,C^=cO;
0(n log n)

TDla? a.=a,
UjaU.ojcO;
0(n log n)

Dla: 3^=8,
UjsUjC^o: .
0 (n log n) v

Algorytm ty­
pu podziału 
i ograni-. . 
ozeń [12] 
Dla: s,aa '
ujnU*cj=Q!
0 (n log n) ’

P2H Cmax

Kie łatwiej­
szy niż P2.

HP-trudny dla

U2j“°* M

KP-trudny dla
ct r 0*
“2J'0» f4]

IlP-trudny 
Już dla
° i r  ° v
u2JxQ? ^5 J 
Algorytmy 
heurystycz­
ne 151 , [ 6 ]
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Problem
dla
zagadnienia^-^

P1 P2 P3

Cmsx
Nie łatwiej- 
azy niż P2.

NP-trudny NP-trudny. 
Algorytm typu 
podziału i 
ograniczeń 
[2].

KP-trudny
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SAJlA'ffi TEOPHH PACIKCAfM/} C FETOM H3EHEHHH JPHTEJILHOOTEK 
OECOTHBAHHa

P 6 3 B S3 0
B O TSTie pa e ossa i p  r a a  e T c a  HByxKpsiTepsajBHaa 3a_qaxa Teopsn p acn H caiizA . 

HepBH5 Kpatep za o o cto e t b siKfrnrjHBauEK KaKCEASJitKDro hjte cyzaiapHoro n T p a^ a , 
KOTopa2 HysHO 35HJi£Tnri. b K0M6KTH o k o h ^ h e h  ofiCJxyEEBaH&a 38j7,aH. B topo2 
KpHTepidS -  KKHKiHSaiplE 33TpaT OBHSaKilKX C H3M$HSHEeM OTETejIBSIOCrS OpCJTyr-Oi- 
$ a K n a . UpeflCTaB^eH pscTessa raYeCK!i3 o6aop cysecTBysEtEX pesyjraxsTO B.

SCH3DULXUG B?OBLSM V/ITH VARYI3<G JOB PROCESSING TliXES

S u m m a r y

The paper presents a review of results on sequencing problems in which 
job processing tines are thenselves decision variobles having their ovm 
associeted linearly varying costs. Two performance indices ore considered 
the total job processing cost and the quality index of jobs scheduling. 
For each classical jobs scheduling nodel the following four problens 
are stated: the bicriterion problem, minimizing the cost under given per­
formance index, minimizing the performance indox under given cost, and 
minimizing the cost plus the performance index. The paper establishes 
general connections between these four problems and presents results 
concerning the polynomial algorithms, the computational complexity and 
the . worse-case behaviour of heuristics.


