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Streszczenie. V pracy sformutowano klase probleméw szeregowania
zadan na maszynach, w ktorej modelem zadania jest liniona funkcja
koszt/czas oraz wystepuja dwie funkcje celu: wskaznik jakosci usze-
regowania oraz koszt wykonania zadan. Dla klasy tej podano wyniki
dotyczace ztozonosci obliczeniowej, algorytméw wielomianowych oraz
przedstawiono systematyczny przeglad istniejacych wynikoéw.

1. Wstep

YF pracy przedstawiono klase probleméw szeregowania zadan na maszynach,
w ktérejetradycyjny dla teorii szeregowania model zadania /operacji/, po-
dawany w postaci ustalonego czasu wykonywania, zastgpiony zoatat przez
liniowg funkcje koszt/czas okreslong na domknietym 1 ograniczonym zbiorze
dopuszczalnych czaséw wykonywania. Dla tak sformutowanego modelu zadania
pojawia sie obok tradycyjnej zmiennej decyzyjnej /kolejnosci wykonywania
zadann/, nowy typ zmiennej - ozas wykonywania zadania. Ponadto, obok roz-
wazanych w teorii szeregowania funkcji oalu pojawia sie nowa - +aczny
koszt wykonania wszystkich zadan. Patrzac na rozpatrywanag klase problemon
jako na zagadnienia planowania sieoi czynnosci typu PEP.T/koszt - gazie
model zadania typu koszt/ozaa jest w powszechnym uzyciu, znajdujemy je
jako zagadnienia planowania sieci czynnosci z ograniczonymi zasobami od-
nawialnymi /maszyny/, podzielonymi w sposéb dyskretnym oraz liniowymi
funkojami koszt/czas.

Z uwagi na mieszany charakter zmiennych decyzyjnych, zmieniajace cie a
sposéb ciagly czasy wykonywania zadan oraz kolejnosé¢ wykonywania zadan -
zmiana typu kombinatorycznego, rozpatrywane problemy zaliczaja sie na
og6t do klasy® probleméw trudnych, przy czyn granica pomiedzy problemami
o ztozonosoi obliczeniowej wielomianowej a problemami NP-trudnymi lezy
"nizej" niz w klasie czystyoh probleméw kolejnosciowych.

Niniejsze opracowanie jest proba stworzenia Jednolitego 3pojrzeni3 na
problemy z tej klssy oraz préba podsumowania- dotychczasowych fragmenta-
rycznych wynikéw dotyczgcych ztozonosci obliczeniowej, algorytméw wielo-
mianowych heurysTycznych oraz dokd#adnych, typu podziatu i ograniczen.

P prace byty czesciowo linensi”art przez RP.1.02 "Teoria sterowania .. cyt
malizacja ciagtych ukdadéw dynamicznych.i proceséow dyskretny
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2. Sformutowanie problemu

Kiech J « {1,2,...,n} bedzie zbiorem indekséw zadan a M = {1,2,... ,m},

zbiorem indekséw maszyn. Kazde zadanie noze by¢ wykonywane V2 danej chwili
na co najwyzej jednej maszynie oraz kszda z maszyn moze w danej m

chwili wykonywa¢ co najwyzej jedno zadanie. Wykonywanie zodar.ia j
na maszynie i1 zajmuje Sj~ - jednostek czasu, przy czym a. -> 0 jest
dane, natomiast xv. - zmienna decyzyjna przyjmujaca wartosci z przedziatu
retu—;J> i aj§* Zaienna x"A okresla liczbe jednostek czasu o jaka
skrécono czas wykonywania a”.; dalej nazywa¢ ja bedziemy czasem skrécenia
zadania j na maszynie i. Jezeli kazde zadanie j skltada sie ze skonhczonego
ciggu operacji<0lj,... ,00 .”orsz dana jest funkcja JLN /Aidj” i» A m/

przyporzadkowujaca kazdej3operacji O.,J indeks maszyny n, to am - X'kf]
okresla czr.s trwania operacji na maszynie . Ola unikniecia nad-

miernej nc. acji pozostajemy jednak dalej przy poprzedniej interpretacji

czasu a. N xij" Zauwazmy, ze eliminujemy wtedy z naszych rozwozen klase
probleméw ;ypu "job-ahop'; rozwazania te jednak mozna prosto przeniescé

re te klat j probleméw.

Koszt skrécenia czssu wykonywania zadania j na maszynie i wynosi
C_;‘ES,O—, c"_j> 0. W dalszym ciagu koszt ten bedziemy utozsamia¢ z kosztem
wykonania zadania j na maszynie i; w rzeczywistosci koszt wykonania jest
sumg pewnego statego skkadnika i kosztu skrécenia, jednakze w zagadnie-
niach optymalizacji stawianych w dalszym ciggu staly sktadnik nie ma
wpdywu na rozwigzanie optymalne i dlatego moze by¢ pominiety. Niech
X = {x » (xn x1ln”* " aml xnn) 0N xij N uij’1¢£f 3£ *
gdzie - jest maksymalnym dopuszczalnym skréceniem. Koszt wykonania
wszystkich zadehn dla pewnego x i 7. wynosi

p2(x) - 2i°i Z "J*1 cijxij * /i

Zaktada¢ bedziemy dalej, ze wykonywanie kazdego zadania na kazdej z
maszyn odbywa sie bez przerwan. Oznaczmy przez f funkcje przyporzadko-
wujaca kazdej maszynie pewien podzbidr zadan oraz porzadek liniowy okres-
lony na tym podzbiorze, ktéry okresla kolejnos¢ w jakiej zadania beda wy-
konywane na tej maszynie. przypadku gdy cezde zadanie wykonywane jest
na k8zdej z maszyn i kolejnos$¢ wykonywania zadan na kazdej z maszyn jest
jednakowa, woéwczas w miejsce f wykorzystywaé¢ bedziemy T , permutacje na
zbiorze J; przez H (i) oznaczamy indeks zadania stojacego na pozycji i
wT . Niech $ bedzie zbiorem wszystkich dopuszczalnych f ; w przypadku
'i , zbidr ten oznaczamy przez fi

W dalszym ciggu rozpatrywa¢ bedziemy klase probleméw, w ktérej drugim
obok F- wskaznikiem jest wskaznik jakosci uszeregowania. Wskaznik ten
je. t zazwyczaj definiowany nastepujgao. Niech C, oznacza moment zakoncze-
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nia wykonywania zadania j. Zauwazmy, ze przy zatozeniu o nieprzerywal-
nosoi wykonywania zadan, 'f oraz r w sposéb jednoznaczny okreslaja usze-
regowanie /czyli takze C../ - w tradycyjnym rozumieniu tego pojecia fi] .
Zat6zmy dalej, ze f. : R R bedzie funkcja przyporzadkowujaca kazdemu

Cj kare za zakonczenie wykonywania zadania j w cnwili . Przyjmu-
jemy, ze fj jest funkcja niematejaca, j £ J. W literaturze, patrz np.

[13 zwykto sie definiowa¢ wskaznik jakosci uszeregowania oznaczany da-
lej przez Pr jako ,X) = N nar N X)s ZTj,.i fJC) ’

wskazniki te oznaczane sa symbolicznie przez, odpowiednio®™. fQgx i m=S"ij*
Punkcje T definiowane sa zazwyczaj jako fj(Cj) * Cj>Lj>Tj.,Uj jJ Cj j Lj~*
JT3 N ” s<izie "j ~ 0 oroz k§ “ Cj — dj — nieterminowos¢ wykonania za-
dania j wzgledem zadanego pozadanego terminu wykonania dJ,g. = mar {L:],o}
- opOznienie, > 1 jezeli ~ 0 oraz = 0 w przeciwnym przypadku -
jednostkowa funkcja kary.

Ogélny problem szeregowania przy zmiennych ozaaach wykonywania zadan
stawiany nastepujaco. Nieoh T2 bedzie zbiorem wszystkich uporzadkowanych
par<P1[f ,r) ,PgI)> dla fF£3$ i x £ X. Punkt (.<t,[h)(St jest efek-
tywny, jezeli nie istnieje taki wektor CL,3fR , ze €T« 1 B33
oraz przynajmniej jedna z nierdéwnosci jest ostra. Niech Pc. Q bedzie
zbiorem wszystkich punktéw efektywnych. Zauwazmy, ze kazda para (<<,/}]JE P
ma tg wkasnosé¢, ze kazde uszeregowanie, ktére daje koszt wykonania zadan
mniejszy od ft réwnoczesnie powoduje, ze wskaznik jakosci uszeregowania
jest wiekszy od i na odwrét. Zatem P jest zbiorem punktéw kompromisu
pomiedzy kosztem wykonania a jakoscig uszeregowania.

/P1/ Problem 1. Znalezé zbidr P oraz zbiér \| par [f.rjf £ *X takioh, ze
jezeli @/MHe P to i » A1), 73« 22 ().
Ponadto, stawiamy nastepujgoe zagadnienia.

/P2/ Problem 2. Dla zadanego T znalezé pare (y°,x0)i $ *X taka, ze

PO(r°l » min F,(xX) oraz F. (<f0,r°J £ T.
is | ,reX
/P3/ Problem 3. Dla zadanego K znalezé¢ pare {f°,x°) £ -X taka, ze
Pn(FO,X°) =min F. (f x) orszP2(xJ "™ K.
1 ft§,76X
/P4/ Problem 4. Dla ustalonych Uj > Oznalez¢ pare (F°,r°JE£$ >X
taka, ze @ 1 P1("f°,x°) +CJ, P?XX°) *“nin Nl V7 >x) + 1]2F2 &)
3 ¢ i ( ) ). )] T xex ) )

Problemy te bydy badano juz od dawna ale w kontek$cie zagadnienn planowa-
nia 3ieci ozynnosci, np. f3].Na przyk#ad Problem 1 odpowiada szukaniu
krzywej koszt/czas wykonania projektu w zagadnieniach PERT/koszt. Przy-
pominamy, ze problemy rozpatrywane w pracy mozna uwaza¢ jako zagadnienia
planowania sieci czynnosci, w ktérych wystepuja ograniczone zasoby odna-
wialne typu maszyn Jak wiadomo, wprowadzenie takiego ograniczenia w
istotny sposéb wpkywa na model matematyczny zagadnienia i w konsekwencji
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na ztozonos¢ obliozeniowg. Hiektdére z ponyzozyoh probleméw bydy rozpatry-
wane przy zatozeniu, ze X jeat zbiorem skonczonym /tzw. apoaoby wykonywa-
nie operaoji/, na przykdad w pracach [7], [8]-

Problemy postawione w niniejszej praoy badane bydy przez nielicznych
autoréw poozawozy od 1930 roku - inicjujace prace Viokaona [111, [12] **
mimo, ze juz od dawna nakazywano na ich noge. Interpretacja tych proble-
méw jest podobna jak w zagadnieniach planowania sieciowego. Mianowicie,
P1 odpowiada szukaniu krzywej ko pronisu oomiedzy kosztem uykonania za-
dan 8 Jakoscia uszeregowania, P2 to minioalizacjo ilosci Z3oobu nieodna-
wialnego jednego rodzaju przy zatozonej jakosSci uszeregowania /np. zako-
zony ozaa zakonczenia wykonania wszystkich zadan/, P3 to minimalizacje
wskaznika Jakosci uszeregowania /np. minimalizacja czasu zakonczenia wy-
konywania wszystkich zadan/ przy ograniczonej ilosci zasobu nieodnawial-
nego,-! na koniec, P4 odpowiada QiniD8lizacji #acznego kosztu wykonania
wszyatkioh zadan.

If dalszym ciggu uzywa¢ bedziemy nastepujacej terminologii. li_ech
oznacza zagadnienie szeregowania zadan z pewng pojedynczg funkcjg celu
typu fmBX albo 5] e« Zagadnienia Y bedziemy oznaczacé za pomocag zna-
nego zapisu symbolicznego [1], np. ? « 1 C, P2H L,,,_, itp. Bedziemy
mowi¢, za rozwazamy problem P2 /Pl, P3, P4/ dla zagadnienia , jezeli
model matematyczny problemu jeat taki jak w , z tym tylko wyjatkiem, ze
toraz pi;j * - ~ij" fuHldda o«lu P* jost zdefiniowana tak jak n $ , a
P2 zadana joat przez /,1/.

Podamy teraz pewne zwiazki miedzy probtamami P1 f P4 dla ustalonego
zagadnienia - S tym oelu oznaczmy: » ain P (¢ ,ul,

T2 ~” F1QF ,0n* n

i T2 zawsze istnieja poniewaz } jeat zbiorem skoriczonym.
Twierdzenie 1. Jezeli P" Jest funkcja oiagta oraz nieroaagca ze wzgledu
na kazde dla ustalonych pozostatych sktadowych x oraz dla uatalonego
ft J , to {d,6(MD)- :-1j il < T2} * P, gdzie dla dowolnego Ti [T1,T29,
G(M = nin {?2() J x £ X, istnieje fi $. takie, ze V ,x) 4 T}

Zauwazmy, ze G(T) jeat minimalng wertoeoig funkcji celu w P2 dla usta-
lonego T a zatem Twierdzenie 1 méwi, ze a oelu znalezienia zbioru wszyst-
kich punktéw efektywnych P wystarczy rozwlazac ?2 dla wszystkich T z
przedziatu [T~Tg], Mozna poda¢ przyktady na to, ze odwrdécono procedura
znajdowania P, to znaczy poprzez rozwigzywanie P3 dla wszystkich £ z od-
powiedniego przedziatu, prowedziao punktéw, ktére nie sa efektywne.
Mozna jednak wykaza¢, ie procedura ta daje zbidr wszystkich punktéw efek-
tynnyoh w alabya sensie. Zatozenie o ciaggtosci i monotonieznosci jest
spetnione a wiekososci rozpatrywanych powszechnie modeli.

Palety jeasoze® przypomnie¢ znany fakt, ie rozwiagzanie P4- dla dowolnych
eag ».j, «2” 07daj« punkt efektywny. Ponadto zauwazity, ze k#acgo w.jw2*1
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nie zmniejszamy ogélnosci rozwazan.

W dalszym ciagu bedziemy méwi¢ o wielomianowym algorytmie rozwigzuja-
cym P1 dla zagadnienia if /w ktérym nalezy znalezé nieskonczony zbiér P
i W tylko w takiej aytuacji kiedy zbiory P i W ag okreslone jednoznacz-
nie przez skonczong liczbe parametréw, liczba ta jest ograniczona przez
wielomian od rozmiaru zagadnienia V? , oraz czas wymagany przez algorytm
dla znalezienia kazdego z parametréw jeat ograniczony przez wielomian od
rozmiaru zagadnienia i

3. Problemy jednomaszynone z funkcja celu |BS8I

Przedstawimy w tym punkcie wyniki dotyczace algorytméw i z¥ozonosci

obliczeniowej probleméw P1 r P4 dla zagadnien jednonaezynowych, w ktérych
funkcja oelu jeat TQBX.
11l cnar* ~oa”etia® * tym Przypadku P nie zalezy od kolejnosci wykonywania
zadin TT , problemy P2 f P4 staja sie prostymi zadaniami programowania li-
niowegQ. przypadku P4, "D jest dowolna perr.utacja a )f]? f» UC dla ?)1.0 1
oraz X, = 0 dla + 1. Rozwazmy problem P2. Kalezy znalezc rozwigzanie

zadania min {H £ 3.1 > 2j=1 aj “ N4 uj>d 5jj ;
T° jest dowolne.

Algorytm 1

1. Podstaw jj a O, je J;A » £jal aj “ ko 1; niech.i™, ..., in bedag

indeksami zadan uporzgdkowanymi wg niematejacych c.
2. Jezeli k=n+ 1 lub A-i O to stop /jezeli kan+ 11 a> 0, zada-

nie nie ma rozwigzania/. M przeciwnym przypadku podataw x? = ainfi ,u*}
o , k ~k
A=A - ; k »k + 1 i przejdz do 2.
k
Z¥ozonos¢ obliczeniowa togo algorytmu wynosi O(n logn). Podobnie pros-

ty algorytm, o tej samej zdozonosci, mozna poda¢ dla ?3. Algorytm 1
rozwigzuje roéwniez zadanie Pl, jezeli w miejsce T podstawimy T m 7§ =
“ £ WOBi(aj ~jJ<l:kLWtedy x’j »'UJ,Aj £ J. Niech e Rn bedzie punktem,
ktérego skkadowe |l,...,ijl sg réwne u4 ,...,u4j a pozostate sk¥adowe sg

zerowe, j e J, y° » O~ Klech » J j=1"aj “ 8 "k “ N j»1 cj sj*
k » 0,1,..., n. Wtedy zbidr ? jest sumg n odcinkéw +aczacych punkty
(d-k./IfcW & k+17k+1) * k * 0.7 ”»1-1*  zbior il = {TT0} X X°jgdzie T°
jest dowolna pernutacja aa J a 1° jeat sumg n odcinkéw +aczacyoh punkty
vk, yk+®, k =0,1,..., n-1. Ztozonos¢ tego algorytmu, w sensie podanym w
punkcie 2 tej pracy, wyno3i O0(n logn). Wszystkie podane tu rozwazania
przenoszg sie trywialnie na zagadnienie 1K | Cnaz.
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llr'J’ICPUA' Dla dowolnego x 6 X oraz dla dowolnego %« H zaohodzi

Pj (T°,x) , gdzie TIO jest perautaojg otrzymana przez uszerego-
wanie zadan zgodnie z niemalejacyrai wartosciami r., tzn. r 4r i
m ® Tcoc21
,,-<r Q , [1] - Wynika stad, ze T jest perautaoja optymalng dlazadan
P2 - P4_Ponadto, zbidr \I| aa posta¢ {IT<Ix X°, gdzieX®° jest pewnym pod-
zbioren X. Kie zmniejszajac ogélnosci rozwazan przenumerujmy tak zadania,
zeby TTO * <1,2,...,n> . Wyznaczenie x° dla kazdego z zadan ?2 r P4 spro-
wadza sie wtedy do rozwiazania odpowiedniego problemu programowania li-

niowego. Przykdadowo zadanie P4 ma posta¢ min [ max (r, + ? 1(a.--x)]+
X«X 1wj<n 3 3 3 3
+ °TXA) e Zadanie to rozwigzuje ponizszy algorytm o ztozonosci

otn2).
Algorytm 2

1. Podstaw x°.a 0, A. =r_+ V? <a ,11]j,&n; T° =
J o J = " 1 1 \Y

it = max gj': Aj « l’lojl
2. Jezeli 0j ~ 1 Iub O« ur, Ki jin to stop.

-

ax A_ K°= 0;
in j

3. Znajdz najwieksze ki Ii n takie, ze cl » min { D k4djy n, x» /1 uw}
4. Jezeli u, < T° - max A . to X? «u.;T® =T° -x°; Aj » AH-X ,
1 I<jfn 3 1 1 1 3 3 1
ki jil; K° ::=K° + o.jXx° 1 przejdz do 2.
Jezeli u, » T° - max Aj to x° =T° - max A.; T° = T° - x?;
1-ijin 3 1 Ikjfn ™
Ke = K° + znajdz k = dsx {j : I<jin, AN » T+ i przejdz do 2.

Po skonozeniu dziatania algorytmu pora (Tr0,x°j je3t rozwigzaniem optymal-
nym dla P4 oraz ?2Ix°) = K°, PA(T °,x°) = T°.

» celu znalezienia x° dla zadania P2 mozna wykorzysta¢ algorytm 2 po na-
stepujacej modyfikacji; wyrzuci¢ krok 2, po wykonaniu kroku 4 przejs¢ do

3 oraz miedzy kroki 3 a4 wprowadzic krok3a. Jezeli

min {T° - max A _,u,}> T°- T to X? -T° - T; T°=T° - X?j
I<jin 3

-0 0

kY + c1x? a stop.
Ztozonos¢ tak zmodyfikowanego algorytmu pozostaje bez zmian i para
(T °,x°) je3t rozwigzaniem optymalnym zadania P2 oraz Fjix0/ = K°,

P1(GIMo,x0) = 1° = T. Warto tutaj jeszcze zauwazy¢, ze algorytm rozwigzuje

zadanie P2 tylko w przypadku T~AiTiTj, gdzie max (™ + J? j @i-uilp
T, = max ir. +Vv? . a.)) -Jezeli T < 1% to?2 nie ma rozwiazania, a
2 ujir. 3 1=0 1 1

gdy T>T2 to x° m O.
Podobnie modyfikacja algorytmu 2 dla zadania P3 jeat nastepujaca:

z kroku 2 nalezy wyrzuci¢ wsrunek c .” 1 oraz miedzy kroki 3 a 4 wprowa-
dzi$ krok 3a.
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3a. Jezeli Bin {T° - max A., u,} [ to x? - TO:- T° - X. (
I<jtn J 1 i °1 = 1

Ke :» K° + CjJX® i stop.

Algorytn 2 rozwigzuje takze zadanie P1 po nyrzuoeniu warunku Jj- 1z
kroku 2. Oznaczmy przez i”, i2,...,is /sin/ poszczegélne wartosoi 1 wy-
znaczane w kroku 3 w trakcie dziatania algorytmu.Nieoh UQ m T, /0 * ®

«d Zoj, i zi(.é‘ fix “ -Sj»l ciézi »o« tatwo zauwazyc,
ze zbidér odcinkéw 4aczacych punkty ( i) » 1 >7i+Hl) > > *
okresla zbidér P. Zbiér W wyznaczamy nastepujgco. Nieoh y™» a Rn

bedzie punktem, ktérego 3ktadowe i.,...,i, sa réwne x? ,...,X? a pozo-

state sktadowe sa zerowe, j = 1,...,s, y0 »0. Niech zﬂiiér x°C x bedzie
suog s odcinkéw #aczacych punkty y», y*+1, j & 0,...,s-1. Uamy wtedy
i » {li0] x X°. ZHozonos¢ obliczeniowa tegoalgorytmu, w sensie podanym
w punkcie 2 tej pracy, jest 0(n2).

Przedstawione algorytmy mozna bezpos$rednio zastosowa¢ do probleméw
Pi - P4 dla zagadnienia 11rj>" Icmalzmieniajac tylko sposéb wyboru 51°.
Penr.utacje7 ° otrzymujemy tak jak dla klasycznego problemu 11r”,< |Cnax,
dla Pj - ar

1] |knax- Dla dowolnego x e X oraz dla dowolnego X e fi zaohodzi

F, @Gt, ) » ™™ N “10sna) ~ X " Hj*n » “
- Xu-M ,) + - D «max {r‘\_ + ?"? ANa T -xT )} -D,
Ao 1ijini X\I) ATt @ n @)
gdzie: D» max d.; r. =D - d., » 3TCn“3F " 1i jkn.
Hjs-n J J J

Z powyzszego wynika, ze zadania P1 4 P4 dla 1]|ktnax 84 P° odpowiednich
modyfikacjach, o z¥ozonosci 0(n), réwnowazne zadaniom P1-P4 dla
19 C . Dlatego toz nie bedziemy omawia¢ szczegdtowo tych zagadnien
pozostawiajac je czytelnikowi. To samo dotyczy przypadku 1 K | tmaj;.

1] |Tax* Dla dowolnego x & X oraz dla dowolnego eté& Pl zachodzi
i F1(QrT ,X), gdzie 5T° jest permutacja otrzymang przezuszerego-

wanie zadan zgodnie z niemalejacymiwartosciami d®, tzn. d”~Q idn~Q
...id O , [1]- Podobnie jak dlaprobleméw z 1lrjICB8X permutacja 0

J* . i °
jest permlsg)ach optymalng dla zadan P2 - P4. Zbidr W ma postal —!]TIQJ* \)é?
gdzie X° je3t pewnym podzbiorem X. Nie zmniejszajac ogoélno$ci rozwazan
przenumerujny zadania tak, zeby jT° a <(1,2,...,n> . Wyznaczenie x dla

kazdego z zadan P2 - P4 sprowadza sie do rozwigzania odpowiedniego pro-
blemu programowania liniowego. Cla zadania P4 na onopostac

min f max (max { Li,-i @i " xi) “ dj” °}) + £j»1 °jzj» *
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Zadanie to rozwigzuje ponizszy algorytm o z#ozonosci 0(n2). Jest to uefek-
tywniona wersja algorytmu z pracy Clii.

Algorytm 3 - -

1. Podstaw Xj «0; Aj = max | - <bj,o} , 1Sjin; T° - max

EC =0; k-min{j : A. -T°j
2, Jezeli T° * 0O to stop. Jezeli T°> O oraz ¢c”™ 1 lub Xj » Uj, 14j¢ k,

to stop. \
3. Znajdz najmniejsze 1$1Ssk takie, ze » =min {0 : 1$j¢ k,Xj ii Uj},

4. Jezeli u, <T° - max , t0 X? « U,; T° * T° - X?;
lij<i * 1 1 A
Aj im max |Aj - XjjoO} , 1$jsSk; £°:<. K° + “i*” * przejdz do 2.
Jezeli u, ~ T° - max A. ,to Xx? * T° - max A .; T® » T° - x?;
A 1*J<1 3 A 1*j<l 3 1

K® j* K® + °ixi* ®o«jdz k - min {j » 1ij <1* Aj m T°j i przejdz do 2.

Po zakonczeniu dziBdania algorytmu para (3i°,x°) jest rozwiagzaniem
optymalnym zadania P4 oraz F2(x°) « E°, P~ (6T°,x°) « T°. W celu znalezie-
nia x° dla P2, P3,nalezy algorytm zmodyfikowa¢ w identyczny sposéb jak
zmodyfikowano algorytm 2. do wyznaczenia x° w P2, P3 dla IIrJI(:Dal z tym
ze w krokach 3a™miejsce max ah nalezydac max A ..wielkosci T,, TO

L, V jin J lij<iI 4
ag réowne odpowiednio max max { -@. -u.)-d., o} ,
1-ijsn 1 J n

max max{Z.< , a - d., o} .Algorytm 3rozwigzuje, podobniejakalgo-
1*jin 1 X=1 1 3
rytm 2, takie zadanie P1 po wyrzuoeniu warunku cDi 1 z kroku 2. Konstruk-
cja zbiorow ? i W jest identyczna.

Przedstawione algorytmy mozns zastosowa¢ bezposrednio do probleméw
Pl - P4 dla zagadnienia 1 < |Tfflss zmieniajac sposob wyboru [IO. Permuta-

oje T° otrzymujemy tak Jak dla klasycznego problemu 1K IPdU__r,, i Py - ars

1]1fnax. Dla probleméw PI, P3 i P4 nie sa znane aktualnie algorytmy wielo-
miodowe. Przedstawimy algorytm wielomianowy dla P2, oparty na pewnym
schemacie obliczeniowym przedstawionym w [9] dla znajdowania £-aprokayma-
cji zbioru ?. Sohemat rozwigzania problemu jest nastepujacy.

Kiech Dj " max {t : Ffj(t)Js TJ, jej; wobec faktu, ze fj sa niematejace,
dla istnienia bj wystarczy zatozy¢ lewostronng ciggtos¢ funkcji fj.
Problo® P2 mozemy terez sformutowa¢ nastepujaco:

ois { °jzj * xeX, istnieje eTl takie, ze

cir(j2 -~iil @STE) " xx(@@) f

Poniewaz dla kazdego x«X, jezeli .lte.H oraz Cj*j) i Dj.jej, to
C Dx>tjj, Jed, gdzie Jt° jest peroutecjg otrzymang przez Uszerego-
wanie zadan zgodni# s niGmalejacymi Hj, zatem 3i° mli* . Optymalny wektor
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skrocen x° otrzymany stosujac dla naszego zagadnienia algorytm problemu
P2 dla 1/lteaK po uprzednim przenumerowaniu zadan lak, aby
q° » <1,2,... ,n> oraz przyjeciu d/- Jj, jej, i T a 0. Zkozono$¢ obli-
czeniowa tego algorytmu wynosi 0(n2). Rozwazania te ciozna prosto prze-
nies¢ na problem P2 dla 1 |<lfaax, zmieniajac tylko spoedéb wyboru permu-
tacji 51°. Permutacje 51° otrzymujemy tak jak dla klasycznego problemu
1K IPre3: z Pj =.aj oraz dj “ 3J» 3ed.

Llimo, Zze potrafimy rozwigza¢ P2 dla dowolnego T a wielomianowym czasie,
tym rasem jednak nie potrafimy wykorzysta¢ faktu, ze {(?, G(T}) & i

T i1 Tj} =P /Twierdzenie 1/ dla rozwigzania P1 w wielomianowym czasie.
Wynika to etad, ze nie potrafimy dla dowolnyoh f przedstawi¢ ® sposoéb
jednoznaczny zbioru P za pomoca skoriczonej liczby jego elementéw - tak
jak to byto w problemach rozpatrywanych do tej pory. Mozna jednak podaé
algorytm o zdozonosci 0(n2 , ktéry znajduje skonczony podzbiér
zbiorui? .majacy te wkasnos$é, ze z dowolng dokdadnoscig £>0 aproksy-
muje zbidor P. Sena tej aproksymacji jest nastepujacy, lila dowolnego £PO
podzbidér PEc 52 nazywamy £ -aproksymacja zbioru P jezeli.dla dowolnej
pary /d.(i) £ P istnieje para {mf£'fi') e ?2¢ taka, ze i

(i +"£« W C9] zaproponowano nastepujacy echenat obliczeniowy dla znaj-

dowania zbioru PFf. Hiech T. i1 T~ beda zdefinioi\iv'?ne % jak n Twierdzeniu
1. Ola k = 0,1,...,k1 nalezy znalez¢ pare ((jt , X ) bedaca rozwiaza-
niem problemu P2 dla T » T ~ , gdzie =T" N2 *5"T0-» T- oraz
spednia warunek ™™ +£ _ Zbidér Pe tworzg pary

SE 3 {(T<C» *2(x(0))) P2(x(kD))i.
Wykorzystujac ta samg idee oraz algorytm wielomianowy.: dla P2 mozna
sformutowaé¢ algorytm o zdozonosci .Q(n2 log ) :dla P3, ktéry zr.c\ v~

je pd i xt spekniajace )p. - P1 (je,xt)] <t dla ¢owelnege i >0
. n e2 -2

oraz algorytm’o ztozonosci O(nt— |- —-) znajdujacy par-, tiyj™'.ca
|P1 (iT°,x°) + P2(x*) - P1 (ir~s,**) - F2(x6)| <t dla dowolnego £ . Kon-
strukcja tych algorytméw jest oczywista.

Z¥ozonos¢ obliozeniowa decyzyjnej wersji P4 jeat sprana otwartg, nato-
miast decyzyjna wersja P3 jeat problemem wielomianowym - jest ona taka
sama jak dla P2.

Mozna poda¢ algorytmy wielomianowe dla pewnych waskich pocyrobleadw
problemu P3 i P4A. Ha przyk#ad przy bardzo 03trych zalozeniach upraszcza-

jacych: a» « a, uj m u, o- = o, je J, problem ?3 mozna rozwigzaé¢ naste-
pujaco. Okreslmy na osi 03asu punkty 0 =TO <Zf < E n"»
.-na.- min{K/c,, nu] takie, ze af£ Aj » a - u, gdzie £

j =0,e.*,n-1, przy czym zadnego z nich nie mozna przesuna¢ w lewo nie.
naruszajac powyzszych ograniczen. W punkcie T c znajdujemy ja, dla kto6-

rego £. CTJ “ ain f+(?,), u punkcie < znajdujemy in_r dla
Jn . liiin
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ktérego (t min i. (T l)y itd. Para ((l°,x°),gdzie
3c1"< Ui™n,i)zjB 1 n“v
SI° =<ji.e*=>jn> > “al " NMio» 1 Jeat rozwigzaniem P3.

Algorytm ma zkozonos$é &(82) a optymalno$¢ pary ( ,x } wynika natych-
miast z faktu, ze dla kazdej pernutacji Jl skrécenia x*, ktére minimali-
zuja F.jfyr,*) przy warunku F2(X) K sg takie, ze zadanie en(j) konczone
jeat « chwili T., j =

l|rjx.,l| Cmax W ;aggdnieniu tym czasy wykonywanis zad3h ag ustalone,lno—
tomiast zmianom podlegajg czasy gotowosci zadan do realizacji. Pokszano
/Nowicki praca nieopublikowana /, ze problemy ?2 - P4 dla tego zagad-
nienia sg silnie KP-trudne. Ti. dowodzie wykazuje sie, ze problem

1] IZJW-EP*S’ o ktérym wiadomo, ze Jest silnie KP-zupeiny, jest pseudo-

aielonianowo tranaformovialny do decyzyjnych, wersji zadan P2, ?4.

4. Problemy jednomaszynowe z funkoja celu

W tym punkoie przedstawimy tylko kilka wynikéw.
1]]ZCy W [11] zaproponowano nastepujacy schemat rozwigzania problemu

1+4_. Dla ustalonej pernutacjiJdr ai ,x) + = jal™n“~n at(g) +
+ - (n-3+1)) x.n()3 * Fikcja ta przyjmuje wartos¢ minimalng ze
wzgledu no z e X dla xJ¢~ » u~y~gay < n-j+1 i zero,«! przeciwnym

wypadku./j e J. Poniewaz wartos¢ x j;y) zalezy tylko oa pozycji w perrau-
tacji ST , a nie zalezy od zadan, ktére wystepuja przed lub po 3ICD >
..problem ten mozna sprowadzi¢ do problemu przydziatu, w ktérym koszt
umieszczenia zadania i. na pozycji j wynosi = an (n-j+1) +

+ min [0, u. [z. - (n-j+1)3J- . Nalezy kazdemu zadaniu i przydzieli¢ jed-
ng i tylko jedng pozycje j tak, aby 4aczny koszt byt minimalny. Jest to
znany problem, rozwiazywany w czasie O(n™). Nie jest znana ztozonos¢
obliczeniowa dla probleméw P2, P3.

1li Dla rozwigzania problemu P4 dla tego =zagadnienia w [12]poda-
no algorytm tyj?u podziatu i ograniczen. Nie jest znana ztozonos¢ oblicze-
niowa dla tego problemu jak réwniez dla?2 i P3. ji".azm  jednak podacpros-,

te algorytmy wielomianowe dla przypadku szczegdlnego: a. =a, u. = u
C. » C, jJ6J. Dla P1 - ?4 ST~ jest permutacja otrzymang przez uporzad-
kowanie zadan zgodnie z nierosngcyni w*. Zokbézay, nie zmniejszajac ogoli-
nosci rozwazan, ze iTO0 = <"1,2,...,n>. Przykdadowo algorytm znajdujacy
x° dla P2 jeat nastepujacy.
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Algorytm 4

1. Podstaw x? = 0,,jej; ~ 7 a Z J31 3 «T] t = 1.

2. Jezeli 4i 0 lub k=n+ 1 to stop /jezeli a> 0i k=n 1, zada-
nie nie ma rozwigzania/. W przeciwnym wypadku J-nindd/2 j knj,u
A =£ - i_ cak Wj; k = k+ 1 i przejdz do 2.

Podobnie proste algorytmy mozna poda¢ do znajdowania x° dla P3, P4.

Sposéb konstrukcji zbioréw P i tfFw Pl jest trywialny.

5. Problemy przeptywowe i gniazdowa

Zajmiemy sie najpierw zagadnieniem przepdywowym z funkoja celu jfQa_>
P i|Cnax. Zagadnienie to w klasycznym ujeciu jest silnie NP-zupedne po-
czawszy od m = 3. Dla o0 =2 istnieje znany algorytm wielomianowy
Johnsona [1]> W pracach [4],f5] pokazano, ze problemy P2 - P4 dla
F2 Il Cnax sg liP-trudne juz w takiej sytuacji kiedy c”™ = c oraz u2;j » O,
jt J. W f4) podano szereg algorytméw o zdozonosci wielomianowej dla réz-
nych szczegélnych przypadkéw problemu ?2. Natomiast w [5],f6] zapropono-

wano dla P4 przy <' 1 nastepujace algorytmy heurystyczne o z4ozonosci
obliczeniowej 0(n2):
Algorytm G it n

Wybierz dowolng peroutacje Si eTt i dla znalezienia x rozwigz zadanie
min {Fj (itG,x) + P2(X) ; x t X}

Algorytm li
Znajdz permutaoje Si K minimalizujgaca PM(JT ,x)>gdzie xi;j = @ - urj,
iml,2, jej i naatepnie dla znalezienia rozwigz zadanie

min {PLru,z2) + P2(X) : x e X} .

Zatozenie, ze c.. < 1 nie ogranicza og6lnosoi algorytméw poniewaz istnie-
jJje rozwigzanie optymalne, dis kt(grego ° -o jezeli o™ zA 1, a zatem
jezeli cij ™ 1, wéwczas mozemy przyjac = 0 i jako c” potozy¢ dowolng
liczbe z przedziatu (0,1).

Niech dla pewnego konkretnego problemu P4 dla F2]] Cmax E® oznacza
wartos¢ funkcji celu otrzymang przez algorytm heurystyczny H a E*(opty-
malng wartos¢ funkcji,celu. Niech p® = sup EH/EK po wszystkich proble-
mach konkretnych. Zachodzi fG & 2. Jezeli u2j=0, c’j =c, J& J to

L\stE ¢lac”™1 i1 £H=1+ c (1-¢)dla 1 ic ( 1. Jezeli.u2j = O,

jt J, to 1 + 5 (l-c)/ [o 0-0) + 5], gdzie c - min o™,

0 » max 0.,; oraz w ogoélnymprzypadku e 4 min{2, 3 - Z min {o,dU,
Jej ’

gdzie d mmin c, .. ]

Je=J N -



Jedynym rozwazanym w literaturze problemem dI8
J|| Crajc Jest problem P3. Algorytm typu podziatu 1
problemu podany zostat w [2],

1 zawiera zestawienie wynikéw dotyczijoych
- P4 dla typowych

Tab.

wej algorytméw dla probleméw Pl

zadan.

B.Nomloki,

ztozonosci
zagadnien szeregowania

S.Zdrzatka

zagadnienia gniazdowego
ograniczen dla tego

obliczenio-

Tablica 1

Z¥ozonos¢ obliczeniowa probleméw szeregowania ze zmiennymi czasami

~ykonywania zadan i

A\Pr-oblea

dla o
zagadnienia”

1~ Cmax

1K 1 caax

1K

11 rmax 0

11rj-xjlcmax

11 1z cj

11 1Z2.;5Cj

P2H Cmax

Dis:

P1

o(n log n)
o(n2)

o(n2)

o(n2)

0(n2), [10]

cc-2 T 1)

el

Nie datr.iej-
8zy niz ?2

ai=a,
Uj=U,C"=c0;

o(n log n)

Kie tatwiej-
szy niz P2.

liniowymi funkojaai

P2

o(n log n)
o(n2)

ocn2)
0 [a2)
o(n2)

0(n2), [9]

Silnie
NF-trudny

Dla? a.=a,
Ujau.ojcO;

o(n log n)

HP-trudny dla

uzj«e* M

koaztow

?3

o(n log n)
o(n2)

o(n2)

o(n2)

o(n2)

P Jn
o(n2log

P

dla: a”a,uH=u,

c.=c o(n2]
Silnie
KP-trudny

f
Dla: 37=8,
UjsujCno: .
O( log n) v

KP-trudny dla

ctrO*
“2J70» f4]

on)
0 n2

o(n2)

o(n2)

ocn2), 1]

o2 ~ 1)

Silnie
KP-trudny

0(n3), [11]
Algorytm ty-
pu podziatu
i ograni-.
ozen [12]
Dla: s,aa *
ujnU*cj=Q!
oM log n) ~

11P-trudny
Juz dla
cir °V
u2J3xQ? ~5J
Algorytmy
heurystycz-
ne 151,[6]
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Problem
dla P1 P2 P3
zagadnienia™-"
Nie tatwiej- NP-trudny NP-trudny. KP-trudny
Cmsx azy niz P2. Algorytm typu
podziatu i
ograniczen
[2]-
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SAJIA'ffi  TEOPHH PACIKCAfM/} C FETOM H3EHEHHH JPHTEILHOOTEK
OECOTHBAHHa

P63BS30

B OTSTie paeossaip raaeTca HByxKpsiTepsajBHaa 3a_gaxa Teopsn pacnHcaiizA.
HepBH5 Kpatepza ooctoet b siKfrnrjHBauEK KaKCEASJitKDro hjte cyzaiapHoro nTpa”a
KOTopa2 HysHO 35HJiETnri. b KOVBKTH okoh”~heh ofiCIxyEEBaH&a 38J/aH. Btopo2
KpHTepidS - KKHKiHSaiplE 33TpaT OBHSaKilkX C H3M$HSHEeM OTETejIBSIOCrS OpClTyr-Oi-
$aKna. UpeflCTaB”eH pscTessaraYeCK!i3 06aop cysecTBysEtEX pesyjraxsTOB.

SCH3DULXUG B?0BLSM V/ITH VARYI3<G JOB PROCESSING TIiXES

Summary

The paper presents a review of results on sequencing problems in which
job processing tines are thenselves decision variobles having their ovm
associeted linearly varying costs. Two performance indices ore considered
the total job processing cost and the quality index of jobs scheduling.
For each classical jobs scheduling nodel the following four problens
are stated: the bicriterion problem, minimizing the cost under given per-
formance index, minimizing the performance indox under given cost, and
minimizing the cost plus the performance index. The paper establishes
general connections between these four problems and presents results
concerning the polynomial algorithms, the computational complexity and
the worse-case behaviour of heuristics.



