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ALGORYTMICZNE PROBLEMY ROZWIAZYWANIA MINIMAKSOWEGO
ZAGADNIENIA PRZEPLYWU W SIECI

Streszczenie. W pracy sformutowano zadanie znalezienia przepdywu
minimaksowego, w zbiorze przeptywédw o minimalnej wartosci, okreslonym
na sieci skierowanej z dodatnimi dolnymi ograniczeniami na prze-
pustowosci +ukéw. Podano pseudowielomianowy algorytm cykli redukuja-
cych dla rozwigzania postawionego zagadnienia. Algorytm zilustrowano
przyk#adem liczbowym.

1. Wstep

W pracy zajmujemy sie problemem przeptywéw z kryterium minimaksowym
w sieciach skierowanych z dodatnimi catkowitoliczbowymi ograniczeniami
dolnymi na przepustowosci dukéw. Rozwazane zagadnienie jest dane nastepujg-
co: w zbiorze przepitywéw o minimalnej wartosci znalezé przepdyw minimaksowy,
to znaczy taki przeptyw, dla ktérego maksimum przephywni H4ukowego (przepty-
wu w pojedynczym H4uku) osigga wartos¢ minimalng.

Postawione zagadnienie rozwigzujemy za pomocg algorytmu cykli redukuja-
cych nalezacego do klasy algorytméw progowych. Algorytm ten polega na tym,
ze po znalezieniu przepdywu o wartosci minimalnej, sukcesywnie sg poszuki-
wane cykle zmniejszajace przeptyw w dukach o aktualnie najwiekszej jogo
wartosci, nie zmieniajac przy tym wartosci przepitywu ze Zrédda do ujscia.
Rozwigzanie optymalne otrzymujemy wtedy, gdy takiego cyklu juz nie ma.

Zaproponowany algorytm przedstawiony zostat w wersji algorytmu pseudo-
wielomianowego, a algorytm wielomianowy otrzymuje sie m.in. przez zastoso-
wanie dychotoraicznego sposobu zmiany progu. Dziatanie algorytmu jest zi-
lustrowane na przyktadzie.

2. Zagadnienie przeptywu minimaksowego

Dana jest sie¢ skierowana S(V,A), gdzie V jest zbiorem wierzchoktkéw
z dwoma wyréznionymi wierzchotkami - Zzréddem s i ujsSciem t, zas A jest
zbiorem 4ukéw, o ktorym zaktadamy ze nie zawiera petli i dukéw wielokrot-
nych. Moc zbioru wierzchotkéw IVl wynosi n, a moc zbioru 4ukéw — JA(C - m.
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Zak¥adamy réwniez, ze w sieci nie ma drég skierowanych z t do s.

Na zbiorze Htukéw A definiujemy catkowitoiiczbowg funkcje dodatnig
c: A-wWN, gdzie N jest zbiorem liczb naturalnych; liczbe naturalng
cti,j) nazwiemy przepustowoscia Huku (i,jJ) £ A. Druga funkcja zdefiniowa-
na na A _jes; funkcja CatkowliS-"O7#: A—»Z™, gdzie Z" jost m-wymiarowg
przestrzenig wektorowg, w ktdorej wspodrzedne wektoréw sa dodatnimi liczba-
mi catkowitymi. . Funkcje T nazwiemy przeptywem w sieci SIV,A) jezeli sa
spednione nastepujgce warunki:

N

dla i=s,
o _fCi, j>- _ Fij-i) ~ dla i,j W{s.t}, €]
(1,J)6A(N) . i1)£BU> dla i=t,

rf
gdzie: f(i,j) Jjestwartoscig funkcji f na +uku @, j),
A @) jest zbiorem *ukéw wychodzacych z wierzchotka i,
BCiJ jest zbiorem *ukéw wchodzacych do wierzchotka i,
Iy jestwartoscia funkcji (przeptywu) na zbiorze +ukoéw
opuszczajacych zroédio,

o< c@pP” f@jS.cc , dla (1,))£A . @)

Warunek (2) rézni naszag funkcje F od jej najpowszechniejszej postaci,
w ktérej nieujemne skladowe sa ograniczone od gory: Oiff@.jjc G.ij .

W pracach [4,6,b! rozwazane jest zagadnienie znalezienia takiego prze-

pkywu £ , ktéry zapewnia minimalng warto$¢ funkcji . - Niech F ozna-
y - p . o [¢} n_

cza zbidr wszystkich przeptywéw, dla ktdrych , 1 niech

€ = max _ff (i,jj{ Formutujemy nastepujace zadanid"minimaksowe na sieci
min f° = min max 4 fm (i,jjl (€))

V-Vtt.jje-Al
Niech fo = min {fm (i,J)}; zadaniu (3) inozna nada¢ postac¢ maksiminowg:

max F = max min 1 fm Ci,j)V 4j

fm6Im  ° A Amhlit3>~( “
Aby zadanie [4] miato rozwigzanie skonczone nalezy przyjmowa¢ dodatkowo,
ze sie¢ S{V,A)nie zawiera cykli skierowanych.
W dalszych rozwazaniach skupimy uwage na algorytmie rozwigzania zadania
@ . ldee algorytmu dla rozwigzania zadania {4) przedstawiono w pracy [7J
i rekapitulujemy ja krotko w zakoniczeniu punktu 5.
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3. lIstnienie przeptywu w SCV,A)

W naszych rozwazaniach przyjmujemy, ze dla sieci. S(.V,Aj istnieje cho-
ciazby jeden przepdyw, to znaczy funkcjaf spedniajgca warunki @) i1 (2.
Przeptyw F w sieci S(.V,A) Istnieje wtedyi tylko wtedy, [8]°, kiedy kazdy
+uk 1i,j) &A: albo lezy na drodze od s do t, albo nalezy do pewnego cyklu
skierowanego. W [5] podano warunek konieczny i dostateczny istnienia przep-
+ywu w ogélniejszej sieci S°(V,A), dla ktérej .warunek (2) ma postac:

-00 ¥C (i,J)~ F(@.j:s bCi,J) § +00 @")
W nastepnym punkcie zajmiemy sie najwazniejszymi aspektami efektywnego
znajdowania .przeplhywu f w sieci SCV,A), tutaj nadmiermy, ze algorytmy wyzna-

czania tego przeptywu w sieci ogdlniejszej S*(V.,A) podane sg w [2,4], a ich
naktad obliczeh jest OImn).

4. Znalezienie przeptywu minimalnego w S(V,A)

Przypdyw ¥ o wartosci minimalnej mozna wyznaczy¢ w sieci S(.V,A) za po-
moca algorytméw podanych w [2,3,6] o nakkadzie obliczen 0(mn). V pracy [O1
przedstawiono modyfikacje algorytmu z [6], polegajaca na zaadaptowaniu,
znanej dla zagadnienia przeptywu maksymalnego [1], metody grafu warstwowe-
go. K rezultacie modyfikacji, na kazdej iteracji algorytmu, wyznaczany Test
graf wszystkich aktualnie najkrotszych drég redukujacych, naktadem obliczen
o(n ), a naktad catego algorytmu jest O(n ) lub O[n

Poniewaz znajdowanie przepdywu o wartosci minimalnej stanowi istotng
czes¢ algorytmu rozwigzania zadania (3), tc podamy w skrécie zmodyfikowane
zasady wyznaczania grafu warstwowego.

a). Niech f bedzie przeptywem w sieci S(V,A). Nowe wartosci przepustcwo-
Sci tukéw wyznaczamy nastepujaco:

- {(i,]) 6 a}a {g,Dfi AJa>A:= Au [Cj-i~ " c"l1j.i)s-00,

- {G.33€ A} A {G.DE A} (1, P = C°(J, D) T=cs,

-¢li,j)<oo=pc"(l,j):=FU-,j)~c(t.]j],

- wszystkie 4uki, dla ktérych otrzymamy c"(1,j) = O usuwamy z A

otrzymujac zbiér Af.
Sie¢ otrzymang po wykonaniu korekt t5) oznaczymy Sf(V,Af). Zakdézmy, ze w
sieci tej znalezlismy droge redukujacg P, i niech £s = min {c"(t,jj}-

b). Nowy przeptyw f* o wartosci A otrzymujemy*3weStug wzoréw:

- {U_j>€PYA{cil_J)<«j-*F (1,j):-FUf} ~"x

~ i U. J) 4 pthic U, j)-ocy=>F"ij ;= FCJ/)+E™*

- dla pozostatych Hukow.
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). Zmieniwszy przeptyw f na * korygujemy przepustowosci Hukéw:

- {G@.DEPHA {c (1,))<o0}*c" (i,)) :=c<i,]J) -£t,

- {@.DEPA {cti/p) =TBO{c@m c"<J,i) :=c(,i) + Q)

- {(@/3KPj A {c(i, j>00} M(,D« Aj=t>A: =Aw{(J, 1)},

oraz c" ( ,i) :=£s,

- usuwa sie wszystkie +uki, dla ktérych c"(t, j)=0,

- c¢"(i/)):= c(i,j) dla pozostatych Hukow.

Przeptyw £ jest przeptywem minimalnym w sieci S(V,A) wtedy i tylko
wtedy, gdy w sieci S\ (V,A™ ) nie ma zadnej drogi redukujacej wzgledem

m m

5. Metoda rozwigzania zadania mInimaksowego

Zadanie przedstawione wzorami (@) z (3) bedziemy rozwigzywa¢ nastepujaco

ETAP1. Znalez¢ w sieci S(V,A) przepdyw T (funkcje spedniajacg warunki
@ i (2), otrzymujac sie¢ ST(V,A).

ETAP2. W sieci SN(V,A) znalezé przeptyw f o wartosci minimalnej ¢'c ,
otrzymujac sie¢ ST (V,A).

ETAP3. W sieci m(V,A) znalez¢ przepdyw minimaksowy 7, ~mm~Fm"

otrzymujac sie¢ S, (V,A) bedaca rozwigzaniem zadania,

Sposoby wyznaczenia przergTywu f 1 przeptywu minimalnego ¥ sa w litera-
turze znane i stosowne zréodda podalismy w punktach 314 . Nakdad obliczerf
w kazdym przypadku jest proporcjonalny do n (HT .

Zajmiemy sie sposobem rozwigzania zadania ETAPU3. Niech bedzie dany
przeptyw minimalny £ oraz odpowiadajaca mu wartos¢ f°. Chcemy znalezé
przeptyw £ Fm, taki ze f°"< f° Ilub stwierdzié, ze takiego przepkywu
nie ma, co konczy rozwigzywanie zadania.

Wprowadzimy dodatkowe pojecia. tuk 1i,j) nazwiemy 4ukiem nasyconym od
géry, jezeli f(i,j) = f°, - tukiem nasyconym od dotu jezeli fCi,jj = c(.i,j)
i tukiem nasyconym jezeli f° = c(i,j)- tuk nasycony nazywamy takze +ukiem
rozwigzujacym, gdyz przeptyw Fm , dla ktdérego mamy chocby jeden #uk
nasycony jest przeptywem minimaksowym f

Zakozmy, ze siec (V,A) nie zawiera Huku rozwigzujacego. Cyklem re-
dukujacym dla d#uku (zj~i) nasyconego od goéry nazwiemy zamknietg sekwencje
+ukéw, ktére spekniaja ponizsze warunki:

- 4uk lij/jj) nalezy do cyklu i on wyznacza jego orientacje:- inne 4uki
nasycone aod, géry moga wchodzi¢ do cyklu tylko wtedy[gdy maja orien-
tacje cyklu,

- duki nienasycone od goéry, jezeli maja orientacje cyklu (duki zgodne )
musza by¢ dukami nienasyconymi od dotu,

- kazdy #uk o orientacji przeciwnej orientacji cyklu musi by¢ #*ukiem
nienasyconym od goéry i co wiecej, musi zachodzi¢ f (i, j)-£f0-2.
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Znajac cykl redukujacy C oznaczmy:

Af « _“in "{fCi,j) - c(,D}
(i'j)€AC{ ¥)) .}
Af = min. {(F°-2j - FG,D]j, @)
Af = min {A?,2TF} ,
gdzie: Ac - podzbidr Hukéw cyklu redukujacego zgodnych z jegoorientacja,
Ac - podzbiér Hukéw cyklu redukujacego o orientacjiprzeciwnej.

Wartos¢ f°, dla wszystkich dukéw nasyconych od gory i nalezacych do C,
mozna zmniejszy¢ o AT, a nowe wartosci przepdywéw Hdukowych wzdduz C wynio-
sg: m

f<i,j) = f(,jj -Af, dla ¢1,j)EAc,
fg»i):“ fCj<f) +Af, dla (J,ij€Sc. )
f (i,J] pozstaje bez zmiany dla innych Hukéw.*" ‘m

Z definicji cyklu redukujacego oraz ze wzoréw (8) i (9) widaé¢, ze warto-
Sci przepdywéw po redukcji w dukach nalezacych do C sg mniejsze od f°
przynajmniej o jednosc.

Niepusty podzbiér cykli redukujacych PC ={cifC2,...,CRJ, ktérych suma
teoriomnogosciowa 4ukoéw zawiera wszystkie 4ukl nasycone od gory sieci
= tV,AJ } taki, ze w wyniku redukcji wzdduz jego elementdédw otrzymujemy
sie¢ Sf/QV,A), " < f°, nazwiemy podzbiorem redukcji globalnej.
Zauwazmy, ze cykle nalezace do PC nie muszg by¢ dukowo rozdaczne, mozliwe
sg wiec przypadki znoszenia sie efektédw redukcji wzdduz oddzielny-h cykli.
Mozliwa jest wobec tego sytuacja, w ktérej dla kazdego 4uku nasyconego od
gory.cykl redukujacy istnieje, ale redukcja daczna nie jest mozliwa. Mowi-
my wowczas, ze podzbidér redukcji globalnej jest podzbiorem pustym, PC =<>
Jezeli dla danego fm mamy PC =<, tomoéwimy ze przeptyw fm jest niereduko-
walny minimaksowo. Udowodnimy;

TWIERDZENIE. Przeptyw minimalny £ jest przeptywem minimaksowym f~
wtedy i tylko wtedy, gdy dla sieci Sj CV,A) mamy PC=0..

DOWOD. Konieczno$¢ dowodzimy natychmiast, zauwazajac ze istnienie podz-
bioru PCjD Swiadczy o tym, ze przeptyw T nie jest przeptywem rainimaksowym.
Wystarczalno$¢ dowodzimy przez sprowadzenie do sprzecznosci. Pokazemy,

ze jezeli PC=er to .zatozenie o nlemlnimaksowosci. przepdywu fm prowadzi dc
sprzecznosci. Z zatozenia o mInimalnosci fm wynika,iz.sie¢ S" (V,A) nie
zawiera, wzgledem f, Zadnej drogi redukujacej, a stad wniosek o nieistnie-
niu cyklu redukujacego obejmujacego réwnoczesnie zroddo imujscie.-Z zato-
zenia, ze ?C=0 wynika, ze jezeli nawet znajdziemy cykle redukujace dla.
pewnej liczby Hukédw nasyconych od goéry, to jednak musi istnie¢ Huk,. np.
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(ij/33)/ <f(ij,jp=f°, dla ktorego redukcja wzdduz cyklu, nie jest mozliwa
wzgledem przeptywu £ otrzymanego w wyniku dotychczasowych zmniejszen, na-
wet o wielkos¢ Af°=1. tuk C~/jj) moze leze¢ na zadnej drodze reduku-
jacej z s do t, gdyz takiej nie ma. Nie ma wiec mozliwosSci zmniejszenia

przepdywu w tym duku bez naruszenia warunkéw (@) i (2). Niemniej, z zatoze-

nia o nieminimaksowosci przeptyw w duku (Zj,jj) musi by¢é zmniejszony -
a wiec sprzecznos¢. Dlatego mamy fm=F
c.b.d.o. n

Uzyskany wynik pozwala zaproponowa¢ algorytm znajdowania przeptywu mi-
nlmaksowego.

ALGORYTM

DANE: Siec W,A), N orfe/  c® = max {.c(i,j)} oraz

A° = {Ci,pIfm i, j)=F3. m

KROKI . Jezeli f°=cc, to przejdz do KROKU 5.

KROK2 . Dla kolejnego #uku z A° znajdz cykl redukujacy i przejdz do
KROKU 3. Jezeli takiego cyklu nie ma, to przejdZz do KROKU 5.

KROK3. Zmien wartos¢ przeptywu (wzér i9))wzdhuz cyklu. Usun z A° +uki,
ktoére weszty do cyklu. Jezeli A°=0, to przejdz do KROKU 4, w przeciw-
nym przypadku wré¢ do KROKU 2.

KROK4. Znaleziono przeplyw fr£F ; f :=fo; f ° max,,(f G.DE,
Ci,3B™MA

Utworz A . Wr6é do KROKU 1.

KROKSm Przeptyw f~ o wartosci jestprzeptywem minimaksowym
za$s f*=f° jest wartoscig optymalng zadania (Gj -
Poniewaz zachodzi nieréwnos$¢ c° to réwnos¢ f°=c® $Swiadczy o op-

tymalnosci rozwigzania (KROK 1).

W pierwszej iteracji KROKU 2 zawsze ma miejsce A°f O, przy czym
1 SIA°li m. Jezeli |A°] =m, to z minimalnosci f, wynika, ze f=f . 1
*=fraii,j)= f° = const, (i,J)6 A. Do poszukiwania cyklu redukujgcego
(KROK 2) mozna wykorzysta¢ metode przeszukiwania grafu w gigb - naktad
obliczen 0(n2) . Niech #uk (jfjjifiA0, iu” ten okresla orientacje poszukiwa-
nego cyklu i w stosunku do niego okreslamy przydatnos¢ napotykanych w
trakcie przeszukiwania dukéw. Na przykdad 4uk (J2»J3) jest uzyteczny w
przéd jezeli f(2,j3)> c(§2,33), zas +uk (§3,j2)jest uzyteczny w tyk,
gdy £((3,j2)~(F°-23, Nastepujace reguty moga stuzy¢ efektywnemu poszukiwaniu
cyklu redukujacego:
- zaktadamy, ze w przyjetej strukturze danych reprezentacji sieci, np.
listowej lub gwiazdzistej, przechowywane sg oddzielnie: najpierw numery
wiaJSchotkéw, do ktérych prowadza duki z danego wierzchotka j», w kolejnosci
malejacych wartosci fCj3,.jj¢) , a nastepnie numery wierzchotkéw, z ktérych
+uki wchodzg do jj, w kolejnosci rosngcych wartosci fAMjj):
- z wyjatkiem wierzchotka poczatkowego, powrdot do wierzchotkéw juz wizyto-
wanych w trakcie przeszukiwania nastepuje tylko przez cofniecie sie,co ma
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miejsce wéwczas gdy z danym wierzcholkiem nie jest zwigzany zaden 4uk
uzyteczny (w przéd lub w tyd). Przez pominiecie #tukéw uzytecznych prowadzag-
cych do wczesniej wizytowanych wierzchotkéw eliminowane sa wszelkie pod-
cykle. Mozliwo$s¢ powrotu do wierzchotka poczatkowego sygnalizuje znalezie-
nie cyklu redukujacego. Cofniecie sie do wierzchotka poczatkowego Swiadczy
o nieistnieniu cyklu redukujacego;

- kazdy wierzchotek, z ktdérego nastgpito cofniecie staje sie wierzchotkiem
zamknietym, to znaczy ze jest on bezuzyteczny w dalszym poszukiwaniu
aktualnego cyklu redukujacego.

Ocenimy nakdad obliczen ALGORYTMU dla najgorszego przypadku. Liczba po-
wrotéw z KROKU 4 do KROKU 1 jest proporcjonalna do wartosci A = (f°-c°).
Liczba powrotdéw z KROKU 3 do KROKU Z'jest O(JA°D*= 0(ra). Naktad obliczen
w KROKU 2 jest 0(.n2; . Naktad obliczen innych dziatan (KROK 3 i KROK 4)
jest 0Cm). taczny nakdad obliczen ALGORYTMU jest Wiec O(mnz) -

Poniewaz nak¥ady obliczen ETAPU 1 i ETAPU 2 sg 0(n2/in), to calte zadanie
znalezienia przepdtywu minimaksowego w zbiorze przeptywéw minimalnych w sie-
ci S(V,A) wymaga O(mnzA) obliczen - co jest ocena pseudowielomianowg.

Ocene .wielomianowg dla catego algorytmu mozna uzyska¢ zmieniajac w za-
prezentowanej metodzie ETAP 3. Nowy algorytm (mozna go takze uzy¢ do rozwig-
zania zadania (4))opiszemy w odrebnej publikacji, tutaj ograniczmy sie
tylko do jego kroétkiego scharakteryzowania. Po znalezieniu przepkywu

Fm (ETAPY 1 12) podowimy przedziat A i wartos¢ c°+ TA/21 przyjmujemy
jako ograniczenie gérne na przepustowosci wszystkich dukéw. W sieci z dwu-
stronnymi ograniczeniami szukamy przeptywu o wartosci ~ " (nak¥ad obli-
czen - 0(n2umv)). Jezeli przeptyw” taki istnieje, to wartos¢*“ ograniczenia
goérnego zmniejszamy, a w przypadku przeciwnym - zwiekszamy o potowe
wartosci TA /2°\. Postepowanie to kontynujemy do uzyskania najmniejszej
wartosci ograniczenia goérnego przepustowosci, dla ktérej jeszcze istnieje
przepdyw o wartosci . Otrzymany przepdyw f~6 Fm jest przeptywem mini-
maksowym, a ostatnia wartos¢ ograniczenia gérnego, jest szukanym minimakso-
wym przeptywem Hdukowym. Nakdad obliczen wszystkich trzech etapéw bedzie
teraz 0 (N2vnT log2A ) , a wiec - wielomianowy.

6 . Przyk#ad liczbowy

Przeptyw minimaksowy jest poszukiwany w sieci przedstawionej na rys. 1.
Na rys. 2 pokazana jest sie¢ po zakonczeniu ETAPU .1 Kolejne iteracje
ETAPU 2 sa przedstawione na rys. 3 t 7. Linie przerywane na rys. 3 i 5 odpo-
wiadajg H4ukom o c(i,j) =“> Przerywane linie pionowe na rys. 4 i 6 pokazuja
warstwy wierzchotkéw. Wierzchotek s lezy w warstwie zerowej. Znak S na
rys. 416 pokazuje +uki, decydujace o wartosci Aft na i-tej drodze.
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Rys.

Fig-

Rys,
Fig-

Rys.

Fig.-
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. Sie¢ S(V,A). Liczby oznaczajg dolne przepustowosci +ukéw
- Network S(V,A) . Numbers denote lower arc capacities

t Vj m55

. Sie¢ ST (V,A). Liczby oznaczaja wartos¢ przeptywu w Hukach
. The network S~(V;A). Numbers denote arc flow values

. Sie¢ SfCV,Af). Liczby oznaczaja przepustowosci +ukéw, skorygowane

weddug wzoréw (5)
. The network ST(V,AF). Numbers denote the arc capacities,
according to the formulas (5)

corrected
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Rys. 4. Graf warstwowy najkrétszych drég redukujacych (d¥ugodcé=3).
Cyfry oznaczaja numery drdég wykorzystanych do zmniejszenia
przepdywu o nf "=16. JINF=39.

Fig. 4. The layerd graph of the shortest flow reducing paths ~lenght»3).
Numbers denote the paths used to reduce the flow value by

Sys. 5. Siec¢ t

Fig- 5. The network Sf<(V,Af )- The arc capacities are reduced according

to the formulas (7).
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Air 13
afj =10
ti' *23

Rys. 6. Graf-warstwowy najkrotszych drog redukujacychm(dtugosé=4),
otrzymany z sieci S (V,A . Przeptyw zredukowano ogf" "=23.
¢ " (P16.

Fig. 6. lie layerd graph of the shortest flow reducing paths (length=4)
extracted from the network S (v,A") « The flow value is reduced
by ri £7"*23, v~ ((=16.

ICrl'l
iic"3
— 16

Rys. 6. Sie¢ ST (V,A). Linig pogrubiong pokazano cykl redukujacy.
Fig. 6. The network ST (V,A). The bolded lines show an arc flow reducing
m
cycle.
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|Cr|-1
Qic m1

Rys. 9. Sie¢ SF)(V,A). Linig pogrubiong pokazano cykl redukujacy. +A°|=l.
Fig- 9. The network ST)(V,A). The bolded lines show an arc flow reducing

cycle. JA°I=I.m

Cr-o0
fm-fnun
t fynm€fim

vhn-«

Rys. 10, eie¢ ST (V,A)= ST (V,A). Liczby oznaczaja przeptyw +ukowy.

Optymalng wartosciag minimaksowg jest *=15.

Fig. 10; The network (V,A). Numbers denote the arc flows of

a minimax flowl' fnidkm The optimal solution is f*=15.
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MTOPHBSriSSSiS iPOEISii EBH”gS KZHBi&KCBDa 3&M*i O HOICKS
B C3IH

P e3aace

B saapaB”™BE302 cste 0 20202273,232212 23202202322212 arpaEH2es2sia sa
222223 saaaeHES nponysKHiiz csocd5hoc?32 272 c©3p«v22pE>ssHa ¢2357222 saaa-
?a.

B H2DZ3CT33 EOTOEuB KEHEI£22£ECt CIOZiDOfH E2ST2 EOTOS K22E£Z32p5I1EE3
oaaoe 5023203 32225223 edtoks no 0723222121 2yraH ( asHHisaxcHas 332222}.
323 psssHBt 3703 sbtsvk spez«ozsH asropsTH nooorosoro tehs, ocsosaa sa h&-
7023 J2ieH»32B5iSZ 2X32203 C 053320M 3K22C25H3£ npOSOOQgSSKDBT.-K» m ¢
rss A . 33833323 p3321523 H522V KSKC22E22HHH 2070202 3 277-3 2 K2KGS.'1az3S02
nponyoKHC-S C20o0o5hdctEo , vwma n cooTseTCTBesHO 32020 277 2 22020 sspiKH 3
rpacée.

ysasasa bdskdhhocxb 0223273 025227 202225073-2 2222023222 223 2722570
C27222 , 20 33223221 0 (n2 JC™, - ), 20225322 3250p U32D2HC23H22TO 322-
25222 nopora ustdsoh 2023322 202022.2 npeseis A .

ALGORITHMIC ISSUES OF SOLYI'iG THE HIKIfVJC FLOW FROBLS-i Hi A NETWORK
Sassary

We are given a directed network S (V,A ),where V is the set of vertices
of cardinality n,and A is the set of arcs of cardinality m .Each arc has
a positive integer, associated with it »called the lever arc capacity,,

A positive real - valued flow - function is defined or; the set A : for each
vertex,except the source s and the sink t ,the flow conservation law holds,
the outflow the source equals ,with negative sign,to the flow entering the
source equals ,with negative sign,to the flow entering the sink;for arc the
flow is not snailer then the arc capacity.Iln presented network the follo-
wing minipax problem is defined: over the set consisting cf all flows of
the minimal value we would like to find a such one that aininizes the
maximum of arc flows (the minirax problem). To solve the problem we have
proposed a flow reducurg cycles method. After establishing the flow of the
nininal value (the amount of computation is of 0 ( n2/c"))v;e try to find

a flow reducing cycle for each maximal arc flow. If such a cycle has been
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foun "the maximal arc flow is reduced by at least one (over different arc

in the cycle flow may be decreased or increased ). Finding flow reducing
cycler for all arcs with maximal flows complete one phase of reductions
and allows us to start the next one.Vie have prooved that the flow of mini-
mal value is the minimax one if and only if there is at least one maximal
arc which does not allow any flow reducing cycle.Vie employ a modification
of the depth-first search method to establish a reducing cycle.Computational
complexity of our method for solving the minimax flow problem is of

0 (m n2A) -that means a pseudopolynomial boundis obtained; A 1Is the dif-
ference beetwen the maximal arc flow value and thé maximum of the arc
capacities.The flow reducing cycles algorithm is explained by2demonstating
an example, A desired polynomial bound od computations -0 ( n ff log2<)
may be obtained when the flow reducing cycleb algorithm is replaced by an
algorithm solving a sequence of maximal flow problems in the network 3(V,A)
with upper and bounds imposed upon the arcs.



