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Streszczenie; Rozważany jest model harmonogramowania produkcji . 
w gniezdzie produkcyjnym złożonym z L równoległych i niejednorod­
nych linii produkcyjnych. Produkcja może być przerywana, a reali­
zacja zamówień odbywa się z możliwością magazynowania. Za kryterium 
jakości przyjęto minimalizację łącznego kosztu produkcji i magazy­
nowania, z uwzględnieniem kosztów wznawiania produkcji. T< modelu 
występują ograniczenia zasobowe oraz ogólne ograniczenia na mini- 

• malne■ poziomy zapasów. U pracy przedstawiono strukturalne metody 
optymalizacji zastosowane do rozwiązywania powyższego problemu. 
Omówiono^metody agregacji produktów i środków produkcji, relaksacje 
Lagrange a, metody rozwiązywania podproblemów lokalnych oraz meto-..;/ 
perturbacy jne znajdowania przybliżonego rozwiązania dopuszczalr.eg. .

1. ZADANIE HARMONOGRAMOY/AKIA

System produkcji zawiera L równoległych środków produkcji na których 
mogą byó produkowane wyroby o indeksach ze zbioru N. Środki produkcji są 
niejednorodne, t.z.n, na.liniach mogą być wytwarzane dowolne podzbiory 
wyrobów ż różnymi wydajnościami i kosztami. Produkcja tego samego wyrobu- 
na różnych liniach może być mniej lub bardziej opłacalna. Do produkcji 
■wykorzystywanych jest.R ograniczonych zasobów odnawialnych, takich jak 
siła robocza i energia. Produkcja każdego wyrobu może byó realizowana .

. porcjami, w zależności.od zapotrzebowania, dostępności środków .produkcji, 
kosztów produkcji i magazynowania. Przyjmujemy, że wyroby można podzielić 
■na n grup podobnych wyrobów o zbiorach indeksów N^.N^, . * i"n'* YYyroby podo­
bne mają zbliżone współczynniki kosztów produkcji i magazynowania oraz 
wymagają podobnych czynności przezbrajania linii. Przyjmujemy, że koszty 
i czasy przezbrajania pomiędzy wyrobami tej samej grupy są pomijalr.e,. 
uwzględniane są jedynie główne przezbrojenia między wyrobami różnych grup- 
•Opracowanie harmonogramu produkcji dla przedziału T okresów wymaga usta­
lenia terminów produkcji poszczególnych wyrobów, wielkości porcji oraz 
przydziału środków produkcji, aby zaspokoić.zapotrzebowania na wyroby w 
każdym okresie oraz minimalizować koszty. Zadanie- programowania matema­
tycznego będące uproszczonym modelem powyższego problemu harmonogramowe- 
nia jest postaci
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przy ograniczeniach

(1b) ■ J-(t—1)+ z ( t )— J . (t )=*di j£Hj t=1,*»,!?,-
" 1=1 J

(To)

C1d)

(1e)

(U)

Os)

(1h) v^-^(t)=0,1 i=1,.. ,n; 1=1,..,1; t=1,..,Tj.

(1i) ¿¡jt J6HS t=1,..,T.

gdzie zmiennymi decyzyjnymi są: vŁ1(t) - zmienna binarna, określająca 
wznowienie produkcji i-tej grupy wyrobów na linii 1-w okresie t, zjrO) - 
wielkość produkcji wyrobu j na linii 1 w okresie t, ^jO) - 
poziom zapasów j-tego wyrobu na koniec okresu t, analogicznie x^(t) oraz 
I^(t) oznaczają wielkości produkcji i zapasów dla i-tej grupy yyrobóri. 
Parametrami zadania są: silt> " koszt 1 czas wznowienia produkcji
i-tej grupy na linii 1 w okresie t, <3.Qt’ pilt “ koszt i czas produkcji 
jednostki wyrobu z i-tej grupy na linii 1 w okresie t, - koszt maga­
zynowania jednostki wyrobu z i-tej grupy w okresie t, d̂- - zapotrzebowa­
nie na j-ty wyrób w okresie t (zaspokajane na koniec okresu t), - ma­
ksymalny czas wykorzystania linii 1 w okresie t, s.j_rt - współczynnik zu­
życia zasobu r na jednostkę wyrobu i-tej grupy w okresie t, - wiel­
kość' zasobu r w okresie t, - minimalny , bezpieczny poziom zapasu wy­
robu j na koniec okresu t, J^(o).- stan początkowy, ” maksymalna
wielkość produkcji wyrobów grupy i na linii 1 w okresie t.

Zadanie (1) jest złożone, przykładowo dla problemu z 1=10,n=50,
¿£=10 oraz T=20 zawiera ono 231-.000 zmiennych oraz' 110. 000. ograniczeń*

1  . j f e l i i J

n

¿ “ 1 j • • j3Cl J "t=1 . 1 • • jT J

feiitvii(tł+piitxiict^ “ Qit 1 = 1 *=1>-•»*;

t. ¿ > i r l Xi l ^ ^ B
1=1 1=1

rt
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2. AGREGACJA PRODUKTÓW .

Sumując ograniczenia (1b), (1c) oraz (1i) dla grup, można otrzymać za­
danie zagregowane, w którym występują wyłącznie zagregowane zmienne gru­
powe (1d), (1e). Zadanie to je3t w ogólności jedynie relaksacją problemu 
(1). W celu uzyskania zadania zagregowanego vr pełni równoważnego niezbęd­
na jest regularyzacja ograniczeń (li). Łlożna wykazać[8],że zastąpienie war­
tości J ^  przez gdzie

C2) iit

■J^O) t=0

prowadzi do utworzenia modelu zagregowanego

(3a) minimalizuj (1a), przy ograniczeniach (1f),(1g),(1h), oraz
. . v .

(3b) ^(t-l )-IŁ(t )ad±t , ■ i=1,..,n;. t=l,..,T;

(3c) O i ("t) ̂  'Vii<t) i=1 ,nj 1—1»* * *1* t^1

L
C3d) oĉ (t )=s^^oc^^(t) i«1 .,.. ,n} taj,.. ,T

C3e) 1» (t) ̂  I.. -̂1+ ■ 1 A 1 ¿ H i  t=»1,.*,T.
1  jfcJI^

który jest w pełni równoważny zadaniu (1). Po rozwiązaniu zadania zagre­
gowanego (3), rozwiązanie optymalne zadania (1) możno zawszę otrzymać 
wyznaczając przepływy dopuszczalne w.n sieciach odpow-i&dająoych ograni­
czeniom (1b), (1c), (1d) oraz (11).

3. RELAKSACJE LAGRARGe Ta

•Rozwiązywanie zadania zagregowanego (3) za pomocą metody podziału i 
ograniczeń wymaga opracowania skutecznego algorytmu relaksacyjnego. Re­
laksacje Lagrange"a zadania (3) pozwalają zarówno na wyznaczenie stosun- ■ 
kowo silnych oszacowań od dołu jak i na wykorzystanie struktury problemu 
w tym dekompozycję i efektywne rozwiązywanie podproblenów. Rozważany 
dwie zasadnicze relaksacje [7] otrzymane przez dualizację ograniczeń za­
sobowych (1f), (1g) albo ograniczeń (1g)« (3d).



3.1. Dualizacja ograniczeń zasobowych

Kiech ) oraz X =(1^ ) oznaczają mnożniki iagrange'a ograniczeń
(1f) oraz (1g). Wprowadzając ograniczenia (1f) i (1g) do funkcji 
lagrange'a otrzymujemy relaksację . .. -

■ r n - T l  R .
(4) oaz: [ld (Y*,’) = Ź  Ł, ('¥',*)•• ZT <Z2 YltQlt+2T xrtBrt^J^ 0 , ^ 0 ,  D i=1 1 t=1 1=1 1X 11 r=1 _ rv

. gdzie'funkcja Łj_ otrzymywana jest przez rozwiązanie i-tego podproblenu
' ‘ ..: ... : T i _ .

C5a) (y,x)=min 2  [ 21 (sj_j_tvil^  ̂ ^ilt’xil^^^+^it^i^ ̂- t=1 1=1

przy.ograniczeniach .

(5b) (t—1 ) + ) —1^ (t )=d̂ _̂» t=1,..,T

(5c ) vi;L(t)=0,1 1 ■ 0 < ^  ̂  ̂ ilt*vil^  ̂ ’ t=Tr̂ .fT} 1=11•» ,L}

<5d) \ ( t ) ł  Xit t=1,.. ,1 ■

gdzie siii=Eiit+Vlteilt.. iiit^ilt^lt^ilt^ *rtairt *

Metody rozwiązywania' zadanie (5) omowimy- w rozdziale 5.

3.2. Dualizacja ograniczeń C1g), C3d).

Niech oraz oznaczają mnożniki Lagrange'a ograniczeń
(1g) oraz (3d). Wprowrsdzając te ograniczenia do funkcji Lagrange'a otrzy­
mujemy relaksację

„.  . 1  T  n  ^  R . ,
(6) nas i)= 5} E.+ ()<■,’'•)+ .

^ 0,(4 • 1=1 t=1 . i=1 1 ' r=1

gdzie oraz otrzymywane jest-przez rozwiązanie, następują­
cych podproblenów: '

(ij zadania plecakowe ze stałą-opłatą

C?a) •Kit£̂ v ^ ^ ^ ^ f siitvil(t>+^ilt"/^t^1^rt“irl):til<:t̂ ' 
przy ograniczeniach■
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(7b) ^ (eiltvilt‘c;+iriltxilC't)5 -^lt.
(7c) 0<xil(t )iUi;Lvil(t) ̂ Yia<t)-0,1, i-1,—  ¿a.

Cii) liniowe zadania przepływu w sieci

(8a) Li(/',5l)«tnin2 (/^^(tj+h^Ct))t»1

przy ograniczeniach

(8b) Ii(t-1)+xi(t)-IiCt)!»dlt , t=*1,.. ,T; ■

(8c) 0 < x^(t), Ii(t)^Iit , ;;

Rozwiązywanie zadania C8) jest proste, zadanie (7) może być rozwiązywane 
specjalizowanym algorytmem podziału i ograniczeń [lo].

4. AGREGACJA ŚRODKÓJ PRODUKCJI

Jeżeli pracochłonność rozwiązywania zadania (3) przy wykorzystaniu 
relaksacji omówionych w rozdziale 3 przekracza możliwości stosowanego 
komputera, agregacja środków produkcji polegająca na utworzeniu zagrego­
wanego modelu ograniczeń (1f), (1g) przez wprowadzenie zmiennych zagrego­
wanych (3d) pozwala na' dalsze uproszczenie zadania w szczególnych przy- 
padkaoh. 'Załóżmy, że czasy wznowienia są pomijalne oraz linie pro­
dukcyjne są jednorodne, tzn. współczynniki oraz a^^ dla produktów
produkowanych na dwóch liniach są wzajemnie proporcjonalne. Zagregowana, . 
równoważna forma ograniczeń (1f) oraz (1g) przybierze postać

H ,

(9) I ^ P r i ^ i C t ^ B ^  r»1,..,R,R+1,..,R+L

gdzie i/jest liczbą zagregowanych ograniczeń odpowiadających (1f) i za­
leżnych od struktury tyoh ograniczeń. Z braku miejsca pominiemy tutaj 
zagadnienie generowania ograniczeń.zagregowanych (9), por. [9̂ • Otrzymu­
jemy model podwójnie zagregowany:
' ’’ ' "■ '• I n . ..

(1Qa) min P = X  Z! [s^+vh Ct)+hitI4(t)1 .
t=l i=1 . 1 ■ \

przy ograniczeniach (3b), (3e), (9) oraz

<10b) • Oć^CtJĆ Il^ft), i=»1,..,n-, t»1,..,T,

gdzie oznacza produkcję i-tej grupy w okresie t, sit jest kosztem
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wznowienie produkcji w okresie t, Ii..-dostatecznie duże. Jeżeli 
sit=cin{eilt:l«=1 ,1$, -to zadanie • (-10) jest relaksacją zadania (3).
. Po dualizacji ograniczeń zasobowych (3) • z mnożnikami Lagrer.ge"z ■

>■ <= ( ) otrzymujemy relaksację
' z • ’ H R+L*

<•11) . max ■ LD(a)*=S I^Ca ) - 21 21 l_t*3 *. .
», O i=1^ t=1-r«1 r ■

s . ■' v. ' *■ '
gdzie • •

■■ T ’ R+i'
(12) ■ M O - m i n g  [sitv. (t >+C<ilt+ X  ♦Pffi>**(»)+fcitIiii)J ; ■

przy- ograniczeniach (3b), (3e) oraz (1 Ob) dla ustalonego i. Rozwiązywa­
nie zadania (12) omówiono w rozdziale -g.. •

5. R62VI+Zr.VAKIE SARAi? LOKAUIYCH ;

Zadania lokelne (5) oraz (12) są nieklasycznymi, ogólnymi sfomułowa- 
ninni problemu harmonogramowania porcjami pojedynczego produktu. Zadanie 
(12) jest szczególnym przypadkiem zadania (5) i tylko wtedy gdy ¿¿-¡.“O 
jest or.o redukowelne do znanego modelu iisgnerc-tthittina f i  1 ̂ . .Zadanie
(5) w ogólnym przypadku jest KP-trudne fi}. Jeżeli jednak założymy, te

- dostatecznie duża liczba, to (-5) staje się zadaniem rozwiązywal­
nym wielomianowe.

(A) Przypadek wielomianowy. V.' modelu '..'agnera-Whittina rozwiązanie 
optymalne- jest przepływem w sieci -spełniającym warunki l^(t-1)>x^(t)=0. 
Właściwość ta pozwalała ne opracowanie Ekutecznego algorytmu najtańszej 
ścieżki. W modelu ogólnym (5) analogiczna właściwość nie zachodzi, tym- 
niemniej można wykorzystać inne właściwości problemu do uzasadnienia ana­
logicznego algorytmu.
Definicja. Piech 1 ip ęr! s i I. Rozwiązanie zadania (3) spełniające-trzy 
warunki: (i) Ijit)»!^, t * 1 , p - i  ,s,s+1,.. ąt; (ii) !*(*» X«.> p i t <s; •• 
oraz (iii) is-teieje co najwyżej jeden etap r oraz jedna linis 1 taka, że 
x,,(r) > 0  i nazywane -jest-£rse£ł2,wem_ęlęmęntćrn2t- między.punktami p,s. 
twierdzenie 1 [°\. Istnieje rozwiązanie .optymalne zadania (5)będące -urną 
rozłącznych przepływów elementarnych.
twierdzenie 2 [y1'• ■ Dlc I.:t obliczonego według (2), (30 przepływ elemen­
tarny między punktami p,o spełnia następujące -implikację: jeżeli 
*/-;.(n)> O dla pewnego r, pir(8, -to I4(t)«>Ij., t=p,..,s-i.

»  «A —  O. U

rezultacie rozwiązanie optymalne noże być poszukiwane w postaci 
najtańszej ścieżki w acyklicznej cieci G, zawierającej ?+1 wierzchołków 
oraz co najwyżej ¿2(1+1) łukćw dwóch rodzajów:
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Ci) łuki os.Dbliwę postaci (t-1,t), jeżeli I± t_1-dlt=»Ii t> odpowiadają 
or.e okresoa przestoju; . . .  ’ ’

Cii) luki nieosobllwę postaci (r,s), 0<r<3<?, odpowiadają one jednej 
porcji x^(r+1 )=d^r+-.+d^3+I^ j3~I O produkowanej na pewnej
linii 1 , minimalizującej koszty produkcji.

Otrzymane zadanie okazuje oię nawet prostsze do rozwiązywania w przypad­
ku nie zer owych wartości 1.̂ . w porównaniu do modelu \7-Vi.

<3) Przypadek o/rolny orraniczeń Coc). Stosunkowo efektywny algorytm 
można uzyskać Łącząc programowanie dynamiczne z metodą podziału i ogra­
niczę/.. Załóżmy, że współczynniki Ił^ oraz dit są całkowite. Oznaczmy: '■ 

t
Ct)=» X! ;i.(s ), ?it(X.) - ko.szt optymalnego harmonogramu ii okresach 

■ s = 1

1,..,t przy warunku Xi(t)=dC±. Wartość Fit(Xi) obliczany rekureneyjnie,. 
por. [i]

. C1 3) ?it CXi )=^in {pt a ^ d t ))+f it<xi(t ))+hu  (XŁ- Z  dlt)}
Sal

gdzie i^Cx^) jeat optymalnym koaztem produkoji xi.w okreaie't
L

(Ha) f1.;.(x1)="dn £  <°il.tvil(ti+5iitxilit5)łaj .

przy ograniczeniach (5c) oraż 
1

<Hb)
■1 = 1 1

Zadanie (14) bodące problemem plecakowym ze stałą opłatą może być roz-■ 
wiązywane efektywnym wariantem metody podziału i ograniczę»: fi0̂  •

6. IĆETODY PfiRJUBBACYJRi’-

Zadania relaksacji Logrange^a (4), (G) oraz (11) rozwiązywane są 
metodami su ¿gradientowy mi [2], [3], [oj . Proste metody; subgradien.tov.-e
[&] są na ogół dostatecznie efektywne, natomiast metody płaszczyzn odci­
nających [2] oraz zagregowanych subgradientów [3! umożliwiają znalezie­
nie rozwiązania prymalnego spełniającego ograniczenia zrelaksowane [41. 
Przy każdej metodzie subgradientowej,' otrzymane rozwiązanie zadania 
zre Inka'ow cnego r.a ogół nie spełnia pewnych ograniczę»/ zad.ania pierwotne­
go. Przybliżone rocv.dnnanie dopuszczalne może być poszukiwane v; dalszej' 
fazie za pomocą algorytmu Poniżej opiszemy jego uprosz­
czony ogólny schemat. Algorytm perturbacyjny startuje z rozwiązania zada­
nia zrelaksowanego i wykonuje ciąg iteracji (odcięć),których zadaniem
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jeet jak'największe zumiejBzenie pewnej miary niedopuszczalności aktual­
nego rozwiązania prży jak najmniejszej utracie wartości funkcji celu. 
Rozważmy ciąg zadań k=0,1postaci

(15) min|f(x): x € X k, gk(x)<0, i€ I k | k=0,1,..

k »gdzie X jest zbiorem dyskretnym (dyskretno-ciągłym) określonym przez
ograniczenia spełńikne przez generovTane w kroku k rozwiązanie x , oraz 
Ik=|i:gk(xk).> oj. Dla k=0 ograniczenia zadania ? 0 są równe.ograniczeniom 
■zadania pierwotnego, w dalszych krokach ograniczenia te są odpowiednio 
modyfikowane. W kroku k tworzony jest zbiór perturbacji <*&A. , którym od­
powiadają zadania PA1 , będące restrykcjami zadania Pjj, postaci

(1 6 ) minjf (x): x £.X*, g?(x)< O, i ei* |
Kiech x* będzie rozw. pewnego zadania zrelaksowanego w stosunku do zad.P̂ . 

• iiiarą-spadku niedopuszczalności dla rozwiązania X*, oćfeAj,, może być

(17) A ^ i E i ( x k)-^]
i £ i iei*

k _̂____gdzie ^  jest wagą i-tego ograniczenia (np. mnożnikiem Lagrange a). Per­
turbacja <* jest właściwa, jeżeli O. Lliarą jakości perturbacji właś­
ciwej oc może być iloraz

(18) V °

Podstawowy schemat algorytmu.
procedurę perturbation search (P^) 
begin
if (Pjf niedopuszczalny) then 

begin
utwórz zbiór perturbacji { zadania P^;
niech Pjc+^ { p*\ będzie najlepsze w sensie maksimum wskaźnika 
(18);
perturbation search (£^+1 ) 
ena

end
Skuteczność metody perturbacyjnej zależy od doboru rodzaju perturbacji i 
miary (17). Do szczególnie korzystnych ewentualnych właściwości pertur­
bacji zaliczymy niezmienniczość klasy zadań (15), możliwość równoległych 
perturbacji dla podproblemów oraz możliwość ograniczenia liczby intere­
sujących perturbacji. Właściwości te występują w poniższych przykładach:
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a) Relaksacja (11) z rozwiązaniami zadań (42) w postaci najtańszych ście­
żek. Perturbacja polega na eliminacji łuku należącego do najtańszej ście- 
żki.'\• ■ •;
b) Relaksacja (4) z rozwiązaniami zadań (5) w postaci najtańszych ścieżek 
w multigrafie. liamy tu dwa rodzaje perturbacji. Perturbacja lokalna pro­
wadzi do eliminacji jednego z łuków równoległych między wierzchołkami 
r,s, któremu odpowiada porcja xil(r+1)> 0 produkowana na linii 1. Pertur­
bacja globalna prowadzi do eliminacji wszystkich łuków równoległych.
c) Relaksacja (4 ) z rozwiązaniami zadań (5) za pomocą (13), (14). Pertur­
bacja lokalna polega na przyjęciu dla xil(t)?0. Perturbacja glo­
balna polega'na obniżeniu dopuszczalnych wartości zmiennej ^(t).

■ Ograniczenie liczby interesujących perturbacji można uzyskać między 
innymi przez selekcję podproblemów mających dominujący wpływ na miarę 
niedopuszczalności. .

7. PRZYKŁADY OBLICZENIOWE

Skuteczność algorytmu dwufazowego, tj. metody subgradientowej [6] 
i algorytmu perturbacyjnego badana była na modelach realnych problemów 
harmonogramowania produkcji środków piorących.
Łiodel A. W problemie występują 4 linie produkcyjne, 6 ograniczeń zasobo­
wych, 18 grup produktów. Pięcioetapowy model zagregowany (3) zadania har­
monogramowania zawiera 1710 zmiennych, w tym 360 zmiennych binarnych, 
oraz '500,ograniczeń.
Uodel B. V/ problemie występuje 8 linii produkcyjnych, 3 ograniczenia za­
sobowe, 22 grupy produktów. Pięcioetapowy model zagregowany (3) zawiera 
3030 zmiennych, w tym 440 zmiennych binarnych oraz 1045 ograniczeń. 
łiodel C. Zadanie jak w modelu B, ale 10 etapów. W zadaniu jest 6 1 6O zmień 
nych oraz 2090 ograniczeń.

Działanie algorytmu dwufazowego badano dla zagregowanego modelu (10) 
V/ fazie pierwszej algorytm subgradientowy rozwiązywał zadanie (11) przy 
niezbyt wygórowanych parametrach dokładnościowych (liczba iteracji ogra­
niczona do 100, często nawet mniejsza). 77 fasie drugiej algorytm pertur­
bacyjny wyszukiwał rozwiązanie dopuszczalne. Ze względu na jego korekcyj­
ne właściowości okazało się, że generalnie opłacalne jest skrócenie fazy 
pierwszej, często nawet do liczby iteracji rzędu 10-20. Reprezentatywne 
wyniki dla dwóch serii zestawiono w tabeli 1. Obliczenia wykonywano na 
n.c. Prime 9950.

Dokładność £ w tabeli 1 podawana je3t jako względna różnica między 
wartością funkcji celu dla rozwiązania dopuszczalnego a dolnym oszacowa­
niem wartości optymalnej otrzymanej przez algoiytm subgradientowy w sto­
sunku do dolnego oszacowania. Rzeczywista dokładność jest na ogół wyższa.
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■  u{i faza I dokładna “ fasa I skrócona
l lo d e l ij ' C ra fs l 1 [ i 1 j; CPE i s 1 £ W

S 13-96 '■0.7 ¡1 3-76 1 .0

' A ¡1 14.70
II

_ _ II - r  *2 .2  «1 2 . So
_____  - M : - _______

2 .3

jj 18.63 2 .6  jj . 3.37 2.1

' B R s 21.36 3 .7  -1! 3 .26 1.1

S 82.16
K . . m ,  . 1 , .  .r -  1

c . 4. !! 35 .10 1.1

' C .jj 72.32- 0 .2  jj 36.'66 C.1
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o in m s ia M i i î î  nP E P tffiH oro  ü p o îîs b o j îg t b â  b  o jH o cT yn E H q A T ax  n p o a æ o ü C T -

B E H E il  C5ÎCTEMAX 3 AKPHT0 K )  T ïü f t  C m ? k lU lW m m  HPOiïSBOflCTBES- 
HSfflM JMHHfflŒ

P e a b  m  e

B p a û o ïe  paccM aTpH BaeTC H uo% e.ia, K a jie H aap H o ro  aK am spoB am w  n p o z 3 3 0 ^ ~  

CTBOIi B npOK3 BOflCTBeHHOM 1 ^ 6 3 0 6  ,COCTOCTtHM H3  JI IiapajDieJIBHHX H HeOflHOpOS- 

HHX CtpOH3 BCflCTBeHHHX ÜHHH2  .  I Ip 0 H3 B0 flCT3 0  M0 S 8 T ÔHTB UpSDHBHOe , a pp.n.TOaa -  

ma. 3 a K a 3 0 B y a a T H B a e î bo3mohhoctl' oïüiaÆ K poB aiœ a. B K a ^ e c is e  K pH Tepaa s a -  

BiscTBa npsKKTa MEHEMHsaraaa cyjBsapnoB ctoemdcte npoHaso^cTBa h CKJEggpoBagag 
c  y^ëTOM ctoemoctk BosoôHOBJieHEH n p o z 3 B o a c rB a  . B MOflejm  aweDTCH pecyp oH H e  

o rp a H E H e H ra  a Ta K ae  otfnçie r o p ahhrskhh jy ia  MEHEMajiBHüx yposHeB  3 a n a o o B .

B paûoîa npê cTasjieHH cxpyKTypaHs «eTOOT onTEMH3amœ , npHMeaaeMHe hot 
pemeHEs nocTaMeHHoB aanaRH . OroBopenn Me toot arperarcœ nposyKTOB e cpeu- 
CTB HpOE3BOJtCTB3, OTEpaBSeBCKHÔ pwaKCaUHE, M8T0OT peseHES JIOSaOTHHI 110,0- 
npocSaea a Tasse nepTypûauHOHHHe aetOOT HaxosneEBa npH.ÔOTseHHoro aonycTEMoro 
pemeHHJi.

OPITIHIZATICK OF THE LOT SIZE ' SCHEDULING PROBLEM IE THE CV:.:-l~ STAGE 
BATCH PRODUCTION SYSTEMS WITH PARALLEL LIKES

S u a n s  r y

We consider a production scheduling model of the simple -st-.ge batch 
production system with parallel ,non- uniform production unite,where the 
production is carried on in lots.The demand.the current period r...-.y te sa­
tisfied either from inventory or from production in this period.The goal 
is to minimize the production and set-up costa and inventory holding costs 
over the vhole horizon. In the optimisation r.odel uc include resource cons­
traints and the general form of safety stcch cor.strc int::*.*-. ''an oty of stru­
ctural optimisation techniques applied to this protlc- it prefer.ted.

In section 2 we show to aggregate the items into fit11ion which share 
common set-up cost ir. such a way that the aggregated : odd is_always cqul- 
val:nt to the detailed model. In section 3 we .describr- tvs .baric uagr^nrean 
relaxation of the aggregated model presented ir. f?J .Pirrt approach Is based 
on relaxation of the capacity and resource constraints.The relaxed pr-rbier. 
is decomposed into separate single -item eeltifacility r.ub-roblems.. overs 1 

methods for solving these subproblems are presented ir. section 
relaxation results in decomposition of the relaxed probier: ir.o Knap— sa„k 
subproblems with, set-up tines and cost which correspond to production units. 
In section U the aggregated model is discussed in which the constraints
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corresponding to production units are aggregated.The feasible ,near-optimal 
solution.may be computed ,when starting from the solution of the relaxed 
problem ,by a perturbation algorithm which is described in section 6,
The resulted two-phase , relaxation-perturbation algorithms appear to be 
sufficiently efficient and accurate for a family of scheduling problems.


