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Streszczenie. W pracy przedstawiono przeglad wynikoéw zwigzanych
z analiza probabilistyczng algorytméw heurystycznych dla zagad-
nien pakowania I szeregowania zadan. Pokazano typowe podejscia
oraz podano obszerng bibliografie.

1. "Wstep

Kiedy po pracach Cooka i Karpo ustanawiajgcych podwaliny teorii ztozo-
nosci obliczeniowej - poczatek lat 70, ruszyda lawina prac rozpatru-
Jacych ztozonos¢ obliczeniowg probleméw kombinatorycznych, okazato 3ie,
ze wiekszos¢ z nich nalezy do klasy probleméw NP-trudnych, o wiec takich,
dla ktérych "prawdopodobnie'™ nie nozna znalez¢ algorytméw znajdujacych
rozwigzanie w czaaie.ograniczonym przez wielomian od rozmiaru problemu -
algorytmy te zwykdo sie nazywa¢ wielomianowymi lub efektywnymi, w klasie
tej znalazda sie réwniez wiekszos¢ probleméw optymalizacji dyskretnej
zwigzanych ze sterowaniem dyskretnymi procesami produkcyjnymi, na przy-
k#ad wiekszos¢ zagadnien szeregowania zadan na maszynach. Charakterys-
tyczne jest réwniez to, ze im .bardziej model matematyczny zblizony jest
do rzeczywistego procesu, tym szybciej problem staje sie KP-trudny*
Chociaz w wielu przypadkach udaje sie znalez¢ stosunkowo szybkie algo-
rytmy dla tych probleméw, to na og6t jednak ich czaa obliczen, przy roz-
miarach probleméw odpowiadajgcych rzeczywistym procesom, jest tok duzy,
ze wyklucza ich stosowanie w ogole, a najczesciej, wyklucza ich stosowa-
nie do sterowania w czasie, rzeczywistym.

Sytuacja ta przydata algorytmom heurystycznym nowego znaczenia. Heure- _
za staka sie w wielu przypadkach jedynym podejsciem umozliwiajacym otrzy-
manie rozwigzania, w jakim$ sensie zblizonego do optymalnego w wzelonzc—
nowym czasie. J przypadku sterowania "on. lino"!, algorytmy heurystyczna
stanowia czesto jedyna dopuszczalng kl3se sterowan. 7 poczatkach stosowa-
nia podejscia heurystycznego sens tego przyblizenia byd raczej niejasny, -
czesto intuicyjny.-Jakos¢ rozwigzania bykta oceniona na podstawie te3tow
przeprowadzanych dle pewnej '‘reprezentatywnej' préby danych, Zapoczatko-
wana przez®"Grahama [11J analityczna metoda szacowania dok#adnosci algo-

rytméw heurystycznych, polegajaca na okresleniu maksymalnego odchylenia
»praca byis czesciowo finansowana przez RP.1.C2 "Teoria sterowania i opty-
malizacje ciagtych uklkadbic dynamicznych i proceséw dyskretnych”
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pomiedzy wartoscig optymalny funkcji celu e wartoscig wygenerowang przez
algorytm, dla okreslonego zbioru danych rozpatrywanego problemu Zanalizs
najgorszego przypadku/, zmienida te sytuacje. Algorytm heurystyczny ze
znanym maksymalnym odchyleniem od wartosci optymalnej staje sie dc facto
algorytmem przyblizonym, za$s owo maksymalne odchylenie /gwarantowana do-
k#adnos¢/ jest miarg przyblizenia.

Analiza najgorszego przypadku dostarcza informacji na temat gwaranto-
wanej dokkadnosci algorytmu, nie pozwala jednak wnioskowa¢ nic na temat
jego Sredniego zachowania sie. Jak pokazaty dotychczasowe doswiadczenia,
gwarentowana dokdadnos¢ rézni sie zawsze dos¢ istotnie od Sredniej dokdad-
nosci, czasami roznica ta jest drastyczna. Ha przykkad, eksperymenty nu-
meryczne przeprowadzone dla algorytmu Pottsa [213 rozwigazujgacego hP-trud-
ny problemu szeregowania zadan na jednej maszynie z zadanymi czasami go-
towosci zadan 1 zadanymi pozgdanymi terminami wykonania. 1jr.|L daty
zupednie zaskakujacy rezultat [13]= Algorytm posiadajacy gwarantowang do-
k#adnos¢ 505 dak optymalne rozwigzanie w 239 przypadkach na 240 badanych.
Srednia dok#adno$é by#a znacznie nizsza od 13.

Wynik#a stad potrzeba oceniania jakosci algorytméw heurystycznych za
pomocg dwoch wskaznikéw, gwarantowanej i Sredniej dokdadnosci. W tym dru-
gim przypadku, w miejsce badan statystycznych; lub obok tych badan, za-
czeto stosowa¢ metody analizy probabilistycznej. m [15]-

W niniejszej pracy dokonujemy przegladu wynikéw uzyskanych metoda ana-
lizy probabilistycznej dla algorytméw heurystycznych zagadnien szeregowa-
nia zadan na maszynach oraz zagadnienn pakowania. Przedstawiamy tez cha-
rakterystyczne dla tej metody podejscia. To ostatnia grupa zagadnien
jest zwigzana z niektorymi problemami szeregowania, a ponadto jest inte-
resujaca z punktu widzenia celu tej pracy, poniewaz byda jok dotad,
przedmiotem szczegolnie intensywnych badan.

2. notacja

Ifieoh | oznacza zestaw danych liczbowych pewnego problemu minimaliza-
cji i3 ; 1 nazywamy dalej problemem konkretnym. Iliech m "@) oraz 1T (1)
oznaczaja odpowiednio, wartos¢ funkcji celu problemu > otrzymang wskutek
zastosowania algorytmu heurystycznego A dla problemu konkretnego 1 oraz
minimalng wartos¢ funkcji celu dla X. Tam gdzie bedzie to potrzebne
bedziemy wsrod danych problemu wyréznia¢ rozmiar problemu n-/definiowany
odpowiednio do sytuacji jaka bedzie rozpatrywana/. Wtedy uzywa¢ bedziemy
notacji Kz (I;n), K*(1;n).

W analizie najgorszego przypadku bada sie dwa typy wskaznikéw jakosci
algorytmu A:
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- dok#adnos¢ A dla probleméw konkretnych X ze zbioru

RA = 3Usap  iT(I)

przy czym 3p zadawany jeat w rozny spoaob. tloze to by¢ zbidér wszystkich
probleméw konkretnych, zbidr probleméw konkretnych, dla ktérych pewne
parametry sa ustalone, na przyktad rozmiar problemu n; D (n). Czesto
wybor Dp uwarunkowany jest podejsciem stosowanym w analizie. Ha przy-
k#ad Johnson fl14], okreslit Dp jako zbior tych probleméw konkretnych,
dla ktérych H, gdzie H jest ustalone; D (.N).

- dok#adnos¢ asymptotyczna:

R lim sup ( sup AN
A — ~f® Vv I65 ) K*()

W analizie probabilistycznej zakkada sie, ze problem konkretny 1
/zestaw danych/ jest realizacja zmiennej losowej o znanym rozktadzie, lub
o0 rozktadzie spedniajacym pewne warunki. Przy tym zatozeniu £*(1) oraz
Kk (I) stajg sie zmiennymi losowymi, a analiza sprowadza sie do zbadania
wybranych wkasnosci tych zmiennych; w pracy zmienng losowg oraz jej reali-
zacje bedziemy oznacza¢ tym samym symbolem. Trudnosci natury teoretycznej

;(I)-), oczekiwana dokfadnosé
algorytmu A. NajczesSciej badanymi w Iiteratﬁrgle)wskainikami s

oraz " SiZilSSSL"r -m
2(K*(D) EC*(1;m)
a rezultaty dotycza goérnych ograniczen tych wielkosci oraz wkasnosci
asymptotycznych. Chociaz w rozpatrywanych zagadnieniach rozmiai problemu
-n jest zawsze liczbg 3konczong, czesto niezbyt duzg, to jednak interesu-
Jacym wskaznikiem jakosci algorytmu jest to czy cigag zmiennych losowych
{4r(1;n)/K*(1;n)Y ni- 1} albo [K~CIjn) ™ K*(I;n), nk-1} jest zbiezny dla
n-*« , do odpowiednio 1 albo 0. Otrzymywane w literaturze rezultaty
dotyczg zbieznosci z prawdopodobienstwem 1 lub weddug prawdopodobienstwa
moraz szybkosci zbieznosci-. Przypominamy, ze.cigg zmiennych®losowych
{Xn,n™ 1} jest zbiezny z prawdopodobieristwem 1 do X, XQ mE X, jezeli
Pr jlim X @x} < 1. Ciag |Xn,n> 1} jest zbiezny weddug prawdopodo-
bienstwa do X, X m—>X, jezeli lim Pr (JXC - X< £#J = 1 dla kazdego
1> 0. nfe

Ponadto badane sa wkasnosci asymptotyczne, oddzielnie ciagu 1~(1;n)

oraz K3Cl;n), badz tez ir(i;a)/a oraz K*(l;a)/a.
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*3. Problea pakowania. -

-W punkcie tyra przedstawimy wyniki analizy probabilistycznej algorytmow
heurystycznych dla problemu pakowania [143.
Probiera pakowania: Dany jest skonczony zbidr elementéw o nuaerach

1,2,...,n, J = t1,...,n}", oraz funkcja rzeczywista a przyporzadkowujaca
kazdemu elenentcwi je J rozmiar o\, 0<Oji 0. Eolczy znalezé¢ rozbicie
zbioru J na podzbiory takie, Ze a. ic,_i=1,,..,1
oraz 1 jest minimalne. J

Oryginalna interpretacja tego problemu jest nastepujaca.
llalezy zapakowa¢ wszystkie eleoenty ze zbioru J do jak najmniejszej <
liczby pojemnikéw tak, zeby sura8 rozmiaréw elementéw znajdujacych sie w
kazdym z pojemnikéw nie przekraczato pojemnosci pojesaika C. Problem ten
mozna réwniez interpretowa¢ jekd jodnowymiarowy probiera ciecia. Jezeli na
zbiorze J zdefiniowany jest porzadek czesciowy /ograniczenie kolejr.oscio-
«e/ < oraz narzucony jest dodatkowy warunek:

/a/ jezeli i,jed, i4j oraz i«U,, jJel,, to kil,

wtedy mamy do czynienia z problemem réwnowazenia linii montazowej. \ tej *
interpretacji J jest zbiorera operacji, & czasem, wykonywania operacji Vv,
g C czasem cyklu. Kazdemu, stanowisku i linii nalezy przyporzadkowa¢ pod-
zbior operacji tak, zeby 4daczna liczba zajetych stanowisk byta minimal-
na. Jezeli zachowany wszystkie ograniczenia poprzedniego zadania oraz w
warunku Za/ w niejsce k$ - «stawimy k <1, to otrzymamy zagadnienie roz-
dziatu zasobu s sieci czynnosci. M tym przypadku: J jest zbiorera opera-
cji, kazda operecja wykonywano jest w jednostce czasu, o" jest iloscig
zasobu niezbedng do wykonania®operacji j, a C raaksymalng iloscig zasobu
jaka jest do dyspozycji w jednostce czasu. Probiera .polega na uszeregowa-
niu operacji w taki sposob, zeby speknione bydy ograniczenia kolejnoscio-
we, zasobonejoraz czas wykonania wszystkich operacji byt mi“nimalny <

Jak wida¢ problem pakowania uogélniony poprzez wprowadzenie ograniczen .
kole jnosciowyoh posiada rézne zastosowania. \W227] podano jeszcze jedno
uogélnienie, poprzez wprowadzenie ujemnych rozaiardn elementéw. Tak uogcl-
niony problea pakowania okazat sie by¢ modelem problemu szeregowania za-
dan ze specyficznie zdefiniowanymi przedziatami [czas gotowosci, linia
krytyczna] .

Problea pakowania jest silnie EP-trudny, [9], i dla jego oswigzywania
zaproponowano wiele algorytméw heurystycznych [14]. V dalszym ciagu J
oznacza¢ bedzie roéwniez liste.elementéw - upprsackowany zbidér J. Ponadto,
przez oznaosaay pojemniki,.o przez P ,Pg,."... ich poz.iccy /po-
ziora suma rozmiardow .elementow znajdujacych, sie w pojemniku/.

Algorytm EP: Elementy wkdadamy do pojemnikéw w kolejnosci w jakiej wyste-
puja one na liscie J, rozpoczynajac od pierwszego, ktory nkdauamy do
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iuech j bedzie kolejnym elementem, ktory nalezy umiesci¢ w pojemniku, a

niepustyn pojemnikiem o najmiekszym indek3ie. Jezeli 4 C
umies¢ j 1 B. i podstaw. :=?i + &. \L przeciwnym przypadku umies¢ j i
Bi+l i podstaw ?.+1 ar

Algorytm FF: Elementy wkdadany do .pojemnikéow w kolejnosci w jakiej wyste-
puja one na liscie J, rozpoczynajac od pierwszego, ktory wkdadamy do
Kolejny element j umieS¢ w pojemniku o najmniejszym indeksie sposrod tych,
w ktoérych on sie miesci /dla ktérego s C/.

Algorytm BP; Elementy wkdadamy do pojemnikéw w kolejnosci w jakiej wyste-
puja one na.liscie J, rozpoczynajac od pierwszego, ktory .wkkadamy do B1.
Kolejny elerjent j umies¢ w pojemniku o najmniejszym indeksie sposrod tych,
dla ktérych P/ + i C oraz Pj jest najwieksze.-

Algorytm PFE; Zastosuj FF do listy J, na ktérej elementy uporzadkowane sg
zgodnie z nierosngoymi Oj.

Algorytm 3FD: Zastosuj BF do listy J, na ktorej elementy uporzadkowane sg

zgodnie z nierosnacymi ay [
Vi'yniki analizy najgorszego przypadku dla tych algorytméw sg nastepuja-
co, [M4"]sHjjp-a 2, Kpp = rbf 3 1/710>Rpi>j “ rbfd = “ dal3i:e3 czes-

ci zakkada aie, nie zmniejszajgc ogolnosci rozwazan, ze O*1.°

Algorytm HF

Pierwszy rezultat otrzymany droga analizy probabilistycznej nalezy do
CoXfaana, lioiri, So i Yao [41. Zatozenie: elementy tworza nieskonczony
ciag o .ioh rozmiary sa niezaleznymi zmiennymi losowymi /n.z.1./ o tym sa-
mym rozkkadzie G okreslonym na przedziale [0,1]. Przy tym zatozeniu po-
ziony pojemnikéw Pi, 14l tworzg proces Workowa na przestrzeni stanow
[0,1]. Autorzy pokazuja, ze proces ten jest ergodyczny i wykorzystujac
ten fakt- otrzymujg nastegpujacy wynik. Ilicch P = Iiniw* 3(P-) . Istnieje j*

«0

takie, ze kP - Z,.-, < t mdla kazdego k M . Jezeli r.iec algo-
rytm 337 wygenerowat k pojemnikéw, to E(K*(Di K*L[1) =>k) + (7«,,i
i ne Podstawie powyzszej nieréwnosci otrzymujemy “c/Zy. (DI « )< /P

ila duzych k. Jezeli G jest rozkkadem jednostajnym, wowczas
k< | [EK*(DIK,,XT1) = k) + 3], czyli dla duzych Kk,
fc/B(K*(DIK~d) a k) <T| . niestety, wyliczenie P i ¥ dla innych roz-
k#adéw niz jednostajny okazato 3ie zbyt trudnym problemem.
Prostszo s réwnoczesnie bardziej owocne podejscie do analizy olgory =u
podali Osg, iiagazine i1 Vee [20]. W swojej analizie rozpatrujg oni
znier.ng losowg AKMN"(1;n) = K"™*(l;n) - K nj2; A; v ;D) =1
i w oparciu”ej rozktad prawdopodobienstwa znajdujg odpowiednie charakte-
rystyki probabilistyczne algorytmu UF. Cskoe¢ a.nalizy prewazzona jest
przy zatozeniu, ze a™,...,an sa n.z.l. o tym samym rozkkadzie zadatym
przez gestos¢ prawdopodobienstwa g(x), Otrzymano nastepujace wyniki:



296 S.Zdrzatka

/1/-Dla rozkdadu Jednostajnego, g(x) <= 1; fK#..-LtHHIL 1+— ,n>2,
Iy E(K* (M) 3 3n

Var (K*iljn)) = o " —)%il? » — rE—LiSJ £ > g . Wynikaja one z faktu, ze

S ,n"”3
Pi-."1AKMUsn) - 1} 5 e n“2
1, Hal
eoraz ze K~1ljn) = _2,LI 1 E(K*(l;n)) | . /2/ Dla wykiad-
niczego rozktadu obcietego, g(x) « ote* x /(1 - ) <He oraz
*g(x) « 0 dla pozostatych x:
lim EC/TAdjn™/n *(1-3=£e"°*- e206)/(l e"6)(06 - 1 + e"N) .
- n-f» Ve .
121 Dla dowolnego rozkdadu ze znang gestoscig prawdopodobienstwa g(x)
pokazano,, ze istnieje granioa lim E (A I;N)=@@ oraz ze
,KOT(1;n)/n -A/S VAN T*« 7/ -

Algorytmy FFD i BFD :

Analiza tych algorytméw przeprowadzona zostata drogg posrednig, poprzez
en8lize innego algorytmu,: FOLD, spekniajacego, warunek K~~djn),
#8-D(I;n) j+ KFOLD(I;n), Frederickson C73-...

FOLD: Hiech <£6(0,1]- 71/ Kazdy element J, dla ktérego a* £ <€ uniesc
Oddzielnie, w nowym pojemniku. /2/ Pozostate elementy uporzadkuj wg nie- -
mmalejacych a. i przenumeruj Je tak. aby 6 6 ....1a.. Dla
i=1,...,Lk/2J : Jezeli at + ak_i+{ i1 1, to umies¢ i-oraz k-i+l w nowym po-
jemniku; w przeciwnym przypadku umies¢ Je oddzielnie w nowych pojemnikach.
Jezeli k Jest nieparzyste, unies¢ element fk/2] oddzielnie w nowym po-
jemniku. Przy zatozeniu, ze a", .,a" sa n.z.l. o rozkkadzie jednostajnym

da [0,1] pokazano, ze

ECKPFD[I;n)) EgOjul ™~ t p-1+3,4 t nt~I\
E(K* @ ;:n))y E(K* (1.-f) -2
Stosujac podobne podejscie, lueker®[19J przedstawit przy -tych samych za-

+ozeniach mocniejsze wyniki:
V- 1 1

E(KBPA(I;NDD) (','- I +_)2,+ o(n2),

" 1le22md 1
ECK*(15:n)) ™. I+ -3i)2 @B2 1D + °(n2;

Inne wyniki
Interesujgce wyniki dotyczace zachowania sie ciggu zmiennych losowych

S@(i;n)/n przedstawia w pracy [18] Louiou. Przy zalozeniu, ze. -,aQ
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sg n.z.l. o tej samej dystrybuancie G pokasuje on, ze: 1. Jezeli G jest
dystrybuantg symetryczng na [0,1], ciagla z ograniczong drugg pochodng

lub dyskretng, tc H(;n)/r. ¢'"p,i> N Jezeli G je3t funkcjg wypukia
na [0,1] oraz- druga pochodna G jest ograniczona w przedziale [0,1], to
KM jnd/n — 1-G(). 3F*Jezeli G je3t funkojg wklesty oraz druga

pochodna G jest ograniczona w przedziale [0,1], to Ka(l;n /n)—Z x5 E(a.]r
V/ pracy podone 33 jeszcze inne rezultaty ulatwiajace analize zacﬁowania
sie ciggu IC'(1;n)/n dla innych rozkkadéw G.

W pracy [3] zasygnalizowano szereg dalszych, nieopublikowanycn dotad
wynikow rozszerzajacych rezultaty Loulou i1 Luekera na nieco szerszg klase
rozktadow G.

Hie pojawity sie jak dotad prace analizujace algorytmy heurystyczne
dla uogélnionego zagadnienia pakowania, w ktérya wystepuja ograniczenia
kolejnosciowe, chociaz znane sa juz od dawna wyniki analizy najgorszego
przypadku dla algorytméw ?F, FFD, zmodyfikowanych w ten spos6b, oby
uwzgledniaty ograniczenia kolejnosciowe.

4" Zagadnienie szeregowania zadan na réwnolegdych identycznych maszynach

Dany jest skonczony zbidér zadan o numerach 1,2,...,n, J =j{l,...,nJ
oraz zbidr u na3zyn. Zadanie j noze by¢ wykonywane na dowolnej z maszyn,
przy czyn czas wykonywania vtynosi Py W kazdej chwili czasu kazda z ma-
szyu noze "wykonywaC co najwyzej jedno zadanie, przerywanie wykonywenia
zadania nie jest dopuszczalne. Kazdej z maszyn nalezy przyporzadkowac
podzbidr zadan i1 kazdemu zadaniu, nonent rozpoczecia wykonynania w ten
spos6b, zeby czas wykonania wszystkich zadan ze zbioru J byt mipinalny;
czas wykonania wszystkich zadan wynosi ma>§ ~ C3, gdzie C\./ jost czasem za-
koriczenia wykonywania zadania j-

Problem ten, zapisywany symbolicznie jako P|]] CM 1 , jest K?-trudny, juz
poczawszy od m=2, [16], Zauwazny jeszoze, ze jest on réwnowazny '‘odwroco-
nemu' problemowi pakowania,to znaczy jezeli w problomie pakowania przy-
jac¢, ze i1los¢ pojemnikéw jest zadana,natomiast minimalizowa¢ nalezy po-
Jjemnosc- pojemnika C, wénozaa otrzymujemy problem i’tlCaaz.

Jezeli chodzi o algorytmy heurystyczne, problem ten doczekat sie w li-
teraturze teoril szeregowania najwiekszej liczby opracowan. Przedstawimy
tylko te algorytmy, dla ktdérych przeprowadzono-analize probabilistyczng.
Algorytm S: Zadania z listy J /porzadek zadan na liscie je3t dowolny/
przydzielane sg kolejno, poczawszy od pierwszego ktére ustawiany jako
Pierwsze na dowolnej z maszyn. Kolejne zadanie j przydziel do maszyny,
ktéra najwczesniej konczy wykonywanie przydzielonych jej do tej pory zadan.
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Algor?te LF: Utwérz liste J, na ktérej zsdania uporzadkowane sag zgodnie
Zz nieroangcymi p, 1 nastepnie zastosuj 3.

Wyniki analizy najgorszego przypadku dla tych algorytméw sg nastepu-
Jace: Rs =2 -1, 11, Rjj =] ~ , 12 .
Algorytm S
Pierwsza analiza probabilistyczna algorytméw heurystycznych dla P||me
przeprowadzona zoatata w pracy Coffmana, Fredericksona i Luekera [2].
Dla algorytmu 3 pokazano, ze Jezeli m=2 oraz ,---,PNn sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi /n.z.1./ o rozkkadzie Jednostajnym”™ na [0,1], to

E(KS (I;n)) +3_ " ..

E(K*(1;n)) . 3n
loulou [17] przedstawit wyniki dotyczace zbieznosci ciagu KS(I;n) -
- K*(1 ;n). Pokazak, ze jezeli P-j,...,Pn sg n.z.l. o tym sanym rozkkadzie
i skonczonej wartosci oczekiwanej, to:/1/ dla d>2 istnieje skoniczona
zmienna losowa 2, niezalezna od n i taka, ze Pr {Kb(l;n) - K*(I;n) > x}
SPr;{Z > x} dla x~0; innymi stowy zmienna losowa Kb(l;n) -
jest stochastycznie ograniczona przez skonczong zmienng losowag; /2/ dla
m»2 zmienna losowa I[°(I;n) — K (I;n) jest zbiezna wedtug dystrybuanty.
Algorytm IF
Jezeli m=2, p",...,pn sg n.z.l. o rozktadzie jednostajnym na [0,1], to
[21:

S(KEF(I;n)) N 1+ 2e

ECK* (1;n)) n(n+1)

Ten i1 poprzedni wynik tych samych autoréw otrzymano analizujac proces
Markowa , gdzie Vt _jest-rdéznicg /dodatnia/ czasow, w ktoérych maszyny
stajg sie wolne po wykonaniu . ;Pierwszych zadan. pracy Cofinar.a i
Gilberta [5] podano nastepujacy wynik dla dowolnego ta. Jezeli p»,...,pt
sq n.z.l. o rozktadzie jednostajnym, to

4 1. a

ieu y 1,
Ic- (;r) -h-2

jezeli zas maja rozkkad wyktadniczy, to

EC KgLU5SD) i1 1+ , h> a,
- (1;n) n O
gdzie He_.j jest liczbg harmoniczng.
Il [6] pokazano, ze jezeli ,p sa n.z.l. o tym saaya rozktadzie, to
KrdinlZi~tlin)-~1, natomiast w [S], ze K"?(I;n) - K*(I;n) >0
/mjezeli E(pM)<"°0 oraz gestos¢ prawdopodobienstwa g spednia warunek.
ECO) >0/.



Analiza probabilistyczna 299

9. Zaradnienie szeregowania zodan ra rownolegdych ldentycznych maszynach
z zadanymi czasami gotowosci i pozadanymi terminami zakoriczenia
wykonywania

Problem rozwazany tu rézni 3ie od poprzedniego tym, zo dodatkowo” dla
kazdego zadania j<J zadane sag wielkosci r. i d., odpowiednio, najwczes-
nicjasy mozliwy termin rozpoczecia wykonywania zadania i pozadany termin
zakonczenia wykonywania zadania. Problem polega no minimalizacji funkcji

celu ma>_(é_ Lj’ gdzie LJ. = Cj - dj' V/ literaturze zapisywany jeat on jako

PITj JLaa . Je3t on roéwnowazny problemowi minimalizacji czaau zakoriczenia
wykonywania wszystkich zadan, jezeli przyja¢, ze kazdo zadanie® j, po jego
wykonaniu na ktérej$s z m ma3zyn przechodzi na maszyne o nieograniczonej
przepustowosci, na ktorej cza3 wykonywania wyno3i » D - dn,

D = max d-. Réwnowazna po3ta¢ zapioywana je3t jako Plr3,q IC e Problem

ton jOlJJtJ IfP-trudny juz poczagwszy od n=1, [16].

W [1] podano naotepujacy algorytm heurystyczny, bedacy uogélnieniem zna-
nego dla przypadku m=1 algorytmu, podanego przez Schrége.

Algorytm -"SH

Hieon 1 bedzie zbiorem zadan, ktore dotad.nie Z03taly przydzielono do ma-
szyn a Up-..p-u , moraentami czaau, w ktérych maszyny ataja aie wolne.

/i/ u. = u, « ... =u :=min r-, 1 3 J.
N _ Q Jgej J
/ii/ Jezeli | _fi’, to koniec. Utech k bedzie indeksom pierwszej wolnej
maszyny, u. >min U .
-0 likim
/ii/ Jezeli r. > u dla kazdego j£1, to u. ®© min r,.
* 0o - o] jel J
/iv/ llech jel bedzie zadaniem, dla ktérego r:] i u.__O i qJ' jest noksynal-
no. Przydziel j domaszyny k., podstaw u. 7= u. + p., =X 0jVv

i przejdz dé /ii/. ° °
Ula m=1 wykazano, [21], ze R<C]1 m 2. Ula m=l pokazano réwniez, [2.1], ze
jezeli k jost zadaniem krytycznym/patrz definicja-w [21]/, to

ISCH(I;n) - K*{ ;rij~ p». Podobnie, w [1] pokazano dla n » 2, ze
K3CH(i;n) - K*(I;nj ~ 2 [max P - 1D, Wyniki togo typu umozliwiaja
przeprowadzenie analizy probabilistycznej algorytmu w stosunkowo prosty
sposéb. Wykorzystujgc tylko oszacowania goérne wartosci oczekiwanej sta-
tystyki ekstremalnej, mozna uzyskac¢ nastepujace zgrubne wyniki, bicch
Pj.,"---..Pn beda n.z.1. o tym samym rozkkadzie a” L."p niech oOznaczaja,
odpowiednio, wartos¢ oczekiwang i1 wariancje zmiennej losowej - Many
wtedy dla w1,

ECKSCH(I:N,  « 1 4 vy 4 @-v 2
E[K* (1;nV P
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oraz dla m > 2,

B(KSCH(I;n)) ,2m , P~1 2m
E(K* U;n))

6. Zagadnienie szeregowania zadan :a pojedynczej maszynie z-zadanyni
czasami gotowosci i1 funkcjg celu JH.C.

Rozwazamy zagadnienie szeregowania zadan, w ktérym rasl oraz dla kazde-
go J£J zadany jest najwczesniejszy mozliwy termin rozpoczecia wykonywa-
nia zadania r.,. Problem polega na znalezieniu uszeregowania dopuszczalne-
go minimalizujacego v C...

Problem ten, zapisywany jest w literaturze jako 11 | , jert 1IP-
—trudny, [16], i1 jak dotad nie podano dla niego zadnych wynikéw analizy
najgorszego przypadku.

W pracy [10] zaproponowano dla tego zagadnienia dwa algorytmy heurys-
tyczne 1 przeprowadzono dla nich analize probabilistyczng przy nastepu-
jJacych zatozeniaoh: P-j,...,Pn sg n.z.l.o jednakowym rozktadzie,

gdzie Ti = i+l “ r., ag n.a.l. o jednakowym rozkd#adzie, p..
i Ti sg niezalezne. Dla przypadku gdy E(p™) < E(T™) zaproponowano

Algorytm I: Niech zadania ze zbioru J ponumerowane beda zgodnie z nie-
malejacymi r,. Oznaczmy przez A(t) zbidr zadan, dla ktérych r\./ £t i
ktore do chwili.t wkacznie nie zostaly wykonane, a przez S(t), czas jaki
jest potrzebny do wykonania zadan ze zbioru A(t), liczony od chwili t.
Niech o = [In nj
/i/ Znajdz optymalne uszeregowanie zadan 1,...,a.
/ii/ Stosujac algorytm SP /sposréd zadan gotowych do wykonywania umiesé
jako pierwsze to, ktdére ma najmniejsze p’/ uszereguj zadani3
i® + 1,...,iH + b(iK), rozpoczynajac od chwili r_ ; 1K spelnia
warunek 1ii i1a i jest w specjalny sposob dobielr;rl1e, patrz. [10J.
natomiast b(iK) jest"numerem zedania, dla ktérego dgczny czas prze-

stojéw maszyny dla zadan iH + 1,...,1® + bfi*] jest nie mniejszy od
SAIH ~*
/iii/ Przeaun zedania .H + 1,...,i0.+ bCi®) w prawo tak, aby zlikwidowac

m wszystkie przestoje maszyny.
/iv/ Zadania ze zbioru Aifr ) uszereguj stosujac SP, rozpoczynajac od

Chwili r. - 1

i
/y/ Procedure powtérz dla zodan i® + b(iH)+ 1,....is + b(iH)+ a, itd.
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Dla przypadku, gdy E(®) > E ({.jl zaproponowano

Algorytm P

/1/ Znajdz uszeregowanie optymalne dla problemu z przerwaniami /jest to
problem wielomianowy O(n log n)/.

/ii/ W uszeregowaniu otrzymanym w kroku /i/ polgcz wszystkie przedziaty
czasu, w ktorych wykonywane jest zadanie j /jej/, przesuwajac do
najwczesniejazego przedziatu wszystkie pozostate.

W [10] pokazano, ze:

Pr{ @;n) -JcU;n) Oo(n(In In n)"a)}> 1 - 0 Ff (In n)2 n"1],

ProrC/rn) - K*(I;N) ZK*[I;n) 1 O(n"D}> 1 - 0(n_1)

7. Uwagi koncowe

Dotychczasowe wyniki analizy probabilistycznej algorytméw heurystycz-
nych cechuje duzy rozrzut badanych wakaznikéw jakosci. Utrwala sie jednak
tendencja do oceny wkasnosci asymptotycznych EQCM( ;n)] ZE(K*[I;n)) oraz
ciggu K*(1;n) - K*(I;n) . Wyniki dotyczgoe zbieznosci ciagu KA(I;n) -

- K*(1;n) lub K*~(-1;n)/K*(1;n) , o w szczegdlnosci szybkosci zbieznosci sa
wyjatkowo cenne jako, ze stanowia grupe najmocniejszych whkasnosci typu
probabilistycznego. Halezy jeszcze zauwazy¢, zo mimo intensywnego rozwoju
omawianej tu techniki oceny dokkadnosci algorytméw, badania statystyczne
wcale nie straoidy racji bytu. Podobnie bowiem jak w analizie najgorsze-
go przypadku, konstrukcja najgorszego przykdadu pozwala oceni¢ osiggolnosc
znalezionego gornego oszacowania dokdadnosci, tak i tutaj badania statys-
tyczne moga by¢ wskazéwkg tego ozy znalezione goérne ograniczenie badanego
wskaznika jest wystarozajgco Soiste.
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BSPOHTEOCTEafl AHAIM3 33PKGTMECM AITOITOSOB JdH 3AIAM T AK(Hffl
B KOHTEIHEHIi H PACUHCAHH - OE30P

Pe3dme

B padoTe aaeTcsa o53p peayjiLTaTOB BepgaTHocTHoro aaajiE3 aBpECTimec-
khx ajiropaTMOB m s. 3&5aRH ypasoBKH b KOHTeteepa a pactracaHsa. 7xa3HH xa-
psKTepErartHHQOKHe ho”xojch h oOmapHaa <jacmorpa$Ha,

PROBABILISTIC ANALYSIS OF HEURISTICS FOR BIN PACKING AND JOBS .
SCHEDULING PROBLEMS - A SURVEY

Summary

The paper presents a survey of results iIn the area of,probabilistic
analysis of heuristic.algorithms for bin packing and Jobs scheduling
problems. M discuss probabilistic performance measures used in the ana-
lysis and show results for particular algorithms for bin packing problem,
parallel identical machines scheduling problem,identical machines schedulir.g
prpblem with release and due dates . V describe also characteristic appro-
aches and give a wide bibliography.



