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Streszczenie. W pracy przedstawiono przegląd wyników związanych 
z analizą probabilistyczną algorytmów heurystycznych dla zagad
nień pakowania i szeregowania zadań. Pokazano typowe podejścia 
oraz podano obszerną bibliografię.

1 . 'Wstęp

Kiedy po pracach Cooka i Karpo ustanawiających podwaliny teorii złożo
ności obliczeniowej - początek lat 70, ruszyła lawina prac rozpatru
jących złożoność obliczeniową problemów kombinatorycznych, okazało 3ię, 
że większość z nich należy do klasy problemów NP-trudnych, o więc takich, 
dla których "prawdopodobnie" nie nożna znaleźć algorytmów znajdujących 
rozwiązanie w czaaie.ograniczonym przez wielomian od rozmiaru problemu - 
algorytmy te zwykło się nazywać wielomianowymi lub efektywnymi, w' klasie 
tej znalazła się również większość problemów optymalizacji dyskretnej 
związanych ze sterowaniem dyskretnymi procesami produkcyjnymi, na przy
kład większość zagadnień szeregowania zadań na maszynach. Charakterys
tyczne jest również to, że im .bardziej model matematyczny zbliżony jest 
do rzeczywistego procesu, tym szybciej problem staje się KP-trudny*
Chociaż w wielu przypadkach udaje się znaleźć stosunkowo szybkie algo
rytmy dla tych problemów, to na ogół jednak ich czaa obliczeń, przy roz- . 
miarach problemów odpowiadających rzeczywistym procesom, jest tok duży, 
że wyklucza ich stosowanie w ogóle, a najczęściej, wyklucza ich stosowa
nie do sterowania w czasie, rzeczywistym.

Sytuacja ta przydała algorytmom heurystycznym nowego znaczenia. Heure- .. 
za stała się w wielu przypadkach jedynym podejściem umożliwiającym otrzy
manie rozwiązania, w jakimś sensie zbliżonego do optymalnego w wzelonzc— 
nowym czasie. ,7 przypadku sterowania "on. lino'!, algorytmy heurystyczna 
stanowią często jedyną dopuszczalną kl3sę sterowań. .7 początkach stosowa
nia podejścia heurystycznego sens tego przybliżenia był raczej niejasny, - 
często intuicyjny.-Jakość rozwiązania była oceniona na podstawie te3tów 
przeprowadzanych dle pewnej "reprezentatywnej" próby danych, Zapoczątko
wana przez'Grahama [11J analityczna metoda szacowania dokładności algo
rytmów heurystycznych, polegająca na określeniu maksymalnego odchylenia 
»praca byis częściowo finansowana przez RP.I.C2 "Teoria sterowania i opty
malizacje ciągłych układóic dynamicznych i procesów dyskretnych”
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pomiędzy wartością optymalny funkcji celu e wartością wygenerowaną przez 
algorytm, dla określonego zbioru danych rozpatrywanego problemu /analizs 
najgorszego przypadku/, zmieniła tę sytuację. Algorytm heurystyczny ze 
znanym maksymalnym odchyleniem od wartości optymalnej staje się dc facto 
algorytmem przybliżonym, zaś owo maksymalne odchylenie /gwarantowana do
kładność/ jest miarą przybliżenia.

Analiza najgorszego przypadku dostarcza informacji na temat gwaranto
wanej dokładności algorytmu, nie pozwala jednak wnioskować nic na temat 
jego średniego zachowania się. Jak pokazały dotychczasowe doświadczenia, 
gwarentowana dokładność różni się zawsze dość istotnie od średniej dokład
ności, czasami różnica ta jest drastyczna. Ha przykład, eksperymenty nu
meryczne przeprowadzone dla algorytmu Pottsa [213 rozwiązującego hP-trud- 
ny problemu szeregowania zadań na jednej maszynie z zadanymi czasami go
towości zadań i zadanymi pożądanymi terminami wykonania. 1jr.|L dały 
zupełnie zaskakujący rezultat [13]• Algorytm posiadający gwarantowaną do
kładność 505 dał optymalne rozwiązanie w 239 przypadkach na 240 badanych. 
Średnia dokładność była znacznie niższa od 13.

Wynikła stąd potrzeba oceniania jakości algorytmów heurystycznych za 
pomocą dwóch wskaźników, gwarantowanej i średniej dokładności. W tym dru
gim przypadku, w miejsce badań statystycznych; lub obok tych badań, za
częto stosować metody analizy probabilistycznej. ■ [15]-

W niniejszej pracy dokonujemy przeglądu wyników uzyskanych metodą ana
lizy probabilistycznej dla algorytmów heurystycznych zagadnień szeregowa
nia zadań na maszynach oraz zagadnień pakowania. Przedstawiamy też cha
rakterystyczne dla tej metody podejścia. To ostatnia grupa zagadnień 
jest związana z niektórymi problemami szeregowania, a ponadto jest inte
resująca z punktu widzenia celu tej pracy, ponieważ była jok dotąd, 
przedmiotem szczególnie intensywnych badań.

2. notacja

Ifieoh I oznacza zestaw danych liczbowych pewnego problemu minimaliza
cji i3 ; I nazywamy dalej problemem konkretnym. Iliech ¡■¿'"'(I) oraz 1T (I) 
oznaczają odpowiednio, wartość funkcji celu problemu i> otrzymaną wskutek 
zastosowania algorytmu heurystycznego A dla problemu konkretnego I oraz 
minimalną wartość funkcji celu dla X. Tam gdzie będzie to potrzebne 
będziemy wśród danych problemu wyróżniać rozmiar problemu n-/definiowany 
odpowiednio do sytuacji jaka będzie rozpatrywana/. Wtedy używać będziemy 
notacji Kż(I;n), K*(I;n).

W analizie najgorszego przypadku bada się dwa typy wskaźników jakości 
algorytmu A:
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- dokładność A dla problemów konkretnych X ze zbioru

RA = 3UP >A 16 Ąp iT(I)
przy czym 3p zadawany jeat w różny spoaób. Łloże to być zbiór wszystkich 
problemów konkretnych, zbiór problemów konkretnych, dla których pewne 
parametry są ustalone, na przykład rozmiar problemu n; D (n). Często 
wybór Dp uwarunkowany jest podejściem stosowanym w analizie. Ha przy
kład Johnson fl4], określił Dp jako zbiór tych problemów konkretnych, 
dla których H, gdzie H jest ustalone; .D (.N).

- dokładność asymptotyczna:

lim sup ( sup ^  ̂  ̂ ) .
A ~~ ~~n->® V 1*5 (n) K*(l)R, n co T6 „ .

W analizie probabilistycznej zakłada się, że problem konkretny I 
/zestaw danych/ jest realizacją zmiennej losowej o znanym rozkładzie, lub 
o rozkładzie spełniającym pewne warunki. Przy tym założeniu £*(1) oraz 
Kk (I) stają się zmiennymi losowymi, a analiza sprowadza się do zbadania 
wybranych własności tych zmiennych; w pracy zmienną losową oraz jej reali
zację będziemy oznaczać tym samym symbolem. Trudności natury teoretycznej

(Y (I)■ - -■), oczekiwana dokładność 
K*(I)

algorytmu A. Najczęściej badanymi w literaturze wskaźnikami są

oraz ' SiŹilSSSL'r • ■
2(K*(I)) E(K*(I;n))

a rezultaty dotyczą górnych ograniczeń tych wielkości oraz własności 
asymptotycznych. Chociaż w rozpatrywanych zagadnieniach rozmiai problemu . 
-n jest zawsze liczbą 3kończoną, często niezbyt dużą, to jednak interesu
jącym wskaźnikiem jakości algorytmu jest to czy ciąg zmiennych losowych 
{łr(I;n)/K*(I;n)Y ni- 1} albo [K^Cljn) ^ K*(I;n), nł-1 } jest zbieżny dla 
n-*«> , do odpowiednio 1 albo 0. Otrzymywane w literaturze rezultaty
dotyczą zbieżności z prawdopodobieństwem 1 lub według prawdopodobieństwa 
■oraz szybkości zbieżności-. Przypominamy, że. ciąg zmiennych'losowych 
{Xn,n^ 1} jest zbieżny z prawdopodobieństwem 1 do X, XQ ■£ X, jeżeli 
Pr jlim X .«■ x} <= 1. Ciąg |Xn,n> 1} jest zbieżny według prawdopodo
bieństwa do X, X ■— —> X, jeżeli lim Pr (|XC - X | < £• j = 1 dla każdego
l > 0. nf°
Ponadto badane są własności asymptotyczne, oddzielnie ciągu 1^(1;n.) 

oraz K3*Cl;n), bądź też ii* (i; a)/a oraz K*(I;a)/a.
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'3. Problea pakowania. .. .

. W punkcie tyra przedstawimy.wyniki analizy probabilistycznej algorytmów 
heurystycznych dla problemu pakowania [143.
Probiera pakowania: Dany jest skończony zbiór elementów o nuaerach 
1,2,...,n, J = t1,...,n}', oraz funkcja rzeczywista a przyporządkowująca 
każdemu elenentcwi je J rozmiar ô ., 0<Oji 0. Eolcży znaleźć rozbicie 
zbioru J na podzbiory takie, źe a. iC,_i=l,,..,l
oraz 1 jest minimalne. J

Oryginalna interpretacja tego problemu jest następująca.
Ilależy zapakować wszystkie eleoenty ze zbioru J do jak najmniejszej • 
lic z b y  pojemników tak, żeby sura8 rozmiarów elementów znajdujących się w 
każdym z pojemników nie przekraczało pojemności pojesaika C. Problem ten 
można również interpretować jekó jodnowymiarowy probiera cięcia. Jeżeli na 
zbiorze J zdefiniowany jest porządek częściowy /ograniczenie kole jr.ościo- 
«e/ -< oraz narzucony jest dodatkowy warunek:
./a/ jeżeli i, j e J, i-4 j oraz i « U,., j e U-, , to kil,
wtedy mamy do czynienia z problemem równoważenia linii montażowej. V,’ tej ' 
interpretacji J jest zbiorera operacji, â  czasem, wykonywania operacji y, 
ą C czasem cyklu. Każdemu, stanowisku i linii należy przyporządkować pod
zbiór operacji tak, żeby łączna liczba zajętych stanowisk była minimal
na. Jeżeli zachowany wszystkie ograniczenia poprzedniego zadania oraz w 
warunku /a/ w niejsce k ś -1 «stawimy k < 1, to otrzymamy zagadnienie roz
działu zasobu vs sieci czynności. \'l tym przypadku: J jest zbiorera opera
cji, każda operecja wykonywano jest w jednostce czasu, ô  jest ilością 
zasobu niezbędną do wykonania'operacji j, a C raaksymalną ilością zasobu 
jaka jest do dyspozycji w jednostce czasu. Probiera .polega na uszeregowa
niu operacji w taki sposób, żeby spełnione były ograniczenia kolejnościo- 
we, zasobonejoraz czas wykonania wszystkich operacji był mi'nimalny •

Jak widać problem pakowania uogólniony poprzez wprowadzenie ograniczeń . 
kole jnościowyoh posiada różne zastosowania. V,’ ■[ 22 ] podano jeszcze jedno 
uogólnienie, poprzez wprowadzenie ujemnych rozaiarón elementów. Tak uogćl- • 
niony problea pakowania okazał się być modelem problemu szeregowania za
dań ze specyficznie zdefiniowanymi przedziałami [czas gotowości, linia 
krytyczna].

Problea pakowania jest silnie EP-trudny, [9], i dla jego oswiązywania 
zaproponowano wiele algorytmów heurystycznych [14]. V/ dalszym ciągu J 
oznaczać będzie również listę.elementów - upprsąćkowany zbiór J. Ponadto, 
przez oznaosaay pojemniki,. o przez P̂  ,Pg,.'... ich poz.iccy /po-
ziora suma rozmiarów .elementów znajdujących, się w pojemniku/.
Algorytm EP: Elementy wkładamy do pojemników w kolejności w jakiej wystę
pują one na liście J, rozpoczynając od pierwszego, który nkłauamy do .
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iuech j będzie kolejnym elementem, który należy umieścić w pojemniku, a 
niepustyn pojemnikiem o najmiększym indek3ie. Jeżeli -i C'

umieść j i B. i p o d s t a w . := ?i + â . \1 przeciwnym przypadku umieść j i 
Bi+1 i podstaw ?.+1 ar
Algorytm FF: Elementy wkładany do .pojemników w kolejności w jakiej wystę
pują one na liście J, rozpoczynając od pierwszego, który wkładamy do . 
Kolejny element j umieść w pojemniku o najmniejszym indeksie spośród tych, 
w których on się mieści /dla którego ś C/.
Algorytm BP; Elementy wkładamy do pojemników w kolejności w jakiej wystę
pują one na.liście J, rozpoczynając od pierwszego, który .wkładamy do B1. 
Kolejny elerjent j umieść w pojemniku o najmniejszym indeksie spośród tych, 
dla których P.̂  + i C oraz Pj jest największe.-
Algorytm PFE; Zastosuj FF do listy J, na której elementy uporządkowane są 
zgodnie z nierosnąoymi Oj.
Algorytm 3FD: Zastosuj BF do listy J, na której elementy uporządkowane są 
zgodnie z nierosnącymi ay  ■

Vi'yniki analizy najgorszego przypadku dla tych algorytmów są następują
co, [14'] s. Hjjp-a 2, Kpp = .rbf 3 1'?/'10> Rpi>j “ rbfd = “ dal3i:e3 częś
ci zakłada aię, nie zmniejszając ogólności rozważań, że 0*1.'
Algorytm HF
Pierwszy rezultat otrzymany drogą analizy probabilistycznej należy do 
CoXfaana, Iioiri, So i Yao [41. Założenie: elementy tworzą nieskończony 
ciąg o .ioh rozmiary są niezależnymi zmiennymi losowymi /n.z.l./ o tym sa
mym rozkładzie G określonym na przedziale [0,1]. Przy tym założeniu po- 
żiony pojemników Pi, iłl tworzą proces Workowa na przestrzeni stanów 
[0,1]. Autorzy pokazują, że proces ten jest ergodyczny i wykorzystując
ten fakt- otrzymują następujący wynik. Ilicch P = lim 3(P-) . Istnieje j*. ' i*«o
takie, że Ik P - Z,.-, < t ■ dla każdego k M  . Jeżeli r.ięc algo
rytm JJ7 wygenerował k pojemników, to E(K*(I)i K*‘Ł [I) => k) ł ¿'«„i 
i ne Podstawie powyższej nierówności otrzymujemy 'c/Zy. (I)l « :) < 1/P
ila dużych k. Jeżeli G jest rozkładem jednostajnym, wówczas . 
k < | [ E(K*(I)I K,,?C1) = k) + 3], czyli dla dużych k,
fc/B(K*(I)l K ^ d )  a k) <T | . niestety, wyliczenie P i f dla innych roz
kładów niż jednostajny okazało 3ię zbyt trudnym problemem.

Prostszo s, równocześnie bardziej owocne podejście do analizy olgory • u 
podali Osg, iiagazine i V.’ee [20]. W swojej analizie rozpatrują oni 

znier.ną losową AK^"(I;n) = K"*(I;n) - K nj2; A; v ; 1) = 1
i w oparciu^ej rozkład prawdopodobieństwa znajdują odpowiednie charakte
rystyki probabilistyczne algorytmu UF. Csłoeć a.nalizy prewazzona jest 
przy założeniu, że a^,...,an są n.z.l. o tym samym rozkładzie zada tym 
przez gęstość prawdopodobieństwa g(x), Otrzymano następujące wyniki:
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/1/-Dla rozkładu Jednostajnego, g(x) •= 1; fK#.. -LŁHłlL 1 + —  , n> 2,
jjp E(K* (I;n)) 3 3n

Var ( K^iljn)) = - -Jin » ”— i-ŁiSJ _£— > 2 . Wynikają one z faktu, że4? »öu n 3

Pi-.'lAK^Usn) - 1}

S , n^3 

5 • n“2
1 , llal

• oraz że K ^ I j n )  = _ 2 ,L l 1 E (K *(I;n )) |  . /2 /  Dla wykład-

niczego rozkładu obciętego, g(x) « ot e * x /(1  -  ) <łle oraz
•g(x) « 0 dla pozostałych x :

lim EC/T^djn^/n *(l-3=£e"°*- e*’2o6)/(l e"°6)(o6 - 1 + e"^) .
- n-f» .v • . !
121 Dla dowolnego rozkładu ze znaną gęstością prawdopodobieństwa g(x) 
pokazano,, że istnieje granioa lim E ( A I;n)) = (i oraz że

,KOT(I;n)/n - A / S  / ' • ’ T * “ ;'./. '
Algorytmy FFD i BFD :
Analiza tych algorytmów przeprowadzona została drogą pośrednią, poprzez 
en8lizę innego algorytmu,: FOLD,.spełniającego, warunek K^^djn), 
łr8FD(I;n) ji- KF0LD(I;n), Frederickson C73-...
FOLD: Hiech <£6(0,1]. /I/ Każdy element J, dla którego a^ £ <C unieść 
Oddzielnie, w nowym pojemniku. /2/ Pozostałe elementy uporządkuj wg nie- ..

■ malejących a.. i przenumeruj Je tak. aby 6 6 .... i â .. Dla
i=1,...,Lk/2J : Jeżeli aŁ + ak_i+-| i 1, to umieść i-oraz k-i+1 w nowym po
jemniku; w przeciwnym przypadku umieść Je oddzielnie w nowych pojemnikach. 
Jeżeli k Jest nieparzyste, unieść element fk/2] oddzielnie w nowym po
jemniku. Przy założeniu, że a^, . ,a^ są n.z.l. o rozkładzie jednostajnym
da [0,1] pokazano, że

E(KPF1)[I;n.)) Ę g O j u l ^  t p-1 + 3 „ 4  t nt~l\
E(K* (I;n )) ’ E(K* (l.fn)) - 2

Stosując podobne podejście, lueker'[19J przedstawił przy .tych samych za- '
łożeniach mocniejsze wyniki:

V- . 1 1
E(KBP (̂I;n]) ¿- | + (|_ )2, + o(n2 ) ,

■■ 1 ■ 2- ' ■■■ Jl 1 ' '
E(K*(I;n)) .̂ | + (— j ) 2 (32 - 1) + °(n2; .

Inne wyniki
Interesujące wyniki dotyczące zachowania się ciągu zmiennych losowych 
Ś®(i;n)/n przedstawia w pracy [18] Louiou. Przy założeniu, że. . ,aQ
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są n.z.l. o tej samej dystrybuancie G pokasuje on, że: 1/. Jeżeli G jest
dystrybuantą symetryczną na [0,1], ciągłą z ograniczoną drugą pochodną 
lub dyskretną, tc JCH(I;n)/r. ¿"p,i> ^ Jeżeli G je3t funkcją wypukłą
na [0,1] oraz- druga pochodna G jest ograniczona w przedziale [0,1], to 
K^IjnJ/n —  1 - G(~). 3/* Jeżeli G je3t funkoją wklęsłą oraz druga
pochodna G jest ograniczona w przedziale [0,1], to Ka(l;n /n) — y-> E(aJ.Z p • i TV/ pracy podone 3ą jeszcze inne rezultaty ułatwiające analizę zachowania 
się ciągu IC"(I;n)/n dla innych rozkładów G.

W pracy [3] zasygnalizowano szereg dalszych, nieopublikowanycn dotąd 
wyników rozszerzających rezultaty Loulou i Luekera na nieco szerszą klasę 
rozkładów G.

Hie pojawiły się jak dotąd prace analizujące algorytmy heurystyczne 
dla uogólnionego zagadnienia pakowania, w którya występują ograniczenia 
kolejnościowe, chociaż znane są już od dawna wyniki analizy najgorszego 
przypadku dla algorytmów ?F, FFD, zmodyfikowanych w ten sposób, oby 
uwzględniały ograniczenia kolejnościowe.

4.' Zagadnienie szeregowania zadań na równoległych identycznych maszynach

Dany jest skończony zbiór zadań o numerach 1,2,...,n, J =j{l,...,nJ 
oraz zbiór ui na3zyn. Zadanie j noże być wykonywane na dowolnej z maszyn, 
przy czyn czas wykonywania vtynosi p.. W każdej chwili czasu każda z ma-Jszyu noże 'wykonywać co najwyżej jedno zadanie, przerywanie wykonywenia 
zadania nie jest dopuszczalne. Każdej z maszyn należy przyporządkować 
podzbiór zadań i każdemu zadaniu, nonent rozpoczęcia wykonynania w ten 
sposób, żeby czas wykonania wszystkich zadań ze zbioru J był mipinalny; 
czas wykonania wszystkich zadań wynosi max C., gdzie C. jost czasem za-i€J 3 vkończenia wykonywania zadania j. 0

Problem ten, zapisywany symbolicznie jako P|| CM I , jest K?-trudny, już 
począwszy od m=2, [16], Zauważny jeszoze, że jest on równoważny "odwróco
nemu" problemowi pakowania,to znaczy jeżeli w problomie pakowania przy
jąć, że ilość pojemników jest zadana,natomiast minimalizować należy po
jemność- pojemnika C, wćnozaa otrzymujemy problem i’tlCaaz.

Jeżeli chodzi o algorytmy heurystyczne, problem ten doczekał się w li
teraturze teorii szeregowania największej liczby opracowań. Przedstawimy 
tylko te algorytmy, dla których przeprowadzono-analizę probabilistyczną. 
Algorytm S: Zadania z listy J /porządek zadań na liście je3t dowolny/
przydzielane są kolejno, począwszy od pierwszego które ustawiany jako 
Pierwsze na dowolnej z maszyn. Kolejne zadanie j przydziel do maszyny, 
która najwcześniej kończy wykonywanie przydzielonych jej do tej pory zadań.
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AIgor?te ŁF: Utwórz listę J, na której zsdania uporządkowane są zgodnie
z nieroanącymi p. i następnie zastosuj 3.t) .Wyniki analizy najgorszego przypadku dla tych algorytmów są następu
jące: Rs = 2 - 1 , 11 , Rjj = | ~  , 12 .
Algorytm S
Pierwsza analiza probabilistyczna algorytmów heurystycznych dla P||C „rn glx
przeprowadzona zoatała w pracy Coffmana, Fredericksona i Luekera [2].
Dla algorytmu 3 pokazano, że Jeżeli m=2 oraz ,...,Pn są niezależnymi 
zmiennymi losowymi /n.z.l./ o rozkładzie Jednostajnym' na [0,1], to

E(KS(I;n)) + ' J_ . ' . .
E(K*(I;n)) . 3n

loulou [17] przedstawił wyniki dotyczące zbieżności ciągu KS(I;n) - 
- K*(I ;n). Pokazał, że jeżeli P-j,...,Pn są n.z.l. o tym sanym rozkładzie 
i skończonej wartości oczekiwanej, to:/1/ dla d>2 istnieje skończona 
zmienna losowa 2, niezależna od n i taka, że Pr {Kb(I;n) - K*(I;n) > x} 
ś Pr; { Z > x} dla x^0; innymi słowy zmienna losowa Kb(I;n) - 
jest stochastycznie ograniczona przez skończoną zmienną losową; /2/ dla 
m»2 zmienna losowa I[°(l;n) — K (I;n) jest zbieżna według dystrybuanty. 
Algorytm IF
Jeżeli m=2, p^,...,pn są n.z.l. o rozkładzie jednostajnym na [0,1], to
[2]:

S(KŁF(l;n)) ^ 1 + 2e _
ECK* (I;n)) n(n+1)

Ten i poprzedni wynik tych samych autorów otrzymano analizując proces 
Markowa , gdzie Vt .jest-różnicą /dodatnią/ czasów, w których maszyny 
stają się wolne po wykonaniu . ; Pierwszych zadań. pracy Cofinar.a i 
Gilberta [5] podano następujący wynik dla dowolnego ta. Jeżeli p^,...,pŁ 
są n.z.l. o rozkładzie jednostajnym, to

4 1 . a i e u  , j,
IC* (I;r.) . h-2

jeżeli zaś mają rozkład wykładniczy, to

E( K g .LU5l) i 1 + , n > a,
- (I;n) n O

gdzie He_.j jest liczbą harmoniczną.
II [6] pokazano, że jeżeli ,p są n.z.l. o tym saaya rozkładzie, to
K^dinl/i^tlin)-^!, natomiast w [ S], że K^?(I;n) - K*(I;n) > 0
/■jeżeli E(p^)<'°0 oraz gęstość prawdopodobieństwa g spełnia warunek. 
ECO) >0/.
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9. Zaradnienie szeregowania zodań r.a równoległych Identycznych maszynach 
z zadanymi czasami gotowości i pożądanymi terminami zakończenia 
wykonywania

Problem rozważany tu różni 3ię od poprzedniego tym, żo dodatkowo’ dla
każdego zadania j <= J zadane są wielkości r. i d., odpowiednio, najwcześ-J Jnicjasy możliwy termin rozpoczęcia wykonywania zadania i pożądany termin
zakończenia wykonywania zadania. Problem polega no minimalizacji funkcji
celu max L., gdzie L . = C. - d.. V/ literaturze zapisywany jeat on jako jćj J J J J
PlTj |Lcia__. Je3t on równoważny problemowi minimalizacji czaau zakończenia
wykonywania wszystkich zadań, jeżeli przyjąć, że każdo zadanie' j, po jego
wykonaniu na którejś z m ma3zyn przechodzi na maszynę o nieograniczonej
przepustowości, na której cza3 wykonywania wyno3i » D - d̂ ,
D = max d.. Równoważna po3tać zapioywana je3t jako Plr.,q.|C Problem 

jej J 3 J ='a3C
ton jout IfP-trudny już począwszy od n=1, [16].
W [1] podano naotępujący algorytm heurystyczny, będący uogólnieniem zna
nego dla przypadku m=1 algorytmu, podanego przez Schräge.
Algorytm -'SCH
Hieon I będzie zbiorem zadań, które dotąd.nie Z03tały przydzielono do ma
szyn a u.......u , moraentami czaau, w których maszyny atają aię wolne.I D
/i/ u. := u„ :« ... := u := min r., I :=j J.

'  ̂ Q jej J
/ii/ Jeżeli I .fi’, to koniec. Uiech k będzie indeksom pierwszej wolnej

maszyny, u. =» min u. .
. ‘o 1i kim

/iii/ Jeżeli r. > u. dla każdego j£I, to u. t» min r,.
*> o • o jel J

/iv/ lUech j e I będzie zadaniem, dla którego r. i u. i q.' jest noksynal-J '-0 J
no. Przydziel j do maszyny k., podstaw u. ;=« u. + p., I : =* X ̂  i j V

o oi przejdź dó /ii/.
Ula m=1 wykazano, [21], że Rsc]1 =■ 2. Ula m=»1 pokazano również, [2.1], że
jeżeli k jost zadaniem krytycznym /patrz definicja-w [21]/, to
i:SCH(l;n) - K*(I;rij ̂  p .̂ Podobnie, w [1] pokazano dla n » 2, że 
K3CH(i;n) - K*(I;nj ̂  2 [max p\. - 1) , Wyniki togo typu umożliwiają
przeprowadzenie analizy probabilistycznej algorytmu w stosunkowo prosty 
sposób. Wykorzystując tylko oszacowania górne wartości oczekiwanej sta
tystyki ekstremalnej, można uzyskać następujące zgrubne wyniki, bicch 
Pj,'.... ,Pn będą n.z.l. o tym samym rozkładzie a ̂  Ł.̂ p niech oznaczają, 
odpowiednio, wartość oczekiwaną i wariancję zmiennej losowej . Many 
wtedy dla W 1 ,

E(KSCH(I:n 
E[K* (l;nV

Ł <  1 + n”1 +. (2n - 1) 2 —  . '"p
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oraz dla m > 2,

B(KSCH(l;n)) , 2m , P~1 2m
£(K* U;n)) n T J  /*pn(2n-1)

6. Zagadnienie szeregowania zadań :.a pojedynczej maszynie z-zadanyni 
czasami gotowości i funkcją celu JEL C..

Rozważamy zagadnienie szeregowania zadań, w którym ra=1 oraz dla każde
go j£J zadany jest najwcześniejszy możliwy termin rozpoczęcia wykonywa
nia zadania r.,. Problem polega na znalezieniu uszeregowania dopuszczalne-

V lgo minimalizującego C...
Problem ten, zapisywany jest w literaturze jako 11 | , jert IIP-

-trudny, [16], i jak dotąd nie podano dla niego żadnych wyników analizy 
najgorszego przypadku.

W pracy [10] zaproponowano dla tego zagadnienia dwa algorytmy heurys
tyczne i przeprowadzono dla nich analizę probabilistyczną przy następu
jących założeniaoh: P-j,...,Pn są n.z.l.o jednakowym rozkładzie,

gdzie Ti = i“i+1 “ r., aą n.a.l. o jednakowym rozkładzie, p..
i Ti są niezależne. Dla przypadku gdy E(p^) < E(T^) zaproponowano
Algorytm I: Niech zadania ze zbioru J ponumerowane będą zgodnie z nie-
malejącymi r.. Oznaczmy przez A(t) zbiór zadań, dla których r. £ t it) V tktóre do chwili.t włącznie nie zostały wykonane, a przez S(t), czas jaki 
jest potrzebny do wykonania zadań ze zbioru A(t), liczony od chwili t. 
Niech o = [In nj .
/i/ Znajdź optymalne uszeregowanie zadań 1,...,a.
/ii/ Stosując algorytm SP /spośród zadań gotowych do wykonywania umieść

jako pierwsze to, które ma najmniejsze p^/ uszereguj zadani3
i® + 1,...,iH + b(iK ), rozpoczynając od chwili r ; iK spełnia

i +1
warunek 1 i i i a i jest w specjalny sposób dobierane, patrz. [10J. 
natomiast b(iK) jest'numerem zedania, dla którego łączny czas prze
stojów maszyny dla zadań iH + I,...,!® + bfi*] jest nie mniejszy od
S^iH  ̂  *

/iii/ Przeauń zedania .iH + 1,...,i®.+ bCi®) w prawo tak, aby zlikwidować
■ wszystkie przestoje maszyny.

/iv/ Zadania ze zbioru Aifr ) uszereguj stosując SP, rozpoczynając od
Chwili r .  . 1

i
/y/ Procedurę powtórz dla zodań i® + b(iH ) + 1,....is + b(iH ) + a, itd.
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Dla przypadku, gdy E(p^) > E (T.jl zaproponowano 
Algorytm P
/i/ Znajdź uszeregowanie optymalne dla problemu z przerwaniami /jest to 

problem wielomianowy 0(n log n)/.
/ii/ W uszeregowaniu otrzymanym w kroku /i/ połącz wszystkie przedziały 

czasu, w których wykonywane jest zadanie j /jej/, przesuwając do 
najwcześniejazego przedziału wszystkie pozostałe.

W [10] pokazano, że:

Pr { (I;n) - JC*(I;n) 0(n(ln ln n)"a )}> 1 - 0 f (ln n)2 n"1J,

P r ^ C ^ n )  - K*(I;N)) /K*[l;n) i 0(n"1)} > 1 - 0(n_1) .

7. Uwagi końcowe

Dotychczasowe wyniki analizy probabilistycznej algorytmów heurystycz
nych cechuje duży rozrzut badanych wakaźników jakości. Utrwala się jednak 
tendencja do oceny własności asymptotycznych E(JĈ  (I ;n)] /E(K*[I;n)) oraz 
ciągu K*(I;n) - K*(l;n) . Wyniki doty cząoe zbieżności ciągu KA(I;n) - 
- K*(I;n) lub K*-(-I;n)/K*(I;n) , o w szczególności szybkości zbieżności są 
wyjątkowo cenne jako, że stanowią grupę najmocniejszych własności typu 
probabilistycznego. Hależy jeszcze zauważyć, żo mimo intensywnego rozwoju 
omawianej tu techniki oceny dokładności algorytmów, badania statystyczne 
wcale nie straoiły racji bytu. Podobnie bowiem jak w analizie najgorsze
go przypadku, konstrukcja najgorszego przykładu pozwala ocenić osiągolność 
znalezionego górnego oszacowania dokładności, tak i tutaj badania statys
tyczne mogą być wskazówką tego ozy znalezione górne ograniczenie badanego 
wskaźnika jest wystarozająco śoisłe.
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BSPOHTEOCTEafl AHAJM3 33PKGTMECm AITOiTOSOB JdH 3AJIA<M T"AK(Hffl 
B KOHTEiHEHi H PACUHCAHHH -  0E30P

P e 3 d m e 
B padoTe aaeTcsa o<53op peayjiLTaTOB BepgaTHocTHoro aaajiE3a aBpECTimec- 

khx ajiropaTMOB m s . 3&5aRH ypasoBKH b KOHTeteepa a  pactracaHsa. 7xa3aHH xa- 
psKTepErarHHQOKHe ho^xojch h oOmapHaa <jac5jmorpa$Ha,

PROBABILISTIC ANALYSIS OF HEURISTICS FOR BIN PACKING AND JOBS .
SCHEDULING PROBLEMS - A SURVEY

S u m m a r y

The paper presents a survey of results in the area of,probabilistic 
analysis of heuristic.algorithms for bin packing and Jobs scheduling 
problems. Vi discuss probabilistic performance measures used in the ana
lysis and show results for particular algorithms for bin packing problem, 
parallel identical machines scheduling problem,identical machines schedulir.g 
prpblem with release and due dates . V/ describe also characteristic appro
aches and give a wide bibliography.


