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SZEREGÓW ANIE ZADAŃ NA L IN II  MONTAŻOYffiJ Z WIELOMA STANOWISKAMI KRYTYCZNYMI *

S t r e s z c z e n i e .  'II p r a c y  sformułowano z a g a d n ie n ie  sze regow an ia  za­
dań n a  l i n i i  montażowej z wieloma s tanow iskam i k ry tycznym i.  Pokaza­
no ,  że p rz y  pevmych z a ło ż e n ia c h  z a g a d n ie n ie  to  j e s t  równoważne mo­
d y f i k a c j i  wielowymiarowego problemu pakow ania, w k t ó r e j  w ys tępu ją  
p rze d m io ty  o d o d a tn ic h  i  ujemnych wymiarach. Wykazano, że problem 
j e s t  N P-trudny  o ra z  p rze d s taw io n o  w ynik i badań algorytmów h e u ry s ­
tycznych' d l a  problemu jedno i  wielowymiarowego.

1. Wstęp

77 p ra c y  rozv/ażamy z a g a d n ie n ie  sze reg o w an ia  zadań  na  . l i n i i  montażowej.
Model proponowany w p ra c y  do tyczy  n a s t ę p u j ą c e j  s y t u a c j i :
1) Na l i n i i  montażowej wykonywanych j e s t  w ie l e  rodzajów  produktów, p rzy  

czym każdy z n ic h  wymaga w ykonania pewnej l i c z b y  o p e r a c j i ,  różnych d la  
posz cz eg ó ln y c h  rodza jów  produktów ,

2) O p erac je  związane z wykonaniem każdego r o d z a ju  p ro duk tu  z o s t a ł y  p rz y ­
d z i e lo n e  do s ta n o w isk  l i n i i  montażowej i  d l a  każdego s ta n o w isk a  znany 
j e s t  ł ą c z n y  c z a s  wykonywania w sz y s tk ic h  o p e r a c j i  każdego r o d z a ju  p r o ­
duk tu .

5).  Dla dowolnego punk tu  l i n i i  montażowej czas  pomiędzy p rzybyciem  dwóch 
' k o le jn y c h  produktów j e s t  równy kc,-  g d z ie  k j e s t  dowolną d o d a tn ią  l i c z ­

bą c a łk o w i tą  a  c ,  minimalnym odstępem  c z asu  pom iędzy-przybyciem  dwóch 
.k o le jn y c h  produktów; c nazywamy czasem cyk lu  i  zakładamy, że  j e s t  on 

s t a ł y  i  znany.
ń)  I s t n i e j e  « s ta n o w isk  l i n i i ,  ponumerowanych d a l e j  p rz e z  1 , 2 , . . . , ,m ,  d la  

k tó ry c h  c z asy  p rze b y w a n ia  produktów n a  s tanow iskach  u^, i = 1 , . . . , m ,  
s p e ł n i a j ą  warunek u^ > c ,  Ł = 1 , . . . ,m ,  o ra z  d l a  każdego s ta n o w isk a  i  i s ­
t n i e j e  p r o d u k t  j ,  t a k i .  ż e  , łą c z n y  c z a s  wykonywania o p e r a c j i  p ro ­
duktu  j  n a  s tan o w isk u  i ,  j e s t  w iększy  od czasu  cyk lu ,  Pj.j > c * Z akła­
damy, że “ i  ó l a  każdego i  o ra z  j .  O pisane tu  s ta n o w isk a  1 , 2 , . . .
. . . ,m nazywamy d a l e j  k ry tycznym i.

5) 7/ t r a k c i e  montażu, p ro d u k ty  n i e  mogą zm ien iać  'swoich p o z y c j i  na  ta śm ie .  
S t ą d . o d s tę p y  czasowe pomiędzy p rzybyciem  dwóch tych samych produktów 
na  dowolne s tanow isko  są  jednakowe; k o le jn o ś ć  produktów w t r a k c i e  mon­
ta ż u  n i e  u le g a  zm ian ie .
Przy  p rz e d s taw io n y c h  z a ło ż e n ia c h  k o l e jn o ś ć  o ra z  odstępy, czasowe pomię-

dzy przybywaniem p o sz czegó lnych  produktów na  s ta n o w isk a  l i n i i  montażowej
b  p r a c a  b y ła  częśc iow o f inansow ana .prżaz R P . I .0 2  "T e o r ia  s te ro w a n ia  i  op ty ­

m a l i z a c j a  c i ą g ły c h  układów dynamicznych 1 procesów d y sk re tn y c h "
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madą i s t o t n y  wpływ n a  c z a s  w ykonania zadane j  p a r t i i  produktów (p lan u  p ro ­
d u k c j i ) .  Wpływ tych  czynników uw id ac zn ia  s i ę  ty lk o  na s ta n o w isk ac h  k r y ty ­
cznych i  z tego  względu, w dalszym c ią g u  ograniczym y s i ę  ty lk o  do tych  
s ta n o w isk .  I l u s t r u j e  to  r y s .  1, g d z ie  za ło ż o n o ,  źe do wykonania .są c z t e r y  
ró żn e  p ro d u k ty ,  o numerach od 1 do '+, na  l i n i i  montażowej z n a jd u j ą  s i ę  
dwa s ta n o w is k a .k r y ty c z n e  i  d l a  każdego z n ic h  = 2c. Ha r y o .  1 p r z e d s ­
tawione są do p u sz cz a ln e  harmonogramy wykonywania produktów na  s ta n o w is ­
kach k ry ty cz n y ch  1 1 2  d l a  dwóch k o l e j n o ś c i  montażu. Dla k o l e j n o ś c i  
< 1 , 2 , 3 , 0  maksymalny czas  wykonania w s z y s tk ic h  produktów n a  s tan o w isk ach
1 1 2 . wynosi 13»5 j e d n o s te k ,  d l a  k o l e j n o ś c i  < 2 , 4 , 1 , 3>, 10 j e d n o s te k .  Za­
uważmy j e s z c z e ,  że d la  k o l e j n o ś c i  <1, 2,3»4)> o d s tę p  czasu  pomiędzy p rzyby­
ciem produktów 1 i  2, n i e  może w ynosić c ,  ponie;vaż wtedy o p e r a c j e  p roduk tu
2 n a  s ta n o w isk u  2 n i e  by łyby  zakończone p r z e d  momentem, w k tórym  p ro d u k t  
te n  opuszcza  s tan o w isk o  2; harmonogram t a k i  j e s t  n ie d o p u s z c z a ln y .  Podob­
n i e ,  gdyby d l a  produktów 2 i  3 o d s tę p  ten  by ł równy c ,  wówczas o p e r a c j e  
p ro d u k tu  3 n a  s tan o w isk u  1 n i e  mogłyby s i ę  zakończyć  p rz e d  momentem, w 
którym p r o d u k t  3 o p uszcza  s ta n o w isk o  1.
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Rys. 1. Dopuszcza lne harmonogramy wykonywania produktów  n a  s ta n o w isk a c h  
k ry ty c z n y c h  1 i  2 d l a  k o l e j n o ś c i  montażu < 1 ,2 ,5 » '* / ’ i  < 2 * 4 ,1 ,3 > .

F ig .  1. F e a s ib l e  s c h e d u le o  o f  o p e r o t i o n s  on. c r i t i c a l  s t a t i o n s  1 and 2 f o r  
se ą u e n c e s  <1,2,3».'*^ 0113 < 2 ,4 , 1 ,3 > .

W p ra c y  p rzeds taw iam y  fo rm a lny  m o d e l .z a g a d n ie n i a  s z e re g o w a n ia  produktów 
n a  l i n i i  montażowej z w ieloma s ta n o w isk am i  k ry ty c z n y m i,  pokazujemy t e  
pos taw iony  p rob lem  o p ty m a l iz a c y jn y  j e c t  s i l n i e  R P - t ru d n y ,  pokazujemy zwią­
z k i  t e g o .z a g a d n ie n i a  ze znanymi, p rob lem am i pakow ania ,  jedno  i  wielowymia­
rowymi, i  n a  k o n ie c ,  p rzedstaw iam y k i l k a  p r o c e d u r  h e u r y s ty c z n y c h  wraz z 
a n a l i z ą  n a jg o r s z e g o  p rzy padku .



Szeregow anie zadań  n a  l i n i i  m o n ta ż o w e j...

2. Sformułowanie problemu

Dany j e s t  z b i ó r  zadań J  = { , . . . ,  o raz  z b i ó r  maszyn Ii =
w dalszym c ią g u ,  d l a  u n ik n i ę c i a  n ad m iern e j  n o t a c j i ,  p r z e z  J  oraz 

' ”  oznaczać  będziemy również z b i o r y  indeksów odpowiednio, zadań o raz  ma­
szyn .  Każdemu zad an iu  przyporządkowany j e s t  c i ą g  o p e r a c j i  0 . ^ , 0 ^ , . . .
• . . , 0  > wykonywanych k o le jn o ,  zgodn ie  z rosnącym i p ierwszym i indeksam i,iUJ
n a  maszynach Łi^, J.'g,. . .  ,ŁIQ. Z adania  odpowiadają produktom 'wykonywanym na 
l i n i i  montażowej, n a t o m ia s t  maszyny, stanowiskom krytycznym. Czas wykony­
w ania o p e r a c j i  O^j wynosi p ^ y ,  p rze ry w an ie  wykonywania o p e r a c j i  n ie  j e s t  
dozwolone; każda  maszyna może w dane j  c h w i l i  czasu  wykonywać co najw yżej 
je d n ą  o p e r a c j ę .  Dla każdego z a d a n ia  J j  o p e r a c j a  0 ^  musi być wykonywana 
w p r z e d z i a l e  czasu  [y.^ + r C j ) ^  + r ( j )  + u^J , g d z ie  v i , u Ł są  zadanymi 
n ieujem nym i l i c z b a m i  r z e c z y w is ty m i ,  n a t o m ia s t  r  j e s t  f u n k c ją  wzajemnie 
jednoznaczną  z J  w z b i ó r  Q = { r^  = ( k - 1 ) c  : i  t  Z+) , gdz ie  Z+ j e s t  z b io ­
rem d o d a tn ic h  l i c z b  c a łk o w i ty c h ,  a c ,  d o d a tn ią  l i c z b ą  r z e c z y w is tą .  Wiel­
k o ś c i  V pU ^  o ra z  c mają n a s t ę p u j ą c ą  i n t e r p r e t a c j ę :  j e s t  czasem, w k tó ­
rym za d an ie  (p ro d u k t )  przebywa drogę od p o cz ą tk u  l i n i i  montażowej co i -  
- t e g o  s ta n o w isk a  k ry ty c z n e g o ,  u^ j e s t  czasem przebyw ania  z a d a n ia  na s t a ­
nowisku i ,  n a to m ia s t  c j e s t  czasem c y k lu .  Funkcja  r ,  zmienna d ecyzy jna ,  
o k r e ś l a  od s tęp y  c z a s u ,  w k tó r y c h  k o le jn e  z a d a n ia  p o ja w ia ją  s i ę  n a  s t a n o ­
wisku i .  Zauważmy, że d l a  każdego s ta n o w isk a  (maszyny) j e s t  ona ta k a  sama.

Problem p o le g a  n a  z n a l e z i e n i u  f u n k c j i  r ,  d l a  k t ó r e j  każda o p e r a c j a  0 ^  
wykonywana j e s t  w p r z e d z i a l e  c z asu  tv ^  + r ( j ) , v i  + r ( j )  +• u ^  o raz  
m a m ^ j K j )  p rzy jm u je  w ar to ść  m inim alną.

P r z y j ę t e  k r y te r iu m  odpowiada m i n i n a l i z a c j i  l i c z b y  c y k l i  n iezbędnych  co 
wykonania w sz y s tk ić h  o p e r a c j i  przyporządkowanych do je d n e j  maszyny ( s t a ­
now iska k r y ty c z n e g o ) .  Ponieważ i  u^ są  s t a ł e ,  k ry te r iu m  to j e s t  równo­
znaczne  z m in im a l iz a c ją  l i c z b y  c y k l i  n iezbęonych  do wykonania zadań ze 
z b i o r u  J n a  w s z y s tk ic h  maszynach, a w p r z y b l i ż e n i u ,  z d o k ła d n o śc ią  do u_ 
odpowiada ono m in i m a l i z a c j i  czasu  wykonania zadań  ze z b io ru  J .

F o rm aln ie  z a d a n ie  to  możemy p o s ta w ić  n a s t ę p u j ą c o .  Niech : J  -» 
i  g ii; .S ^ ( j )  + j e s t  momentem r o z p o c z ę c ia  wykonywania o p e r a c j i  O^j. Oz­
naczmy j f  = (S'1 , . , . , S m) .  Funkcję y  nazywamy' uszeregowaniem dopuszczalnym 
(K-dopuszczalnym) j e ż e l i

( i )  St ( j )  = S ^ k )  j= k ,  S1 ( j )  < S i 0 0  => 3 t ( j )  + P i j  4 S jO O  
d l a  każdego i  £ M;

C i i )  i s t n i e j e  wzajemnie je d n o zn a cz n a  f u n k c ja  r  z J  w Q (z J  w z b i ó r
{ r k = ( k - 1 ) c  : k e  { i , . . . .  ,K>} ) t a k ą ,  że d l a  każdego i  £ 1!,

r ( j )  i  SŁ( a ) ,  SŁ(d)  + P i j  ^  r ( j )  +. ur  
N ależy  z n a le ź ć  u szeregow anie  K -d o p u szcza ln e ,  d l a  k tó re g o  K j e s t  minimalne.

Problem  te n  będziemy d a l e j  oznaczać  p r z e z  EMS.
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W dalszym c iąg u  z d e f in iu je m y  k l a s ę  uszeregow ań d o p u sz cz a ln y c h ,  k t ó r a  
zawsze z a w ie r a  u szeregow an ie  op tym alne .

Niech p e r m u ta c j a  31 n a  z b i o r z e  J  o k r e ś l a  k o l e jn o ś ć  wykonywania zadań 
j e s t  one sa k a  sama n a  k a ż d e j  m aszyn ie ;  p r z e z  J t ( j )  oznaczać  będziemy 

z a d a n ie ,  k t ó r e  z n a jd u je  s i ę  n a  p o z y c j i  j  w p e r a u t a c j i  X  . N iech J** bę­
d z ie  uszeregowaniem s p e łn ia ją c y m  w arunk i;
Dla każdego i  e Ł!,

( i )  r ( J t ( D )  = o ,  s | ( k ( 1 ) )  = o,

( i i )  r (S r ( j+ 1 ) )  = r ( j r ( j ) )  + l * c ,  s * ( s ( j+ ;1 ) )  = m ax { r& r( j+ 1 ) j ,

S ? ( f ( j »  ♦ P u c ( j )  ’ '
g d z ie  l s  = maxi e l j 1^ ,  o ra z

1 Ł = m in { z ć Z + : m ax{s£(S i(j))  + p ^ ^ j ,  r ( J C ( j ) )  + zc}  +

p i s ( j + 1 )  ^  r ( E ( 3 ) )  + zc  + U i}.

Łatwo można sp ra w d z ić ,  ż e  j P 3" j e s t  uszeregowaniem  dopuszczalnym . Oznacz­
my przefc KOf) w a r to ś ć  f u n k c j i  c e l u  d la ć P  .

Lemat. N iech f  b ę d z ie  uszeregow aniem  dopuszczalnym , w: k tórym  k o le jn o ś ć  
wykonywania zadań  o k r e ś lo n a  j e s t  p r z e z  Sc .  « tedy

KOf*) 4  K (? ) .

Dowód wynika w p ro s t  z d e f i n i c j i  cP* i  u sz e reg o w an ia  d o p u sz cz a ln e g o .  Z l e ­
matu wynika, że  bez s t r a t y  o g ó ln o ś c i  rozw ażań , możemy o g ra n ic z y ć  z b i ó r  u- 
szeregow ań d o p u szcza lnych  do z b io ru  w s z y s tk ic h  J**.

N a s tę p u ją c e  tw ie r d z e n ie  p o d a je  w aru n k i ,  p r z y  k tó ry c h  r o z w ią z a n i e  pos­
tawionego problem u j e s t  t r y w i a l n e .

T w ierdzen ie  1 . J e ż e l i  d l a  każdego i  a ^ s p e ł n i o n y  j e s t  je d e n  z n a s t ę p u j ą ­
cych warunków:

( i )  i  c d l a  każdego j  e. J ,

( i i )  c=1 o ra z  P i j>  j  £ są  l i c z b a m i  c a łk o w ity m i ,

( i i i )  c  ^  p i  ̂ i  uŁ — ,.c d l a  każdego j £  J ,

to  K. o s i ą g a  minimum d l a  dowolnego u sz e re g o w a n ia  f  . ■ ■
Dowód d l a  p rzypadku  gdy INII = 1 z n a jd u je  s i ę  w p r a c y  i  51 , ć l a  p rzy p a d ­

ku Ili) > !  ■ p r z e b i e g a  on p o d o b n ie .

5. Wielowymiarowy zmodyfikowany prob lem  pąkow ania

Dla x ,y  a R3 oznaczmy;- UxJ = msx lx . i t ,
K i * s

max{x,y} = (nax{x1 , y 1j , . . .  ,max{xs ,y g)’) .
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Dany j e s t  z b i ó r  t  przedm iotów  o numerach ze z b io r u  U = { l , . . . , t } ,  
p rzy  czym każdemu p rze d m io to w i j  przyporządkowany j e s t  w ek to r  liczbowy' 
cech â j ~ ( a^ ̂  ,» •  • , a^ ̂  ) £ R , ~ 1 ^ d i  j  ł i —1 , .̂ * * i s j  ■ j « 1 , , . . , t .  Dane
są  rów nież  p o je m n ik i  o numerach 1 , 2 , . . . ,  każdy o po jem ności wyrażonej 

za pomocą s-w ysiarow ego w ek to ra  jednostkowego ( 1 , 1 ...........1 ) .  Niech S bę­
d z i e  perm utac  j ą  n a  z b i o r z e  X C D  o k r e ś l a j ą c ą  k o le jn o ś ć  w k ła d a n ia  p rz e d ­
miotów ze z b io ru  X do po jem n ika  1. P rz ez  P^ ¿ ( - j )  oznaczamy s-wymiarowy 
wektor- o k r e ś l a j ą c y  poziom po je m n ik a  1 po zapakowaniu przedmiotów ć  ( 1 ) , . . ,
• ♦ • ' , i ( j ) .  Pojem nik p u s ty  ma poziom P1 ̂ {Q)  ~  °» ^dko’a i s s t

Pl , S ( j )  = max{ ° ’P l , i> ( j_ 1 )  + a6 ( j ) ^
N ależy  z n a le ź ć  r o z b i c i e  z b io r u  U na  L podzbiorów D ^ , . . . , D L o raz  p e r -

m u tac je  5 ^ , . . .  , 5 ^  n a  tych  p o d z b io ra c h ,  takie-.- ż e

. |l Pl , f (  j)H '   ̂ * • * * »••■•» lUjl
o raz  L j e s t  minimalne.- .

P roblem  . t e n . będziemy d a l e j  oznaczać  p r z e z  NZPP.
K  p rzy padku ,  gdy O < i- 1 , powyższy p rob lem  znany j e s t  jako w ie lo ­

wymiarowy, lub  wektorowy p roblem  pakowania (WPP), n a t o m ia s t  gdy m=1 o raz  
O < &-y -i- j e s t  to  k la s y c z n y  p rob lem  pakow ania (PP ),  [ 1 , 2 ] .

N a s tę p u ją c e  tw ie r d z e n ie  p o d a je  zw iązek między.Kł'S a '.VZFP.

T w ierdzen ie  2 . N iech c=1 o ra z  = 2c d l a  każdego i  € M. Niech XK oznacza 
.m inim alną w a r to ść  f u n k c j i  c e lu  w EMS, a Ł*, m inimalną liczbę pojemników - 
w p ro b lem ie  WZFP, w k tórym  t= n ,  s=m o raz  a i j  =- P i j  ~1 - Wted* ..

= n  + l *  -  i .  .

Z a ło ż e n ie ,  że  c=1 n i e  o g r a n i c z a  o g ó ln o ś c i  . tw ie rd z e n ia  ponieważ każdy 
p rob lem  K!iS można t r y w i a l n i e  sprowadzić do p rzypadku ,  gdy c=1. Dowód-' 

■ tw ie r d z e n ia  d l a  p rzypadku  jednowymiarowego (m=1) podany j e s t  w C '5 l .

‘Tw ierdzenie  3. Decyzyjna w e r s j a  problem u SUS, w którym w szys tk ie ,  dane są  
l i c z b a m i  n a tu r a ln y m i  l u b  wymiernym i.j e s t  s i l n i e  HP-zupełna .

■'Dowód: Łatwo można s p ra w d z ić ,  że d ec y zy jn a  w e r s j a  KilS n a l e ż y  do- k l a s y  Np.
; P seuaow ie lon ianow a t r a n s f o r n o w a ln o ś ć  w e r s j i  d e c y z y jn e j  PP, k t ó r a  j e s t  
■ s i ln ie  N P-zupe łna  [ 2 ]  do p.odproblemu. EMS, w którym m=1 wynika z Twier­
d z e n ia  2 .  - • .' ' -' ..

S i ln a -N P -z u p e łn o ść  pos taw ionego  problemu u z a s a d n ia  posz u k iw an ie  "dob- '  
r y ć h "  metod h e u ry s ty c z n y c h  d l a  je g o -ro z w ią z y w a n ia .  Związek z problemami 

• p a k o w a n ia , . T w ie rd ze n ie  2 o raz  f a k t ,  -że d l a  jednowymiarowego prob lem u p a­
kowania- ( IT ) .  I s t n i e j ą . p r o c e d u r y - h e u r y s t y c z n e  o d o k ła d n o śc i  d l a  n a j g o r s z e ­
go przypadku, p o n iż e j  205» [ 1 ] ,  s ta n o w ią  z e c h ę tę  do t a k ic h  poszukiw ań, 
p r z y n a jm n ie j  d la .p ro b le m u  sz e reg o w an ia  z je d n ą .m asz y n ą .  Z d r u g i e j  s t r o n y ,  
-wynik otrzymany p r z e z  Yao [ 3 ]  d l a  wielowymiarowego problemu pakowania 

' (WPP), t e  każdy " ro z s ą d n y "  a lg o ry tm  ( to  znaczy  t a k i , ,  k tó r y  n i e  p o zo s taw ia
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^óch ń i e p u s ty c h  po jemników,- j e ż e l i -  i c h  zawrartość można z m ie ś c ić  w j e d ­
nym) o z ło ż o n o śc i ,  o b l i c z e n io w e j  0 ( n  l o g - n )  p o s i a d a  dok ładność  asympto­
ty c zn ą  d la . ,  n a j g o r s z e g o . p r z y p a d k i r n l e  m n ie js z ą  n i ż  o ( r a z y  op tym alna  waiy 
to ś ć  f u n k c j i ) ,  g d z ie  m j e s t  wymiarem problem u 'pakowania,, .n ie  o b ie c u je  r e ­
w elacyjnych ' pod względem d o k ła d n o ś c i  algorytmów d l a  w e r s j i  w iciow ym iaro-  . 
wej-. postaw ionego  prob lem u.

4 .  Algorytmy h e u r y s ty c z n e  d l a  p r o b le m u ■ Jednoaaszynowegot -przypadek  u^-2 c

Hozpątrujęm y jednOmaszynowy p rob lem  KJĆS (c= 1) z c = l .  A lgory tm y '-rozpa­
trywane w tym p u n k c ie  sform ułowane śą- d l a  ek w iw a le n tn e j  p o s t a c i  problem u 
KUŚ, to  - j e s t - d l a  jednowymiarowego zmodyfikowanego problem u pakow ania-  - ■■
(Zpp),- w-którym U =; J  o r a z  a.j' = p^-1  d l a  j  e. U; i f j  s ą  w tym p r z y -  , 
padku' s k a la r a m f .  ' U a ją c .d a n e  r o z w ią z a n i « 'h e u r y s ty c z n e  ZPP w - p o s t a c i  ż b i o -  

, ru  pe rm u tac j - i  u sze regow an ie  h e u r y s ty c z n e  0 t rzym ujęm y-b io -  .
r ą c  g d z ie  j / j e s t  p o łą c z e n ie m - p e r m p ta p j i  jcT^, óo z a p i s u  jemy
d a l e j  ja k o  4  '= . .V* Z achodzi p rz y  -tym,.. [ 5 ] ,

D la  u n i k n i ę c i a  nadm ierne  j  _no t ą c j i , -  w 'da lszym  .c iągu  p r z e z  j  oznaczam y. rów­
n ie ż  l i c z b ę  żadań ze z b i o r u  J .  Będziemy te ż  mówić o  ^Wk-łąd an i  u" zadań  z 
l i s t y  J ,  z a m ia s t ;  p r z e d m io tó w ’z l i s t y - U ,  'do  pojemnlków.- P o je m a ik i  oznacza­
my p r z e z  B ą , B g j . . . ,  a  ic h  poziomy, -odpowiednio . p r z e z - F ^ . P g , . . .  . Poziom 
p u s te g o  po je m n ik a  w ynosi 0 .  : -

Algorytm NP:'- Z adan ia  wkładamy do (pojemników w k o l e j n o ś c i  w j a k i e j  w y s tę -  . 
p u j ą  o n e -n a  l i ś c i e  . J , '  ro zp o c zy n e jąc - 'o d  p ie rw sz eg o , '  k t ó r e  wkładamy do B1 . •' 
N iech ' j  b ę d z i e  ko le jnym  żądaniem,' k tó r e - n a l e ż y ,  u m ie śc ić  *  po jem niku ,  a 
Bj n iep .uśtym -pojem nik iem  o na jv? lęks2ym' i n d e k s i e .  J e ż e l i ' •
¿max i  O.P} + a^ ll  ¿ 1 ,  umieść z a d a n ie  j  - w B .̂ i  -podstak  P1 s= \ ; ■ .
w przeciwnym p rzy p a d k u ,  Umieść z a d a n ie  j  w i  podstaw  Pj_-+- ^ ł s ę m a x { 0 »

Algorytm HP-KF; ■ U tw ó rz . 1 i s t y  i  J ' '  zadań  że  zb io rów  J  s - a ^ . O }  •
i  j "  = { j e j  j a  ̂  -i O if i k o l e jn o ś ć  zadań  ń a  l i s t a c h  j e s t 'd o w o l n a )  'Z a d a n ia  
wkładamy do pojemników z k a ż d e j  . l i s t y  o d d z i e l n i e ,  r o z p o c z y n a ją c  od -pierw­
szego z a d 8 ń la  z l i s t y .  J %  k t ^ r e  wkładamy -do B^. Z a d a n ia  z J '  wkładamy do-
B^ t a k  d łu g o ,  aż n a t r a f i m y  n a  z a d a n ie  j ,  d l a  k tó r e g o  + a^ > ń .  Zada-
n i e  j  p o z o s t a j e  ja k o  p ie rw s z e  n a  l i ś c i e  j '  i  n a s t ę p n i e  w B* um ieszczone 
s ą  z a d a n i a  z j "  , aż do momentu, w k tó rym  n a t r a f  iny  n a  -zadanie . j,-  d l a  
k tó re g o  max (0 .,Pą  + a^} .= O.' Z adan ie  j  umieszczamy w B^ i  wracamy do - l i s -  .
t y  J ' .  P r o c e d u r a  p o w ta rz a  ś l ę ' t a k  d łu g o ,  aż w y c z e rp ie  s i ę  j e d n a  z l i s t ,
.Wtedy...' s to su jem y  a lg o ry tm  NP. do z a d ań  p o w s t a ł e j  l i s t y .

Algorytm' gPD-NFD: -U tw órz- ' l is ty .  j ' .  i  j "  Zadań ze zb io rów  j ' =  { j t  J ta ^ y -O } ,  
i  - J ' '  =. { j  t  J  s ą^<-O } uporządkowane wg m a le ją c y c h  a^ .
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Etap 1 .  Z a s t o s u j  a lgo ry tm  .FED do zadań z l i s t y  j '  (Algorytm FFD [1 ,2 ]  
um ieszcza z a d a n ia  k o l e jn o ,  p o c z y n a ją c  od p ie rw sz eg o ,  k tó r e  pakowane j e s t  
do 3^ .  K o le jne  za d an ie  um ieszczane j e s t . w  pojemniku b na jm nie jszym  name--, 
r z e  sp o śró d  ty c h ,  w k tó ry c h  ono s i ę  m i e ś c i ) . ■ Uporządkuj n i e p u s t e  pojem­
n i k i  wg ro sn ąc y ch  poziomówj w n a s tę p n y m 'e ta p i e  wykorzystywane będą -tylko 
t e  p o je m n ik i .
Etap 2 .  (Mówimy, i e  dwa p o je m n ik i  B' i  B "  o poziomach p '  i  p " 1 Są . s k l e -  . 
ja n e  p rz e z  z a d a n ie  j  6 j " , j e ż e l i  za d an ie  j .  umieszczone jako  ' o s t a t n i e  
w B' s p e ł n i a !  msuc { O,P '+ a ^ }  + F " 4  1 ) .  Z adan ia  z  l i s t y  j "  umieszczane 
są  k o le jn o  , r o z p o c z y n a ją c  od p ie rw szego  . j ^ , ' k t ó r e .  Umieszczane j e s t  ja k o  
o s t a t n i e  y; B^j P i -  max { 0,P^+aV} . Niech. z a d a n ie  j  b ę d z ie  k o le jn y m  z a -  ' 
daniem z j " ,  k t ó r e  n a l e ż y  u m ie śc ić  w pojem niku , a 3^ mający poziom P^, . 
pojemnikiem o na jm nie jszym  in d e k s ie  sp p śró d  ty c h ,  k t ó r e . n i e  z o s ta jy .  s k l e ­
jo n e .  Umieść z a d a n ie  j  jako  o s t a t n i e  w 1 podstaw  P ^ . - ,  m ax{Ó ,P+ 'a^ i .
J e ż e l i  p  + Pi  K 1 ,  wówczas po jem nik  B^ j e s t  s k l e jo n y  (ż )5 podstaw .
P := P +..Pj i  p r z e j d ź  do n as tęp n e g o  z a d a n ia .  -W przeciwnym przypadku 
p r z e jd ź ,  do n as tęp n e g o  z a d a n i a  z l i s t y  J " .

■Oznaczmy D z b i ó r  w szy s tk ich  problemów konkre tnych  K iś ,  ' d l a '  których.
= 2c 'o r ,az  | J ' |  = h ,  I J , " l ; = yh ,"  ¡p> O. N iech T^-CD b ęd z ie ’.w a r to ś c ią ,  

f u n k c j i  c e lu  w K B  wygenerowaną p r z e z  a lgo ry tm  A dl® problem u k o n k re tn e ­
go I ,  a T > (I )  op tyha l i ią  w a r t o ś c i ą 1, f u n k c j i  c e l u ’d l a  I .  Dokładność a l g o r y t ­
mu A d l a 'n a j g o r s z e g o  przypadku  p rob lenów  k o n k re tnych  ze z b io r u  ^  d e f i ­
n iu jem y n a s t ę p u j ą c o  . ■ v

4 ,h  -■ sup 
■I.fe D T * (I )

Eokł adność asym pto tyczna ' B^’°° dana j e s t  p rz e z

l im
h-» o°'

^ r , h  
A- *

a**h^NF

’Tw ierdzen ie  ' b . J e ż e l i  ■ u t  =' 2c ,  to d l a  a lgory tm u  NF 

( (2  + t  )h -1  i ,  ' 3

2 (2  + 1 )h -2  .. n ' 3

3b -  3 ^ "  2  2h*

4^

( 2  -t y  )h—1 

• (1. + f ) h "  

2 (2  + f ) h -2

' . ■ 3h

. 1 
i  > .2

’t
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-oraz! d la  .a lgorytm u NF-NF,

'  (5 + 3f)b+1

R^’^  4   ̂NF-NF
(3 + 3jf)h . 

(12  + 2 y )h -6

^ 9b -  12

. - - ' \ (5 + 3 y )b -3

^KF-NF ^  <
(3  + 3y)h 

(12 + 2 f ) h - 6

J.  ; : • 9h.

r *  2

» t  > \

Dowód tw ie r d z e n ia  można z n a l e i d  w [&3 .  D ok ładnośc i  asym pto tyczne  s ą  n a s ­
tę p u ją c e : .  •...

f  «Tł ■»-%F

.2 >.-f 

j  + J- ’ 

4 + 2 r

l

3 

5 ♦ 3 ?  

5 +

*12 + 2j*

y 1
5 - t

✓ 1 J -4  i  ;  -

' -í Bi»M .Aauwaśmy, że maksymalne w a r t o ś c i  i  po ' f ł  O wynoszą odpo­
wiednio- 4  = 1 .666  i  ^  = - 1 .4 4 4 . . . ,  o raz  5?,^°“= = f  * R e z u l t ^t y sy­
m u la c j i  num erycznej podane są  w t a b l i c y  1. .

A J
o 0 .2 5 0 .5 0 0 .7 5 1 .0 0 •1 .25 2 .0 0

2j 1 0 .2 1 2 .7  : 1 4 .2 , 1 7 .4  ■ 1 6 .8 15 .1 5 .4

MOC ,'33 .3 5 0 .0 66 .6 57-1 . 5 0 .0 4 4 .4 . 35 .3

E 1 0 .2 10 .1 9 . 9  ■ 9 . 8 8 . 8 . 2 .7 0

■33.3 - 5 8 . 8 ; 4 4 ,4 39 .0 33-3 2 9 .6 , ' 22 .2

- 1 . 4 .2.2 4 . 2  ' 5 - 7 . '  . 6 .5 2.-1 0

- - - -  • -  - - -

" . y* o©
Tao. 1. Ś r e d n i e . d o k ła d n o ś c i  (-E) o ra z  w a r t o ś c i  (H^’ -1.) 100&, oznaczone j a ­
ko d l a  algorytmów KF, ÍTF-ÍT?, FFD-ZíFD; ’ Dl6 każdego { , -w artość  ś r e d n i a
w z i ę t a  j e s t  ze i o o - l i s t ,  d l a  k a ż d e j ,  z n ic h -h = 2 0 0 ,J. generowanych wg r o z k ła d u  
je d n o s ta jn e g o . - '  ' "■ ' '..
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R e z u l t a ty  d o ty c zą ce  algorytmów NF i  NF-NF mają p rze d e  wszystkim  war­
to ś ć  poznawczą. Algorytm NF, n a j p r o s t s z y  a lgo ry tm  typu " o n - ł i n e " ,  nakazu­
j e  bowiem szeregow anie  zadań w dowolnej, k o l e j n o ś c i ,  zatem w a r t o ś ć . ■
Bjjp . ' 1 . 6 6 6 . . .  p o k az u je  j a k i  j e s t  z a k re s .z m ia n  w a r t o ś c i - f u n k c j i  c e lu  d la  
p os taw ionego  p rob lem u. Podobnie j e s tw  p rzypadku  RF-NF, gd z ie  n a s t ę p u j e  ; 
m ie sz a n ie  zadań  " k r ó tk i c h "  z "d łu g im i" .  Algorytm FFD-liFD j e s t  przykładem 
-kom binacji  dwóch znanych algorytmów d l a  problem u pakowania, 'wykazuje on 
z n a c z n ie  w iększą  dok ładność  ś r e d n i ą , n i e s t e t y  a n a l i z a  n a jg o rsz e g o  przypad­
ku d l a  tego a lgory tm u  j e s t  problemem bardzo trudnym.

5 .  Algorytmy h e u r y s ty c z n e  d l a  problemu wleloinaszynowego: P rzypadek u^=2c

Przedstaw im y tu  ty lk o  je d e n  wynik, d o ty czący  a lgorytm u UF.
Dokładność d l a  n a jg o rsz e g o  przypadku d e f in iu je m y  t e r a z  jako

-' • . U D '  .'
'= SUP s >, i  e  d t * ( i )  ■, •

gd z ie  D j e s t - z b i o r e m  w sz y s tk ic h  problemów k o n k re tn y c h ,  d l a  k tó ry ch  u ,=2c ,  
i  6 II. •' ' '

T w ierdzen ie  5 . J e ż e l i  u^=2c, i  £ M, to  d l a  a lgory tm u KF,- R..*, = 2.
«ynik t e n ,  cho c ia ż  p r o s ty  d.o o t rz y m a n ia ,  j e s t  n ie c o  z a sk a k u ją c y ,  po n ie ­

waż wykazano [ j j ] ,  że  d l a  wielowymiarowego problemu pakowania-, o w ym iarze ' n, 
każdy " ro z s ą d n y "  a lgo ry tm  pakow ania p o s ia d a  dok ładność  d l a  n a jg o rsz e g o  
p rzypadku  n ie '  l e p s z ą  od m.

Podobnie j a k  w przypadku-jednomaszynowym, sym ulac ja  numeryczna a l g o r y t ­
mu NF o r a z - in n y c h  badanych algorytmów w ykazała  i c h .d u ż ą  ś r e d n ią  d o k łą d -  . 
n o śó ;  d l a  n a j l e p s z e g o  ż  badanych a lgory tm ów ' n i e  p r z e k r a c z a ł a  ona 10;.- przy  
wymiarach zadań  generowanych wg r o z k ła d u  j e d n o s ta jn e g o . '

6 .  Uwagi. końcowe
'S p r a c y  p rze d s taw io n o  o ra z  zasygnalizow ano wybrane w ynik i  badań nad 

sformułowanym d l a  p o trze b '  s t e ro w a n ia  l i n i ą  montażową w Zakładach Mecha­
n ic zn y c h  "U rsu s"  modelem szereg o w an ia  zadań, n a  l i n i i  montażowej ze s t a c o -  

. w iskami k ry ty c z n y m i.  .
Z uwagi n a  to ,  że d la  ui = 2c w y s tę p u je  op isany  w p ra c y  związek badanej-t 

modelu z problem ami pakow ania , '  p rz e d e  w szystkim  badano a lgorytm y h e u ry s ­
ty c zn e  d l a  te g o  p rzypadku .  Dalszych badań wymagają algorytmy d l a  s y t u a c j i ,  

■’ gdy u i= kc,' g d z ie  k j e s t  dowolną l i c z b ą  n a t u r a l n ą  o ra z  d l a  dowolnych u.j_.
J a k . s i ę  o k a z a ł o '  a n a l i z a  n a jg o rs z e g o  przypadku  b y ła  możliwa ty lk o  d la  

n a j p r o s t s z y c h  algorytmów, w przypadku  b a r d z i e j  wyrafinowanych s t a j e  s i ę  
ona p r z e d s ię w z ię c ie m  wręcz karkołomnym. P o tw ie r d z a ją  s i ę  tu  t r u d n o ś c i  j a ­
k i e  nap o tk an o  p r z y  a n a l i z i e  algorytmów FFD i  BFD d l a  problem u p ak o w a n ia ! ' .
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UPOEUBJA PACUHCAHHH 3kMB. Bk CBOPOHHOii HKHMH CO MHOimi 
k p h tc tc e c k h m s i  m e c ia m i

P e 8 d  m e

B c Ta t ł o  npeflOTaBneHa npo&neMa paomcaHHs saaflE npz orpamzraeHHfli x a -  
paETepHHX nim CflopOEHOfi JIHHKH 00 UHDrHMH KpHTHEeCKHMH UeCTaMS. iOKa3HBaeT- 
ca , e to  npo&Jieua flBJiaeTOH c  hush o P -  TpyEHofl h e to  ohb paBHocEjrtHa,
npH HeKOTopax npewiojroieBHax, npodneue MHoroMepHoU ynaKOBicz b KOHTefiHopH. 
DpHBOHHTOa H6CK0JIBKD 9BpHCTHEeCKHX BJITOpHTMOB H ROT HeKOTOpHX E3 HKX 000- 
CHBaDTOfl pesyjiŁTaTH aHaJiE3a Haflxyaraero cjrynaH.

SCHEDULING JOBS ON AN ASSEMBLY LINE V/ITH MULTIPLE CRITICAL .WORK 
STATIONS ' ■ • ■ . _ . ,

■ S u m m a r y  ' ! •

I n  th e  p ap e r  , a problem o f  s c h e d u l in g  Jobs on machines w ith  c o n s t r a ­
i n t s  on r e l e a s e  and d e a d l in e s  c h a r a c t e r i s t i c  f o r  an assembly l i n e  w ith  mul­
t i p l e  c r i t i c a l  work s t a t i o n s  i s  f o r m u l a t e d . l t  i s  assumed t h a t  each jo b  con­
s i s t s  o f  a c h a in  o f  m o p e r a t io n s  which a r e  t o  be p ro ce ssed  on m machines , 
each on one . f ix e d  machine.Each- o p e r a t io n - h a s  t o  be execu ted  e n t i r e l y  in  
t h e  t im e  i n t e r v a l  o f  a g iv en  l e n g th  , chosen  f rc m - th e  ■ s e t  o f  f e a s i b l e  
I n t e r v a l s .



The problem i s  t o  a s s i g n  t o  each  o p e r a t io n  th e  t im e I n t e r v a l  d a te  .d e a d l in e ,  
such  t h a t  each o p e r a t io n  i s  execu ted  e n t i r e l y  i n  i t s  t im e i n t e r v a l  and th e  
r e l e a s e  d a t e  o f  t h e  l a s t  o p e r a t io n  i s  minimum. I t  i s  shown t h e  problem 
i s  s t r o n g l y  NP-hard and under  c e r t a i n  as sum ptions  . e q u iv a le n t  t o  a m odif i­
c a t i o n  o f  t h e  m u l t id im e n s io n a l  b in  pack ing  p ro b le m ,in  which i tem s  have 
p o s s l t i v e  and n e g a t iv e  s iz e s ,A  number o f  h e u r i s t i c  methods i s  p roposed and 
f o r  some o f  th e m ,th e  r e s u l t  o f  w o rs t  c a se  a n a l y s i s  a r e  p re s e n te d .
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