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1. WSTĘP

W pracy przedstawiono dwuwymiarowe modele obliczeniowe dla 
szerokiej klasy zagadnień statyki liniowej teorii sprężystości. 
Zasadniczym celem pracy jest omówienie modeli umożliwiających 
otrzymanie efektywnych rozwiązań wielu istotnych zagadnień tech­
nicznych. Z tego powodu rozważania przeprowadzono w ramach te­
orii liniowej. Ponadto wiadomo, że jeżeli każdy wymiar ciała 
jest tego samego rzędu, to odkształcenia sprężyste i odpowia­
dające im przemieszczenia, dla większości materiałów konstrukcyj­
nych obecnie stosowanych, dość dokładnie spełniają założenia 
teorii liniowej. Oznacza to, że rozwiązania otrzymane w ramach 
tej teorii są wystarczająco dokładne dla potrzeb techniki.
W klasycznych sformułowaniach teorii sprężystości przyjmuje się, 
że składowe wektora przemieszczenia są małe w porównaniu z każ­
dym wymiarem ciała odkształcalnego, oraz że pierwsze pochodne 
przemieszczeń względem współrzędnych są bardzo małe w stosunku 
do jedności. Oprócz tych warunków oraz odpowiednich warunków 
regularności i pewnych warunków brzegowych nie wprowadza się 
żadnych dalszych ograniczeń dla wektora przemieszczenia.
Prowadzi to do dobrze znanych równań liniowej teorii sprężystoś­
ci [1] . Równania te mają złożoną postać, co często uniemożli­
wia uzyskanie rozwiązań szeregu ważnych problemów technicznych.
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W związku z tym rozwinięto wiele przybliżonych metod oblicze­
niowych, np. metody różnic skończonych, elementów skończonych 
oraz wiele uproszczonych teorii, np. klasyczne teorie powłok, 
płyt, tarcz, prętów cienkościennych itd. W teoriach tych przyj­
muje się szereg założeń upraszczających, często sprzecznych 
z podstawowymi założeniami klasycznej mechaniki ośrodków ciąg­
łych oraz sprzecznych ze sobą. W tym też sensie teorie te są, 
w wielu przypadkach wewnętrznie sprzeczne, a wyniki opierają­
ce się na tych teoriach nie mogą stanowić ilustracji zastoso­
wania teorii sprężystości. Ponadto teorie te nie obejmują 
wielu interesujących zagadnień technicznych, dla których do 
tej pory nie zbudowano uproszczonych modeli obliczeniowych.

W ostatnim czasie opracowano i rozwinięto w pracach[2 - 10] 
i innych mechanikę analityczną kontinuum materialnego. Zagad­
nienia związane z tą teorią były pomazane również w pracach 
[11 - 17] . Teoria ta ujmuje w jednym schemacie formalnym róż­
ne dziedziny mechaniki, które do tej pory miały oddzielną spe­
cyfikę. Umożliwia formułowanie różnych technicznych teorii opi­
sujących konstrukcje inżynierskie w sposób niesprzeczny z me­
chaniką trójwymiarowego ośrodka ciągłego oraz umożliwia formu­
łowanie kryteriów oceny dokładności otrzymanych rozwiązań.
Jest to teoria kontinuum, na którego ruchy, stany naprężenia 
itd. są narzucone pewne, niezależne od praw mechaniki i własnoś­
ci materiału, ograniczenia. Warunki ograniczające nazywa się 
więzami wewnętrznymi i brzegowymi, a ich postać analityczną 
równaniami definicyjnymi więzów wewnętrznych i brzegowych. Do 
więzów brzegowych zaliczamy także więzy zewnętrzne wynikające 
z warunków podparcia ciała.



Największe do tej pory znaczenie praktyczne mają więzy 
prowadzące do zagadnień jedno - lub dwuwymiarowych oraz więzy 
dyskretyzacyjne. Więzy prowadzące do zagadnień dwuwymiarowych 
omówiono, między innymi, w pracy [9]/str. 42 i dalsze/ w ra­
mach teorii nieliniowej dla materiału prostego. Przedstawiono 
również zastosowania tych więzów do wyprowadzenia nieliniowych 
równań fizycznej powierzchni Cosseratów, do formułowania nie­
liniowych teorii powłok i płyt jako teorii konsystentnych z 
mechaniką trójwymiarowego ośrodka ciągłego oraz do zbudowania 
uproszczonych modeli obliczeniowych ciał z warstwą brzegową 
i z warstwą o charakterze inkluzji. W pracy [20] przedstawiono 
zastosowanie tego typu więzów w ramach teorii liniowej do wy­
prowadzenia dwuwymiarowych równań dla ciał pryzmatycznych,ob­
ciążonych na pobocznicy siłami o intensywności stałej w kierun­
ku osi elementu. Otrzymany model nazwano pseudopłaskim stanem 
równowagi.

W tej pracy, przyjmując za punkt wyjścia liniowe równania 
więzów prowadzących do zagadnień dwuwymiarowych, wprowadzono 
uogólnione funkcje przemieszczeń i uogólnione funkcje naprężeń 
oraz podano zredukowane warunki nierozdzielności. Punkcje na­
prężeń i warunki nierozdzielności pozwoliły wyprowadzić równa­
nia naprężeniowe, opisujące dwuwymiarową liniową teorię trójwy­
miarowej deformacji ciała sprężystego. W zasadniczej części 
pracy wyprowadzono i omówiono dwuwymiarowe równania dla ciał 
pryzmatycznych)obciążonych na pobocznicy siłami o zmiennej in­
tensywności, co stanowi istotne uogólnienie równań podanych 
w [20], Otrzymane modele nazwano uogólnionymi pseudopłaskimi 
stanami równowagi sprężystej. Głównym problemem omówionym w 
pracy jest problem zależności postaci równań więzów od eharak-
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teru zmiany intensywności obciążeń w kierunku osi rozważanych 
elementów pryzmatycznych. Podane w pracy sposoby przyjmowania 
równań definicyjnych więzów prowadzą do modeli pozwalających 
rozwiązać szereg istotnych zagadnień inżynierskich z dostatecz­
ną, dla zastosowań technicznych,dokładnością.

W pracy stosowana jest konwencja sumacyjna, wskaźniki i , 
j , k , przebiegają ciąg 1, 2, 5, wskaźniki a , (b , $ 

ciąg 1,2, a wskaźniki K , L ,.., ciąg 1 , 2 ,..., n .



2. PODSTAW TEORII LINIOWA

Deformację ciała £ zajmującego w stanie naturalnym w prze­
strzeni fizycznej, o której zakładamy, że jest przestrzenią 
euklidesową E3 , obszar Vc E3 , opisywać będziemy wektorem 
przemieszczenia w o składowych

(2.1) (il3(x') —  Wj(x')e R) e^Sl), 

przy czym
|x'} : V —  S K  Rx RxR >

gdzie {*'} jest prostokątnym kartezjańskim układem współrzęd­
nych.

Ponieważ w całej pracy stosować będziemy tylko prostokątne 
kartezjańskie układy współrzędnych, więc poziom wskaźnika nie 
ma znaczenia i wynika tylko z przyjętej konwencji sumacyjnej.

Zakładamy, że składowe wektora przemieszczenia Wj są małe 
w porównaniu z każdym wymiarem ciała oraz że pierwsze po­
chodne przemieszczeń względem zmiennych x' są bardzo małe 
w stosunku do jedności

w,]«*; 1.

Ha mocy przyjętych założeń można utożsamić materialny i prze­
strzenny opis deformacji.

Zakładamy, że dla ciała & istnieje potencjał sprężysty

(2 .2 ) v = i Cijkl6 ij6 k| ,

gdzie

(2.3) £,j = w(i,j) •
Wielkości £jj są składowymi tensora małych odkształceń, a C'̂ kl 
składowymi tensora sztywności sprężystej. Ujęcie pary wskaźników



w nawiasy okrągłe oznacza icłi symetryzację.
Zatem tensor extra - naprężenia [21] okraśloay jest wzorem

(2.4) .

Stąd

(2.5) Gij = Cijkl£k| .

Tensor ten wyraża reakcję materiału ciała $> na stan odkształ­
cenia opisany składowymi Ł - .

Składowe zewnętrznych sił masowych i powierzchniowych ozna­
czać będziemy przez X' i q' , a składowe wewnętrznych sił 
masowych i powierzchniowych odpowiednio przez R 1 i s1 
Siły x' i q' są obciążeniami zewnętrznymi, działającymi na 
ciało 2) , natomiast siły R 1 i s' są reakcjami więzów wew­
nętrznych oraz więzów brzegowych. Siły X1 i R1 odniesione są 
do jednostki objętości. Dla rozważanych w tej pracy więzów mo­
delowych, będących pewnymi hipotezami dotyczącymi przewidywanej 
deformacji ciała, reakcje R 1 i s 1 należy interpretować jako 
dodatkowe obciążenia masowe i powierzchniowe, którymi należy 
działać na ciało, aby deformowało się ono zgodnie z postulowa­
nymi więzami. To znaczy, że pod wpływem sił X1 + R1 , q' + s1
ciało deformuje się zgodnie z przyjętymi więzami modelowymi.
Zatem równania równowagi wewnętrznej mają postać 

GJij + X'+ R'= 0 ,
(2*6) 6^ = 0 ,  /¡e ffl ,

gdzie ujęcie pary wskaźników w nawiasy prostokątne oznacza ich 
alternację.
Natomiast na brzegu 8fi muszą być spełnione warunki

(2.7) 6̂ ' n =q'+s' , x'e
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gdzie symbole n. oznaczają składowe wektora jednostkowego nor­
malnego do 0SL .

Równania definicyjne więzów wewnętrznych przyjmujemy w posta­
ci

zakładając, że funkcje fr są liniowe względem argumentów Wj , 
Wj j . Zakładamy ponadto, że więzy są idealne [9] , to

dl<? każdego układu przemieszczeń wirtualnych(zgodnych z więzami
(2.8) oraz ewentualnymi więzami brzegowymi. Zatem związek(2.9) 
wyraża zasadę, że praca sił reakcji więzów na przemieszczeniach 
wirtualnych jest równa zeru. Jest to, rozszerzona na teorię kon­
tinuum materialnego, zasada, którą przyjmuje się powszechnie 
w klasycznej mechanice analitycznej układów punktów materialnycł 
/por. np.[18], str. 14/.
Należy jednak zaznaczyć, że w klasycznej mechanice analitycznej 
układów punktów materialnych zasadę idealności więzów przyjmuje 
się jako postulat. Natomiast w mechanice analitycznej kontinuum 
materialnego zasada idealności więzów jest twierdzeniem teorii 
w przypadku, w którym jako podstawowy aksjomat przyjmuje się za­
sadę prac przygotowanych.

znaczy, że wielkości R1 i s1 spełniają związek

(2.9)



3. -YląZY PROWADZĄCE DO DWUWYMIAROWYCH PROBLEMÓW BRZEGOWYCH
Więzy ( 2.8) opisane są za pomocą liniowych równań różniczko­

wych rzędu m dla funkcji Wj . Więzy te nazywa się więzami 
m- tego rzędu /por. np. [9] str. 8/. Podobnie jak w pracy [9], 
przez wprowadzenie nowych niewiadomych funkcji u^ równania (2.8) 
można przedstawić w postaci

( 3 . 1 )  f r ( x ! , W j  , W g  , u k , u k j ) = 0  .

Równania (3.1) mogą być przyjęte jako równania definicyjne 
więzów wewnętrznych równań w tych przypadkach, w których nie 
dają się one sprowadzić do więzów m-tego rzędu.
Przyjmujemy dalej, że obszar SŁ da się przedstawić w postaci

S?.= n*L ,
przy czym

x « e  D c R x  R j x 3 e L = [ I Q j U ] c R .

Można zatem, tak jak w pracy [9] /str. 4-2/, rozważać więzy 
opisane następującymi równaniami definicyjnymi:

(3.2) Wj(xi) -A?(xi)uK(x«) = 0 ,

gdzie A* są znanymi funkcjami
(SL 3 (xj)-*Â (xj)eR )e C2 (ft) ,

a uK nazywamy współrzędnymi uogólnionymi 
((I a (x0i) —  uK(xa) e R ) e C2( n ) .

Są to liniowe równania więzów prowadzących do dwuwymiarowych 
problemów brzegowych. Można je nazwać więzami rzędu pierwszego, 
bo równania (3.2) nie zawierają pochodnych funkcji uogólnionych. 

Oprócz więzów (3.2) przyjmujemy więzy brzegowe w postaci

(5.3) uK(x“) = f  (Z1) , xoce § n c 0 n ,K



gdzie \p są danymi funkcjami na części 3 tl brzegu 311 
Zgodnie z (3»2) zachodzi wzór

(3.A) ówj = A,-<3uK , x*e n , xJeSŁ ,

a zgodnie z ( 3.3)

( 3.3) 3uKr 0  , x°‘e an .

3.1. Uogólnione równania równowagi i związki konstytutywne 
Podstawiając do (2.9) wyrażenia ( 3.A) oraz

R' = — X' — G j  , xie SL 

s'rSj'rij -q' t x'e 0£L

po formalnych przekształceniach i wykorzystaniu lemmatu du 
Bois - Reymonda, dochodzimy do następujących uogólnionych 
równań równowagi:

(3.7) HKot0( + hK + fKr 0 , x“en 

oraz uogólnionych warunków brzegowych

(3.8) HK«na=QK , x“e0n = 0n\an ,

gdzie wielkości HKa i hK są uogólnionymi naprężeniami, a 
ń« są składowymi wektora jednostkowego normalnego do 3n 
Uogólnione naprężenia HKix i hK określone są następującymi 
równaniami konstytutywnymi:

qKoc _ 0W
(3.9) 3Uk'«

J<_ 0W
- 0 u K

gdzie W  jest zredukowanym potencjałem sprężystym
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( 3.10)
1

W = / V d x 3 
In‘0

W rozważanym przypadku potencjał W jest jednorodną kwadra­
tową funkcją zmiennych konstytutywnych u„ i tu - u,,wr\ OC K, 0C

(3.11) W=i-DK«L̂ KaiLp) +DK“LiKsuL+l D KLuK uL

Wielkości DKaLli , DKkL , DKL charakteryzują zarówno własno­
ści sprężyste materiału jak i własności więzów (3.2).

Wielkości te określone są wzorami

DK<xLp> _ y ciajp> AK ALdx3

(3.12) DK#L= /Ci0Łjm A^Al-jmdx3 ,

rD KL = y c ijmn AK. ALmndx3

Z (3.11) wynikają następujące liniowe równania konstytutywne:

h K«= d K«L j,Lp>+DKaLu
L <

(3.13) hK = - D L% >  _ 0KLUl

Występujące w ( 3.7) i ( 3.8) uogólnione obciążenia fK i QK 
określone są wzorami

(3.14) fK = /x'AKdx3+ (q'AK)

V
Qk = j q'Alj:dx3 

!0

.3, + (^AK) X - I.
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Wszystkie wielkości występujące w równaniach (5.7), (5.8) i
(5.15) są funkcjami tylko dwóch zmiennych x0i . Zatem równania 
te opisują dwuwymiarową liniową teorię trójwymiarowej deformacji 
ciała sprężystego, zgodnej z więzami ( 5 .2 ) i (5 .5 ). •

5.2. Równania przemieszczeniowe
Znajomość równań konstytutywnych pozwala już na wyrażenie rów­

nań równowagi (5.7) przez współrzędne uogólnione. Jeżeli zatem 
do równan (5 .7 ) wstawimy prawe strony (5 .1 5 )a dalej zmienne kon­
stytutywne jfKa wyrazimy przez pochodne współrzędnych uogólnio­
nych, to w rezultacie otrzymamy układ n równań

(5.15) (DK“Lp’uL|i+DKaLuL)(Si -DLp,KuLpi-DKI-uL+fK = 0 , /“en.

Równania (5.15) stanowią układ liniowych równań przemieszczenio­
wych.
Do równań (5.15) należy dodać następujące warunki brzegowe:

(5.16) (ô Llb uL̂ + DKaL uL) na= (łK , x“e 0n ,

uK = yK , x“e Sn

5 .5 . funkcje przemieszczeń
Wprowadzając funkcje przemieszczeń można sprowadzić zło­

żony układ równań przemieszczeniowych do równań o prostej 
strukturze. Przydatny w teorii sprężystości sposób rozwikła­
nia układu równań różniczkowych cząstkowych przedstawiono w prac 
[19] . Sposób ten można stosować tylko do równań liniowych

o stałych współczynnikach. Zakładając, że ciało jest jednorodne
• K 3oraz ze funkcje Aj zależą najwyżej od zmiennej x , równania

(5 .1 5 ) można przedstawić w postaci:
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(3.17) DK“L|buU((]5ł.(DKoiL-DLaK)uUc<-DKL-uL + fK^0 .

W tym przypadku wielkości □KotL|b  ̂DKaL i DKL są stałe. 
Jest to przypadek szczególny, lecz znajdujący dość szerokie 
zastosowanie w praktyce.

Wprowadzając operatory

(3.18) LKL = DKo!Llb3o(0„+2DlK(“lLlSK-DKL , 9^=— §— ,
9xoc

równania (3 .1 7 ) zapiszemy w postaci

(3.19) Lkl uL+fK= 0 .

Ze wzoru (3.18) wynika, że operatory Lkl są przemienne 
oraz liniowe.
Jeżeli więc

MJt, . *+>2 e |mJ :(*+• : n — R)

0i1 , Kj e R ,

to
A  [LKL(o(1 MJ1 + v^\)2) = + 0(2Lklm; 2 ]
K,L

Zatem wyrażając współrzędne uogólnione uK przez funkcje 
przemieszczeń

( F k : n - R )  e c 2n( n )  

w następujący sposób:

(3.20) uM= d e t [ L KL] M
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otrzymamy równania

(3.21) det[LKL]FM + fM=0 ,

gdzie [Lkl] jest macierzą o wyrazach Lkl , macierz [Lkl]m 
powstaje z macierzy [Lkl] przez zastąpienie M-tej kolumny 
wektorem [Fk] .

Układ (3.21) składa się z n  równań, z których każde za-
i/wiera tylko jedną niewiadomą funkcję F .

Liczbę niewiadomych oraz równań można w wielu przypadkach 
zredukować. Oznaczmy przez endomorfizmy przemienne z ope­
ratorami Lkl

LAli :Cm(n)-C2n(n) , A  = 1,2J...Jn<n ,
takie, że

A(|qJso|^ Ker ) , m=f(i_£) ,

gdzie Ker jest jądrem
Jeżeli można określić takie funkcje

<A n —»-r ,

f  K= i  * gA  i

K »to wyrażając F przez nowe funkcje przemieszczeń w następu-

FK = L«$A
jący sposób:

l_K “ '-Al 

otrzymamy równania
det [ Lkl] §a  +gA= 0 .

Współrzędne uogólnione obliczamy w tym przypadku ze wzoru

UK= la [LMN" = det[ lMNl §a LK u e u L  jk.A
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gdzie |[ LMN]|lk jest dopełnieniem algebraicznym elementu LLK 
w macierzy [llk] , macierz [lmn]k̂  powstaje z macierzy 
[lMN] przez zastąpienie K-tej kolumny wektorem [ ] .

3.4-, Zredukowane warunki nierozdzielności
Podobnie jak w klasycznej teorii sprężystości, zmienne kon- 

stytutyv;ne nie są niezależne. W roz"ażanym przypadku wielkości 
te muszą spełniać równania

y K[<x,|b] = °  '
(3.22)

uK,a-yK« = 0 - x0<en-

Są to zredukowane równania nierozdzielności, które można nazwać 
także zredukowanymi równaniami geometrycznej zgodności.

Warunki nierozdzielności mają postać (3.22) tylko wtedy, 
gdy wszystkie współrzędne uogólnione uK i wielkości ¡fKo( są 
zmiennymi konstytutywnymi. Dla tych współrzędnych uogólnionych, 
które nie są zmiennymi konstytutywnymi równania (3 .2 2 )2 » mogą 
być związkami geometrycznymi. Jeżeli niektóre spośród współ­
rzędnych uogólnionych są wprost przemieszczeniami, to również
odpowiadające im wielkości j nie są zmiennymi konstytu-K o<
tywnymi. Wynika to z faktu, że potencjał sprężystości nie za­
leży bezpośrednio ani od współrzędnych wektora przemieszczenia, 
ani od częstości niesymetrycznej tensora, którego współrzędnymi 
są pochodne cząstkowe ’składowych wektora przemieszczenia.
Wynika stąd, że poprawne określenie postaci warunków nierozdziel­
ności dla różnych przypadków wymaga szczegółowej analizy rozwa­
żanego zagadnienia i może stanowić przedmiot oddzielnego opra­
cowania.



1 2Warunki nierozdzielnośoi dla przypadku,w którym Ai=A2 = 1 ,
3 3 KA3= £(x ) a pozostałe funkcje A; są równe zeru ̂ odano

w pracy [17] . W tym przypadku współrzędne uogólnione ua są
przemieszczeniami, zatem zmiennymi konstytutywnymi są tylko wiel
kości

£«|b= u(«,(b) ' u3 < i3« •
Stąd warunki nierozdzielnośoi mają postać

ec(5e|5ó£«p>,y6=0 u3,oT ^3a~ ® ' i3[a,p]=0 ' 

gdzie jest symbolem Ricci'ego.

3.5. Równania naprężeniowe
Równania równowagi (3.7) będą tożsamościowo spełnione, 

jeżeli naprężenia uogólnione wyrazimy przez funkcje
(n3(x*)-—  $K(x“)eR) e C^ll) ,

(5.23)
(HaU*) - * v V ) e R )  e C2(n) , 

w następujący sposób:
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(3.24)
h Kk =Ga (̂ p," + ,

hK = Y K% - f K
K KoiFunkcje $ i Y  można nazwać uogólnionymi funkcjami 

naprężeń.
Związki odwrotne do ( 3.13) mają postać

K  =D., i «Hl^-D , hL “Kot Ko<L[i) KaL
~ Li5 ~ L

UK = DL(bKH °KLh •

Zatem podstawiając prawe strony (3.24) do (3.25), a uzyskane 
wyrażenia do warunków nierozdzielnośoi (3 .2 2 ), otrzymamy równa­
nia naprężeniowe omawianej teorii
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e ^ r ^ w y - , ,  + % & * * > V 5K«LfL ] ^ o  -

(3.26) [ V K ^ ,  + ̂ a ^ A y V B k y ] . « +

+ BK « L ^ L% - D K a L , f ^ L. ^ e sa1i /L3) - D K C(L f L -rO , x S n  ,

gdzie
D n s - P ^ nKocL - fc KaL|b < L K _ L|bK

Równania naprężeniowe są szczególnie użyteczne w przypadkach, 
w których na całym brzegu 9n zadane są warunki (3.8) . 

Warunki te mają postać następującą:
e “ p>($K ( ł +6^ V K|r) n a =QK , x “ e 3F1 .

W tych przypadkach, w których niektóre spośród wielkości hK 
są tożsamościowo równe zeru oraz w których pewna część kwadra­
towa macierzy [HKk] jest symetryczna, związki (3.24) należy 
odpowiednio zmodyfikować. Przykład takich zmodyfikowanych związ­
ków znaleźć można w cytowanej już pracy [17] .



4. WIĘZY PROWADZĄCE DO ZAGADNIEŃ UOGÓLNIONYCH PSEUDOPŁASKICH 
SIANÓW RÓWNOWAGI SPRĘŻYSTEJ

Więzy rozważane w tym punkcie są przypadkiem szczególnym 
więzarów (3.2). Omawiamy je ze względu na ich duże znaczenie 
praktyczne. Równania dla wszystkich dalej rozważanych przypadków
będą wynikać bezpośrednio z równań wyprowadzonych w tym punkcie.

1/Funkcje A j  przyjmujemy w postaci
aK/ j\ jK.ou , 3n j.K-3cdi ,3.

(4.1) i ( } ' ^3(x ) + ó3<5i^x )+(5cc ói17(x ) +
-K-3,3 , 3,

+  6 3  ó j  t j j 3 ( x  ) ,

gdzie % i t] są znanymi funkcjami zmiennej x3 .
Wprowadzamy także następujące wygodne oznaczenia dla współ­

rzędnych uogólnionych:

(4.2) uK = .ó“ ua + <^v+ ÓK.3 ua + ó^v .

We wzorach (4.1) i (4.2) ó* jest symbolem Kroneckera.
Podstawiając prawe strony ,f4.1) i (4.2) do równań (3.2) 

otrzymamy

wa(x') - uc((xp,)C3 (x3) - u0i(x̂ )'T](x3) = 0  ,
(4.3)

w 3 (x,)-v(x|i)4 (x3 )-v(x|ł)T|i3 (x3) = 0

Równania więzów (4.3) zawierają sześć współrzędnych uogólnionych, 
W niektórych szczególnych przypadkach współrzędne te można pro­
sto zinterpretować.

W przypadku, w którym
t = *l=X3 ,

modelem obliczeniowym opisanym więzami (4.3) jest obszar na 
płaszczyźnie n= xJeSE :x3 = oj, najeżony wektorami normal­
nymi 2 . Jest to zatem fizyczna powierzchnia Gosseratów,
której elementami są punkty Pe n wraz z jednym wektorem kie-



runkowym , (P, £  ) e fi .
Model ten przedstawia rys. 1.
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W tym przypadku współrzędne uogólnione ua i v są prze­
mieszczeniami punktu P , współrzędne ua są kątami obrotu 
wektora 2  w płaszczyznach równoległych do na=|x j: xK = o| , 
a współrzędna v oznacza zmianę długości wektora V. . Dla 
innych przypadków interpretacja współrzędnych uogólnionych 
może być inna; zależy to od postaci funkcji t i tj .
Dalsze rozważania przeprowadzimy dla ciał izotropowych, dla 
których

(4.4) CV>M =<u(óik 6>l +ói! ó^+ <5kl

gdzie i A są stałymi Lamego.
Pozostałe wielkości oznaczymy podobnie jak współrzędne uogól­
nione

K«_ jKylba jjK-3 j K - 3 ^ «H = ó^H + 6 3  M “ + Sp Ć-TM

(4.5)

, K  s K , a  . K  «K-3 j - a  - K -3  -  = °o< + 0 3  m + oa h + o3 m ,

łK AKfa x K-3 ?« ^K-3rf = o f + 6 «k+o T + o - s k j

Q = <S Qa + óiT + ók-JQa + ó,)-Jf(X o Ol j



Podstawiając (4.5) do (3.7) i (3.8) otrzymamy następujące 
uogólnione równania równowagi oraz warunki brzegowe:
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Ĥ >a(X+ t- f ̂ = 0  .

M° „+ m  + k =0
(4.6)

M a„+ m  + ić =0 , x® e n .

(4.7)
H»“ , M«na=T ,

Aa=Q> , Ma\=l , x«e 3n .

Podstawiając natomiast (4.4) i (4.1) do (3.12), a uzyskane wy­
rażenia do (3 .1 3 ) i biorąc pod uwagę oznaczenia (4.5)^2 otrz7*

mamy, dla rozważanego przypadku, równania konstytutywne

H *  ►= i *  < 4  f >  2 jj<u „  . „ B , , .  u m C „ )  *  P H  t  ( u> ,  *  V ) B l 2  *

+ aS,fC 1 1 + ęC1 2  ̂ '

(4.8) h =-5 [ ̂ ^ 22* p> B2 1 + ('-‘|b + ̂!, p>) C2i 1 j

M 0<= 5 a ^ [ u | i B 2 1 + v |!)B 1 1 + ( u ^ + v (:))C22] , 

m=-[(2£D+A)(vB12+vC12) + X(utjB12+uiy O,,)] ,

H^rS01* 2^(0^ (j)Bl1 + u(y ̂ )C1̂ ) +

+ d 0<|iX [ u ^ B 1l + v B2 1 + ( u ^  + v ) C 11] ,



-  22 -

h = - ó  (2(5+ Vf,)B12+Up)C21+Vp)C22]

M = 5 ^ [ (  u^Ń/p)!).^ up^.] + v p,C22 ] ,

m - - [ ( 2 <u+A ) (v B 22+ vC12) + A ( u  ^^21+ ^  £^12^ *

Występujące w równaniach (4.8) stałe Bwf( , Baf) oraz 
określone są następującymi wzorami:

/ 1 / 1 /i
B1 r-yt2 dx3  , B1 2 =/(t3 )2 dx3 , B2 1 = /U, 3 3 dx3 ,

s  s  s
B2r f e 3/ ® M r h 2 d x 3 . ą2=/(,3)2dx3 .

<4'9> >  >
®2ryriTi,33dx * ^2 !,33’’ d*3 * '“11 = / -’3TJd>J <

V  'V1 V
C12-y  ^3TI,;33dx '  C2V j ^ ,3 3 'rl.3<i* 3 > t'22=7  ?  U . S ^ 3 -

l 0 l 0 l 0

Wielkości te charakteryzują więzy (4.3).
Równania przemieszczeniowe mają w tym przypadku postać

B12[¿j V2 V (A +,U)ury + Av J  -^ (B21va+ Bjj^ ) +

+ C11[iuV2ua+(A+<j j )u , yJ  -C21<u (vc( + ą() + C12A v <)(+fć(=0 .

(4.10)
B1nH^v -B12[(2,U + A)v +A u*a] +

+ C22(j j (V2v+ u ac() - C 12(2^J+A)v - C ^  A 0 ° ^ +  k =0
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+<u)uiy#]- B,2^ (V  °«) + §2 1 A %  +

+c1ltAjv2V (A+AJ)u^+AvJ->j(C2 2vK+C2 1 utt) + T(( = 0  ,

B1 2<ju(V2v + u“0()-B2 2(2 cij+^)v -®2 lAu% +

+ C2 2 (MV2 v-Cl2 [(2<u+A)v + Au“0j]+C2 1 2ou0i(x + i<=0 , xaen .

Do równań (4.10) należy dołączyć następujące warunki brzegowe:

x v=q; ,

(4.11)

ua = Ą, , v̂ q) , xa e 3 fi ,

, m“ \ , = T ,

, MK ńa=T , x“e 3n ;

gdzie , pa , mj , q) są znanymi funkcjami.
Występujące w równaniach (4.10) i warunkach (4.11) 2  uogól­

nione obciążenia określone są wzorami

Ai

7
(4.12)

l °  h
v«„ ̂ „3 . /_ot

x3= I,

f 0,= / X a' r3dx3 + ( c f ' r 2 )  x3=, + ( q V xJ=L

7k=yX3T1 _3 dx3 +(q3^ 3 ) x3=,o +(q3̂ 3) 

l 0

, x s n  ,



Równania (4.10) stanowią układ sześciu równań dla sześciu 
współrzędnych uogólnionych ua ,v , uM , v Po określeniu
z równań (4.10) współrzędnych uogólnionych, składowe wektora 
przemieszczenia można wyznaczyć ze wzoru

(4.13) Wj ̂  <S|°'(uaC,i3 + u^) + 5?(v Ę, + vt2_3)

Natomiast składowe tensora extra - naprężenia określone są 
następującymi wzorami:

e«p, = t2 <H%.F»+ V (ułr+v)]t.3 +

ł[H (H łV Q,.r]l2 ł V 7 i2.33 *
(4.14)

G«3=S«'‘̂ Uo733 + % ^  + ̂ a +% 7 , 3  ̂ '

633= [ ( 2 £u + A ) v  + A  u *  ^ ] i ; 3 + ( 2 j j  + A ) v i j  33  + .

Równania (4.10) , mimo że stanowią przypadek szczególny równań 
( 3 .1 5 ) t opisują dużą liczbę zagadnień o znaczeniu praktycznym. 
W następnym punkcie pokażemy, jak z równań (4.10) wynikają rów­
nania dla różnych zagadnień płaskich teorii sprężystości.



5. NIEKTÓRE PRZYPADKI SZCZEGÓLNE
Układ współrzędnych j x ' j  przyjmujemy tak, aby dla roz­

ważanych ciał zajmujących obszar
iA=(lx Lc R x R x R

zachodził warunek
L = [-h, h] c R 

Teraz wygodnie jest przyjąć

n  = < x ' : x 3 =0^

Płaszczyznę n będziemy nazywać płaszczyzną środkową 
rozważanego elementu.

5.1. Antypłaski stan odkształcenia
Załóżmy, że rozważane ciało obciążone jest na powierzchni 

0 nx L siłami

(5 .1 ) q' = ć ^ 3 (xci)

Jest to obciążenie styczne o .intensywności stałej w kierunku 
osi x3  , /rys. 2 /.

Ponadto załóżmy, że siły masowa określone są wzorem

(5.2) X' = < $ 3 X3 (xa)
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Można teraz przyjąć

ts 1 , ^ = 0

W tym przypadku więzy (4.3) wyrażają hipotezę, że tylko skła­
dowa w 3 wektora przemieszczenia jest różna od zera oraz 
że składowa ta zależy tylko od dwóch zmiennych x“ .

Ze wzorów (4.9) wynika, że

Bfl=2h,
a pozostałe wielkości Bap,, Cap, są równe zeru.

Podobnie ze wzorów (4.12)otrzymamy
k = 2hX3 , T = 2hq3  ,

fa=fVk = 0 *= Q “ = T = 0

Równania (4.10) redukują się w tym przypadku do jednego równa­
nia przemieszczeniowego.

(5.3) ¿uV2v + X3 = 0 , xa en

a warunki brzegowe przyjmują postać

(5.4) va n“ = q3 , x“e 3fl

Składowe wektora przemieszczenia określone są wzorem

wj = 53 v

zaś składowe tensora extra - naprężenia określone śą następują­
cymi wzorami:

G«fr=° 2 6 3 3 = °

G«3= 6 3 a = ^ v.a

Wzory te wynikają z (4.13) i (4.14) .
Jedynymi różnymi od zera reakcjami są reakcje S“ na po­

wierzchniach czołowych . Reakcje te wyraża wzór



Przedstawione równania opisują dobrze znany w literaturze 
antypłaski stan odkształcenia.

5.2. Płaski stan odkształcenia
Z kolei załóżmy, że rozważane ciało obciążone jest na 

powierzchni 311* L siłami

(5.5) •

Obciążenie to jest stałe w kierunku osi x3 /rys. 3/.

Zakładamy również, że

(5.6) X1 = 6 itX“(xh .

W tym przypadku można przyjąć

t - 0  . 1 J. 1  •
Teraz więzy (4.3) wyrażają hipotezę, że składowa w 3  wektora 
przemieszczenia równa jest zeru, a składowe wK zależą tylko
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od dwóch zmiennych x“ . Ze wzorów (4.9) wynika, że tylko 
Bii r^żne od zera i wynosi

2  h .

Natomiast ze wzorów (4.12) otrzymamy

f “  = 2 h X *  , Q * = 2 h q “  .

Pozostałe uogólnione obciążenia równe są zeru.
Równania przemieszczeniowe (4.10) przyjmują w tym przypadku 

postać

(5.7) >J V2 ua+ (A+^lOu* sv + Xa= 0 , x“e n ,

a warunki brzegowe mają postać następującą:

(5.8) 2<juu(0(jp))ń̂ + Au*y n0( = qa , x“e3ll

Składowe wektora przemieszczenia i tensora extra - naprężenia 
określone są wzorami

rJ
G<x3= G 3 «  = 0 '  S33T ^  G , y

Różne od zera są tylko reakcje S 3 na powierzchniach n*{±h}

S3= ± Au^ f , x1 e f|x |+ h

Widać więc, że z równań (4.10 - 4.14) otrzymaliśmy, jako 
przypadek szczególny, równania dla płaskiego stanu odkształ­
cenia.
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5.3. Pseudopłaski stan równowagi, tarcze
W tym punkcie dla obciążeń określonych wzorami (5.5) i (5.6) 
przyjmujemy

Dla funkcji (5.9) więzy (4.3) wyrażają następującą hipotezę: 
włókna materialne,równoległe do tworzących powierzchni walcowej 
ograniczające ciało w pewnej konfiguracji, pozostają równoleg­
łe do tych tworzących w każdej konfiguracji i doznają tylko 
jednorodnych odkształceń podłużnych.

a pozostałe wielkości określone wzorami (4.9) równe są zeru. 
Podobnie z (4.12) wynika

Równania przemieszczeniowe mają w tym przypadku postać;

(5.9) ę,= x3 ,

Teraz

f“= 2hXa , Q“ = 2hq“

f “= k = k=Qa = T = T = 0

(5.10)
V2 ua + (A x a = 0 ,

¿u-y  V2v - ( 2 <j j+ A)v -  A u0 w =0  , y ^ e f l

a warunki brzegowe są następujące

2^ u(a.P)AP+*(u,.f + v)ft«=ił«I
(5.11)

v p n ̂  = 0 , x " e 3 n
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Równania (5.10) mogą być równaniami przemieszczeniowymi tarcz. 
Równania naprężeniowe dla tego przypadku omówiono w pracy [17] 
Składowe wektora przemieszczenia i tensora extra - naprężenia 
określone są wzorami

Równania (5.10) opisują dwuwymiarowy model obliczeniowy, nie 
rozważany w klasycznej teorii sprężystości.
Równania te otrzymano przy zastosowaniu teorii ciał z wewnętrz­
nymi więzami w pracy [20] . Model ten nazwano pseudopłaskim 
stanem równowagi. Warto jeszcze zwrócić uwagę na to, że równa­
nia przemieszczeniowe klasycznej teorii tarcz cienkich uzyskamy 
w wyniku przejścia granicznego, przy

h —  0  .

Istotnie, wtedy z (5 .1 0 ) 2  orrzymamy

(5.12)

Podstawiając więc (5.12) do (5.10)^, mamy

(5.13)

Równaniom tym odpowiadają następujące warunki brzegowe;



- 31

Zatem klasyczny płaski stan naprężenia jest przypadkiem 
asymptotycznym pseudopłaskiego stanu równowagi.

5.4. Ptyty
Jeżeli h<^ba , gdzie ba są wymiarami elementu

w płaszczyźnie x3= 3 oraz jeżeli obciążenie

<}' = ć^ 3 (x“) ,

przyłożone jest tylko do powierzchni I> j-h }> , /rys.4 /,
a siły masowe określone są wzorem

to można przyjąć
X ' = c5 ' x 3( x k ) ,

x .

W tym przypadku więzy (4.3) wyrażają hipotezę o nieodkształ- 
calności materialnego elementu liniowego prostopadłego do 
płaszczyzny środkowej i o braku odkształceń w tej płaszczyźnie. 

Ze wzorów (4.9) wynika, źe

B11=̂  , B1 2 =2h ,



a pozostałe wielkości , B ^  i Ca|>, są równe zeru.
Spośród uogólnionych obciążeń tylko k jest różne od zera,

k = 2 h  X3 + q 3 

Równania przemieszczeniowe mają postać 
2 _

uoi + (A+<u)u^„]-<ij(vft + uft) = 0  ,

(5.14) 3

i u ( y 2v + u “ K) + X3+ | F- = 0 , x“ e n .

Warunki brzegowe zależą od sposobu podparcia krawędzi płyty.
Dla krawędzi sztywno utwierdzonych mamy;

ua = 0 i v = 0 , xote 3 n j

dla krawędzi swobodnie podpartych

2 /j0 w i ^ A i ' i V °  -

v = 0  , x“ e 0 n  ,

zaś dla krawędzi swobodnych warunki brzegowe mają postać;

( u a + v a ) r i “ =0  , x"e an

Składowe wektora przemieszczenia dowolnego punktu płyty określa 
wzór

w i = <5«Gax3 +ó3v ,

a składowe tensora extra-naprężenia następujące wzory:

= + 4*^^, # 1 x '

6c<3 = 63 « =^j(0« + N ) *
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®33 = ̂  ̂  *



W teorii tej przemieszczenia dowolnego punktu określają trzy 
współrzędne uogólnione uK i v . Chcąc otrzymać równania 
odpowiadające klasycznej teorii płyt cienkich należy zgodnie 
z hipotezami Kirchhoffa dodatkowo przyjąć, że włókna material­
ne prostopadłe do płaszczyzny środkowej przed deformacją po­
zostają prostopadłymi do powierzchni środkowej po deformacji. 

Wyrazem analitycznym tej dodatkowej hipotezy są związki

( 5 . 1 5 ) 0 « +  v « =0  , n .

(5 .1 5 ) generują doaarkowe więzy brzegowe

( 5 . 1 6 ) aa as x0!+ 0s v  = 0 , x“ e a n  ,

gdzie as oznacza pochodną wzdłuż brzegu an  .
Równania (5.15) i (5.16) wymagają wprowadzenia dwóch wewnętrz­
nych mnożników Lagrange'a oraz jednego mnożnika brzegowego.
Po wyrugowaniu mnożników Lagrange'a dochodzimy do równania 
biharmonicznego dla współrzędnej uogólnionej v oraz do 
warunków brzegowych,odpowiadających temu równaniu. Wyprowadzone 
na tej drodze, w sposób ścisły, równanie różni się nieco od 
równania klasycznej teorii płyt cienkich. Hleco inaczej określo­
na jest sztywność płyty. W teorii ścisłej otrzymujemy dla pły­
ty o grubości h sztywność

n , ( A - ^ h 3 
12

a w teorii klasycznej przyjmuje się



Różnica ta wynika z wewnętrznych sprzeczności teorii klasycz­
nej, w której, między innymi, przyjmuje się związki konsty­
tutywne jak dla płaskiego stanu naprężenia, mimo że z założeń 
kinematycznych hirchhoffa wynika, że £3 3 = 0  i 6 3 3 * 0 '.

Na zakończenie tego punktu warto zwrócić uwagę na to, że 
z róWnań (4.10) - (4.14) można otrzymać niezwykle pros;o równa­
nia dla szeregu ogólniejszych teorii. Na przykład dla zagad­
nień tarczowo - płytowych można przyjąć;

t = x3 i ^  = *3

Dwuwymiarowy model tej teorii omówiony został w punkcie czwartym.
W następnym punkcie przedstawione zostaną nowe dwuwymiarowe 

modele obliczeniowe dla szerokiej klasy trójwymiarowych zagad­
nień statyki liniowej teorii sprężystości.



6 . ZAGADNIENIA UOGÓLNIONYCH PSEUDOPŁASKICH STANÓW RÓWNOWAGI 
W tym punkcie omówimy dwuwymiarowe modele obliczeniowe dla 

zagadnień, w których intensywność obciążenia, przyłożonego do 
powierzchni 9 0  L , zależy od współrzędnej x3 • Zagadnienia 
te wygodnie jest podzielić na dwa przypadki. W pierwszym przy­
padku uwzględniać będziemy obciążenia q'=<5^q“ , a w dru­
gim obciążenia określone wzorem q' = <^q3

6.1. Równania dla pierwszego przypadku
Zakładamy, że obciążenie q' można przedstawić w postaci

(6 .1 ) q'(xj) = ¿¿q“(xfyp(x3) .

Obciążenie to przedstawia rys. 5.
Dla tego przypadku przyjmujemy

( 6 . 2 )  ^ = 0 .

Więzy (4.3) wyrażają teraz hipotezę, że charakter zmiany od­
kształceń Z . i Z ~  w kierunku osi x3 jest taki sam.

Rys. 5
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Ponadto przyjmujemy, że

(6.3) t (± h ) = 0 lub £>3(±h) = 0 .

Warunki (6.3) pozwalają znacznie uprościć postać równań 
opisujących ten przypadek.
Ze wzorów (4.9) wynika, że dla rozważanego zagadnienia wszystkie 
wielkości Bap, i są równe zeru oraz że macierz f BKp,]
jest niesymetryczna. Tym samym w równaniach wystąpią tylko 
trzy różne stałe

h h h
(6.4) B1 1 =/ę.2dx3 , B1 2 = /(E,3 )2 dx3 , b2 2 =/iiĘ.3 3 )2 d* 3 •

-h -h -h

Dalej przyjmujemy, że siły masowe X1 określone są wzorem

(6 .5 ) X '(x j) = S ^ U ^ Y U 3) .

Stąd h
, A1 = / Y t3dx3 ' ,

Q = A^ , A 2 = /p̂ .3 dx'' j
-h

a pozostałe uogólnione obciążenia równe są zeru.
Równania przemieszczeniowe (4.10) mają w tym przypadku 

postać
B1 2 [<u v2 uC( + (X-<-iu)ui ta + \v „] -<ń(-Bi2 va +

+ B22ua)+ A1Xa= 0 ,

(6. 6 )
B1 1 iuV 2v-B1 2 [(2 <ju+A)v+Au“oj]-B1 2 ĴUaix= 0 , A n .



Zakładając, że

Bii + O , ®12* B

oraz wprowadzając oznaczenia
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A.
( 6 . 7 )  C = - 2 Ł  , C ^ - 1 2 -  ,  D i = - L

12 B 11 12

równania (6 .6 ) można przedstawić w prostej postaci:
p (V2 -C,)ua+ (A + p )(u^+ v)a + D, X« =0

(6. 8)

<;u(V2-C 2) v - C 2a + iu)(u“ 0l+v) = O , x0!e n .

Równaniom (6 .8 ) odpowiadają następujące warunki brzegowe:

2 ^ V m " P+MuV v)"«=D2 c*o( ,

( 6 . 9 )
(v - e j u , ) ^ 0 , x*ean ,

gdzie
A?

Składowe wektora przemieszczenia można w tym przypadku 
wyznaczyć ze wzoru

(6 .1 0 ) w i = ó*,uaĘ, 3 + ó3v l  ,

a składowe tensora extra-naprężenia ze wzorów następujących:

â|b=f2 P  u(«,(b)+ ̂  u ,i + £,3

(6 .11) G«3= Ĵ(IJ« ^33 + V. « ^  '

S 3 3 =[(2 <h + A )v+ A u % R 3
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(6.12)

Zatem wzory dla reakcji wewnętrznych i brzegowych mają postać;

R. = - u ( C ^ +  £,33)3 u„+ (Di ę>3~ Y )XH ,

R3=- j j (C2ę+ ^ 33)[(A + 2iu ) v  + ( A +tn ) u 0,o(] , x ' 'e5Ł ,

S0t= ± <u ( u# ^ 33+ V a

S3= t [ ( 2 <j j + A ) v + A  u" w ] t . 3 , x ’ e n * j ± h j  ,

S«r ' D2 ^,3" p H «  '

S3= j J (C2 ^ + W 0« " *  * X1 e 9n>< L .

Ze wzorów (6.12) widać, że reakcje R 1 a także S dla 
x'e 3 n * L  będą tożsamościowo równe zeru, gdy spełnione

będą następujące warunki:
Gj = 6 3  , p = Y ,

(6.13) C,t+t 3 3  = 0

t = ipdx3

Zatem funkcja £, powinna spełniać równanie różniczkowe(6.13) j 
z wa. ¡inkami brzegowymi lub £3 (±h) = 0
• intensywność obciążenia i sił masowych powinna zmieniać się 
w kierunku osi x- według funkcji I; 3
Ponadto z budô jr wzorów (6.12) wynika, że w tych przypadkach, 
w któr^sh^liie można spełnić w sposób ścisły warunków (6 .1 3 ) » 
można łatwo funkcję £ dobrać tak, by reakcje R 1 oraz S1

dla x'e9n*L były minimalne.
Między innymi można w tym celu szukać minimum funkcjonału



I

3[t]=/[(C1t+ t33)2 + (C2t+ t33)2 +(Dię.3-V)2+

(6.14) 'h 2 3

+ (D2^3" p)  ̂dx

Dla zagadnień, dla których zakładamy, że

X i = O , 

funkcjonał (6.14) ma postać:
h

( 6 . 1 5 )  : [ ę ] = / [ ( C 14 + t 3 3 )2 + ( ^ +  t 3 3 )2 + (D2 ^ 3 - P ) 2 ] d ) < 3

- h

Jeżeli funkcję f, przyjmujemy w postaci;

£=aKipK(x3) ,

gdzie f są znanymi funkcjami spełniającymi warunkiK
®( + h) = 0  lub f  (±h) - 0  ,K

a wielkości aK są stałymi, to szukanie minimum funkcjonału
(6.14) lub (6.15) sprowadza się do szukania minimum funkcji 
wielu zmiennych $(aK)

Na tej drodze można znaleźć wiele rozwiązań z wystarczającą 
dla potrzeb techniki dokładnością.

Omówiony sposób rozwiązywania zagadnień trójwymiarowych 
może mieć duże znaczenie praktyczne dla tych przypadków, dla 
których przyjmujemy, że

x« = o
oraz że obciążenie rozłożone jest na środkowej części
powierzchni Sil» L elementu o wymiarze h , większym
od wymiarów poprzecznych ba . W tych przypadkach wpływ re­
akcji S' dla x'erixj+hj na rozkład naprężeń w części
środkowej elementu jest niewielki.

- 39 -
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Przykład 1

Rozważmy element obciążony na powierzchni OrUL siłami 
o intensywności określonej wzorem

Obciążenie to przedstawiono na rys. 6 . Ponadto przyjmijmy
Xa = 0 ■

Zatem
p(x3) = 1_ ( ¿ ) 2

h2

Z warunku (6 .1 3 ) 4  mamy

Rys. 6 .

Ponieważ rozważane obciążenie rozłożone jest symetrycznie 
względem płaszczyzny x3 = 0  , więc funkcja t, powinna speł­
niać warunek

l;(x3 )=-£(-x3)
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Stąd należy przyjąć
C = O

Mamy zatem

(6.16, t =

Tak przyjęta funkcja E, może być uważana za pierwsze przy­
bliżenie. Przybliżenie n-te otrzymamy, przyjmując

<6.17,
3i3 \ o/ o 3̂̂ 5 \ „/ •3 c„3i2n+1

2?T+ c"(x3- ^
3h ' v 5h ' ' (2 n+1 )h

i wyznaczając stałe aK z warunku minimum funkcji
;h

$(aK) = /[(C.|£ + £ 3 3  )2 +(C2 ć;+ t 3 3  ) 2 + (D2 ^ 3 -p)2 ]dx3 ,
- h

gdzie za £, należy podstawić wyrażenie (6 .1 7 ), a wielkości 
C1 , C2 i D2 należy wyznaczyć ze wzorów (6.7) .

Wielkości C| ,C2 , D2 zależeć będą również od a 
W tym przykładzie rozwiązanie przedstawimy tylko dla funkcji
(6.16). Ponieważ funkcja ta spełnia warunek (6 .1 3 )4 , więc 
reakcje S01 na całej powierzchni bocznej 3n*L są równe 
zeru, zaś z warunku

ą,3( ± h )  = o

3  ___wynika, że również reakcje S na powierzchniach czołowych 
n x j±hj są równe zeru. Pozostałe reakcje są proporcjonalne 

do h " 2 , a zatem dla elementów dostatecznie długich już
pierwsze przybliżenie może być wystarczająco dokładne.

Wielkości w tym przypadku, przyjmują wartości
następujące:
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= IM...h3 B h B _ A - L  
I 315 * 12 15 ' 2 2  3 h3 h

Zatem

r  4 0  1 p  2 7 3  1

1_  13 h 2 '  2 _  1 3 6  h 2

W rozważanym pierwszym przybliżeniu można przyjąć do obliczeń 
praktycznych

C 1 = 3?  ' '

Stąd równania przemieszczeniowe mają postać

n( V2 -^)ua WA+^uXu^ + v) R = 0  

h

(6 .1 8 )
; j ( V 2 —¿ - ) v — ¿ - ( A  + ^uMu”  + v )  = 0 , x“ e n  ,
•• h 2 h 2 ■“

a warunki brzegowe mają postać następującą:

2^ U(«,M ̂  + M u V v)"« = cU  '

(va - 4 -ua)ri“= ° x ^ a n

Składowe wektora przemieszczenia i tensora extra - naprężenia 
określone są wzorami

„ 3 \ 2  \  ' - i  r  ■j  / J3\3

(6 .19 )

6^ =t2 ĴUioi,ib)+ 7t6ft|i. ( u i J + v ) ^ 1 ~ r̂)  •
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6 33 = [(2^+A)v + Au“ _ j ( l -

Gdy h-—  co, to równania (6.18) zbliżają sę asymptotycznie 
do równań dla płaskiego stanu odkształcenia, a rozwiązanie
(6 .1 9 ) przechodzi, dla części środkowej elementu, w znane 
wzory dla tego samego przypadku.

Przykład 2
Z kolei rozważmy przypadek, w którym intensywność obciążenia 

zmienia się w kierunku osi x3 według funkcji;

(6.20) p=ccsak x3 ,

Dla funkcji (6.21) mamy

Cj = C2= a k , D1 = 1 .

Zatem równania przemieszczeniowe (6 .8 ) mają w tym przypadku 
postać

gdzie

przy czym k jest dowolną liczbą naturalną. 
Przyjmujemy również, że

v 3Y = cosakx
Podstawiając (6.20) do warunku (6.13)^ otrzymamy

(6.21)
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Równaniom tym odpowiadają następujące warunki brzegowe:

(6.23)
(k)

xa  g o n  .

W równaniach (6.22) i warunkach brzegowych (6.23) dla współ­
rzędnych uogólnionych wprowadzono dodatkowy indeks k, ujęty 
w nawiasy okrągłe dla podkreślenia,że są to równania ala 
funkcji (6 .2 1 )̂ zależnej parametrycznie od liczby naturalnej k .

Łatwo sprawdzić, że w tym przypadku wszystkie warunki (6.13) 
spełnione są w sposób ścisły. Zatem reakcje wewnętrzne R 1 

w całym obszarze SL oraz brzegowe S1 na całej powierzchni 
bocznej 9 n * L są tożsamościowo równe zeru.

Ponieważ

więc również reakcje S “  na powierzchniach czołowych n* 

będą tożwamościowo równe zeru.
Jeżeli więc ciało obciążone jest siłami

t,(k)(±h) = 0 , t(k)_3 3 (±h) = 0

cj ̂  ( x 1) = c ^ * (x ^ ) C O S K .  X k
3

a siły masowe określone są wyrażeniem

X a (x 1 ) = X ^ )( x , i ) c o s a |<x 3

to składowe wektora przemieszczenia wynoszą:
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(6.24) w.(xj) = óai_/k*cosa x3 + 6 3 v*k) —  sina, x3I I oc k I CKk k

Dla tego przypadku różne od zera są tylko reakcje S3 na po­
wierzchniach n *  j±h| .
Reakcje te określone są wzorem:

S3= ±[(2pu + A)vlk!+ X u^JcoskOI , x'en*j±hj .

Równania i warunki brzegowe identyczne co do postaci z (6.22) 
i (6 .2 3 ) otrzymamy także dla

p = Y = sina, x3 .K k
Jednak w tym przypadku składowe wektora przemieszczenia 
określone są wzorem

(6.25) w.(x̂ ) =óRu,tk)sina. x3-ó3 v,(kl — c o s k . x3 ,i i « k i cnk k

gdzie współrzędne uogólnione oznaczono przez u^k* i v'lkl, 
dla odróżnienia ich od współrzędnych u(akl i v(kl, występu­
jących w (6.24) .
Dla rozwiązania (6.23) jednymi różnymi od zera reakcjami są 
reakcje

S‘o= ± jj(aku^kl-J— v'lk))cosk3I , x'erix̂ ±ĥ  ,

działające na powierzchniach czołowych n * ( ± h >  •
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6.1,1. Rozwiązanie w postaci szeregu trygonometrycznego
Z przykładu 2 wynika, że dla szerokiej klasy obciążeń 
qR(x') i mających rozwinięcia w szereg

Fouriera

s „ (xl) = h!« + l i H t ' cosv 3 + I iH 'lkl s in v 3 *

X (x')=XiG)+ X X tkW x 3 + I X’'k'sin u. x3 , a « k=1 a k k=1 “ k '

można uzyskać następujące rozwiązanie:

w» (x i) = u» +I i ui !co sv 3+ | i ui k )s inv 3 *
(6.26)

: O 00 ..(k) 00 ..I (k) ,
w3(x ) = vx +l| —  -sinV  - J,\-cosV

Wielkości i v należy wyznaczyć z równań (5.10) dla
wyrazów q(G) i X(G) , a u<k) , v(kl i uf> , v',k)
z równań (6 .2 2 ) odpowiednio dla wyrazów qik) , x'Rk) oraz

.(k) Y *( k )Ha * Aa
Dla wielu zagadnień rozwiązanie (6.26) bardzo mało 

różni się od rozwiązania tego problemu według równań te­
orii sprężystości bez więzów wewnętrznych. Ma to miejsce między 
innymi wtedy, gdy obciążenie przyłożone jest do części środko­
wej powierzchni 9 n*L i jest samozrównoważone oraz gdy jedno­
cześnie

h> b ,
gdzie b jest charakterystycznym wymiarem przekroju prosto­
padłego do osi x3



W tych przypadkach wyrazy qa i X|i( są niewielkie, a za­
tem również reakcje związane z tymi wyrazami będą małe.
Reakcje S3 , odpowiadające wyrazom i XgKi oraz

(k)  (k), związane z wielkościami q'H i X‘a , działają na 
powierzchniach n* |±h| i zgodnie z zasadą Saint-Venanta 
nie wprywają w sposób istotny na rozkład naprężeń w części 
środkowej rozważanego elementu. Tym samym za pomocą omówionego 
modelu można będzie rozwiązać szereg interesujących zagadnień 
inżynierskich z wystarczającą dla problemów technicznych do­
kładnością.

Warto jeszcze zwrócić uwagę na to, że przedstawiony sposób 
nie jest równoważny metodzie szeregów trygonometrycznych,stoso­
wanej szeroko, między innymi, do rozwiązywania zagadnień kla­
sycznej teorii tarcz. Na przykład podstawiając (6.26) do rów­
nań przemieszczeniowych liniowej teorii sprężystości nie otrzy 
mamy równań (5 .1 0 ) dla wielkości ua i v

6.2. Równania dla drugiego przypadku
Z kolei załóżmy, źe obciążenie q' można przedstawić 

w następującej postaci:

q' (x-*) = ó3 q3 (x|i)p(x3) 

oraz że siły masowe X' określone są wzorem 

X'(xj)= X3 (x̂ ) Y(x3) .

Rozważane obciążenie przedstawiono na rys. 7*
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Rys.7.
Dla tego przypadku przyjmujemy

tsO
oraz

«tj ( ±  h ) = 0 l u b  ? | 3 ( ± h ) = 0  

Więzy (4.3) wyrażają teraz hipotezę, że charakter zmiany od-
3kształceń L3a w kierunku osi x jest taki sam.

Dla rozważanego zagadnienia ze wzorów (4.9) wynika, że

c ap= o

oraz że macierz [ B̂ pJ jest niesymetryczna, przy czym wiel­
kości określone są wzorami

h  , h  ,h

B. dx , ® 12 " I ^ 3   ̂ dx ' B22 1̂ .33̂  dX ’
2 , 3 

1 dx
- h  - h  - h

Spośród uogólnionych obciążeń różne od zera są tylko

2 a „3

k = X3 , A 1 = 3 dx3
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T = A2q 3 , A2 ,y p 'q _ 3 dx3 .

- h

Zatem równania przemieszczeniowe (4.10) mają postać

%[pv2 uw + a ^ ) a ' ya] -  b12[^ (v a + a ) + \ v a ] =

(6.26)
+ U*8 )+A.u*a]- 5^(2^+\)v +X1 x3=0,

v 1=0

Podoonie jak w pierwszym przypadku, zakładając że

0  , B|2+ 0

oraz wprowadzając oznaczenia

r - ® 1 2  r_ _ ® 2 2  n _
C 1 = -g—  ' C2 “l_  ' ° 1

U 1 1 1 2  LJ 1 2

równania (6.26) można przedstawić w prostej postaci

iu(V2 -Ć1 )u#+(\ +<u)(u^-C,v)(X = 0  ,

(6.27)
<p(V2 -e2)v + (\+(ij)(u“K -C2v)+D1 X3rO , ;

Warunki brzegowe mają w tym przypadku postać

2^ u k / +x o ! , ń # - ć r v ^ =  o ,

d2  = Ą .  . 

B12

X*en .

en .

“ e 3n  ,



Składowe wektora przemieszczenia i tensora extra--napręienia 
można wyznaczyć z następujących wzorów:

W; = ó“ u#Ti + <SfvT2 3 ,

V [22j i V i » + +^^33  ,

S« 3 ^ ( a« + -

633= ( 2 cn  + X ) v ^ 33 + \  .

Natomiast wzory dla reakcji wewnętrznych i brzegowych mają 
teraz postać

+ 1 2.33)[/J°« + (X + <u)ii.oJ '

R3 = 4 "'l 33 M 2<P + ' ^ V + ^Bl'rl  3 "  ^ > * 3  1 X' e -R- .

Scl = t <u(u0f + y0)^3 ,
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I
(6 . 2 8 )

S3 =i[(2 u +A.)v-T233 + \ u* ft <tj] , x' e n* |±hj

S« s ( e i',l  + ,r i . 3 3 ) X ^ «  •

S3 = (B2't2 3 - P ) S3 • x'e 0 f l x L
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Tak jak w pierwszym przypadku,reakcje R 1 dla x'e ił 
oraz S 1 dla x'£3n»L będą tożsamościowe) równe zeru, gdy 
spełnione będą warunki:

, p = Y ,

(6 .2 9 ) Cj-r] + i|33= 0  ,

H - J  Pdx3 .

Dla tych zagadnień, dla których nie można spełnić w sposób ści­
sły warunków (6 .2 9 ) można funkcję 1 2 przyjąć w postaci:

^  = 5 k k̂ (x3) ,

gdzie <p są znanymi funkcjami spełniającymi warunki
K

J>(±h) =0 lub <3 ( i h )  =0 
rK rK,3

Stałe aK należy wyznaczyć z warunku minimum następującej
funkcji wielu zmiennych:

fh
*(a KW ( %  ♦ W «t o^,3)2 *  « V b  - ] dx3 ■

- h

Można w ten sposób uzyskać szereg wystarczająco dokładnych 
rozwiązań. Podobnie jak w pierwszym przypadku,warunki (6.29) 
będą tożsamośćiowo spełnione dla

(6 .3 0 ) p = Y = coso<kx3 .

Dla funkcji (6.30) otrzymamy

"2i k r ^ s ln V 3 ■



-  Ć2 -  °(k , D1 =D2 = 1 .

Zatem równania przemieszczeniowe mają postać

^ V 2 Ą 2 ) f l ^ i X  + Ł,J ) ( 0 ^ - « k2 v lk!) ( x = 0  ,

(6.51)

yj(V2-«2)v,kl+(k v )(u“l̂ l-aJvi,<,)+ X(3k,= 0 , xae n , 

a warunki brzegowe postać następującą:

(6.32)
^ (QikI* 1 )n* = q‘3k) . xae3n.

W tym przypadku różne od zera są tylko reakcje

Sa = ± ¿J(u„! + v'k))cos kJT , x' e f|x |±h|

Składowe wektora przemieszczenia określone są wzorem

u ,k)
W|(xJ)= cS5— 2 — sin«kxJ + ój3 ;lklcoscx1<x3  

k

Identyczne co do postaci z (6.31) i (6.32) równania oraz 
warunki brzegowe otrzymamy także dla

p = Y = sinoî 3

W tym przypadku składowe wektora przemieszczenia określa wzór
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M’(k)
w i*1) (SH- 2—  coso: x3 + ó3 v ' ik' s in a  x3

i i a  k i  l<

a różne od zera są tylko reakcje

5 3 = ±[(2^  4 \  ) « k v ,|k) -  A u alak< ] coskDl , x‘e n * j ± h j .

Zatem, jeżeli funkcje ^ x ') można rozwinąć
w szereg Fouriera

q ( x ' ) = q ,0,+ I q (k)c o s « x 3 + Z q ' ik! s in  a. x3 
3 3 k=1 l 3 k k=1'3 k

X (x ') = X(0) + f  x ‘klcosa x3  + f  X'ikls in  a, x 3 
3 3 |<=1 3 k k=1 3 k

to otrzymamy następujące rozwiązanie:

r.’(k) ~j.(k)j i\ _ ? '-Ci _ „3 ? ur

(6.53)

w (x ) = Z — —  sin a x~ -  2 —- — cosec, 
01 k=1 \  * k=1 a k k

w ,(x ')  = v +  ZC^cosK, x3 + Z v ' iklsin«, x3 
3 k=1 << k=1 k

Wielkość v należy wyznaczyć z równania ( 5 . 3 )  dla wyra­
zów q 0' i xl°* , a wielkości 0 (k) vlk) i u,(ki'3 a 1 K ‘
~ , i k ) / [ulv z równań (6 .3 1 ) odpowiednio dla wyrazów q ,
x (k) . x , ,k) ^
x 3 i q 3 , X3
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Rozwiązanie (6.33) tak jak rozwiązanie(6.26) będzie dla 
wielu zagadnień bardzo mało różnić się od rozwiązania tego 
problemu według równań teorii sprężystości bez więzów wewnę­
trznych.



7. UWAGI KOŃCOWE

Jeżeli rozważany element jest obciążony siłami q'(xJ), 
przyłożonymi do powierzchni 8n*L , to ogólne rozwiązanie 
można uzyskać stosując zasadę superpozycji. Najpierw można 
uwzględnić oddzielnie składowe c}“ a następnie oddzielnie
składową
postać:

. Rozwiązanie będzie miało w tym przypadku

(7.1)

n.lk) ~lk)
w«(xl) = u<x+ — )C0 SV 3 + |”/U«kl — )sinV ~« « k=1 “  a k k k=1 “  « k k

wJx') = v + vx3 + ?(v(kl- vk= 1

*(k) o oo (m  », i k)
) c o s a x  + I ( v  ' + —— )sinoc,x' k k= 1 «, k

Wszystkie współczynniki występujące w szeregach (7.1) można 
wyznaczyć z omówionych w tej pracy równań. Są to równania dwu­
wymiarowe. Można je rozwiązywać dobrze znanymi sposobami. Wyda­
je się, że bardzo dogodna w tym zakresie może być metoda funkcji 
zmiennej zespolonej. Oprócz tego można, korzystając z rezulta­
tów tej pracy, zbudować różne modele dla różnych,szczególnych 
obciążeń, tak jak w pierwszym przykładzie.

Widać zatem, że możliwości praktycznych zastosowań mechaniki 
analitycznej kontinuum są niezwykle szerokie.

Oprócz więzów (3.2) można rozważać także więzy ogólniejszej 
postaci,tzn. więzy drugiego rzędu, więzy prowadzące do jednowy­
miarowych zagadnień brzegowych oraz więzy dyskretyzacyjne.
We wszystkich przypadkach można zbudować modele nie sprzeczne 
z mechaniką trójwymiarowego ośrodka ciągłego, które jednocześ­
nie umożliwią otrzymanie efektywnych rozwiązań wielu istotnych 
zagadnień inżynierskich.
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Przykład zastosowania więzów prowadzących do jednowymiarowych 
zagadnień brzegowych w liniowej teorii skręcania prętów podano 
w pracy [14] , a przykład zastosowania więzów dyskretyzaoyjnych
w pracy [13] . Ponadto istnieje możliwość sterowania więzami. 
Przykładem częściowego sterowania jest szukanie wartości sta­
łych aK lub aK z warunku minimum odpowiedniej funkcji 

$(gk ) lub $(qk ) , omówionych w tej pracy.
Rezultaty uzyskane w ramach teorii liniowej, po opracowaniu 

metodycznym,mogą być wprowadzone do programu nauczania przed­
miotu "teoria sprężystości" w wyższych szkołach technicznych, 
a następnie również do programów nauczania przedmiotów "wytrzy­
małość materiałów" i "mechanika budowli". Pozwoli to wielu 
znanym technicznym teoriom nadać ścisłe podstawy naukowe oraz 
zbudować szereg nowych uproszczonych modeli obliczeniowych.
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TEORIA UOGÓLNIONYCH PSEUDOPŁASKICH STANÓW 
RÓWNOWAGI SPRĘŻYSTEJ

Streszczenie

W pracy omówiono liniowa teorię ciał z wewnętrznymi więzami 
dla materiałów sprężystych i dla więzów prowadzących do dwuwy­
miarowych problemów brzegowych.

Rozważania przeprowadzono dla więzów rzędu pierwszego, to 
znaczy takich, których równania nie zawierają pochodnych współ­
rzędnych uogólnionych. Omówiono równania przemieszczeniowe i na 
prężeniowe.

W dalszej części wyprowadzono równania przemieszczeniowe dla 
szczególnego typu więzów opisanych równaniami, zawierającymi 
sześć współrzędnych uogólnionych oraz pokazano, jak z wyprowa­
dzonych równań wynikają wzory dla znanych zagadnień płaskich 
liniowej teorii sprężystości.

W ostatniej części przedstawiono nowe dwuwymiarowe modele 
obliczeniowe dla szerokiej klasy zagadnień trójwymiarowych.

Przedstawione modele umożliwiają otrzymanie rozwiązań dla 
wielu istotnych zagadnień technicznych.



TEOPHfl OEOEHEHHHX nCEBÄOIUIOCKHX COCTOHHHM 
ynpyroro pabhobechh

P e 3 ioMe

B paöoie oÖcyxflaeTca aaHeiiHaa Teopna Tea c BHy tpehhhmh cbi- 

3aMK h aaa CBH3eft, Beaymiix K aByxMe p h h m  KpaeBHM 3a^avaM.

PaccyxfleHHe o m e c e H O  k cbü3äm nepBoro poaa, to ecTb TaKHM,

B y p a B H e H H H X  K O T C p H X  HeT n p 0 H 3 B 0 flHUX O Ö O Ö H e H H Ü X  K O O p A H H a T .  P a c -  

C M O T p e H H  y p a B H e H H Ä  b H a n p a x e H H a x  h b nepeMen?eHHax.

B AajiBHeßmeM BbiBeaeHH ypaBHemia b nepeMemeHHax ,ąaa cnemiaab- 

Horo Tana CBaaefi, onncaHHUx ypaBHeHaaMH, BKaiovajomHMH mecTb 0 6 0 - 

ÖueHHbix KoopflHHaT h noica3aHo, Kaa h3 BHBe^eHHHx ypaBHeHHM cae- 

ayroT tpopMyan aaa n3BecTHHx 3aaav anHeßHoß Teopaa ynpyrocm.

B nocaeaHeß qacTH paöoTH npeflOTaBaeHU HOBne asyxMepHHe Mo­

cean aaa mapoKoro Kaacca TpëxMepHbix 3aaav.

üpeacTaBaeuHHe Moaeaa fleaawT b03M02khum noayveHHe pemeHHß a^a 

MHorHx Baaaibix texhhveckhx BonpocoB.



THEORY OF GENERA.LI ZED PSEUDOPLANE STATES 
OF ELASTIC EQUILIBRIUM

Summary
The linear theory of bodies with internal constraints for 

elastic materials and for constraints leading to two- dimen­
sional problems has been described in this work.

The analysis has been made for constraints of first order 
the equations of which do not contain the derivatives of 

the generalized coordinates. The stress equations and the dis­
placement equations have been also discussed.

Further, the displacement equations for a special type of 
constrains described by equations containing six generalized 
Coordinates have been derived. Te way obtaining the equations 
of the well-known two-dimensional problems of the linear the­
ory of elasticity from the above mentioned equations have been 
skown.

In the last part of this work new two- dimensional analytical 
models for the wide range of three - dimensional problems have 
been presented.

The presented models render possible solution of many impor­
tant technical problems.


