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1. WSTEP

W pracy przedstawiono dwuwymiarowe modele obliczeniowe dla
szerokiej klasy zagadnien statyki liniowej teorii sprezystosci.
Zasadniczym celem pracy jest oméwienie modeli umozliwiajacych
otrzymanie efektywnych rozwigzan wielu istotnych zagadnien tech-
nicznych. Z tego powodu rozwazania przeprowadzono w ramach te-
orii liniowej. Ponadto wiadomo, ze jezeli kazdy wymiar ciata
jest tego samego rzedu, to odksztatcenia sprezyste i odpowia-
dajgce im przemieszczenia, dla wiekszosci materiatdéw konstrukcyj-
nych obecnie stosowanych, dos¢ dokdadnie spedniajg zatozenia
teorii liniowej. Oznacza to, ze rozwigzania otrzymane w ramach
tej teorii sg wystarczajgco doktadne dla potrzeb techniki.

W klasycznych sformudowaniach teorii sprezystosci przyjmuje sie,
ze skltadowe wektora przemieszczenia sa mate w pordwnaniu z kaz-
dym wymiarem ciata odksztatcalnego, oraz ze pierwsze pochodne
przemieszczen wzgledem wspotrzednych sa bardzo mate w stosunku

do jednosci. Oproécz tych warunkéw oraz odpowiednich warunkow
regularnosci i pewnych warunkéw brzegowych nie wprowadza sie
zadnych dalszych ograniczen dla wektora przemieszczenia.

Prowadzi to do dobrze znanych réwnan liniowej teorii sprezystos-
ci [1] . Rownania te maja ztozong postac¢, co czesto uniemozli-

wia uzyskanie rozwigzan szeregu waznych probleméw technicznych.
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W zwigzku z tym rozwinieto wiele przyblizonych metod oblicze-
niowych, np. metody roéznic skonczonych, elementow skoriczonych
oraz wiele uproszczonych teorii, np. klasyczne teorie powlok,
plyt, tarcz, pretdéw cienkosciennych itd. W teoriach tych przyj-
muje sie szereg zatozen upraszczajacych, czesto sprzecznych
z podstawowymi zatozeniami klasycznej mechaniki osrodkéw ciag-
4ych oraz sprzecznych ze sobg. W tym tez sensie teorie te s3,
w wielu przypadkach wewnetrznie sprzeczne, a wyniki opieraja-
ce sie na tych teoriach nie mogg stanowi¢ ilustracji zastoso-
wania teorii sprezystosci. Ponadto teorie te nie obejmuja
wielu interesujacych zagadnien technicznych, dla ktérych do
tej pory nie zbudowano uproszczonych modeli obliczeniowych.

W ostatnim czasie opracowano I rozwinieto w pracach[2 - 10]
i innych mechanike analityczng kontinuum materialnego. Zagad-
nienia zwigzane z ta teorig byly pomazane réwniez w pracach
[11 - 17] . Teoria ta ujmuje w jednym schemacie formalnym réz-
ne dziedziny mechaniki, ktére do tej pory mialy oddzielng spe-
cyfike. Umozliwia formutowanie roéznych technicznych teorii opi-
sujacych konstrukcje inzynierskie w sposéb niesprzeczny z me-
chanika tréjwymiarowego osrodka cigglego oraz umozliwia formu-
+owanie kryteridéw oceny dokkadnosci otrzymanych rozwigzan.
Jest to teoria kontinuum, na ktdérego ruchy, stany naprezenia
itd. sa narzucone pewne, niezalezne od praw mechaniki i wkasnos-
ci materiatu, ograniczenia. Warunki ograniczajgce nazywa sie
wiezami wewnetrznymi i brzegowymi, a ich posta¢ analityczng
réwnaniami definicyjnymi wiezow wewnetrznych i brzegowych. Do
wiezéw brzegowych zaliczamy takze wiezy zewnetrzne wynikajace

z warunkéw podparcia ciata.
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Najwieksze do tej pory znaczenie praktyczne maja wiezy
prowadzgce do zagadnien jedno - lub dwuwymiarowych oraz wiezy
dyskretyzacyjne. Wiezy prowadzgce do zagadnien dwuwymiarowych
oméwiono, miedzy innymi, w pracy [9]/str. 42 i dalsze/ w ra-
mach teorii nieliniowej dla materiatu prostego. Przedstawiono
réwniez zastosowania tych wiezéw do wyprowadzenia nieliniowych
rownan Fizycznej powierzchni Cosseratow, do formudowania nie-
liniowych teorii powlhok i pdyt jako teorii konsystentnych z
mechanika trdojwymiarowego osrodka ciagtego oraz do zbudowania
uproszczonych modeli obliczeniowych ciat z warstwg brzegowg
i z warstwg o charakterze inkluzji. W pracy [20] przedstawiono
zastosowanie tego typu wiezéw w ramach teorii liniowej do wy-
prowadzenia dwuwymiarowych réwnan dla ciat pryzmatycznych,ob-
cigzonych na pobocznicy sidami o intensywnosci stalej w Kierun-
ku osi elementu. Otrzymany model nazwano pseudopitaskim stanem
réwnowagi -

W tej pracy, przyjmujac za punkt wyjscia liniowe réwnania
wiezow prowadzacych do zagadnienn dwuwymiarowych, wprowadzono
uogdlnione funkcje przemieszczen i uogdlnione funkcje naprezenh
oraz podano zredukowane warunki nierozdzielnosci. Punkcje na-
prezen i warunki nierozdzielnosci pozwolidy wyprowadzi¢ réwna-
nia naprezeniowe, opisujgce dwuwymiarowg liniowg teorie trojwy-
miarowej deformacji ciata sprezystego. W zasadniczej czesci
pracy wyprowadzono i oméwiono dwuwymiarowe rownania dla ciat
pryzmatycznych)obcigzonych na pobocznicy sidami o zmiennej in-
tensywnosci, co stanowi istotne uogélnienie rownan podanych
w [20], Otrzymane modele nazwano uogélnionymi pseudoptaskimi
stanami rownowagi sprezystej. GHownym problemem oméwionym w

pracy jest problem zaleznosci postaci rownan wiezéw od eharak-
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teru zmiany intensywnosci obcigzen w kierunku osi rozwazanych
elementow pryzmatycznych. Podane w pracy sposoby przyjmowania
rownan definicyjnych wiezéw prowadza do modeli pozwalajacych
rozwigza¢ szereg istotnych zagadnien inzynierskich z dostatecz-
ng, dla zastosowan technicznych,dokdadnoscig.

W pracy stosowana jest konwencja sumacyjna, wskazniki 1 ,
Jj .k , przebiegajg ciag 1, 2, 5, wskazniki a , ©@,$
cigg 1,2, a wskazniki K ,L,.., ciag 1,2,...,n



2. PODSTAW TEORII LINIOWA

Deformacje ciata £ zajmujgcego w stanie naturalnym w prze-
strzeni fizycznej, o ktdérej zakkadamy, ze jest przestrzenig
euklidesowg E3 , obszar Vc E3 , opisywac¢ bedziemy wektorem

przemieszczenia w o sk¥adowych

@.1) I3 — WjxMHeR) ensl),
przy czym
IX*} :V—- SK RxRxR >
gdzie {*'} jest prostokatnym kartezjanskim ukdadem wspédrzed-
nych .

Poniewaz w catej pracy stosowac¢ bedziemy tylko prostokgtne
kartezjanskie uktady wspotrzednych, wiec poziom wskaznika nie
ma znaczenia i wynika tylko z przyjetej konwencji sumacyjnej -

Zaktadamy, ze sktadowe wektora przemieszczenia Wj sa make
w porownaniu z kazdym wymiarem ciata oraz ze pierwsze po-
chodne przemieszczen wzgledem zmiennych x sg bardzo mate
w stosunku do jednosci

w, J«*; L

Ha mocy przyjetych zatozen mozna utozsami¢ materialny 1 prze-

strzenny opis deformacji.

Zaktadamy, ze dla ciata & istnieje potencjat sprezysty

G-2) v=i Ckk ik K,
gdzie
@3 Ej=w@D-

Wielkosci £jj sa sktadowymi tensora matych odksztatcen, a CWd

skfadowymi tensora sztywnosci sprezystej. Ujecie pary wskaznikow
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w nawiasy okragte oznacza ichH symetryzacje.

Zatem tensor extra - naprezenia [21] okrasloay jest wzorem

.4

Stad

(2.5) GE=CijcEY .
Tensor ten wyraza reakcje materiatu ciala $ na stan odksztal-
cenia opisany skdadowymi &-

Sktadowe zewnetrznych sit masowych i powierzchniowych ozna-

czaC bedziemy przez X i1 q , a skktadowe wewnetrznych sit

masowych i powierzchniowych odpowiednio przez R1 i sl

Sity x* 1 ¢ sa obcigzeniami zewnetrznymi, dziatajacymi na

ciatlo 2 , natomiast sidy R1 i s sa reakcjami wiezéw wew-
netrznych oraz wiezéw brzegowych. Sidy X1 i R1 odniesione sg
do jednostki objetosci. Dla rozwazanych w tej pracy wiezdw mo-
delowych, bedacych pewnymi hipotezami dotyczacymi przewidywanej
deformacji ciata, reakcje R1 i s 1 nalezy interpretowac jako
dodatkowe obcigzenia masowe i powierzchniowe, ktorymi nalezy
dziata¢ na ciato, aby deformowato sie ono zgodnie z postulowa-
nymi wiezami.To znaczy, ze podwpdywem si+ XL+R1 ,q+ sl
ciato deformuje sie zgodnie z przyjetymi wiezamimodelowymi .
Zatem rownania rownowagi wewnetrznej maja postac

GJij +X"+R"=0 ,
(2*6) 6°=0, /ie fl .
gdzie ujecie pary wskaznikéow w nawiasy prostokatne oznacza ich

alternacje.

Natomiast na brzegu 8fi musza by¢ spednione warunki

@.7 6" n =q"+s" , x%e
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gdzie symbole n. oznaczajg sktadowe wektora jednostkowego nor-

malnego do OSL .

Rownania definicyjne wiezéw wewnetrznych przyjmujemy w posta-

zakkadajac, ze funkcje fr sa liniowe wzgledem argumentéw Wy
Wi j Zaktadamy ponadto, ze wiezy sg idealne [9] , to

znaczy, ze wielkosci R1 i sl spedniaja zwigzek

2.9

dik? kazdego uktadu przemieszczen wirtualnych(zgodnych z wiezami

(2.8) oraz ewentualnymi wiezami brzegowymi. Zatem zwigzek(2.9)

wyraza zasade, ze praca sit reakcji wiezdéw na przemieszczeniach
wirtualnych jest réwna zeru. Jest to, rozszerzona na teorie kon-
tinuum materialnego, zasada, ktérg przyjmuje sie powszechnie

w klasycznej mechanice analitycznej ukdadéw punktéw materialnych
/por. np.[18], str. 14/.

Nalezy jednak zaznaczy¢, ze w klasycznej mechanice analitycznej

ukdadow punktéw materialnych zasade idealnosci wiezéw przyjmuje
sie jako postulat. Natomiast w mechanice analitycznej kontinuum
materialnego zasada idealnosci wiezow jest twierdzeniem teorii

w przypadku, w ktérym jako podstawowy aksjomat przyjmuje sie za-

sade prac przygotowanych.



3. -YlgZY PROWADZACE DO DWUWYMIAROWYCH PROBLEMOW BRZEGOWYCH
Wiezy (2.8) opisane sg za pomocg liniowych réwnan roézniczko-

wych rzedu m dla funkcji Wj . Wiezy te nazywa sie wiezami

m- tego rzedu /por. np. [9] str. 8/. Podobnie jak w pracy [9],

przez wprowadzenie nowych niewiadomych funkcji u™ rownania (2.8)

mozna przedstawi¢ w postaci

(3.1) fr(x',Wj ,Wg ,uk,ukj) =0

Rownania (3-1) moga by¢ przyjete jako réwnania definicyjne
wiezdéw wewnetrznych réownan w tych przypadkach, w ktérych nie
daja sie one sprowadzi¢ do wiezéw m-tego rzedu.
Przyjmujemy dalej, ze obszar St da sie przedstawi¢ w postaci
S?=n*L ,

przy czym

x«e DcRx R j x3eL=[IQjU]c R .
Mozna zatem, tak jak w pracy [9] /str. 42/, rozwazaC wiezy

opisane nastepujacymi réwnaniami definicyjnymi:
(3.2 Wj @) —A?(XIDUK(«) =0 ,

gdzie A* sg znanymi funkcjami
(SL : XD-*AXIeR de C. (FY)
a uK nazywamy wspOdrzednymi uogolnionymi
(@a(x0)— WKOCa)eRrR)eC2(n) .
Sg to liniowe réwnania wiezéw prowadzgacych do dwuwymiarowych
probleméw brzegowych. Mozna je nazwa¢ wiezami rzedu pierwszego,
bo réownania (3.2) nie zawieraja pochodnych funkcji uogdélnionych.

Oprocz wiezow (3.2) przyjmujemy wiezy brzegowe w postaci

(5-3) uK(X‘):fK(ZL), xae§ncon ,



gdzie Y sa danymi funkcjami na czesci 3 H brzegu 3l

Zgodnie z (3»2) zachodzi wzoér
3.A owj=A;<K ,x*en ,xJeSt ,
a zgodnie z (3.3)

(3.3) 3uKro ,Xean .

3.1. Uogo6lnione rdéwnania rownowagi i1 zwigzki konstytutywne

Podstawiajgc do (2.9) wyrazenia (3.A) oraz

R"=—X"-Gj ,xieSL

srSj°rij -9 t x"e OEL

po formalnych przeksztatceniach i wykorzystaniu lemmatu du
Bois - Reymonda, dochodzimy do nastepujacych uogdlnionych

rownan réwnowagi :
@G3.7) HKatQ+ hK + Kr 0 , x“en
oraz uogolnionych warunkéw brzegowych

(3.8) HK«na=QK , X‘eOn =0n\an ,

gdzie wielkosci HKa i hK sa uogélnionymi naprezeniami, a
A« sg sktadowymi wektora jednostkowego normalnego do 3n
Uog6lnione naprezenia HKix i hK okreslone sg nastepujacymi

réwnaniami konstytutywnymi :

okoc_ OW
(3.9 3Uk "«
J<_ Oow
-0uK

gdzie W jest zredukowanym potencjatem sprezystym



1
(3.10) W =/Vdx3

L]
W rozwazanym przypadku potencjat W jest jednorodng kwadra-

towg funkcja zmiennych konstytutywnych u, 1 thgp- Ue

(3-11) W=1i-DK«N Kailp) +DK‘LiKsuL+1 D KLuK uL

Wielkosci DKaLk , DKKL , DKL charakteryzuja zardéwno wdasno-
Sci sprezyste materiatu jak 1 whkasnosci wiezow (3.2).

WielkoSci te okreslone sa wzorami

DKp> _ v cigj> AKALdAxX3

(3.12) DK#L= /C @jn AMAKmAX3

DKL =y 'cijm AK. Amndx3

Z (3.11) wynikaja nastepujace liniowe réwnania konstytutywne:

hK«=d K«L jJ_p>+DKaLuL

G-13) hK=-DL% > _ OKLUI

Wystepujace w (3.7) i (3.8) uogélnione obcigzenia fK i QK

okreslone sa wzorami

G-19 K =/x"AKdx3+ (@"AD 3, + (~AK) X —L

Qk=j g'Aldx3
D
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Wszystkie wielkosci wystepujace w réwnaniach (6.7), (6-8) i
(5.15) sa funkcjami tylko dwoch zmiennych >0 . Zatem rdwnania
te opisujg dwuwymiarowa liniowg teorie tréjwymiarowej deformacji

ciata sprezystego, zgodnej z wiezami (6 2 ) 1 (G 5 ) =

5.2. Roéwnania przemieszczeniowe

Znajomos¢ rownan konstytutywnych pozwala juz na wyrazenie row-
nan rownowagi (56.7) przez wspodrzedne uogoélnione. Jezeli zatem
do réwnan ( .- ) wstawimy prawe strony ( ..s )a dalej zmienne kon-
stytutywne jJRa wyrazimy przez pochodne wspédrzednych uogolnio-

nych, to w rezultacie otrzymamy ukdad n roéwnan

(5.15)  (OK‘LpUL f+DKaluL)@ -DLpKulpi-DKIFuL+FK=0 , /““en.

Rownania (5.15) stanowig ukdad liniowych réwnan przemieszczenio-

wych.

Do réwnan (5.15) nalezy doda¢ nastepujace warunki brzegowe:

(5.16)  (O"LIb ul™ DKaLuL)na=@& , x“eOn ,

uK=yK , x“eSn

s s - funkcje przemieszczeh
Wprowadzajgc funkcje przemieszczen mozna sprowadzi¢ zdo-

zony ukdad rownan przemieszczeniowych do réwnan o prostej
strukturze. Przydatny w teorii sprezystosci sposéb rozwikta-
nia ukfadu réwnan rozniczkowych czastkowych przedstawiono w prac

[19] . Sposéb ten mozna stosowa¢ tylko do réwnan liniowych
o stalych wspotczynnikach. Zakkadajac, ze ciato jest jednorodne
oraz ze funkcje AF zaleza najwyzej od zmiennej X , rownania

G 15 ) mozna przedstawi¢ w postaci:
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(3.17)  DK“LJuld(H: (DKoiL-DLaK)ulo-DKLAL + FK~0

W tym przypadku wielkosci (KotLlo ~DKaL i DKL sg stale.
Jest to przypadek szczegdlny, lecz znajdujacy dos¢ szerokie
zastosowanie w praktyce.

Wprowadzajac operatory

(3.18)  LKL=DKoWLb3aD,,+2DKCILISK-DKL , 9"=8§

ox@

réwnania G .. ) zapiszemy w postaci

(3.19) Lkl uL+FK=0

Ze wzoru (3.18) wynika, ze operatory Lkl sa przemienne
oraz liniowe.
Jezeli wiec
M .2 e W % :n— R)
OL,KjeR ,
to
QL [LKL@ECM +vN)2) = +oglkim: ]

Zatem wyrazajac wspodrzedne uogélnione uK przez funkcje
przemieszczen
(Fk :n-R) e c2n(n)

w nastepujacy sposob:

(3-20) uM=det[LKL]M
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otrzymamy réwnania
-2 det[LKL]FM+fM=0 ,

gdzie [LkI] jest macierza o wyrazach Lk , macierz [k
powstaje z macierzy [Lkl] przez zastgpienie M-tej kolumny
wektorem [Fk]

Uktad (3.21) sktada sie z n rownan, z ktorych kazde za-
wiera tylko jedng niewiadomg funkcje Fi/

Liczbe niewiadomych oraz réwnan mozna w wielu przypadkach
zredukowa¢. Oznaczmy przez endomorfizmy przemienne z ope-

ratorami Lki

i Cm(n)-C2n() , A =12).Jn<n ,
takie, ze
A(lgJdso|™ Ker ) , m=F(i_,f) ,
gdzie Ker jest jadrem

Jezeli mozna okreslic¢ takie funkcje
<A n—-»» |,
fK=i * gA i

K

to wyrazajac F" przez nowe funkcje przemieszczed w nastepu-

jJacy sposob:
FK=EapA
otrzymamy réwnania

det [LkI]8a +gA=0

Wspodrzedne uogdlnione obliczamy w tym przypadku ze wzoru

K=ta L™ Lk =gt IMN] Ra
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gdzie [LMNJik jest dopednieniem algebraicznym elementu LK
w macierzy [HIK] , macierz [Imn]k" powstaje z macierzy

[IMN] przez zastagpienie K-tej kolumny wektorem [ ] -

3.4-, Zredukowane warunki nierozdzielnosci
Podobnie jak w klasycznej teorii sprezystosci, zmienne kon-
stytutyv;ne nie sg niezalezne. W roz'"azanym przypadku wielkosci
te muszag spetnia¢ réwnania
yK[=x,|b] =°
G 22)

uK,a-yK« =0 - x0<en-

Sg to zredukowane rownania nierozdzielnosci, ktére mozna nazwacC
takze zredukowanymi roéwnaniami geometrycznej zgodnosci .
Warunki nierozdzielnosci maja posta¢ (3.22) tylko wtedy,

gdy wszystkie wspodrzedne uogdélnione uK i wielkosci Ko( sa
zmiennymi konstytutywnymi. Dla tych wspédrzednych uogélnionych,
ktdére nie sa zmiennymi konstytutywnymi réwnania (G -2: ). » mogg
by¢ zwigzkami geometrycznymi. Jezeli niektdore sposrod wspod-
rzednych uogélnionych sg wprost przemieszczeniami, to réwniez

odpowiadajagce im wielkosci nie sa zmiennymi konstytu-

ij
tywnymi. Wynika to z faktu, ze potencjat sprezystosci nie za-
lezy bezposrednio ani od wspotrzednych wektora przemieszczenia,
ani od czestosci niesymetrycznej tensora, ktérego wspodrzednymi
sg pochodne czastkowe skdadowych wektora przemieszczenia.

Wynika stad, ze poprawne okreslenie postaci warunkéw nierozdziel-
nosci dla réznych przypadkéw wymaga szczegotowej analizy rozwa-
zanego zagadnienia i moze stanowi¢ przedmiot oddzielnego opra-

cowania.
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Warunki nierozdzielnosoi dla przypadku,w ktorym A%:Agzl,
A§=£(x3) a pozostate funkcje AF sg réwne zeru ~odano
w pracy [17] . W tym przypadku wspédrzedne uogdlnione ua s3
przemieszczeniami, zatem zmiennymi konstytutywnymi sg tylko wiel
kosci

f«lb=u(,@®@ "u3 < i3« -
Stad warunki nierozdzielnosoi maja postac
ec(5e |56£«p>,y6=0 u3,of "3a~® " i3apkF0 *

gdzie jest symbolem Ricci"ego.

3.5. Roéwnania naprezeniowe
Réwnania réwnowagi (3.7) beda tozsamosciowo spelnione,
jJjezeli naprezenia uogdlnione wyrazimy przez funkcje
(M30C*F)— KEHeR) e ,

(5-23)
(Hau*) -*vVv)eR) eC2(n ,

w nastepujacy sposob:

hKk=Ga( p'+
G-29)
hK=Y K% - fK

Funkcje $K i Y " mozna nazwaé uogoInionymi funkcjami

naprezen.
Zwiagzki odwrotne do (3.13) maja postac
ﬁqm::DnﬁjﬁHlA—DKaEhL

~ Li5 ~

L
UK = DL(bKH °KLh =

Zatem podstawiajac prawe strony (3.24) do (3.-25), a uzyskane
wyrazenia do warunkéw nierozdzielnosoi (G -2 : ), otrzymamy réwna-

nia naprezeniowe omawianej teorii
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e"r’\wy—,,+% & **>V 5K«LfL]”™ o -

(3.26) [VK~, +*a~AyVBky].«+

+ BK«L"L% -D KaL,f* L ~ e sal/L3)-DKQLfL-rO ,xS n

gdzie
Dkocl -f¢  Kalp < "5k 2P M ok
Réwnania naprezeniowe sa szczegdlnie uzyteczne w przypadkach,
w ktorych na catym brzegu 9n zadane sg warunki (3.8)
Warunki te majg postac¢ nastepujaca:
e“p($K (+1+6” V KNna =QK , x“e 3FL
W tych przypadkach, w ktorych niektdre sposréd wielkosci hK
sg tozsamosciowo rowne zeru oraz w ktdrych pewna czes¢ kwadra-
towa macierzy [HKk] jest symetryczna, zwigzki (3.24) nalezy
odpowiednio zmodyfikowa¢. Przykd#ad takich zmodyfikowanych zwigz-

kéw znalezé mozna w cytowanej juz pracy [17]



4. WIEZY PROWADZACE DO ZAGADNIEN UOGOLNIONYCH PSEUDOPLASKICH
STANOW ROWNOWAGI SPREZYSTEJ
Wiezy rozwazane w tym punkcie sg przypadkiem szczegdlnym
wiezardw (3.2). Omawiamy je ze wzgledu na ich duze znaczenie
praktyczne. Réwnania dla wszystkich dalej rozwazanych przypadkéw
bedg wynika¢ bezposrednio z réwnan wyprowadzonych w tym punkcie.
Funkcje Ajy przyjmujemy w postaci

ak/ ]\ jK.ou , 3n jkadi 3.
(4.1) i} "A3(X )+ 634G Ax )H(GBT GIT(X )+

K-3,3  ,3
+ 63 0) tjj3(x 5
gdzie % i1 € sa znanymi funkcjami zmiennej x
Wprowadzamy takze nastepujace wygodne oznaczenia dla wspot-

rzednych uogoélnionych:
(4.2) uK=G'ua+<v+ Kaua+0orv

We wzorach (4.1) i (4.2) 6 jest symbolem Kroneckera.
Podstawiajgc prawe strony ,4.1) i (4.2) do réwnan (3.2)
otrzymamy
wal) -udGEG CB) - Uil TICR) =0,
4.3
Wa X)-V(XD: Ce )-v(XBTE (3)=0
Réwnania wiezéw (4.3) zawierajg szes¢ wspodrzednych uogolnionych,
W niektdérych szczegdlnych przypadkach wspédrzedne te mozna pro-
sto zinterpretowac.
W przypadku, w ktdrym

t=*1=X3
modelem obliczeniowym opisanym wiezami (4.3) jest obszar na

ptaszczyznie n= xJeE :x =0j, najezony wektorami normal-
nymi 2 . Jest to zatem fizyczna powierzchnia Gosseratoéw,

ktorej elementami sg punkty Pen wraz z jednym wektorem kie-



runkowym , (P,E Defi.

Model ten przedstawia rys. 1.

W tym przypadku wspédrzedne uogdlnione wua i Vv sa prze-
mieszczeniami punktu P , wspodrzedne ua sag katami obrotu
wektora 2 w ptaszczyznach réwnolegdych do na=|xj:xK=o] ,
a wspotrzedna v oznacza zmiane diugosci wektora V. . Dla
innych przypadkéw interpretacja wspotrzednych uogoélnionych

moze byc¢ inna; zalezy to od postaci funkcji t ig.

Dalsze rozwazania przeprowadzimy dla ciat izotropowych, dla

ktdérych
4.4 CW =<u(0k 6 +oi! 6™+ <
gdzie i A sag stalymi Lamego.

Pozostate wielkosci oznaczymy podobnie jak wspodrzedne uogol-

nione

HK«:AMm'f‘aa M "+?[§_3J K _CS—'/I'\M(

G S T S N S
“4.5

= K+ «k+FK3T4 oKk j

Q :ﬁ Qa+oiT + é&(—JQa+éj)-Jf
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Podstawiajac (4.5) do (3.7) i (3.8) otrzymamy nastepujace

uogélnione roéownania réwnowagi oraz warunki brzegowe:

Hsa(d+  €F =o
Me ,+m +k=0
4.6)
Ma,,+m + =0 , X®en
H»* , M«na=T ,
@.n

Aa=Q> > Ma\:| > X«e 3n

Podstawiajac natomiast (4.4) i (4.1) do (3.12), a uzyskane wy-

razenia do G ..: ) i biorgc pod uwage oznaczenia (4.5)"2 otrz7*

mamy, dla rozwazanego przypadku, réwnania konstytutywne

H* p=i* <4 > 2ju,.,B,,.um c,)*P H t(u>,*V)BI2*

+e&5E1 +eC

4.8) h ==5 ['"2* pB: +Ch-p)C2l j

MO<=5a” [u |iB21+v [DB11+(u”+v ())C22] ,
=-[(2H+A) (VBI2vC1D)+ X(utjBIl2+uiyno,,)] ,
HArSa* 2/MN0N @BR+uy LI +

+d0giX [u”B 1 +vB21+(ur +v)C11]
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h =-6 (2(5+ Vf,)B12+Up)C21+Vp)C22]

M=5 ~ [( uN/p)).~ up™] +vpC2]

m --[(29+A)(VB22+VC12) +A(u Ah21+7 EAL2A *

Wystepujace w rownaniach (4.8) stale Bwi( , Baf) oraz

okreslone sa nastepujacymi wzorami:

/1 /1 N
Brytbdxs , B:=/(t:) dx , Bai=/U,s33dxs ,

S S S
Brfe3d ® M rh 2dx3 - a/(,3aa3 .

<4"9> > >
@2rynTi,Bx *72 1,337 d*3 * *N=/-23TJd>J <

V V1 V

Cl2-y ~3T,33dx ' C2Vj*,33'0.34*3 > 227 ?U.S”*3 -

10 10 10

Wielkosci te charakteryzujg wiezy (4.3).

Rownania przemieszczeniowe majg w tym przypadku postac

BIA¢j V2V @+,WDury+Avd -~ B2vat Bjj™ )+

+ClliuV2ua+(A+)u, yJ -CZu(vd+g( +CI12A v (=0

(4.10)

BLnHAV -B12[(2,U+A)v +A u*a]+

+C22(jj (V2v+ uac()-C12(27J+A)v -CA A 0°A+ k =0



=WuUiy#FB2N (V' °«)+8& A% +

+c Ajv:V  (A+ADUNM+AVI->] (Co2 VK+C 1 uth) + T(=o ,

B gu(\2v+ucQ-B2  @+NV -® TAu% +

+C2 @V. v-CE [u+A)Vv + Au“oJ]+C: 1 0utit <=0 , >aen

Do réwnah (4.10) nalezy dolaczy¢ nastepujace warunki brzegowe:

x  V=(;

ua=A, , V) , xae3f ,

“4.11)
, m“\,=T ,
, MKAa=T , X“e 3n ;
gdzie ., pa ,mi ,0 sg znanymi funkcjami.

Wystepujgce w rownaniach (4.10) i warunkach (4.11): uogol-

nione obcigzenia okreslone sg wzorami

“4.12) x3=1,
IO
Ve, N3 ./ d
fo=/Xa'r3dx3 +(¢f'r2) x3=, +(q V xJ=L

k=yXsT s dx +@" :)X3=0 +(B* 3) ,XsSn

10



Rownania (4.10) stanowig ukdad szesciu rownan dla szesciu
wspodrzednych uogélnionych ua,v , uM ,vVv Po okresleniu
z réwnan (4.10) wspodrzednych uogdlnionych, skdadowe wektora

przemieszczenia mozna wyznaczy¢ ze wzoru
“4.13) W~ <F"aCk +u”) +5?2(vE+vk_3)

Natomiast sktadowe tensora extra - naprezenia okreslone sg

nastepujacymi wzorami:

eq, =t <Hh.F»+ V (Ur+v)]e3+

HH @4V Q.rlk4v 23 *
(4.14)

G«3=S« " ™ Uo733+% ™ +Ma+%7,3 ~ *

633=[(28u+A)v + A u*"]i;3+(2jj +A)vij 33 +

Rownania (4.10) , mimo ze stanowig przypadek szczegdlny réwnan
(: .15 ) topisujg duzg liczbe zagadnien o znaczeniu praktycznym.
W nastepnym punkcie pokazemy, jak z rownan (4.10) wynikajg réw-

nania dla réznych zagadnien ptaskich teorii sprezystosci.



5. NIEKTORE PRZYPADKI SZCZEGOLNE
Ukdad wspotrzednych jx'j przyjmujemy tak, aby dla roz-
wazanych ciat zajmujacych obszar

iA=(IxLc RxRxR
zachodzi+ warunek

L=[-h,h] c R
Teraz wygodnie jest przyjac

n =<x"':x3=0"
Ptaszczyzne n bedziemy nazywa¢ plaszczyzng sSrodkowg

rozwazanego elementu.

5.1. Antyptaski stan odksztakcenia

Zatbézmy, ze rozwazane ciato obcigzone jest na powierzchni

OnxL sitami

G-) g =Cc": ()
Jest to obcigzenie styczne o .intensywnosci statej w Kierunku

osi X , /rys. 2 /.

Ponadto zat6zmy, ze sidy masowa okreslone sg wzorem

5.2 X =<3 Xs (@)



Mozna teraz przyjac

ts. L ho0
W tym przypadku wiezy (4.3) wyrazajg hipoteze, ze tylko skia-
dowa ws wektora przemieszczenia jest rozna od zera oraz
ze sktadowa ta zalezy tylko od dwéch zmiennych X* .

Ze wzorow (4.9) wynika, ze

Bfl=2h,
a pozostate wielkosci Bap,, Cap sg réwne zeru.

Podobnie ze wzoréw (4.12)otrzymamy

k=2hXs , T=2hgs ,

fa=FVKk =0 *=Q“=T -o
Réwnania (4.10) redukuja sie w tym przypadku do jednego réwna-
nia przemieszczeniowego.
(G.3) JuV2v +X: =0 , xaen

a warunki brzegowe przyjmuja postac
G.DH van“=qs , X‘e 3A

Sk¥adowe wektora przemieszczenia okreslone sag wzorem

wj=53v
zas sktadowe tensora extra - naprezenia okreslone $g nastepuja-
cymi wzorami:

Gfr=° 2 633="°

G«3=¢3a="va
Wzory te wynikajg z (4.13) i1 (4.14)
Jedynymi roznymi od zera reakcjami sg reakcje S“ na po-

wierzchniach czotowych . Reakcje te wyraza wzor



Przedstawione rownania opisujg dobrze znany w literaturze

antyptaski stan odksztakcenia.

5.2. PHaski stan odksztakcenia

Z kolei zat6zmy, ze rozwazane ciato obcigzone jest na

powierzchni  311*L sidami
(5.5 -
Obciazenie to jest state w kierunku osi x /rys. 3/.

Zaktadamy rowniez, ze

(G.6) X =6 BX“(Xh
W tym przypadku mozna przyjac
t-o - 1da -

Teraz wiezy (4.3) wyrazaja hipoteze, ze sktadowa w: wektora

przemieszczenia réwna jest zeru, a skladowe wK zalezg tylko



- 28 -
od dwéch zmiennych x¢ . Ze wzoréw (4.9) wynika, ze tylko

Bii r~zne od zera i wynosi

2 h

Natomiast ze wzordw (4.12) otrzymamy
fr=2hx* *=2hq"
Pozostate uog6lnione obcigzenia rowne sg zeru.

Réwnania przemieszczeniowe (4.10) przyjmuja w tym przypadku

postac

(G.7) >J V. ua+ (A+MOu* sv + Xa=0 , X‘en,
a warunki brzegowe maja postac¢ nastepujaca:

(5-8) 29we@EY™+Au*y n@=qa , x“e3ll

Sktadowe wektora przemieszczenia i tensora extra - naprezenia

okreslone sg wzorami

rJ
Gx3=G3« =0 ' S33T ~ G .y
R6zne od zera sa tylko reakcje S: na powierzchniach n*{zh}
S3=+Aur f , xiefix |+h

Wida¢ wiec, ze z rownan (4.10 - 4.14) otrzymalismy, jako
przypadek szczegélny, rownania dla ptaskiego stanu odksztat-

cenia.



5.3. Pseudoptaski stan rownowagi, tarcze
W tym punkcie dla obcigzen okreslonych wzorami (56.5) i (5.6)
przyjmujemy

G.9) e=%

Dla funkcji (5.9) wiezy (4.3) wyrazaja nastepujaca hipoteze:
wkokna materialne,réwnolegte do tworzacych powierzchni walcowej

ograniczajace ciato w pewnej konfiguracji, pozostaja rownoleg-

4e do tych tworzgcych w kazdej konfiguracji i doznaja tylko
Jjednorodnych odksztatcen podtuznych.

Teraz

a pozostate wielkosci okreslone wzorami (4.9) rdéwne sg zeru.

Podobnie z (4.12) wynika
f=2hXa , Q“=2hqg“
f=k=k=Qa=T=T=0
Réwnania przemieszczeniowe maja w tym przypadku postac;

V2ua+(A xa =0

(5.10)
Ju-y V2v-(24j+A)v- AuOw=0 y~efl

a warunki brzegowe sag nastepujace
2N u@.P)AP+*(u, F+V)ftc=ik

G.11)

vpnt=0 , x"e3n
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Réwnania (5.10) moga by¢ réwnaniami przemieszczeniowymi tarcz.
Réwnania naprezeniowe dla tego przypadku oméwiono w pracy [17]
Sktadowe wektora przemieszczenia i tensora extra - naprezenia

okreslone sg wzorami

Réwnania (5-10) opisuja dwuwymiarowy model obliczeniowy, nie
rozwazany w klasycznej teorii sprezystosci.

Réwnania te otrzymano przy zastosowaniu teorii ciat z wewnetrz-
nymi wiezami w pracy [20] . Model ten nazwano pseudopdaskim
stanem réwnowagi. Warto jeszcze zwroci¢ uwage na to, ze rdéwna-
nia przemieszczeniowe klasycznej teorii tarcz cienkich uzyskamy

w wyniku przejscia granicznego, przy
h— o0
Istotnie, wtedy z (6 .10)2  Orrzymamy

5.12)

Podstawiajac wiec (5.12) do (56.10)», mamy

G.13)

Réwnaniom tym odpowiadaja nastepujgce warunki brzegowe;
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Zatem klasyczny ptaski stan naprezenia jest przypadkiem

asymptotycznym pseudoptaskiego stanu réwnowagi .

54, Ptyty

Jezeli h<~ba , gdzie ba sg wymiarami elementu
w plaszczyznie x3=3 oraz jezeli obciagzenie
F=EN )
przytozone jest tylko do powierzchni I> j-hy , /rys../,
a sity masowe okreslone sg wzorem
X '= & 'x3(xk)

to mozna przyjac

W tym przypadku wiezy (4.3) wyrazaja hipoteze o nieodksztal-
calnosci materialnego elementu liniowego prostopadtego do
ptaszczyzny sSrodkowej i o braku odksztatcen w tej plaszczyznie.

Ze wzordw (4.9) wynika, ze

B11= > B.=2h >



a pozostate wielkosci , B~ i Cak sa rowne zeru.
Sposrod uogolnionych obcigzen tylko k jest rozne od zera,

k=2hX3+q3
Réwnania przemieszczeniowe majag postac

2

Tud+ (Are)un,, ] -djvit+ ud=o0
.14 ;

iu(yv+u“K)+X3+| =0 , x'en.

Warunki brzegowe zalezg od sposobu podparcia krawedzi phyty.

Dla krawedzi sztywno utwierdzonych mamy;
ua=0 1 v=0 , xote 3 n j

dla krawedzi swobodnie podpartych

2ffow B MNATTIVe -
v=0 , x*eln

za$ dla krawedzi swobodnych warunki brzegowe maja postac;

(ua+va)ri“ =0 , x"e an

Sktadowe wektora przemieszczenia dowolnego punktu pdyty okresla
wzoér
wi=<&Gax +03v
a sktadowe tensora extra-naprezenia nastepujace wzory:
= +4FAN e X

6cB83=63«="j(O«+N ) *

@B=AA *



W teorii tej przemieszczenia dowolnego punktu okreslajg trzy
wspOtrzedne uogolnione uK i v . Chcac otrzyma¢ réwnania
odpowiadajace klasycznej teorii ptyt cienkich nalezy zgodnie

z hipotezami Kirchhoffa dodatkowo przyja¢, ze wkokna material-
ne prostopadte do ptaszczyzny sSrodkowej przed deformacja po-
zostajq prostopadtymi do powierzchni sSrodkowej po deformacji .

Wyrazem analitycznym tej dodatkowej hipotezy sg zwigzKi

(5.15) 0«+ v« =0 |, n .
G -15 ) generuja doaarkowe wiezy brzegowe
(5.16) aaas x0'+ Osv =0 , X“ e an

gdzie as oznacza pochodng wzddtuz brzegu an

Rownania (56.15) i (5.16) wymagaja wprowadzenia dwoch wewnetrz-
nych mnoznikéw Lagrange®a oraz jednego mnoznika brzegowego.

Po wyrugowaniu mnoznikéw Lagrange'a dochodzimy do réwnania
biharmonicznego dla wspédrzednej uogodlnionej v oraz do
warunkéw brzegowych,odpowiadajgcych temu réwnaniu. Wyprowadzone
na tej drodze, w sposob Scisty, rdéwnanie rézni sie nieco od
réwnania klasycznej teorii ptyt cienkich. Hleco inaczej okreslo-
na jest sztywnos¢ piyty. W teorii Scistej otrzymujemy dla pty-

ty o grubosci h sztywnoscé
n, (A-~h3
2

a w teorii klasycznej przyjmuje sie



R6znica ta wynika z wewnetrznych sprzecznosci teorii klasycz-
nej, w ktérej, miedzy innymi, przyjmuje sie zwigzki konsty-
tutywne jak dla ptaskiego stanu naprezenia, mimo ze z zatozenh
kinematycznych hirchhoffa wynika, ze £33=0 I 633™ 0"

Na zakonhczenie tego punktu warto zwréci¢ uwage na to, ze
z réWnan (4.10) - (4.14) mozna otrzymac¢ niezwykle pros;o réwna-
nia dla szeregu ogélniejszych teorii. Na przyktad dla zagad-

nien tarczowo - pdytowych mozna przyjac;
=3 i ~ ==3

Dwuwymiarowy model tej teorii omowiony zostat w punkcie czwartym.
W nastepnym punkcie przedstawione zostang nowe dwuwymiarowe
modele obliczeniowe dla szerokiej klasy tréjwymiarowych zagad-

nien statyki liniowej teorii sprezystosci.



s . ZAGADNIENIA UOGOLNIONYCH PSEUDOPLASKICH STANOW ROWNOWAGI

W tym punkcie oméwimy dwuwymiarowe modele obliczeniowe dla
zagadnien, w ktorych intensywnos¢ obcigzenia, przytozonego do
powierzchni 90 L , zalezy od wspédrzednej x <« Zagadnienia
te wygodnie jest podzieli¢ na dwa przypadki. W pierwszym przy-
padku uwzglednia¢ bedziemy obcigzenia q"=5g“ , a w dru-

gim obcigzenia okreslone wzorem (" =<Qs

6.1. Rownania dla pierwszego przypadku

Zaktadamy, ze obcigzenie Q" mozna przedstawi¢ w postaci

€-) A" i) =ceq“G<fyp(3) -
Obcigzenie to przedstawia rys. 5.

Dla tego przypadku przyjmujemy
(6.2) ~N=0.

Wiezy (4.3) wyrazaja teraz hipoteze, ze charakter zmiany od-

ksztatcen Z . i I~ w kierunku osi x jest taki sam.

Rys. 5



Ponadto przyjmujemy, ze
(6.3) t(xh) =0 lub £8§=+h) =0 .

Warunki (6.3) pozwalaja znacznie uprosci¢ postac¢ rownan
opisujacych ten przypadek.

Ze wzorow (4.9) wynika, ze dla rozwazanego zagadnienia wszystkie
wielkosci Bap i sg rowne zeru oraz ze macierz TBKp,]
jest niesymetryczna. Tym samym w réwnaniach wystgpiag tylko

trzy rézne state
h h h
(6.4) B =20 , B: =/E,: ) dxs , bo=/liEs:) ds =
-h -h -h

Dalej przyjmujemy, ze sidy masowe X1 okreslone sg wzorem

(6.5) X'(xj) =S~MUANY U3
Stad h
Al=/Yt3dx3"',
Q =AN , Ae=/pradt
-h

a pozostate uogdlnione obcigzenia rowne sg zeru.
Réwnania przemieszczeniowe (4.10) maja w tym przypadku
postac

B [0 ve u@+ G<)uita +\v ,,] <A(-Biva +

+B22ua)+ AlXa=0

(6.6)
B LIV2v-Bi2 [ JutA)v+AU“ o] -Bi:"JUac 0 , A n .



Zaktadajac, ze
Bi+O @2 B

oraz wprowadzajac oznaczenia

(6.7) cC=-2¢t , cr-12- , Di = -L
12 B11 12

réwnania ( .s ) mozna przedstawi¢ w prostej postaci:

p (V: CHuat+ (A+p DU+ v)a +D, X«=0
(6.8)

€(V2-C2v-C2a + iu)(u“0+v) =0 , xden.

Réwnaniom ¢ -s ) odpowiadaja nastepujace warunki brzegowe:

AV M " P+MUV  v)"«=D: co( |

(6.9)
(v -eju, )™~ 0 , Xx*ean

gdzie
A?

Sktadowe wektora przemieszczenia mozna w tym przypadku

wyznaczy¢ ze wzoru

G-10) wi=G6uag s + 63v | ,

a sktadowe tensora extra-naprezenia ze wzorow nastepujacych:

~alb=t P uO+" u,i+ £3

(6.11) G«3="(1J« "33 + V. « ~

s33 S[Gh+AIv+ Au %R
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Zatem wzory dla reakcji wewnetrznych i brzegowych maja postac;

R.=-u(C"+ £33)3 u,+ (Di e8~Y)XH

R3=-jj(C2e+ ~33)[(A + 2iu)v + (A+tn)u0,0] , x'e5t
(6.12)

S@=+w (u#” 33+Va

S3=t[(2§+A)vV+A u" w]t.3 , x'en*jthj

S«r '@ ~,3" pH«

S3=jJ(C2"+ W O«"* * Xle on>< L .
Ze wzorow (6.12) wida¢, ze reakcje R: a takze S dla
X"e 3n*L bedatozsamosciowo roéwne zeru, gdyspednione

beda nastepujace warunki:
Gj=s3 , p=Y ,

(6.13) C,t+ts; =0

t= ipdx3

Zatem funkcja £ powinna spedniac¢ rownanie roézniczkowe(6.13) j
z wa. jinkami brzegowymi lub £ (zh) =0

= intensywnos¢ obcigzenia i sit masowych powinna zmieniac¢ sie
w kierunku osi weddug funkcji L

Ponadto z budonjr wzordéw (6.12) wynika, ze w tych przypadkach,

w ktor’sh™liie mozna spedni¢ w sposob Scisty warunkow G .1z ) »
mozna datwo funkcje £ dobra¢ tak, by reakcje R: oraz S:
dla x"eon*L by+y minimalne.

Miedzy innymi mozna w tym celu szuka¢ minimum funkcjonatu



3[t]=/[(Clt+ t33Q + (C2t+ t33Q +(Die.3-V)2+

(6.14) h . s
+ (D273 p) ~dx

Dla zagadnien, dla ktérych zakdadamy, ze
Xi=0
funkcjonat (6.14) ma postac:

h
(6.15) ‘[e]=/[(C1l4+t 33)2+ (~+ t 33)2+ (D223 -P )2]d)<3
-h
Jezeli funkcje przyjmujemy w postaci;
£=aKK(3) ,

gdzie 1‘K sa znanymi funkcjami spekniajacymi warunki

®K( +h) =0 lub f (zh-o ’

a wielkosci aK sa stalymi, to szukanie minimum funkcjonatu
(6.14) 1lub (6.15) sprowadza sie do szukania minimum funkcji
wielu zmiennych $(aK)

Na tej drodze mozna znalez¢ wiele rozwigzan z wystarczajaca
dla potrzeb techniki doktadnoscig.

Oméwiony sposOb rozwigzywania zagadnien trdojwymiarowych
moze mie¢ duze znaczenie praktyczne dla tych przypadkéw, dla

ktérych przyjmujemy, ze

X«=0
oraz ze obciagzenie roztozone jest na Srodkowej czesci
powierzchni Sil» L elementu o wymiarze h , wiekszym

od wymiardéw poprzecznych ba . W tych przypadkach wpityw re-
akcji S dla X"erixj+hj na rozkdad naprezeh w czesci

Srodkowej elementu jest niewielki.



Przyktad 1

Rozwazmy element obciazony na powierzchni OrUL sitami

o intensywnosci okreslonej wzorem

Obcigzenie to przedstawiono na rys. s . Ponadto przyjmijmy

Xa=0 m
Zatem
PO =1_(:)3
h
Z warunku G -13)« mamy
Rys. & -

Poniewaz rozwazane obcigzenie roztozone jest symetrycznie
wzgledem ptaszczyzny X -o , wiec funkcja t, powinna spek-

nia¢ warunek

1;6¢ )=-£(-x3)



Stad nalezy przyjac

C=0
Mamy zatem
(6.186, t=
Tak przyjeta funkcja E, moze byC¢ uwazana za pierwsze przy-
blizenie. Przyblizenie n-te otrzymamy, przyjmujac
3IB\ o/ o0 "¥S5\ W GJIintl
<6.17, +c"(x3- ~ 7T
3h " \Y; 5h * " ¢n+Hh -’
i wyznaczajac stale aK z warunku minimum funkcji
]
$@EK)=/AC.E+£33 ) +(CGHtss 2 + (@ N -p):2 Jdx:
-h
gdzie za £ nalezy podstawi¢ wyrazenie (G .7 ), a wielkosci

C ,G 1 D nalezy wyznaczy¢ ze wzordow (6.7) .
Wielkosci dq ,C ,D: zalezeC beda rowniez od a
W tym przykdadzie rozwigzanie przedstawimy tylko dla funkcji
(6.16). Poniewaz funkcja ta spednia warunek G .13 ) , wiec
reakcje Su na calej powierzchni bocznej 3n*L sg rdéwne

zeru, zasS z warunku

3,3(xh) = o
3
wynika, ze rowniez reakcje S na powierzchniach czotowych
nxJ sg réwne zeru. Pozostate reakcje sg proporcjonalne
o n

d

pierwsze przyblizenie moze by¢ wystarczajaco dokdadne.

"2, a zatem dla elementéw dostatecznie dtugich juz

Wielkosci w  tym przypadku, przyjmuja wartosci

nastepujace:



=IM...h3 B h B A-L
| 315 * 12 15 ‘22 7 83 h
Zatem
r 40 1 p 273 1
1 13 h2 ' 2_ 136 h2

W rozwazanym pierwszym przyblizeniu mozna przyjga¢ do obliczen

praktycznych

c1=37? - !

Stad roéwnania przemieszczeniowe maja postac

n(V: -Mua WA+MUXUuNM+V) R =0
h

(6.18)

J(V2—¢ -)v—¢-(A +uMu”  +v) =0 , Xx‘en
- h2 h2 u

a warunki brzegowe maja posta¢ nastepujaca:
28 UGGM A MUV V)=t "
(va-+ -va)i‘="° x~an

Sktadowe wektora przemieszczenia i tensora extra - naprezenia

okreslone sa wzorami

SB3\2 v 0 i om 133\3

(6.19)

¢ =t AU, teMuii« vy~ 1 '-'/\r) .



633 =[(2~+A)V +Au“_j(I-

Gdy h-— co, to réwnania (6.18) zblizajg se asymptotycznie
do rownan dla ptaskiego stanu odksztalcenia, a rozwigzanie
(s .19 ) przechodzi, dla czesci sSrodkowej elementu, w znane

wzory dla tego samego przypadku.

Przyk#ad 2
Z kolei rozwazmy przypadek, w ktorym intensywnosS¢ obcigzenia

zmienia sie w kierunku osi x3 weddug funkcji;

(6.20) p=ccsakx3

gdzie

przy czym k jest dowolng liczbg naturalng.

Przyjmujemy réwniez, ze

¥ =cosakx®

Podstawiajac (6-20) do warunku (6.13)" otrzymamy
(6-21)
Dla funkcji (6.-21) mamy

g=C2=ak , D= .

Zatem réwnania przemieszczeniowe ¢ -.s ) majg w tym przypadku

postac



Réwnaniom tym odpowiadajg nastepujace warunki brzegowe:

®
6 23)

Xa g on

W réwnaniach (6.22) i warunkach brzegowych (6.23) dla wspot-
rzednych uogdlnionych wprowadzono dodatkowy indeks k, ujety
w nawiasy okragte dla podkreslenia,ze sg to rownania ala
funkcji ( -2 ) zaleznej parametrycznie od liczby naturalnej k
tatwo sprawdzi¢, ze w tym przypadku wszystkie warunki (6-13)
spednione sg w sposob Scisty. Zatem reakcje wewnetrzne R:
w calym obszarze sL oraz brzegowe s1 na calej powierzchni
bocznej sN*L sg tozsamosciowo réwne zeru.

Poniewaz

tRE) =0, t([K)s: €&h) =o

wiec rowniez reakcje s* na powierzchniach czotowych n*
beda tozwamosciowo réwne zeru.
Jezeli wiec ciato obcigzone jest sidami
N (x1) =cn*(xN) COSka3

a sidy masowe okreslone sa wyrazeniem

Xa(x1):X")(x,i)cosa|<x3

to sktadowe wektora przemieszczenia wynosza:



6.29) w.|(xj)= é:il%*mlgé +6 3|v*k)@k sira,le@

Dla tego przypadku rézne od zera sa tylko reakcje S: na po-
wierzchniach n* j#h|

Reakcje te okreslone sa wzorem:

S3=#[(Cpu +tA)VIKH+ X urJcoskOl , x"en*jxhj

Réwnania i1 warunki brzegowe identyczne co do postaci z (6.22)

i G -23) otrzymamy takze dla

R =Y = sim,‘e@
Jednak w tym przypadku skdadowe wektora przemieszczenia

okreslone sag wzorem

(6-25) W.‘X’\) :é@,lﬁirﬁ.k)e—é?iv,« ﬁkcoskk)(x y

gdzie wspotrzedne uogolnione oznaczono przez u™k* i1 VI,
dla odréznienia ich od wspotrzednych uéd i vk, wystepu-
jJacych w (6.24)

Dla rozwigzania (6-23) jednymi réznymi od zera reakcjami sa

reakcje

So6=+ jj@ku™kl-J— V' IK)cosk3l xterix™ v,

dziatajace na powierzchniach czotowych n*(+h> -«



6.1,1. Rozwigzanie w postaci szeregu trygonometrycznego
Z przyktadu 2 wynika, ze dla szerokiej klasy obcigzen
QR i majacych rozwiniecia w szereg

Fouriera
s,(I) =hlc+liH t'cosv 3 IiH'Ikl sinv 3*

X (<)X XX x| 3+ Icle;k'sinukxa ,

mozna uzyska¢ nastepujace rozwigzanie:

We(xi) =Un+liui lcosv 3 |iuik)sinv 3 *

(6.26)
: 0 -
w&&):vx-ﬂ?—igshw —%:Q?cosv

Wielkosci iv nalezy wyznaczy¢ z réwnan (56.10) dla
wyrazow q@ i XO ,a uk ,vd 1 uf> , v'R

z rownan G -2 2 ) odpowiednio dla wyrazéw qkK) , X®) oraz

W YHK)

Ha Aa

Dla wielu zagadnien rozwigzanie (6.26) bardzo mato

rézni sie od rozwigzania tego problemu weddug roéwnan te-
orii sprezystosci bez wiezow wewnetrznych. Ma to miejsce miedzy
innymi wtedy, gdy obcigzenie przytozone jest do czesci Srodko-
wej powierzchni on*L i jest samozrownowazone oraz gdy jedno-
czesnie

h>b ,
gdzie b jest charakterystycznym wymiarem przekroju prosto-

padtego do osi Xx



W tych przypadkach wyrazy ga i X[ sa niewielkie, a za-

tem réwniez reakcje zwigzane z tymi wyrazami beda mate.

Reakcje S3, odpowiadajgce wyrazom i X oraz
, zwigzane z wielkoSciami q+P i Xép , dzialajg na
powierzchniach n* |th| i zgodnie z zasadg Saint-Venanta

nie wprywajg w sposob istotny na rozkdad naprezen w czesci
Srodkowej rozwazanego elementu. Tym samym za pomocg omowionego
modelu mozna bedzie rozwigza¢ szereg interesujgcych zagadnien
inzynierskich z wystarczajgcag dla probleméw technicznych do-
kdadnoscig.

Warto jeszcze zwro6ci¢ uwage na to, ze przedstawiony sposob
nie jest rownowazny metodzie szeregdw trygonometrycznych,stoso-
wanej szeroko, miedzy innymi, do rozwigzywania zagadnien kla-
sycznej teorii tarcz. Na przykdad podstawiajgc (6.26) do réw-
nan przemieszczeniowych liniowej teorii sprezystosci nie otrzy

mamy réwnan G o ) dla wielkosci ua i Vv

6.2. Rownania dla drugiego przypadku
Z kolei zalb6zmy, ze obcigzenie (" mozna przedstawic

w nastepujacej postaci:
q" ¢H=6 g: XIDP(x3)

oraz ze sity masowe X okreslone sag wzorem
X'KD= X%OGDYR) -

Rozwazane obcigzenie przedstawiono na rys. 7*



Rys.7.
Dla tego przypadku przyjmujemy

tso
oraz

«i(th)=0 lub 2[3(xh)=0

Wiezy (4.3) wyrazajg teraz hipoteze, ze charakter zmiany od-
ksztatcen L3a w kierunku osi x3 jest taki sam.

Dla rozwazanego zagadnienia ze wzorow (4.9) wynika, ze

cap=o0

oraz ze macierz [BY jest niesymetryczna, przy czym wiel-
kosci okreslone sg wzorami
h .h .h
2,3 2a,3
B. 1 dix , 012" I3 A dx COBR2 O IA33N dX
-h -h -h

Sposrod uogblnionych obcigzen rdézne od zera sg tylko

k= X3 , A= 3 dXs



T = A2g3 , A2,yp'q_3dx3
-h

Zatem rownania przemieszczeniowe (4.10) majg postac

0/({p/2uw+a A)a 'ya]l- bir(va+a )+\wal=0
(6.26)

+U*8 )FA.U*A]- 5NV +XIX3=0, x*en .

Podoonie jak w pierwszym przypadku, zakdtadajac ze
o , BJ2+o

oraz wprowadzajgc oznaczenia

r
Cc1

@12 @
g G " T
ultt

12 Li12

rownania (6.26) mozna przedstawi¢ w prostej postaci

u(V: -CHut+(\ +€0) (UN-C, V) K- o .

6.27)
PNV —e2v+ (\HapPUK -C2v)+Di X3ro ; en

Warunki brzegowe majg w tym przypadku postac
2™uk / +xo! , A#-¢rv~= o

“e3n

b =A .

B12



- 50 -

Sktadowe wektora przemieszczenia i tensora extra--napreienia

mozna wyznaczy¢ z nastepujacych wzorow:

W; = 6“ u#Ti + <SfvT2 3
V. [ZiVi»+ +7N33

& 3N (ax+ -

633=(2m + X )V A 33 +\

Natomiast wzory dla reakcji wewnetrznych i brzegowych maja

teraz postac

+1 2. B[/« +(X+)ii.al "

R3= 4™ 33M 2P+ AV+/BIM 3" A>*3 1 Xe R
Sd=ta(u@+y0)"3 ,

(6.28) |
S3=i[(2 u+A)Vv-T233 + \ u* ftq] , X en* |thj

S«s(ei'l +ri.33)X" « .

S3=(B22 3-P )S3 . x'e Oflx L
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Tak jak w pierwszym przypadku,reakcje R: dla x"e i+
oraz S dla x"£3n»L bedg tozsamosciowe) réwne zeru, gdy

spednione bedg warunki:

p=Y
€ -29) g+iI83=0 ,
H -J Pdxs

Dla tych zagadnien, dla ktérych nie mozna spedni¢ w sposéb Sci-

sty warunkéw G .29 ) mozna funkcje 12 przyja¢ w postaci:
A =5k (x3)
gdzie <E sg znanymi funkcjami spedniajacymi warunki

J>(xh) =0 lub I (ih) =0
rK( ) rK,3( )

State aK nalezy wyznaczy¢ z warunku minimum nastepujacej

funkcji wielu zmiennych:

fh

HakW (% W  «to”™,32«Vbh - ]1d8.
h

Mozna w ten spostb uzyskac¢ szereg wystarczajgaco dokdadnych
rozwigzan. Podobnie jak w pierwszym przypadku,warunki (6.29)

beda tozsamosciowo spednione dla

G 20) p =Y =0os0kx

Dla funkcji (6-30) otrzymamy

"2k rM sV 3



-C2-°k , D1=D2=1 .

Zatem rownania przemieszczeniowe majg postac

AV 2A 2)FIANIX +£3) (0 A -« RvIK!)(x=0
(6.51)

vi(V2-«2)v i (kv YU Prl-alvig)+X&=0 , xaen

a warunki brzegowe posta¢ nastepujaca:

6-32)
N QI D)t =q¥) - xe3n.

W tym przypadku rézne od zera sa tylko reakcje
Sa=%¢J(u,, 1+ v'k))cos KIT , X e fix |th]

Sktadowe wektora przemieszczenia okreslone sg wzorem

u,k)
WCD= B2~ sinckd + G ; Kook
k

Identyczne co do postaci z (6.-31) i1 (6-32) rownania oraz

warunki brzegowe otrzymamy takze dla
p =Y =siok 3

W tym przypadku sktadowe wektora przemieszczenia okresla wzor



- M(K)
Wil 1) (SI-I-aZ— €oso: kx3 +i(')3v'ik'sina x3

a rézne od zera sg tylko reakcje

53=+[(2" 4\ )«kv,|k) - A ualdk<] coskDIl x‘en*jthj.
Zatem, jezeli funkcje

') mozna rozwingc¢
w szereg Fouriera

x')=q,0,+ | cos«Xx3 + Z q'ik! sin a. x3
afx=a g g Qeosqx3+ Za, k

X (x')=X(0) + f x‘'klcosa x3 + f X'iklsin a, X3
QX=X+ L K T g &

to otrzymamy nastepujgce rozwigzanie:

- L. LK ~.(K)
w ()JE\:—% —{{— sing %3 . 3 Ur_ Cosec,
a k=1 \ * k=1 ak

6-53)
Wg(X') =v+ kzzf"cosK,<x3 + Z_lv'iklsin«, X3

Wielkos¢ v nalezy wyznaczy¢ z réwnania (5.3)

dla wyra-
zow a0" i x°* , a wielkosci o@ 1vl<) i uKQ<i <
v z rbwnan (G -3 1) odpowiednio dla wyrazow ful
0

q )
X,,k)
q3 X3

N



Rozwigzanie (6.-33) tak jak rozwigzanie(6.26) bedzie dla
wielu zagadnien bardzo mato rézni¢ sie od rozwigzania tego
problemu weddug réwnan teorii sprezystosci bez wiezéow wewne-

trznych.



7. UWAGI KONCOWE

Jezeli rozwazany element jest obcigzony sitami g"QdJ),
przytozonymi do powierzchni 8n*L , to og6lne rozwiagzanie
mozna uzyskaC stosujgc zasade superpozycji. Najpierw mozna

uwzgledni¢ oddzielnie skkadowe & a nastepnie oddzielnie

skdadowg . Rozwigzanie bedzie miato w tym przypadku
postac:
n.K ~1K
Weld)=Ustr=y  + ax X SVis + AU = DsinV~
7-D

— 5 ® 0o @ @ »k)
wIX™) =V + Vs +K.1(Vﬂ<|— Vo )cosax + (v Y )sinogx

Wszystkie wspotczynniki wystepujace w szeregach (7.1) mozna
wyznaczy¢ z oméwionych w tej pracy réwnani. Sg to réwnania dwu-
wymiarowe. Mozna je rozwigzywa¢ dobrze znanymi sposobami. Wyda-
je sie, ze bardzo dogodna w tym zakresie moze by¢ metoda funkcji
zmiennej zespolonej. Oprécz tego mozna, korzystajgc z rezulta-
tow tej pracy, zbudowa¢ rézne modele dla réznych,szczegélnych
obcigzeni, tak jak w pierwszym przyktadzie.

Widac¢ zatem, ze mozliwosci praktycznych zastosowan mechaniki
analitycznej kontinuum sg niezwykle szerokie.

Oprocz wiezow (3.2) mozna rozwazaC takze wiezy ogolniejszej
postaci,tzn. wiezy drugiego rzedu, wiezy prowadzace do jednowy-
miarowych zagadnien brzegowych oraz wiezy dyskretyzacyjne.

We wszystkich przypadkach mozna zbudowa¢ modele nie sprzeczne
z mechanikg trojwymiarowego osrodka ciggtego, ktoére jednoczes-
nie umozliwig otrzymanie efektywnych rozwigzan wielu istotnych

zagadnien inzynierskich.
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Przyktad zastosowania wiezéw prowadzgacych do jednowymiarowych

zagadnien brzegowych w liniowej teorii skrecania pretéw podano

w pracy [14] , a przyktad zastosowania wiezéw dyskretyzaoyjnych

w pracy [13] . Ponadto istnieje mozliwosS¢ sterowania wiezami.

Przyktadem czesSciowego sterowania jest szukanie wartosci sta-

+ych aK lub akK z warunku minimum odpowiedniej funkcji
$(gk) Iub  $(gk) , oméwionych w tej pracy.

Rezultaty uzyskane w ramach teorii liniowej, po opracowaniu
metodycznym,moga by¢ wprowadzone do programu nauczania przed-
miotu ‘'‘teoria sprezystosci' w wyzszych szkotach technicznych,
a nastepnie rowniez do programéw nauczania przedmiotow "‘wytrzy-
matos¢ materiaddéw” 1 "mechanika budowli''. Pozwoli to wielu
znanym technicznym teoriom nada¢ sSciste podstawy naukowe oraz

zbudowa¢ szereg nowych uproszczonych modeli obliczeniowych.
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TEORIA UOGOLNIONYCH PSEUDOPLASKICH STANOW
ROWNOWAGI SPREZYSTEJ

Streszczenie

W pracy oméwiono liniowa teorie cialt z wewnetrznymi wiezami
dla materiatow sprezystych i dla wiezéw prowadzacych do dwuwy-
miarowych probleméw brzegowych.

Rozwazania przeprowadzono dla wiezow rzedu pierwszego, to
znaczy takich, ktérych réwnania nie zawieraja pochodnych wspod-
rzednych uogdélnionych. Oméwiono réwnania przemieszczeniowe i na
prezeniowe.

W dalszej czesci wyprowadzono réwnania przemieszczeniowe dla
szczegolnego typu wiezéw opisanych rownaniami, zawierajacymi
szes¢ wspodrzednych uogélnionych oraz pokazano, jak z wyprowa-
dzonych rownan wynikaja wzory dla znanych zagadnienn ptaskich
liniowej teorii sprezystosci.

W ostatniej czesci przedstawiono nowe dwuwymiarowe modele
obliczeniowe dla szerokiej klasy zagadnien tréjwymiarowych.

Przedstawione modele umozliwiajg otrzymanie rozwigzan dla

wielu istotnych zagadnien technicznych.



TEOPHFI OEOEHEHHHX nCEBAOIUIOCKHX COCTOHHHM
ynpyroro pabhobechh

Pe3ioMe

B patoie oOcyxflaeTca aaHeiiHaa Teopna Tea ¢ BHytpehhhmh cbi-
3aMK h aaa CBH3eft, Beaymiix K aByxMephhm KpaeBHM 3a”avaM.

PaccyxfleHHe omeceHO k cbiu3am nepBoro poaa, to ecTb TakHM,

B ypaBHeHHHX KOTCpHX HeT npOH3BOFIHUX 0000HeHHUX KOOpAHHaT. Pac-
CMOTpeHH ypaBHeHHA b HanpaxeHHax h b nepeMen?eHHax.

B AajiBHelRmeM BbiBeaeHH ypaBHemia b nepeMemeHHax ,gaa cnemiaab-
Horo Tana CBaaefi, onncaHHUx ypaBHeHaaMH, BKaiovajomHMH mecTb 060-
OueHHbix KoopflHHaT h noica3aHo, Kaa h3 BHBe”eHHHx ypaBHeHHM cae-
ayroT tpopMyan aaa n3BecTHHx 3aaav anHeRBHoR Teopaa ynpyrocm.

B nocaeaHeR gacTH padoTH npeflOTaBaeHU HOBne asyxMepHHe Mo-
cean aaa mapoKoro Kaacca TpéxMepHbix 3aaav.

UpeacTaBaeuHHe Moaeaa fleaawT b03MOZXhum noayveHHe pemeHHR a”a

MHorHx Baaaibix texhhveckhx BonpocoB.



THEORY OF GENERA.LIZED PSEUDOPLANE STATES
OF ELASTIC EQUILIBRIUM

Summary

The linear theory of bodies with internal constraints for
elastic materials and for constraints leading to two- dimen-
sional problems has been described in this work.

The analysis has been made for constraints of first order

the equations of which do not contain the derivatives of
the generalized coordinates. The stress equations and the dis-
placement equations have been also discussed.

Further, the displacement equations for a special type of
constrains described by equations containing six generalized
Coordinates have been derived. Te way obtaining the equations
of the well-known two-dimensional problems of the linear the-
ory of elasticity from the above mentioned equations have been
skown.

In the last part of this work new two- dimensional analytical
models for the wide range of three - dimensional problems have
been presented.

The presented models render possible solution of many impor-

tant technical problems.



