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1. WSTEP

Przy badaniu dynamiki uktadéw nieliniowych daje sie zauwazy¢ trzy pod-
stawowe kierunki. Pierwszy - s tosowany - charakteryzuje sie de-
zeniem do uzyskania algorytmu rozwiezania réwnan. Ceche drugiego - funk-
cjonalno-teoretycznego - Jjest dezenie do mozliwie
og6lnego stawiania zagadnien. Metode badawcze jest tu zwykle analiza funk-
cjonalna, a gtéwne uwage poswieca sie. problemom jakoSciowym i istnienia
rozwiezan roéwnan. Trzeci kierunek, #*eczecy dwa poprzednio wymienione, ale
dajecy priorytet pierwszemu, nazwijmy umownie konst ruktywnym.
Ta praca dotyczy konstruktywnej teorii nieliniowych opeVatoréw analitycz-
nych uktadéw czasowo dyskretnych.

Na poczetku podane zostane podstawowe oznaczenia i okreSlenia. Przez

»R eK +>C oznacza¢ bedziemy odpowiednio zbiory: liczb catkowitych,
liczb catkowitych nieujemnych, liczb rzeczywistych, liczb rzeczywistych
nieujeronych, liczb zespolonych. Sygnadtenm czasowo dy -
skretnym, w skrocie SDSg (ang. SAMPLED - DATA SIGNAL), nazywaé be-
dziemy odwzorowanie Xx :JF G . Zbidr wszystkich sygnatéw czasowo dyskret-
nych bedziemy oznacza¢ przez (3. Uk +ad czasowo dyskret-
ny, w skrocie SDS (ang. SAMPLED - DATA SYSTEM), bedziemy utozsamia¢ z
odwzorowaniemnm zbioru ¢3 w siebie. Takie okres$lenie odpowia-
da definicji uktadu funkcjonalnego [35].

Odted symbolem | . x(n) bedziemy oznaczaé¢ sume wartosci x(n) TFfunkcji

nltt

xe ¢3 po wszystkich wartosciach n«>P , obliczone jako suma odpowiedniego
szeregu nieskonczonego. Suma ta nie bedzie zalezata od porzedku sumowania
gdyz zawsze bedzie obowiezywato zatozenie o absolutnej zbieznos$ci szeregu.

Liniowy czasowo zmienny, czasowo dy -
skretny uktad, w skrocie LTVSDS (ang. LINEAR TIME - VARYING
SAMPLED - DATA SYSTEM), opisany Jest operatorem h :¢3-J, okreslonym na-
stepuj eco:

ih() () mejih(n,m) x(m),, a.n

gdzie h jest odpowiednio okreslone G - wartos$ciowe funkcje zadane w
zbiorze Bedziemy Je czasem nazywa¢ jedrem operatora h. Ze wzgledoéw
fizycznych bede rozpatrywane wytecznie operatory przyczynowe [2, 13, 16,
17, 20, 39], dla ktérych

h(n,m) mo dla mecm.
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Dedro operatora ﬁ jest wiec nieskonczone nacierze dolne tréjketne. Ilo-
czyn i odwrotnosci macierzy dolnych tréjketnych (o ile istnieje), roéwniez
se macierzami dolnymi tréjkatnymi. Dlatego na podzbiorach takich macierzy
mozna tworzy¢ algebry, co ma duze znaczenie podczas analizy i syntezy
LTVSDS przy zastosowaniu maszyn cyfrowych.

Opis LTVSDS za pomoce macierzy dolnych tréjketnych o s konc zo-
nych rozmiarach po raz pierwszy stosuje FRIEOLAND [20J, a nastepnie CRUZ
[12J i NAYLOR [36j. PodejsScie takie jest wygodne z punktu widzenia wyko-
nywania obliczen, ale nie jest wystarczajece, bowiem nie pozwala na bada-
nie istnienia rozwiezah réwnan, stabilnosci, ani tez na badanie zachowa-
nia sie sygnatéw w nieskonczonosci. Niniejsza praca, oparta na teorii al-
gebr Banacha operatordéw a nie na teorii macierzy o skonczonych rozmiarach
wolna jest od tych wad.

Dla uktadu czasowo niezmienniczego, w skroécie LTISDS Cang. LINEAR TIME
- INVARIANT SAMPLED - DATA SYSTEMS), operator (l.l) przechodzi w operator
splotu, tj. funkcja h: C przybiera posta¢ h(n-m) i woéwczas

FFh (x)1 (n) hCn-m) x(m). (1.2)
mejT

W tabliey 1.1 zestawiono przyktadowo jedra operator6w niektérych pro-
stych uk#adéw liniowych.

Uktady nieliniowe wymagaje wprowadzenia pojecia sygnalu czasowo
wielowymiarowego. Wezmy pod uwage uktad opisany za pomoce
schematu blokowego widocznego na rys. 1.1, zdozony z p roéznych LTVSDS
i z mnoznika. Nietrudno sie przekona¢, ze odpowiada mu nastepujecy opera-
tor

[h COI(n) = . g-(n,m.) ... g (nra
L P J *f P

) x(m.) x(.p)
rn.civ mpe: 1

Nl L. T/M\rk'" hF(n,m.l ..... mP) x(m.) ... x(m,F), (1.3)

ktérego jedro jest funkcje czasowo wielowymiarowe.

Operator (1.3) nazywa sie opera-
torem j ednorodnymnm stop-
nia p. Szersze klase uktadéw nie-
liniowych opisuje operator typu:

h(x) * hj(x) + fig(x) + ... * h7ix),
(1.4)

zwany operatorem wielomia-

Rys. 1.1. Uktad nieliniowy z#ozony nowym stopnia k. Oezeli sze-
ze skonczonej liczby LTVSDS i mnoz- reg

nika
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Tablica 1.1

/ Oedra operatoréw niektérych prostych uk#adéw liniowych

Uktad czasowo zwienny

Uktad czasowo
niezmienniczy

Wzmacniacz ze zmiennym
wzmocnieniem

Integrator dyskretny
(sumator)

h(n,k) =1, k~n
=0, k > n

Uktad réznicujecy

h(n,k) =1, k=n
-1, k=n-1
=0, k> n
» 0, k<n-1

Wzmacniacz catkujacy _
ze zmiennym wzmocnieniem

h(0.0) 0 0
h(1,0) h({ ,D 0
h(2,0) h(2.1) h(2.2)
h(n.0) h(n,1) h(n,2)
h(o) 0 0 o0
h(1) h(0) 0 0
h(2) h(1) h(0) 0
h(3) h(2) h(1) h()
h(o) 0 0 o
0 h(1) o0 0
0 0 h@ o
0 0 0 h(3)
10 )
11 0 0
1 1 1 o0
11 1 1
1 0*=*0 0
110 0
0 - 110
0 0-11
h(o) 0 0 o0
h(o) h(l) © 0
h(0) h(l) #HE@ O

h(0)

h(1) h() h(3)

. o*
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h(x) » "hp(x)- (1.5)
p=1

zwany szeregiem Volterry, jest zbiezny w okreslony» sensiel”, to wyraze-
nie (1.5) definiuje operator anal i tyczny . Odpowiada »u szeroka
klasa uktadéw nieliniowych. Badanie zbieznosci szeregéw (1.5) Jest wiec
zagadnienie» wazny» ale i trudny», dlatego istnieje stosunkowo niewiele
prac na ten tenat. Wydaje sie. ze najdalej siegajece wyniki dotyczece
zbieznosci czasowo ciegtych szeregéw Volterry znajduje sie w pracach CHRI-
STENSENA i TROTTA [I0, 57, 58]. Wyniki te nie se jednak zadowalajece. W
niniejszej pracy uzyskano kilka nowych (zdaniem autora) rezultatow;

(i) sformutowano warunki konieczne i dostateczne stabilnosci BIBO (ang.
BOUNDED INPUT BOUNDED OUTPUT - STA8ILITY) oraz stabilnosci asympto-
tycznej uktadéw opisanych operatorami analitycznymi (twierdzenia
4.1.1, 4.1.2, 4.1.3);

(li) sformutowano warunki konieczne i dostateczne stabilnosci asympto-
tycznej odpowiedzi okresowej nieliniowych uk#adéw analitycznych z
okresowo zmiennymi parametrami (twierdzenie 4.2.2);

(111) podano warunki dostateczne na to, aby operator uktadu zadany w po-
staci uwiktanej mozna byto rozwiktaé¢ za pomoce odpowiedniego opera-

tora analitycznego (twierdzenia 3.5.1 i 4.3.1) oraz podano algorytm

takiego rozwiktania (paragraf 3.5),
Oednorodny operator czasowo nieznienniczy ma postac;

Analogicznie wprowadza sie pojecie operatora analitycznego. Teorii ta-
kich uktadéw poswieconych jest wiecej prac. Klasyfikacje operatoréw ana-
litycznych czasowo ciegtych mozna znalezé¢ w pracy SMETSA [55]. Zastosowa-
niom funkcji zespolonych wielu zmiennych do teorii uktadéw analitycznych
poswiecone se prace [4] i [32]. Zagadnienia identyfikacji uktadéw nieli-
niowych czasowo ciegtych przy uzyciu operatoréw analitycznych, »etode cze-
stotliwosciowe, poruszone zostaty w pracach [6], [611 . W pracach [25],
[45] podano pewne szczeg6lne netody syntezy operatoréw wieloeianowych cza-
sowo ciegtych. Wszystkie wymienione tu prace maje raczej charakter s to -
sowany . Niniejsza praca fornutuje teorie operatoréw analitycznych
czasowo niezmienniczych w odmienny spos6b, za pomoce algebr Ba-
nacha sygnatéw czasowo wielowymiarowych, bedecych jedrami operatoréw

Paragraf 3.5.



typu (1.6). Takie ujecie nadato pracy charakter k ons truktywny
1 pozwolito na uzyskanie pewnych nowych (zdaniem autora) rezultatéw. Nie-
ktére z nich to:

(i) zastosowanie funkcji wielu zmiennych w algebrach Banacha do obli-
czania wartosci Jeder operatoréw analitycznych (wzory (3.4.9) i
(3.4.18)):

(i) wprowadzenie algebry Banacha sygnatéw wielookresowych(paragraf 3.2)

(lii) metoda identyfikacji nieliniowego SOS przy uzyciu operatora wielo-
mianowego (paragrafy 3.4 i 3.5), odnienna od eetod czestotliwos$cio-
wych przedstawionych dla operatoréw czasowo ciegtych w pracach [5],

[61] i
(1V) metoda syntezy operatora wielomianowego czasowo dyskretnego, opisa-
na w paragrafie 3.4.

W rozdziale 2 podano podstawowe pojecia 1 twierdzenia teorii algebr
Banacha. GHéwnym celem tego rozdziatu jest odpowiednie sformutowanie twier-
dzen 2.9 i 2.10 o izomorfizmach algebr Banacha i algebr funkcji analitycz-
nych wielu zniennych. Twierdzenia te odgrywaje w dalszym ciegu role klu-
czowe . Wazne jest tez twierdzenie 2.11, znajdujece zastosowanie przy ba-
daniu stabilnosci uktadéw analitycznych czasowo niezmienniczych.

Wyniki przedstawione w tej pracy noge znalez¢ zastosowanie podczas a-
nalizy, identyfikacji i syntezy nieliniowych uktadéw czasowo dyskretnych
oraz czasowo ciegdych po uprzedr.im sproébkowaniu.

Symbolami m O oznaczono odpowiednio zakonczenia dowodéw twierdzen
lub lematow.



2. PODSTAWOWE PODECIA 1 TWIERDZENIA TEORII ALGEBR BANACHA

Algebre Banacha nazywa sie przestrzenBanacha B z norme
|-J ., w ktérej okreslono mnozenie spedniajece nastepujecewarunki:

A x(yz) = (xy)z, (X+y)z = xz + yz, X(y+z) = Xy = Xz,
X,Y,zeB,c*EG

og(xy) = (ofx)y =x(opy) , Ixy I IxlSy I,

\/ xe = ex =x, lej= 1.
etB

Przez O(fl) oznaczmy zbi6ér wszystkich elementéw algebry B , ktére po-

siadaje elementy odwrotne, tj.:

&(B) = ixeB| V xx_1 = x_1x = e].
1 Xx"16B J

Widmenm Sp(x) elementu x«B nazywamy zbior
Sp(x) =j"eC |}e - xji&(B)j-
Zbior Sp(x) =C - Sp(x) nazywa sie zbioremnm rezolwen-
ty elementu x.
Odwzorowanie rx: Sp(x)- &(B) takie, ze

rx (X) = (Xe-x)-*

nazywamy rezolwente elementu x.

Liczbe o(x) = sup 1%l nazywa sie promieniem spektralnym elementu x4B
AeSp(x)

TWIERDZENIE 2.1.

Dezeli B jest algebre Banacha, xeB i1 Sx|] =1, to:

Q) (e-x)e &(B) [40, 42],
.1

an (e-x)-1 = xn [40, 42],

n=0



ain - 1- *T 1(e-x) *]« j _1fIxr (2.2)

Dowo6d. Utwérzmy w B nastepujacy ciag:

Sp.© e+ x ¢ x% + .. +x" .3)
Me miejsce nastepujace oszacowanie:
Isn-9n B« BX" + X-1+ ... + xn+l1l IxJB + Ix111 + ... + |IXIn+1l. o>n,

z ktérego wynika, ze przy INM] <1 istnieje dowolnie Biate fit>0, Ze dla
n,a > N zachodzi nieréwnos¢ |Is® - sn<£ . Zatem |sn|jest ciagiem pod-
stawowym «3, Cigg ten ma w B granice s, gdyz B Jest przestrzeniag zu-
petng. Zachodzi roéwnosc¢

s (e~x) » (e-x)s,, = e - xn+1l. 2.4)

Poniewaz Ibn |]< IKh— 0, to z réwnosci (2.4), na mocy ciggtosci mnoze-

nia?”, wynika ze s jest elementem odwrotnym do (e-x), a wiec (e-x)e,G(B).

Précz tego z wyrazenia (2.3) otrzymuje sie
s=(e-x) ! e + X + x2

Oszacowanie normy elementu s w wyrazeniu (2.3) daje

llsnl <i & Ix8e II*lI2 + ... & lI*li" =f-E -m -'
skad wynika, ze

191~ 1 -1[xJ*
Zachodzi ponadto
e = (e-x)s = s - Xxs,
skad otrzymuje sie oszacowanie

1 e |(sxsS« |Isg + |Ixs|™ (I+jx] )Is]-

v 1 _1 L, . - - L, - - L, L, -
Ciggtos¢ mnozenia wynika bezposrednio z nierdwnosci JIxy| < [x]lyl,



Ze te»

Twierdzenie to podaje warunek dostateczny stabilnosci uktadu ze sprzeze-
nie» zwrotny*, gdzie x Jest operatoren uktadu z otwarte petle sprzeze-
nia zwrotnego. Warunek ten aa Jednak aate znaczenie praktyczne, bo cho-
ciaz prosty. Jest zbyt rygorystyczny.

Za ZELAZK™ [67J podany okres$lenie catkowania B -wartosciowych funkcji
okreslonych wC. Niech L bedzie zorientowanyn #ukiea zwarty» w C , a x
funkcje ciegte okreslone na L o wartosciach w B . Catke funkcji x
po d+uku L nazywany granice

n-1
x(Ak)(Ak+1l - Afo),
k-0
gdzie A+, « L, a punkt A%k lezy na 4uku UL »iedzy punktani i &k+1-

Punkt A (t+t1 Jest poézniejszy w sensie orientacji #4uku od punktu Ak.
TWIERDZENIE 2.2 [42]
Oezeli B Jest algebre Banacha i xeB, to:
(i) rezolwenta elenentu x Jest analityczne B -wartos$ciowe funkcje na
2p(x);

(i) Sp(x) 1lest zbioren nieDustvn donknietyn i ograniczony»;

n— nil

Dowdéd twierdzenia Jest czesSciowo podobny do dowodu twierdzenia 10,13 po-
danego w [42). Niech A |>]IX)!. Podstawiajec y = A-1x w wyrazeniu
Ae-x =A(e-A 1x) nany Ry 1 <1, zaten na nocy twierdzenia 2_1(l),
e-ye&(B), a wiec i (Ae-x)«G(B). Czyli A](Sp(x), co dowodzi, ze Sp(x)
Jest zbioren ograniczony». Wynika sted tez, ze

?2(x)« @Ix I+ (2.5)

Dla okreslonego |Al >|IXIl zawsze nozna znalezé takie ¢«G, ze |A+£] > A,
a wiec A +£ e Sp(x), czyli zbior 8p(x) Jest otwarty. Zatem zbiéor Sp(x)
Jest donkniety.

Gdy A Sp(x), to z okres$lenia rezolwenty wynika, ze
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skad
- rx(@ » ()X (M)rx Qv). (2.6)

Ma zatem miejsce nastepujace oszacowanie:
lIx7.) - rxB)IIN Al JrxCM)| Jrx<»|

z ktorego wynika, ze funkcja r jest ciegta na Sp(x). Zatem z réwnosSci
(2.6) otrzymuje sie

roE - or(r> ?
1iB - *— . (r 0))2,;
i-= w R X

co dowodzi, ze funkcja r~ jest analityczna na g)p(x)'.
Oezeli |~ ™ JWI, to stosujac réwnos¢ (2.19, z twierdzenia 2.1 (li),
otrzymuje sie

w 777" 2.7
n=0
Wybierajac kontur F w postaci okregu o promieniu >p (x) i catkujac

szereg (2.7) wyraz po wyrazie otrzymuje sie

xn - rx (5t)dr- {2-8)
r

Aby udowodni¢, ze Sp(x) Jjest zbiorem niepustym zatdézmy, ze jest prze-
ciwnie. Wéwczas rx jest analityczna wszedzie na G i catka (2.8) roéwna
jest zero dla wszystkich n = 0,1,2,... Lecz z drugiej strony x° = e, co
prowadzi do sprzecznosci, a wiec Sp(x) jest zbiorem niepustym.

Z ciagtosci funkcji rx na Sp(x) wynika, ze istnieje taka liczba
M(ex) > 0, ze

nax||rx (ele”)| <M (el). (2.9)
Stosujac nieréwnos¢ (2.9) do wyrazenia (2.8) otrzymuje sie oszacowanie

BxnB~ PJ+1 M(PI1),

zet®» 1

1i® supjx”Ih ~ 9,.
n_
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Ostatecznie wiec
1
lin 8Up|xnJdn *9 (X). (2.10)

nN— ««

Z drugiej strony, jezeli >,€Sp(x), to z tozsamosci:

(Gne-xn) « (Me-x) (n-le+An_2x+...+xn_1)

wynika, ze >ne-x0£& (.B), zatem jkne Sp(xn). Czyli I"n]< [Jxnl. dla
n>1,2,3,... W takie razie

e(x)~inf b |p. (2.11)
n>1
Z nieroéwnosci (2.10) i (2.11) wynika stusznos$¢ tezy Ill. =
Z twierdzenia 2.1 wynika, ze warunkien dostatecznym, aby (e-x)s &(£)
jest §xH<1. Stabszym warunkiem jest nierownos¢ e (X) 1, ale ten wa-

runek jest trudny w zastosowaniu. Rozwiezaniem kompromisowym moze tu by¢
poszukiwanie funkcji v :B - W takiej, ze e(Xx).=S v(x)< |I|- Wowczas wa-
runek dostateczny na to, aby (e-x)e G-(J3), przyjmie posta¢ nieréwnosci
v(x) a1, Warunek ten jest stabs *y niz Ix|]< 1, ale silniejszy niz
e(x) ~ 1. Z twierdzenia 2.2 (111/ wynika, ze funkcje v nozna wybraé¢ tak,

aby v(x) = |[pniln, n =2 1lub 3 1lub

Podamy teraz okreslenieB -wartosSciowej funkcji wymiernej okreslonej w
B [40, 42, 67].

Niech f bedzie G - wartosciowe funkcje wy»ierne okreslone w G take
Ze

FC) = X oM "+ Spsso??ka -Amrk” {2*12)

gdzie sumy zawieraje skoégzone liczbe skitadnikow. %@? pomoce funkcji f
mozna nastepujeco okresli¢B -wartosciowe funkcje F okreslone wB:

*

f(x) - r)1<s 0(bxn . 27k §-k(x-9mo) "k’ (2-13)

gdzie 4 Sp(x)-
TWIERDZENIE 2.3 [42]

Niech a bedzie otwartym zbiorem w G takim, ze Sp(x)c a .Dezeli funk-
cja (2.12) jest analityczna w tt , a kontur r <3S obejmuje Sp(x), to:
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205> * (*)dA” (2.14)
r

gdzie rx Jest rezolwente elementu xeB

Pow6d przeprowadzamy za RUDINEM (]42] , tw. 10.25). Wystarczy udowodni¢, ze
przy xeB ,ceeS ,0? Sp(x) zachodzi

yn 6 / (9f-Wntde-xrldA « (gre-x)n (2.15)
r

dla n =10,-1,-2,... Z tozsamosci

(fce-x)-1 - (gpe-x)_1 + (oe->)fape-x) 1l&e-x )-1

wynika, ze

yn - (ofe-z)"1 + (oge-x)-1 <N(oe-X)n+l (*e-x )-1d* -
r r
» (tye-z)-1 JL.<~(,y-*)nd* + (cre-x)-1lyn+1. (2.16)
r

Pierwszy sktadnik sumy w wyrazeniu (2.16) jest roéwny zero, poniewaz funk-
cja (<% jest analityczna w obszarze objetym przez kontur T . Zatem
otrzymuje sie

YV, - («f«-x)_1lyn+1. .17)

Ze wzoru (2.8) wynika natomiast, ze

VO™ 2Sj/ CkO-x)"1d> - *° » e. (2.18)
r

Na zasadzie indukcji z wyrazen (2.17) i (2.18) wynika prawdziwos¢ Tormuty
(2.14). =

W teorii algebr Banacha mozna udowodnié¢ twierdzenie analogiczne do(2.3)
przy znacznie stabszych zatozeniach dotyczecych funkcji f,wedtug Kktoé-
rych funkcja tanie musi by¢ wymierna. Ponizsze twierdzenie ma charakter
pomocniczy.

TWIERDZENIE 2.4 (RICKART [40])
Niech B bedzie algebre Banacha, xeB,fi -otwarty zbiér w C , Sp(x)cit
Istnieje takie £>0, ze Sp(x+y) c fi, jezeli tylko yeB i Myl £ .

Dowéd. Z twierdzenia 2.2 (i) wynika, ze funkcja [J(Xe-x)-1J jest ciegta
wzgledem ~ na Sp(x). Z twierdzenia 2.1 (lii), dla |A] > [Ix | wynika osza-
cowanie :
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B(Ae-x)_1 1 >

z ktorego wida¢, ze [[(Xe-x)-1JF 0 przy |A] - ==>. Istnieje wiec taka
liczba dodatnia N, ze

1Ge-x)-10< N

dla wszystkich 5> i Sl
Oezeli yeB, BMyl<j 1 S , to:

ilCe-x)-1y]| <1,

a zatem z tozsamosci

Ae - (x+y) = (Ae-x)[e - (Ae-x)_1ly]

i ztwierdzenia 2.1 (i)wynika, ze &e - (x+y)e&(B). Dlatego A eSp(x+y).
Ktadgc £ = jj, konczymy dowod twierdzenia. m

Podamy teraz nastepujace okreslenia. Niech B bedzie algebre Banacha,
a S| otwartym zbiorem w C . Przez (i oznaczmy algebre wszystkich C i
wartosciowych funkcji zadanych w C , analitycznych w fi, z mnozeniem okres$-
lonym w zwykdty sposob, tj. / fg(A) = f(A)g(A). \Wprowadzmy nastepujacy
zbior:

Bfi = ]X«B | Sp(x)c aj -
Zgodnie ztwierdzeniem 2.4 zbi6r Bqg Je3t otwarty wB . Przez A (Bqg)

oznaczmy zbidr wszystkich B -wartosciowych funkcji f okreslonych na
takich, ze

v) “ z i j/ F(A)rx (ik)dA® (2.19)
r

gdzie feA(fi), a kontur r lezy w a 1 obejmuje Sp(x)-
TWIERDZENIE 2.5 [42]

(i) Zbiér A (Ba) tworzy algebre, przy czyn odwzorowanie A (iH- J (Bf)
okreslone wzorem (2.19), jest izomorfizmem;

*1Zbieznos¢ fn~~fFf Jest jednostajna.
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Dow6d. Aby udowodni¢ teze (li), zauwazmy ze norma Jrx@||ljest ograniczo-
na dla kazdego AeT . Zatem, jezeli |f(A) - fn(Gv)|<6 dla kazdej funk-
cji fn€Jt(Q) i kazdego AeT , to JFf(xX) - fAU)DI<8 ™ | "rx(X)dA | dla

kazdego x€Ba- T
Aby udowodni¢ teze (i) zatozmy, ze f jest funkcje zerowe algebry B ,
tj. A f(x) - 0 (0 jest zerem algebry B). Woéwczas dla dowolnego gre ii.
xeBa

z wyrazenia (2.19) otrzymuje sie
0 » f(ape) = f(ce)e,

sked wynika, ze f tez jest funkcje zerowe. Poniewaz odwzorowanie (2.19)
jest liniowe, wiec jest ono jednoznaczne. Aby wykazac multiplikatywnosé
odwzorowania (2.19) wezmy dwie funkcje wymierne f,gedUil). Wéwczas z
twierdzenia 2.3 wynika, ze jezeli h(A) = f(A)g(A) dla kazdego Aeil, to
h(x) « f(x)g(x) dla kazdego xeBa . Na podstawie twierdzenia Rungego ( [42]
tw. 13.9) dowolne funkcje f,g =z JI(Si) mozna aproksyoowa¢ roéwnomiernie
na zwartych podzbiorach SI ciegami funkcji wymiernych |fn) *J"nJ’Zatem

na podstawie udowodnionej poprzednio tezy (li) odwzorowanie okreslonewy-
razeniem (2.19) jest multiplikatywne dla dowolnych f,geJI(&). Czyli od-
wzorowanie to jest izomorfizmem. i3 Dowdd powyzszy podano za RUDINEM ([42]
tw. 10.27).

TWIERDZENIE 2.6 [40, 42]
Dezeli x€Ba i1 feJl(il), to:
(i) f(x) 6 G(B) wtedy i tylko wtedy, gdy f(&) /7 0 dla kazdegoA eSp(x)
an sp(x)) - f(Sp))-
Dowdédd podajemy za RUDINEM ([42], tw. 10.28).

(i) Oezeli f(A) iSO dla kazdego A e Sp(x), to funkcja g = f*1 Jest
analityczna na zbiorze ttj takim, ze Sp(x) < a . Poniewaz fg=I na
2 j. to z twierdzenia 2.5 (i) wynika, ze 1iWgiz) = e dla kazdego xtBfl,
a Wiec T(x)€ O (B). Na odwrét, jezeli f(of) « O dla pewnego ppe Sp(x), to
istnieje taka funkcja usJlifi), ze dla ie S

a-gc)u(A) = f(A).
sked na podstawie twierdzenia 2.5 (i) otrzymuje sie
(x-gpe)u(x) = u(x)(x-ofe) « F(x).

Poniewaz x-q:e”G(B), to TFT(x)"G(B)-.

(1i) Dezeli fie Sp(f(x)), to Ff(x) - jbej.G(B), =zatem na podstawie u-
dowodnionej tezy (i) istnieje takie AeSp(x), ze f(A) -fi * 0, czyli
ibe F(Sp(x)). A wiec Sp(F(x)) c: F(Sp(xX)).- Ns odwrot, Jezeli jbef (Sp(x)),
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to nozna znalez¢ takie fie Sp(x), te f(fl) - ijb =0, a wiec na podstawie
tezy (1) f(X) -ibe”"G (B), czyli |$ Sp(f(x)). Zatem FT(Sp(x))c Sp(f(x)),
sked wynika teza (ilVv. B

Ponizsze twi/(\erdze_nie dotyczy funkcji ztozonych. Ghosi ono, ze jezeli
h>gif, to hagdf.

TWIERDZENIE 2.7 [42]

Jezeli: XxtB~™, fedt(a), = f(Sp(x)) (al - zbidér otwarty) gelUflj)
no a |f(ft)e ftjj , h(X) « g(fw) dla kazdego 1« flg, to:

h(x) - ef(f(X)).

Dowdéd. Wybierajec kontur TO, obejsujecy Sp(x), dla |it Sp(f x))=FEpX))
otrzymuje sie

Jre - FO)J * - *AL0 XA .

Wybierajec kontur , obejnujecy f(Sp(x)), otrzymuje sie

g(?()) - 9@ hie - fO)]-1dni-

a SOW /- 0- .
-m

» 2j3J> g(f(3>))C 0-x)_1d~ » h(x). =

W oparciu o twierdzenia 2.5 i 2.6 nozna sformutowaé nastepujece
TWIERDZENIE 2.8

Jezeli istnieje £ -wartosciowa funkcja ? okreslona w B taka, ze
f(e) = e i Jezeli f speinia Jeden z warunkéw:

a 1i Sp(f(x)),
an el < 1,
to (e-x)e 0(B)-

Dowéd. (1) Przypusémy, ze (e-x)jfG(B). Wéwczas 1le Sp(x). Poniewaz (twier-
dzenie 2.5) f(1) =1, to 1£ f(Sp(x)), a wiec na mocy twierdzenia 2.6(11)
1€ Sp(f(x)), co prowadzi do sprzecznosci z zatozeniem. Zatem (e-x)eGfB).
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(1) 3ezeli [JfX)I] < 1, to na podstawie twierdzenia 2.1 (i) e-T(x) g
G (fi), a wiec I"Sp(f(x)). Zatea z czesci (i) twierdzenia wynika, ze
(e-x)s G (fi). m

W szczeg6lny« przypadku funkcje f nozna wybiera¢ w postaci wielomia-
nu, ktérego suna wspétczynnikéw Jest rédwna Jednosci.

Gkéwnyn zadaniem tego paragrafu Jest uogélnienie powyzszych rezultatéw
na £ -wartosciowe funkcje wielu zniennych z B . W zwiezku z tyn wprowadzi-
my nastepujece przestrzenie:

fi," - |a - (@iar.,-.-.. @n) |O0”e pm€ |,

C" » | % = A2....,An) | ~6 G An €g].
oraz zbiory:

if" -1k - (kj-kg kn) | ka€ kne~J,

Ntk = (kik2 kn) 1 Kklejr+ kng ™ +j

fi" i c" se oczywiscie przestrzeniami liniowymi nad polem liczb ze-
spolonych z dziataniami dodawania i nnozenia przez skalary okreslonymi w

zwykty sposéb, tj. o (", -.- A, ) + fhifr ,pn) - N, « 154+A“n )
Zbidér jf* z okreslonym dziataniem dodawania: (Ir(1 ....... k )+ (L....... 1 )E
= (k™1j ,... ,kn+In) tworzy pétgrupe, a zbidr tworzy grupe ze wzgle-

du na to dziatanie. Przez 1, O oznaczmy odpowiednio elementy 1= (1,1,...4)
0= (0,0,...,0). Mnozenie elementéwpih przez m€IC okreslamy nastepu-

Jeco: m(kl,...,kn) = (m~_...Bk~ W tyn sensie~ K = (-1)k, kejVn.
We wszystkich podanych zbiorach okreslany
/
ft % h fin

aP ¢ <l <2 eeec*(

(uwaga: OF, fi moge naleze¢ do réznych zbioréw pod warunkiem, ze dziatanie
Jest poprawnie okreslone);
iloczyn skalarny w zbiorze "(*)

<<*./7)()
i=l

modudt |*] i norme [e1
(0 *) 1
171 (.) = (op.of))
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Ieflig.) = [~ ile
i»l
Zapis 0( >fb « gdzie Ofejl”, ~«R,n lub Nh lub Jt" oznacza, ze

.,cf > jin; analogicznie okresla sige 0f>/1i
Zbiér Zz w C° definiujemy w nastepujacy sposo6b:

z° (@ Zn> "Fn6zn}*

Wprowadzimy nastepujgace pojecia przynaleznosci A do Z

b
T« ™M1, nj 1
Ac Z <=%$> / Vv eZ
“ 1.
woéwczas
Ali Z , VvV X fzt

A*xz icjl._A.n"21*

Inkluzja Z C Y oznacza¢ bedzie, ze Z~c Yi>*"*>znc Yn*
Niech £ bedzie algebre Banacha. Przez Bn oznaczmy zbidr

ik(- (xq X )1 Xj€B

Dziatania dodawania i mnozenia przez skalar z C okreslany w g nastepu-
Jeco:

<*(*1 *,> e F>(yio.... y..) $ (ofxd+|iyl .... OFxn+|dyn).
Ponadto oznaczmy

X - X22 ... Xnn, X eB , kejC"

pod warunkiem, ze istnieje ewentualne elementy odwrotne orezr

Av = ,™v) . Aec". v €B ,

Xv d (x1(v xBv). X sBn, v eB
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Podobnie okresla sie VvX# vef , Xein.
Zbior

Sp(X) m|a«cn | ~"eSp(x1) Are Sp(xn)j,Xefn,

bedziemy nazywa¢ widmem 4ecznym albo krétko - widmem elementu X
Zauwazmy, ze

(Ae -X )*e &(£) <=> Sp(X),
(Ae - X)17G (E)<¢=>A 6 Sp(X)~

Przez SL = (ilj,..., ) oznaczmy otwarty zbiér w C n, tj. y-- - ,&N
se otwartymi zbiorami w C . Symbolem 3" oznaczmy zbidr£”= jxefn|Sp QcXl,j
Niech &(SI) bedzie algebre wszystkich C - wartosciowych funkcji zadanych
w c"analitycznych w SI ze zwykkym mnozeniem: A ,, fg(A) =Ff(A)g(A)(o-
kreslenie funkcjianalitycznej wielu zmiennych mozna znalezé na przyktad
w pracy [zI]),

Przez X CoE) oznaczmy zbiér wszystkich £ - wartos$ciowych funkcji o-
kreslonych na B~n takich, ze

\ fX) = - it / (Ae-X)-*f(A)dA, (2.20)
(CALT)

gdzie feJKa,), T = (1" Tn), kontur obejmuje Sp(xk) i lezy w ilk
k H1,2 n,a dA= ,*m, L dAN,

TWIERDZENIE 2.9

Zbior JI(bE) tworzy algebre, przy czym odwzorowanie JEGBII)  o-
kreslone wzorem (2.20) jest izomorfizmem.

Dowdd. Poniewaz norma i(Ae-X) ~1 Jest ograniczona na T , to odwzorowanie
A(SI)-~ JL(Bg) Jest ciegte w nastepujecym sensie:
f. f «IXKFfi) =—>»A - f (X)- ?2,(X). z wyraZer)\ia (2.20) wynika, ze od-

JCeBZ1
wzorowanie Jl (SL)— (B&) Jest liniowe. Dezeli f jest funkcje zerowe,
tj. take, ze A ja = °" 10 Stosujec wzo6r Cauchy®ego dla funkcji
XcBa

wielu zmiennych (na przyk#ad [410, tw. 3.1) otrzymuje sie:

0 - ftofe) = —1- <f (A-oi-1F(A)edA= T(ce)e
@) J

dla kazdego <$€&, a wiec f tez jest funkcje zerowe w JK.SL). Zatem od-
wzorowanie JKSL)— JMBgl) jest wzajemnie jednoznaczne.
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Podstawiajac we wzorze (2.20) f(A) = (A-A?)*1, % ,X°« Cn, kej/1 i sto-
sujec n-krotnie twierdzenie 2.3 otrzymuje sie:

/ (a.e-X)_1(3k-30 kdA = <X-A%e X .
(2*j )n r
N
Wynika sted, ze jezeli f i g se wielomianami: N _O0f-jJA-A?)*1, (kedVn)
Jik!l=° K
i jezeli h(A) = f(Ar)g(AJ dla kazdego AefL , to h(X) = ?2(X)g(X) dla kaz-
dego X e ~ . Poniewaz zbi6ér wielomianéw jest gesty w A(SL) i jak pokazano
wyzej odwzorowanie J(&- ¢} (BJf) jest ciegle, to jest ono multiplikatyw-
ne, to znaczy, ze jezeli f.gedUfi,) i h = fg, to h = fg. Zatem JI(BE)
jest algebre, a odwzorowanie J@D- JCB?) jest izomorfizmem. m
Bezposrednio z twierdzenia 2.9 wynika nastepujece

TWIERDZENIE 2.10

Niech B bedzie komutatywne algebre Banacha. Dezeli istnieje element
S 6B,j£ taki, ze dla kazdego xt5 mozna znalez¢ funkcje 1):(:—Bj£— B  take
ze X = fX (S), to odwzorowanie fX x okreslone wzorem

Ar(Ae-S)_1Tx (A,)dA (2.21)

jest izomorfizmem algebry £ na algebre Banacha JI (Si) z norme

ITfxl = sup If A - (2.22)
Aesp(s)
Powyzsze twierdzenie 2.10 ma duze zastosowanie praktyczne. Wynika z

niego, ze komutatywne algebre Banacha mozna zastepie réwnowazne, czesto
wygodniejsze, algebre Banacha funkcji analitycznych.

TWIERDZENIE 2.11

Oezeli XtBan i f6Jl(a.), to Ff(X)6 & 8) wtedy 1 tylko wtedy, gdy
f(X) t 0 dla kazdego Ae Sp(X).
Dowéd. Dezeli f(A) 4 0 dla kazdego Ae Sp(X), to funkcja g = f-1 jest
analityczna na zbiorze takim, ze Sp(X) c¢k.c:SL. Poniewaz fg = 1 na
SL~N, to z twierdzenia 2.9 wynika, ze f(X)g(X) = e, a wiec Ff(X) 6 G (B)-

Aby udowodni¢ implikacje odwrotne zatézmy, ze T(X)«6 (£). Przypusémy
ze istnieje element Ofs Sp(X) taki, ze f(op) = 0. Funkcja fe J(l), mozna
je wiec rozwine¢ w szereg Taylora:

f(A)«S @CM k.

A
*CsVx)
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2 twierdzenia 2.9 wynika, ze dla X ei'i'i

) = a.Qu*e)k ,
k=l K

ale poniewaz CF€ Sp(X), to fFf(X) ~0(3), co prowadzi do sprzecznos$ci.O



3. KONKRETNE ALGEBRY BANACHA OPERATOROW CZASOWO DYSKRETNYCH
I ICH ZASTOSOWANIA

3.1. Algebra ¢Sn sygnatéw czasowo wielowymiarowych

)
Przez 3> oznaczmy zbiér wszystkich M-wymiarowych S0Sg, to znaczy
zbidor wszystkich odwzorowan x: C . Wprowadzmy tez zbior:

& *]x6X | A M) =0*

Lif "

Niech KCcjf.e) oznacza otwarty polidysk (poliko#o) o Srodku OfecM i

promieniu ¢ tj . K(of,e) = |AecM]] <9*_ i“l M j- Odpowied-
nio przez K(o{,e) =i ilKiof.¢) oznaczmy domkniety polidysk i poliokreg4”.
- M . _
Zbior O okreslimy nastepujeco:
) ( w, A "ST1 n
£0 =jxe ¢ A , N Ix(n)] 1A |<°~
? 1 + AeK(0.e) 1*11-0
Dalej czesto bedziemy opuszczaé¢ indeks (i) nad symbolem o ile nie
bedzie to prowadzito do nieporozumien”
Zbiezno$¢ szeregu wielokrotnego b(n) bedziemy rozumie¢ nastepu-
iinii =0
Jeco. Dezeli ponumerujemy w dowolny sposéb sktadniki tego szeregu, to

otrzymamy szereg zwykdty (nie wielokrotny). Dla takiego szeregu w zwykty

spos6b Jest okreslone pojecie zbiezno$ci i sumy, przy czym zaréwno whas-

no$¢ zbieznos$ci. Jak i wartos¢ ewentualnej sumy zaleze od sposobu numera-

cji sktadnikéw. Zalezno$¢ ta nie wystepuje, gdy zamiast zwykdej zbiezno-

Sci rozpatruje sie zbieznos¢ absolutne, tj. zbiezno$¢ szeregu, ktoérego

sktadnikami se liczby |b(n)]. Dlatego w dalszym ciegu méwiec o zbiezno-
G N

Sci szeregu "> " b(n) bedziemy mieli na my$li jego zbiezno$¢ absolutne.
Inu =0

Zbiodr ¢(Se jest przestrzenie liniowe, bowiem dla kazdego Ae K(l,e) i do-
wolnych xy e dSe obowiezuje nieréwnosc:

4;K(CF,e) ={*eCM] jAI-Offjj « 9%+, i=l_.._nm)
®K(oi,p) =] AeCM] | *9(C. i~1.... j (patrz tez [4l]).
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2 1 Ix(n) + yMIAn|~ X 1 |x(n)][An] + S ly(n)| *n .
linli=0 lInll «o gnu =0

Oezoli w dfe okresli¢ norme

ob
IX] =S 00 [x(Ml, (3.1.1)
link=0T

to staje sie ona przestrzenie Banacha. Istotnie,<E- jest hoaeoaorficzna z
przestrzenia C -wartosciowych funkcji analitycznych na K(0,f), a ta o-
statnia Jest zupetna.

Mnozenie (wielowymiarowy splot) okreslone wzorem

xy(n) = x(mn)y(nO 3.1.2)

Jest odwzorowaniem £y x £y— £y. Rzeczywiscie, dla x,y e dSe masy:

2 M 9n|xy(n) | S MPpL m x(n-m)yy(m| <
nejy ntjf mejf

< S K TyCm)IS MO9n |x(n-m)] S “
mejf nejf nex Bleif

=S MenIx(M]S Mom Jy(m].
nejf me>r

Wynika sted tez, ze

Ixy 1< JIx lllyo-

Nietrudno sprawdzié¢, ze mnozenie (3.1.2) Jest #teczne, liniowe ze wzgle-

du na kazdy czynnik oraz rozdzielne i przemienne z mnozeniem przez liczby
zespolone.

W<ie istnieje element neutralny ze wzgledu na mnozenie, a jest nim

1 dla. n=0
0 dla nf 0

¢°(n)

dla ktérego [£@ | = 1.
W dodatku mnozenie (3.1.2) jest przemienne.
Zatem przestrzenhn &N z norme B.U.) i mno-

zeniem (3.1.2) tworzy komutatywne algebre
Banacha.
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Wprowadzmy nastepujecy uktad elementéw zbioru
1Ij = (1.0..... 0). 12 * 1.0.. .. .0) ye*e . 1nm
elementy algebry

1 dla n« it

0 dla n* Ix

dla n=12

2 (n)
0 dla ni 1j
dla n= 1M
Ay(n) (=
dla ni 1M
0
Symbolem ¢ = <2 ,....d) oznaczmy odpowiedni element przestrzeni
Nietrudno zauwazy¢, ze element , k ef\ ma nastepujac? whasnosc:

<Jk x(n) = x<57(n) = x(n-k).

Przystepimy teraz do okreslenia elementu y = (% <5°-G)~" ,%ecM oraz
Sp(tf). Trzeba w tym celu wyznaczy¢ najpierw element y~ = (<5 kto-
ry spednia roéwnanie rekurencyjne

PN AYALL) - yAIELA) «e*(Ll).
Btjf M

Oedynym rozwigzaniem tego réwnania w ;~jest element yA taki, ze

-(n +1)
yj~Cn) = u~n),

gdzie
1 dla n"”0, nk =0, k™

ut (n) M
0 dla pozostatych Ile jf .

Elementy y okresla sie z wyrazenia:
y - Yly2 ... vy,.

Nietrudno pokazaé¢, ze

y(f) = A" (n+l) u(ii,,
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gdzie
i dla nej”
U(fi) « *
0 dla n ¢vy?
00
Element yedSn wtedy i tylko wtedy, gdy szereg pnA~n jest zbiezny
lino=0 T
a wiec gdy K(0,e). Zatem

Sp(£) - icfo.e)-

N St
Niech f bedzie cfe-wartosciowe funkcje zadane * [ ztwierdzenia
2.9 wynika, ze °
[F(E)I(n) = — /LEOKIEI)"1] (n)F (A)dA = u(0) — + n/jv(n+1rF(*)dA,
(@3tj) J J @) J
r r (3.1.3)

gdzie funkcja f jest analityczna w otoczeniu K(O.¢), a kontur
11= (1~, ... ,rM) obejmuje K(0,¢).

Stosujac wzér Cauchy"ego dla funkcji wielu zmiennych (np. [41J, tw.3.1)
otrzymuje sie

[F(DIM) =jA F(n)(0), (3.1.4)
gdzie n '« nling! ... nM!
fA(FC) > ——mmmmm £~

TWIERDZENIE 3.1.1

kazdy element x e <£e generuje <f£e-wartosciowefunkcje x:

A x(n)y” (3.1.5)

okreslong na zbiorze Fx =|y*&M| §ii*" I™x(n) | |[IyAj= » < Ij.

— 1 Ini— J
Bowgd. 2okreslenia Iim wynika, ze Inp'rzy»dowolnym ustalonym ye F dla
wszystkich kejf+, zawyjatkiem by¢ moze skornczonej ichliczby, zacho-
dzi nieréwnosc:
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iikiiy-
Ix(K)] iyKI</%

a stad:

IXCOT1 Syk I<§ [%IML . (3.1.6)

Przez fx N oznaczmy funkcje ¢Cxt— ®" taka, ze
n
f_Ny) = 2L x(my"

X lInn-o

Dla dowolnego ustalonego y €Fx i dla i N2 takich, ze zapewnione
jest spednienie nierdéwnosci (3.1.6), ma miejsce nastepujace oszacowanie:

n2 n2
« W y> - rx.N(y>il < S Ix(n)llynll< X 1] jin".
Hin]|-\NL+i HInlI=N1+i
z ktérego wynika, ze ciag | fx N(y)j Jest ciagiem podstawowym w Z fak-

tu zupe+nOSC|dft wynika, ze dla kazdego y e FX, t(gx)eoﬁg_ n
Wniosek
Dla kazdego x = X.

Dowéd. [J¢HI -en , zatem dla kazdego x e ¢6e na mocy kryterium Cauchy®ego
o bezwzglednej zbieznosSci szeregdéw wielokrotnych otrzymuje sie:

i lin[IVIx(n)] l<en| = 11i inVIx(ft)lpn = fI<i.
linih-~ »nil —m
i
W celu zakonczenia dowodu wystarczy zastosowa¢ wzér (3.1.4) do funkcji
f (A) x(n)An. =
linl =0

Z twierdzenia 2.10, wniosku z twierdzenia 3.1.1 i ze wzoru (3.1.4) wy-

nika, ze odwzorowanie x = F

x(A) » 2] x(n) (3.1.7)
lini-o

x(n) - I=[ §n)(0) (3.1.8)



Jest izomorfizmem algebry na algebre Banacha ¢"~funkcji analitycznych
na polidysku K(0,p). z norme

If j« If (MOI-

sup_
% €K(Q, p)

M)
Niech 2 bedzie przestrzenie sygnatdéw ograniczonych, tj.:

() (D)
*¢ S |V A,lx(n)l«qgr
gf6 R+ n eK
o)
Przestrzen £°° z norme
[IXI - supM [x(n)]
nekK

A
jest przestrzenie Banacha. Niech h bedzie operatorem”m~ozenia w sensie
okreslenia (3.,1.2), przez element hetfe, zadanym na ~

h&) = hx.
TWIERDZENIE 3.1.2 o
Operator h(x) = hx odwzorowuje ¢6° w siebie wtedy i tylko wtedy,
gdy hs<£j.
Dow6d dostatecznos$ci Jest oczywisty. Aby wykazaé koniecznosé¢ zakdézmy, ze
oo
h¢£t. Wowczas szereg 2 3 Ih(m)] Jest rozbiezny. Wybierajec element
) 1k «o
xe £ *“ tak, aby:
1 gdy h(-n) >0
5 (©)
-1 gdy h(-n) <O
otrzymuje sie
y(0) “2 h(-ro)xGn) = 2 * jh(-m) h(m)
_.u M a
OIfjf mejtf
@)
a zatem yj £ n
Z twierdzenia 3.1.2 wynika, ze algebra znajduje zastosowanie w
teorii - stabilnych czasowo wielowymiarowych LTISDS.

A (g()f,o Q) ) N
Operator h: — Jest wéwczas operatorem mnozenia przez element
heéfj , ktéry jest transmitancje uktadu elementarnego. Zgodnie z wnio-
skiem do twierdzenia 3.1.1 h = fh(<i).
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TWIERDZENIE 3.1.3

DeZell he<fr to 6° - heG(iNj) wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla dowol-
nego ustalonego 17~ p$ M i ustalonych Aj ,... ,Ap_j .,Ap+1.... ,AM takich,
ze | | <€ I(njtp), TFunkcja odwzorowuj e
zorientowany okreg Jednostkowy na ptaszczyznie C , o Srodku 0 w Kkrzywa
nie obejmujaca punktu ¢i-l.

Dowéd. Z twierdzenia 2.11 wynika, ze & - h = C - fh($)e &c£j) wtedy i
tylko wtedy, gdy 1 - f7(A) f O dla dowolnego % € K(0,1). Z kolei ten
warunek zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ustalonego I*Sp€M
i ustalonych Aj Ap-1 >Ap+i taklch e ze 1Anl ~ 1 Wp) . funkcja
th @4, A t,(*).,Ap+l...e<M) odwzorowuje Jednostkowe domknigete koto
na ptaszczyznie C w obszar nie zawierajacy punktu ¢1=1. Ze wzgledu na
analitycznos¢ funkcji fh(Aj Ap_j ,(*N p+tl..-- ) wystarczy odwzoro-
waé¢ przez nig zorientowany Jednostkowy okrag 1 sprawdzi¢ czy obejmie on
punkt ¢i-1, czy tez nie. m

Dezeli h potraktowa¢ jako trsnsmitancje ukddi™ z otwarta petla sprze-
zenia zwrotnego, to twierdzenie 3.1.3 orzeka o -stabilnosci uktadu
z zankniete petla. Oest wiec ono uog6lnienlen kryteriua Nyqulsta na ukta-
dy czasowo wielowymiarowe.

Dla M = 2 Kkryterium to prowadzi do badania dwéch rodzin krzywych
Nyquista na ptaszczyznie C 1 nie jest trudne w zastosowaniu.

3.2. Algebra sygnatéw wlelookresowych

Wprowadzmy nastepujacy ukdad elementéw zbiorU|j’\'\JﬁI :

v - o

n2 - (0,n2,0....,0)

. (0. .0.HM
N- (Nj,N2,. oy
<M)
Przez ozmaiczmy nastepujacy zbior:
™ . )
"1x** | /\ M "xm e kM1 Mr
' n*Jf

TWIERDZENIE 3.2.1

Zbiér p z normag
w

(3.2.1)



1 mnozeniem
N-1
*y(n) x(n-m)y(m)
n=0

tworzy komutatywng algebre Banacha.

(3.2.2)

Powéd. Pj~jest przestrzenig liniowa. Nietrudno wykazac, ze z normg okreslo-

ng roéwnoscia (3.2.1) jest zupedna, a wiec Jest przestrzenia

tego, ze
N=1 N+Mi-1
xy(n-~) ° x(n-N1-m)y(m) = zOn-piyip-Nj) =
m =0 P=Ni
N ~-1 N-I
=" x(n-p)y(p) x(n-p)y(p)
P=0
dla dowolnego N eij i przy kazdym i=I1,..., M wynika,

odwzorowaniem pwtxPH— P.,
Dla dowolnego N eji zachodzi

Banacha. Z

ze mnozenie jest

N=1 N -1 N-I N-1
x(yz)(n) =/ x(n-k) 'y"" y(k-m)z(m) = ' z(m) x(n-k)y(k-m) =
k=0 m=0 m=0 k=0
N-I N-1-m N-I1
z(m) " x(n-m-p)y(p) =r> ' xy(n-m)z(m) -(xy)z(m),
m=0 p=-m m=0

a wiec mnozenie jest taczne. Opré6cz tego mnozenie Jest liniowe ze wzgledu

na kazdy czynnik oraz rozdzielne i przemienne z mnozeniem mprzez
zespolone.
Ma miejsce nastepujace oszacowanie:

N-I N-I
IM m x fo-ra)y(m) M . |*(n-m)] y (m)j.
n=0 ro=0 n=0

liczby
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Elenentea neutralny« w pN Jest iu° taki, ze

m(n) 1 dla N»kr+kgNgh. ee+kP M ,k1.... .KNJ*
dla pozostatych n e,K

Nietrudno przekona¢ sie, ze Sl113*1= 1. Mozna takze sprawdzié¢, ze anozenie
jeskt przealenne. Zatem P~ jlest koautatywne algebre Banacha.
Wprowadzmy uktad tUj.Ulg ny elementow algebry p~

1 dla n = iHj + |j

0 dla  pozostatych  n«JiM

1 dla n= 1iK, ¢ 12

ur2 (fl) ™
dla pozostatych n ejtf

1 dla n=nA  +1M

mMn)

dla pozostatych neij
gdzie i ejf. Symboles

m = .

mi*m2 ...
oznaczymy odpowiedni element przestrzeni P*. Nietrudno sprawdzié, ze
elenent UJ cp , 07"k<N -1 ga nastepujaca whasnosc:

u,k *(n) =xuik(n) = x(n-k).

Aby okresli¢ element y = (AUU° - UBD)“*,A e CM, trzeba najpierw wy-

znaczy¢ element y»~ = N~ ktéry spednia réwnanie rekurencyj-

ne:
A M ~iyi(n) “ yifa-Vv m “>°Cn).
ncjf

Dedynym rozwiezaniea tego roéwnania w pNjest\ element vy taki, ze

"(n) =- 4j- p~n), dla O0O"n”~N-1,
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gdzie

1 dla n=kINI+...*ki_IM1_1+kili+k1+IN1+1+._._+kp , k 1 KM «jvr
pAn)
0 dla pozostatych n €JsTM;
dla pozostatych nejth funkcja jest odpowiednio okresowym przedtuzeniem.
Element y wyznacza sie z wyrazenia y =Yy *"Ym " wykonujec odpowied-
nie mnozenia w p” otrzymuje sie:

nN-i-n
ycn) =-gd (o= o— dla 0ANAN-1 . (3.2.3)
all-i)a22-D ... (*nm-i)

Element y istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wszystkie vy.,
(i=1 ,2.... ,M), a wiec gdy NT 1~0. Aby okresli¢ wyrazenie na widmo

teczne elementu Ul wprowadzmy nastepujece oznaczenia:

[tk - expd iS)-

f» (ei.e2..... fM)e cM
\
ik) (e*1,t2 ..... &>) - ke/ .
Teraz mozna napisaé¢, ze
Sp(ui) = jxecM &(PN), i-1..._. M | ¥ (k)},
0<k <N-1.

Zatem widmo +teczne elementu ur sktada sie z |[N]| punktédw rozmieszczonych
regularnie na poliokregu ®K(0,1).
Niech f bedziePM-wartosciowe funkcje zadane wpM. Z twierdzenia 2.9

wynika, ze n

[f(uD] (n) = - -+-i jfaw "~ U)"T (n)f(A)dA .

?_
@i
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Stosujac M-krotnie wzér catkowy Cauchy®ego otrzymuje sie:

N-I
[f(ui)](n) . (Eik))"n f(£(k)). (3.2.4)
\W k=0
Kazdy element x e PM generuje p -wartosciowg funkcje f okreslong na
Py taka , ze N N
N-I
) = Ix(n)yn. (3.2.5)
n=o

TWIERDZENIE 3.2.2
Dla kazdego xeP,,, f (ui) = x.
g N X( )
Dowéd. Wystarczy funkcje
N-I

fx(A) = x(n)An
n=0

wstawi¢ do wzoru (3.2.4), aby otrzymac:

N-i Ho1 N-1 _
[Ex(UiD] () = 13-~ (E(K))_nfx(E(K) =~y A (E()rny  x(mye KIM_
N k=0 N k=0 m=0

N-I N-I

S x(m) ¢ 1S i€k ~"n =

m=0 k=0
dla dowolnego (\tJf , bowiem przy ["i“ni]~ Ni~I, #=I,...,M zachodzi:

N-I 1 gdy m =n

0 gdy m~™n.
Symbolem p'N oznaczmy zbiér pN, lecz z odmiennie okre$slong normag

X'l = sup Ix*(M]
pJ* nepr
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1 zwykdty* mnozeniem

tatwo wykazaé¢, ze potworzy algebre Banacha.

TWIERDZENIE 3.2.3

Odwzorowanie X X, xepN, x'ep'N, okreslone wzorami:
x) -3 @6ty xm. (3-2.6)
p=0
N-1
) "¢ F i AE(P))‘nxLp), (3.2.7)
NV o

jest izomorfizmem algebry PuN na P'N

Dow6d. Z twierdzen 2.10 i 3.2.2 oraz ze wzoru (3.2.4) wynika, ze odwzoro-
wanie xs:fj¢ okreslone wyrazeniami:

Px(p), (3.2.8)
P=0

t(n) = (E(p))"n fX(£(p)). (3-2.9)
P=0

jest izomorfizmem algebry Pm na algebre funkcji analitycznych w otoczeniu
Sp(UJ). Podstawiajec Tx(£7) = x"(p), otrzymamy wyrazenia (3.2.6) i
(3.2.7). Zauwazmy jeszcze, ze

x'J-  su f (A)t. El
X3- sp 1T A)

Najprostsza dziedzine zastosowan algebry P~Jest teoria LTISDS, pobu-
dzanych sygnatami wielookresowymi. Operator h:p”- p” ukdtadu elementar-
nego Jest tam operatorem mnozenia przez element hef , to znsczy h(x)=hx.
Zgodnie z twierdzeniem 3.2.2, h = fh(UF). Mozna tez operator h trakto-
wa¢ jako odwzorowanie P~— J», z tym ze mnozenie hx przez element he p
takze nalezy rozumie¢ w sensie okreslenia (3.2.2).
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Dla przyktadu okreslmy odpowiedZz dwuwymiarowego filtru rekursywnego o-
pisanego réwnaniem:

y(nl,n2) = -x(nlfn2) + 2y(nl-1,n2) + yCnj.ng-1) (3.2.10)

)
na sygnat x = Ul o okresie N = (fA.Ng) = (5.4).
Dezeli x iy potraktowaé¢ jako elementy algebry p~ , to réwnanie
(3.2.10) mozna zapisa¢ w postaci

y - -x + (2 nr + Ui2)y.

Sted
y » (2 uij + ui2 - iu°)-1x.

Zatem transmitancja he PN ma postacé:
h = fCUul) = Quij + iw - u ) *,

a odpowiadajeca jej C -wartosciowa funkcja f~, zadana w 02:

fh G = Z1+72-1"
Mamy
zn 2%
3N 3 5
fi = e = e
| |
R
e2 =e = e -]

fh(e(k)) =f ~ A 2) mm k<_._.
2rijn + e22 - 1
Stosujec wyrazenie (3.2.4), otrzymuje sig
4 3_ g'lldni gEZnZ
ifh(un)i(ni,n2) = h(nl,n2) = jjij- »
! J k1B %24 2871 % B22 - 1

Ktadec x - li! , otrzymuje sie y » h.
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3.3. Zastosowanie algebr €0 i P, do poszukiwania rozwigzan
uktadéw nieliniowych

W paragrafie tym zastosujemy algebre 6" do rozwigzanis réwnania opera-
torowego

y = x + h($(y)), (3.3.1)

(mL («|

gdzie xe , $ Jjest nieliniowe funkcje odwzorowujece w siebie,

spedniajece warunek Lipschitza ze state wy, tj.:

I GHNIF<*L> % B2 ()< THxT-,21 (M),
x1 x2€ £e°

h jest operatorem mnozenia (splotu® ~rze”™ ~lement hedSj, tj. h(x) = hx.
Z twierdzenia 3.1.2 wynika, ze ii: 06“—~ (6§ . Zachodzi oszacowanie

A(M) HFIQOH(M) *= »h B I*|QM) =
Xe r

z ktérego wynika, ze
w
Réwnanie (3.3.1) opisuje uktad ze sprzezeniem zwrotnym zawierajecym w

torze g4éwnym blok nieliniowy o funkcji przejscia $ , a w torze sprzeze-
nia zwrotnego LTISDS o transmitancji he (rys. 3.3.1).

Rys. 3.3.1. Schemat blokowy ukta- Rys. 3.3.2. Przyktadowa charakte-
du ze sprzezeniem zwrotnym odpo- rystyka bloku nieliniowego
wiadajecy roéwnaniu (3.3.1)

Ma miejsce nastepujece oszacowanie:

nfi [#*Li - ik >1» <11hS 8$(x1) - f(x2)I(M) iS ythi Ix1-x2 i(M)
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Dezeli operagor ho $ Jest zwezajacy, tj., Jezeli <yih] <1, to réwna-

1
nie (3.3.1) posiada jednoznaczne rozwigzanie Yy, bedace granicg ciaggu ko-
lejnych przyblizen

yn+i “ x + h($(yn)). (3.3.2)

()
Ola kazdego xe de“” mozna znalez¢ takie e eS +, ze x€o06e . Zatem pod-

czas okreslania kolejnych wyrazéw ciggu |yn| zadanych wyrazeniem (3.3.2)
mozna stosowac¢ nastepujacy algorytm:

(i) majac wartosci y~H) k-tego przyblizenia yk dla wszystkich
okresla sie wynik operacji $ czyil wszystkie wartosci
[$(ykIl (n);

(li) stosujac wniosek do twierdzenia 3.1.1 wyraza sie element $ ~AY"N P°~
przez element <i

oo

BN = O N =L KE O

(lii) z réwnania (3.3.2) okresla sie k+1 przyblizenie

Yk+i ¢ *x(6Y * h(yk)(6)>

stosujac przy tym wzory (3.1.3), albo tez (3.1.4).
W charakterze elementu poczatkowego ciggu kolejnych przyblizen rozwigza-
nia nozna przyja¢ yQ = Xx.
Przykdad liczbowy

Przyjmijmy, ze funkcja przejscia bloku nieliniowego na wykres widocz-
ny na rys. 3.3.2, transmltancjg czasowo jednowymiarowego LTISDS jest

fh (tF) = 0.3(2e5°-<5"r1,

a na wejscie uktadu podano sygnat x =8°. Stosujgc wzér (3.1.4) do ele-
mentu fAid) otrzymuje sie:

[fh(<n] (n) - 0,3.2-(n+1)u(n).

Traktujac x i Jako elementy mozna +atwo oszacowaé¢ norme ~(tf)
i stwierdzi¢, ze operator Th(<?)$(e) Jest zwezajacy, a wiec mozna stoso-
waé¢ powyzszy algorytm kolejnych przyblizen. Przyjmujac yQ * 8° otrzymu-
je sie pierwsze przyblizenie w postaci:



- 40 -

YjCn) « d°(n) + () *<5°(n) + 0,3.2~"n+1"u(n).

Wyniki poszczeg6lnych iteracji zestawiono w tablicy 3.3.1.

Tablica 3.3.1
Wyniki poszczegélnych iteracji rozwigzania réwnania (3.3.1)
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
yjin) 1,1500 0,0750 0,0375 0,0188 0,0094 0,0047 0,0023 0,0012 0,0006

y2 (n) 1,1500 0,0862 0,0487 0,0272 0,0150 0,0082 0,0044 0,0026 0,0013
y3(n) 1,1500 0,0879 0,0506 0,0297 0,0170 0,0098 0,0055 0,0034 0,0018
y/n> 1,1500 0,0882 0,0510 0,0303 0,0176 0,0103 0,0059 0,0038 0,0020

yg(n) 1,1500 0,0882 0,0510 0,0305 0,0177 0,0105 0,0060 0,0040 0,0021

Mozna takze rozpatrywa¢ roéwnanie (3.3.1) w przestrzenip.,. Woéwczas xeP.
$jest nieliniowg funkcja I\r*“P«< spedniajgcg warunek Lipschitza ze
« . y - - _
statg T ,ﬁ(x) = hx, hePjj. Oezeli operator h o $ jest zwezajacy, ¢tj.,
jezeli ~h]l < 1, to roéwnanie (3.3.1) mozna rozwigzywaé¢ przez iteracje,

Pij
stosujgc algorytm podobny do powyzszego, to znaczy:

(i) majac wartosci k-tego przyblizenia dla wszystkich 0«SO«N-1
okresla sie wynik operacji $ ~YKNT czyli wszystkie wartosci
[$(yk)1(n);

(li) stosujgc twierdzenie 3.2.2 wyraza sie element "(y") poprzez elementnm

N-1

" 2#(y,)(ui) =2]P (yk) (nu,n:
K n =0
(lii) z réwnania (3.3.2) okre$la sie k+1 przyblizenie

yk+i m K (w) ¢ rh(tu) r*(yk)(w)

stosujac przy tym wzor (3.2.4).
Takze i teraz jako element poczatkowy ciagagu kolejnych przyblizeA rozwiag-
zania mozna przyja¢ yQ m x.
Przyktad liczbowy

Przyjmijmy, ze funkcja przejscia bloku nieliniowego ma wykres widoczny
na rys. 3.3.2, a transmitencjg czasowo-jednowymiarowego LTISDS jest
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2h (ui) > 0,1(UJ-0.SUJO)-1.

Na wejscie uktadu podano sygnat x =UI° o okresie N=5.

Réwniez w tym przypadku operator Tfh(m)$(«) spednia warunek zweza-
nia, nozna wiec stosowa¢ algorytn kolejnych przyblizen. Stosujec wzor
(3.2.3) dla przypadku czasowo jednowymiarowego otrzymuje sie:

[f.uid] () = 0.1 « 0,1¢0,5)4-n  dla Oi n 44.

Pierwszym przyblizeniem Jest:

yj(n) =uU3°(n) +[ N M) -ul°(n) + [fhfw)] (n) =m°(nKo.lio.s)4-",

/
0 j$n 4. Sted otrzymuje sie:

ACyj)~ “ 1110 + °*012ut + 0.025 UI2 + 0,050UJ" + 0.1UJ4.

Powtarzajec cykl obliczen, otrzymuje sie wyniki dalszych iteracji. Wyniki
te zebrane se w tablicy 3.3.2. W tablicy 3.3.3 zebrane se wyniki kolej-
nych iteracji rozwiezania réwnania (3.3.1) przy = 0MUJ-0.S1U0)"1.

Tablica 3.3.2

n \ 0 1 2 3 4
Yo © 1 0 0 0 0
Yj/ny 1,006 0,012 0,025 0,050 0,100
y2 (n) 1,011 0,020 0,035 0,061 0,102
y3 () 1,012 0,023 0,036 0,061 0,103

Tablica 3.3.3

n 0 "1 2 3 4
Yjin) 1,013 0,026 0,052 0,104 0,207
y2 (n) 1,023 0,058 0,096 0,150 0,218
y3(n) 1,037 0,073 0,108 0,156 0,225

1,042 0,077 0,111 0,158 0,227
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Czesto operator h o $ nie spednia warunku zweZania. Wéwczas trzeba
réwnanie (3.3.1) przygotowa¢ do metody kolejnych przyblizen. Wybierzmy w
tym celu element g€ taki, ze ¢ ”- hgt6(aS”™). Réwnanie (3.3.1) noz-
na zapisa¢ w réwnowaznej postaci

(€°- hg)y = x + h($(Y) - gy).

Sted otrzymuje sie:

y = (& - hg)-1x + ($* hg)_1h($(y) - gy) (3.3.3)

Dezeli operator ((J*- hg)-1h($(* )-g® jest zwezajecy, to roéwnanie (3.3.3)
nozna rozwiezywaé metode kolejnych przyblizen. Powyzszy rezultat mozna
sformutowaé nastepujeco:
TWIERDZENIE 3.3.1

Oezeli istnieje element ge taki, ze:

(1) operator $ (*)-g* spednia warunek Lipschitza ze stete cf,

(1) S -hgs&(*>])) (funkcja fhg spe#nia zatozenia twierdzenia 3.1.3),
(1) | (rf*-hg)"1h|jof<l,

to cieg okreslony réwnoscie

Yk+1 » (<J*-hg)~*x + (tf*-hg)"1h($(y1) - gyk) (3.3.4)

jest zbiezny do jednoznacznego rozwiezania rownania (3.3.1).

Przypusémy teraz, ze xc<€|. Wzory (3.1.7) i (3.1.8) okresSlaje izomor-

fizm algebry <j6. na algebre z norme If 1= sup If ()] - Norma ta
1 1 X XeK(O0.1j x

Jest réwnowazna normie w , sked wynika nastepujecy wariant twierdzenia

3.3.1.

TWIERDZENIE 3.3.2
Niech xe<f£j. Oezeli istnieje element geeSj taki, ze:

(1) operator j$(0-g* spednia warunek Lipschitza ze state 0Q .

) U R O RS

inf
Aek(d 1) 9
to cieg okreslony roéwnoscie (3.3.4) Jest zbiezny do Jednoznacznego rozwie-
zania roéwnania (3.3.1) w
Analogiczne twierdzenie mozna sformutowa¢ dla algebry p*. Z twierdze-

nia 3.2.3 o izomorfizmie algebr Banacha i wynika nastepujece
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TWIERDZENIE 3.3.3
Niech x Oezeli istnieje element ge taki, ze
(i) operator $(=) - g* spednia warunek Lipschitza ze state of ,

an inf IrL, - f(%)1><,
reSp(UI) * 9 -

to cieg |yk| okreslony wyrazeniem ,
yk+l = ~gi°-h9 + (UI°-hg)_1h($(yk) - gyfo)

jest zbiezny do jednoznacznego rozwiezania réwnania (3.3.1) uf.N,

3.4. Operatory jednorodne czasowo niezmiennicze

(D)
Przez  «OgyB, oznaczmy podprzestrzen sygnatow w pedni symetrycznych
()] m

przestrzeni () , tj. zbior wszystkich xe 5 , ktérych wartosci x(n) nie
zmieniaja sie przy dowolnej permutacji wsp6trzednych ni nM elementu
i i 4 i i n 2 -

n_€ . Ana!og!cznle okresla su? przestrzenie 1 %ng , Gﬁsirl_matw_o spraw
dzic, ze mnozenie w psym okreslone wzorem (3.1.2), odwzorowul‘]eEQSym X
~Nesym " “psym® a “lec Przestrzen <€ yn jest podalgebre Banacha al-
gebry <fe . Rzeczywiscie, jezeli przez oznaczymy operator i-tej per-

mutacji wspétrzednych nl(...,nM elementu I@O< i< M), to z wyrazenia
(3.1.2) otrzymuje sie:

xy(3Bi (M) =72 M x@IL(n)-my(m) - M x@li (n-p))y(ri (p))
mejNf pcjf

M
dla dowolnych nejf , sked wynika, ze jezeli xetfes " i ye

a osyw 7w\ to
Wynika sted tez, ze operator h(x) = hx odwzorowuje “

Xy« - &)
esyiu Sy«
w siebie wtedy i tylko wtedy, gdy #6c”jSym-
tatwo sprawdzi¢, ze operator i*)®, okreslony nastepujaco:
x®(n) = x(nl)x(n4) x(nm), (3.4.1)
(€Y) (m anr (m”
odwzorowuje Ofp w GBpj, a takze odwzorowuje «Ew e °r3Z ze za-
chodze réwnosci:
1Helie) - W (@) (3.4.2)
APi "9
H*@HM) = N(CI1> (3-4-3)

JT
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tPX(Y 1 )?X(Y2) (3.4.4)

Operatorem jednorodnym czasowo niezmienniczym stopnia m nazywamy od-

wzorowanie Fl zadane na P takie, ze
I"hC)1(n) = h x@(nl), (3.4.5)
gdzie h€7”eSyn* z twierdzenia (3.1.2) wynika, ze h odwzorowuje w

siebie wtedy i tylko wtedy, gdy

Zatozenie, ze h jest elementem w pedni symetrycznym, nie zmniejsza
og6lnosci powyzszej definicji, o czym $wiadczy nastepujace
TWIERDZENIE 3.4.1

Dla kazdego h'e istnieje taki element h6” SyB» za

h*x®(nl) = h Ani)

przy dowolnym x 1 # i dowolnym n tff

Powéd. Wprowadzimy w zbiorze Jf' relacje permutacji X , tj. powiemy, ze
pitjs" wtedy i tylko wtedy, gdy pF jest dowolne permutacje p . tatwo prze-
kona¢ sie, ze relacja ta jest zwrotna, symetryczna i przechodnia, a wiec
jest réwnowaznosc€ie. Relacja ta dzieli zbidr na rozteczne klasy.Przez
NB@D i 1g oznaczmy odpowiednio klase z przedstawicielem i liczbe
jej elementéw, a przez (N&) oznaczmy zbidér wszystkich przedstawicieli
réznych klas. Wéwczas otrzymamy:

S B h*(nl-p)x®(p) - S A a) S B/ h*(nl-p) (3.4.6)
pejf @ ) p e (M)

Zawsze Istnieje taki element he.c’:.i©yi ze dle dowolnego n cif zachodzi

V (nl"a) h(ni-p)* (3-4-7)

Z wyrazen (3.4.6) i (3.4.7) wynika, ze

r;Ejf— h*(I-p)x®(p> m S j b Ihh(nl-n)x®(g) = . h(nl-p)x®(p !'m
pej ) a @ pejT

Z wniosku do twierdzenia 3.1.1 i z twierdzenia 2.9 wynika, ze

. m\y*> .bﬂ% V*_ (3.4.8)
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Ze wzoru (3.1.4) otrzyeuje sie:

[h x®]1(.) - ©).
s sted
[h(xX () - hAnl) - -+ F~170). (3-4.9)
1 (ni)" hx®

Wyrazenia (3.4.4), (3.4.8) i (3.4.9) aoge stuzy¢ do obliczania kolejnych
wartosci [fi(x)](n) sygnatu h(x).

Za pomoce wyrazen (3.4.3) i (3.4.5) wozna oszacowa¢ norae elementu h(x)

HhCOSM) «  ThI DX - (3.4.10)
<£” 6)

Przejdzmy teraz do zagadnienia identyfikacji uktadu nieliniowego przy
uzyciu operatora jednorodnego stopnia n. [ldentyfikacja polega na okres$-
leniu elementu h ecCj3yB. Problem ten sprowadza sie do wyznaczenia funk-

cji

h((s) - p1(C....(*) - pB) (3.4.11)
dla wszystkich warto$ci Pj....»PB« droge pomiaru odpowiedzi uk#adu na
cleg pobudzen

m6 L. + 5 : i-1, ,m

n

Niech p = (pt,... ,PB)sjs*. Przez «k|? oznaczmy zbidér wszystkich roéz-
nych kombinacji (‘= eeeenf,,.) Wyrazéw ciegu p Okreslajecodpowiedz
uktadu nasygnat £p. a nastepnie odejmujec od niej 1dodajec na przemian
sumy odpowiedzi na sygnaty £ dla ¢ nalezecych kolejno do *KB_2 "eeee*?e
otrzymamy funkcje (3.4.11):

h(n-pl,n-p2,....n-pB) = iy ([h(AP)I(n) - [h(A®)i(n) +

a € K«-i

+ S [h(AD] (M -T1 [FiGADI(M +...+ D717 A1 -
g.-£Km-2 i6 "



_ 46 -

Wyrazenie to nozna zapisa¢ krétko a postaci:

m-1
h(nl-p) = {-1>r" [h(Ag>] (n). (3.4.12)
r=0 a e KP
Analiza Jest zagadnieniem odmiennym od identyfikacji. Przy analizie

punktem wyjscia jest zwykle posta¢ uwikd#ana operatora uktadu,
sto roéwnaniem (3.3.1).
Chcec aproksymowac operator uktadu operatorem jednorodnym

zadana cze-

A -
h stopnia

m, mozna zastosowa¢ poteczony algorytm analizy i identyfikacji. Poszcze-
gélne odpowiedzi hn(Ag) na sygnaty x =47, wyznacza sie stosujec algo-
rytm kolejnych przyblizen, opisany w paragrafie 3.3, a nastepnie element

(m
e okresla sie za pomoce wzoru (3.4.12).

Analogicznie mozna wprowadzié¢ pojecie operatora jednorodnego w prze-

(m)

(3.4.3) i (3.4.4):

BEl (<) - INI™
P N

e 1(m) * IxH"A
PN

~e ) Ax(y2) Te Ao o5

Operatorem jednorodnym stopnia m nazwiemy odwzorowanie
kis, ze

[hCOT1() « hxa(nl), 0<£ n ~ N-1,

w
gdzie he PNjSyB» Operator ten mozna tez traktowaé, jako
- /\N*

Z twierdzen 3.2.2 i 2.9 wynika, ze

hx® = £ #(»> = ~(Ciu) FN)(W

strzeni P,.. Operator (=)®, okreslony roéwnoscig (3.4.1), odwzorowuje P
N

,NW

Uy,
PNIsyn (wzglednie PN w PNjSy,)- Zachodze réwnosci analogiczne do €5.4.2),

(3.4.13)

(3.4.14)

(3.4.15)

ﬁ: P~ PN ta-

(3.4.16)

odwzorowanie

(3.4.17)

Stosujec wzor (3.2.4) do wyrazenia (3.4.17) i biorec pod uwage, ze

... A~ exp( s
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otrzymuje sie:

[-*]<m» m\f Z * m<k-n> -h
k=0
Sted
IhGOI(n) = hx®(nl) = i- ¢ i "nllkIf s, (£2), 05 n« N-i.
N k=0Q hx® (3.4.18)

Wyrazenia (3.4.15), (3.4.17) i (3.4.18) stuze do obliczania kolejnych war-
tosci rh(x)I(n) sygnatu h(x).

Norme elementu X) mozna oszacowa¢ za pomoce nieroéwnosci

BhO) P, -<IThI1(B) [Ix|r (3.4.19)

N

Pni

Ildentyfikacje przeprowadza sie analogicznie, z tym ze

-(D)
Ad) -m

Wéwczas wzor (3.4.12) pozostaje w mocy. Analogicznie tez

. (D

aproksymuje sie

operator ukdadu, zadany w postaci uwiktanej roéwnaniem (3.3.1), operatorem

Jednorodnym.

Kazdy operator jednorodny okreslony wyrazeniem (3.4.5) z elementem

(m)
he d%sy« (Jedrem) w pei#ni faktoryzowalnym:

h(n) =h”~n~h”ng) h~inn) (3.4.20)
jest syntetyzowalny w strukturze widocznej na rys. 3.4.1
opajnoforjednorodny
LTISDS

Rys. 3.4.1. Struktura realizacji
operatora jednoroanego stopniam z
jedrem w pedni faktoryzowalnym

/ stopnia. -m zjadrem.
hp Hpatni faktory-
z oHojnym.

Rys. 3.4.2. Struktura realizacji
operatora jednorodnego z niefakto-
ryzowalnym Jedrem
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2 réwnosci (3.4.20) i (3.1.4) wynika, ze h Jest w pedni faktoryzowel-
ny wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja fh Jest w pedni faktoryzowelna:

fh () - fhar2n

Oezeli Jedro h nie Jest w pekni faktoryzowalne, wowczas funkcje fh woz-
na roztozy¢ w polldysku K(o,l) w szereg potegowy

fh(w - h(p)X « ~ fho(W.
IIPiI:0 |p||:0 P

gdzie funkcje

fh (X) - h(p)a,p

se w pedni faktoryzowalne. Zatem Jedro

hp = fh (@) « 4i(p)<f

Jest realizowalne w strukturze widocznej na rys. 3.4.1. Natomiast Jedro

(3.4.21)
wil =0

Jest realizowalne w strukturze widocznej na rys. 3.4.2, z#ozonej z nie-
skonczonej liczby blokéw realizujgcych operatory Jednorodne o Jedrach hp
w pedni faktoryzowalnych. W praktyce szereg (3.4.21) trzeba obcieé, otrzy-
muj ec

M
h*- 2 \Y
Dpi =0
a bted realizacji oszacowa¢ za pomoce normy Fh—h’li(n). Obliczmy jeszcze

¢l
poszczeg6lne wartosci h (n) jedra sktadowego hO. Ze wzoru (3.1.4) o-
trzymuje sie:

d"l€>l dnw P h@) n r(p-hdt,p-nt/!
h o =fr fd©@ =~ n, eee  'n .
dVll d"m kg O dla p -n ¢hf”
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3.5. Operatory analityczne czasowo niezmiennicze

(1) (1)

Odwzorowanie : B — B, okreslone wyrazeniem:
1 m ]
AxJjCn) =2~ jhk(x)j(n) " ~~hkix®(nl), (3.5.1)
Q)
gdzie hke & |8B (k»1l ,nazywamy operatoremnm wie-

lomianowymnm stopnia m. Norme elementu SB(X) mozna oszacowaé za
pomoce nieréwnosci:

m
ls- (x)I(i) <Z '11hkl(k) IxI(D - (3-5-2)

k“1 *1lsy
. . ] - L, ]
Dezell dla kazdego xeZ, gdzie Z Jest zbiorem w <, istnieje grani-
ca S(x) eiegu _]'IS—{Xii- w sensie normys), to operator S: (é'«)o_ @ na-
zwiemy operatorem® analitycznym. Z wyrazenia (3.5.2) wynika,

ze jezeli zwykty potegowy szereg

x>
S ilkl (k) 1*1(1)N
k=1 * laym

jest zbiezny, to szereg funkcjonalny

sfx) w hfo(x) (3.5.3)
k=1

takze Jest zbiezny.

Postawmy nastepujecy problem. Kiedy operator uktadu zadany w postaci
uwiktanej rownaniem (3.3.1) mozna rozwik#aé przy uzyciu operatora anali-
tycznego? Warunek dostateczny okresla nastepujece

TWIERDZENIE 3.5.1

Niech w réwnaniu

y » x + gi#(¥)]j (3.5.4)

PT————- @
Dla kazdego fi>0 istnieje element S(x)« «fi" niezalezny od fi oraz
liczba M(c) tekie, ze JS(X) - SGX)|/1) < £ za kazdym razem gdy mM(fi).
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(0 A@d O

x€ e , g: &- Jest operatorem mnozenia (splotu) przez element
gtij :8() =gx, a $ Jest (& wartosciowg funkcjg okreslonag na m
taka, ze:

31 - eyM] , (3.5.5)

gdzie tp : R—R. Jest funkcja analityczna. Dezeli operator g o $ Jest zwe-
zajacy, to istnieje operator analityczny R, taki, ze y =R(X).

Dow6d. Do dowodu twierdzenia bedg potrzebne: pojecie zbieznosci ciagu dwu-
argumentowego w przestrzeni Banacha oraz dwa lematy.

Niech jxB nj bedzie ciggiem dwuargumentowym o wartosciach w pewnej
przestrzeni Banacha Xx. Cigg ten nazywamy ciggiem zbieznym, jezeli dla do-
wolnego 6 >0 istnieje element xeX niezalezny od £ oraz dwie liczby

M(6) i1 N(Ffi) takie, ze ||x-xB n|l.< £ za kazdym razem, gdy m>M(£) i n>N(£)
Przez (X,X) oznaczmy zbidér wszystkich operatoréw zwezajacych, odwzo-
rowujacych zamkniety zbiér przestrzeni X w siebie.

Lemat 1

Dezeli ciag jJAn Joperatoréw z (X,X) jest zbiezny do operatora A£(X,X)
tj.. Jezeli /\~(x) - An(x)]--0, to ciag jxB n| okreslony réwnoscia

n(h = n din-45
jest zbiezny do rozwigzania réwnania x = A(X)-

Dowod lematu. Z zasady odwzorowan zwezajacych wynika, ze dla
ustalonego @a istnieje granica XR « Iim x taka, ze x =A (X ). Ma-
m.m m a m

ja miejsce nastepujace oszacowania:

be¢. <M.~ 550

Jx-xj| - BA(X) - ab (xb)Jl < HAX) - A(xb)| + fa(xb) - Ab (xb)jI

Aalx-xB I+ |a (xbl- Ab (xb)I]- (3.5.7)

Liczba dodatnia % w nieréwnosci (3.5.7) spednia warunek i, <1, zatem

IX"Xmll < I5;HIA(xa) - V. xm)I* (3.5.8)
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Z nieréwnosci (3.5.8) wynika, ze dla m> M zachodzi [Jx-xB |<
Oprécz tego przy ustalonym n >M dla n >N spedniona jest nieréwnosé
Ix -x nl< Zatem dla m> M i n>N otrzymujesie [JIx-xB " I < £, co
konczy dowéd lematu. O

Lemat 2

Oezeli funkcja :R,— R w wyrazeniu (3.5.5) jest wielomianem, a S
jest operatorem wielomianowym, to g°$o0 S tez Jest operatorem wielo-
mianowym.

Dowod lematu. Bez utraty ogdélnosci mozna zatozy¢, ze @ jest
Jednomlanen stopnia r :tp(t) - tr. Woéwczas
[$¢CS(x))T1(n) hkrnl)Il (3.5.9)
k=l J
Q)

gdzie hke ~fsym* *yrBieni8 (3.5.9) Jest sume m  sk#adnikéw typu

xSA(nl)...hk x® (n-t)=~> "k he (nl-pA)i~(pt)..,~> |k hk (nl-pr)inr(pr)

hk
1 r Pier 1 1 Pr*~r r
hk (nt-pil)...hk (n1-pr p+(pl)...x~(pr) =
Pi*eeosPr 1 r
=Y, h (i.P)FIEZ5>(p) (3.5.10)
Nk 1+..o+kr\N Ll kr
(ko+...+k ) A
Z wyrazenia (3.5.10) wynika, ze hk ,k 6 Alsym «a wl”c $o0S
jest operatorem wielomianowym. Zbadajmy teraz ztozenie operatora g z

operatorem Jednorodnym o jadrze hme ”~j3yB* Ma>y

re e h I = g(n-p) vy 1 h (pl-s)x®(s) =
L " J s*f " "

peii

= - J@ES) Y g(n-p) h (pl-S) “S m - S h,(ni-S-pt)g(p)-
Sejf pedf sejf PeK
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gdzie

=S h (g-pDg(p).- (3.5.11)
pekK

Z wyrazenia (3.5.11) wynika nier6wnosc¢:

2] Iwl 21264090 | |o)2 il H

gej*  pej
] . (m ]
oraz peidna symetria funkcji hh. Zatem h"e ~gyB» Ty>* samym udowodni-
lismy, ze go $ o S jest operatorem wielomianowym. O
@

f i 1
Niech J$m‘ bedzie ciegiem operatoroéw %)° okreslonych nastepu-

jeco:
[$B(]1 (M) =pBLy(M] .

gdzie J<pm [ jest ciegiem wielomianéw, c¢cpm R — R , zbieznym jednostajnie do
funkcji analitycznej (p . Wprowadzmy dwuargumentowy cieg Jy [ elementoéw
przestrzeni ) , 0 wyrazach okreslonych nastepujeco: >

v

yp =x ¢ g yp )1. yP(O = x.

Z lematu 2 wynika istnienie ciegu <fn peratorow wielomianowych takich
ze

y v (X)-

Zatem z definicji operatora analitycznego i z lematu 1 wynika, ze istnie-
je operator analityczny R taki, ze y = $(x).H

Identyfikacje uktadu przy uzyciu operatora wielomianowego stopnia a
okreslonego wyrazeniem (3.5.1), przeprowadzs sie wykorzystujec metode i-
dentyfikacji operatorem jednorodnym. Pozostaje w mocy wzér (3.4.12), za
poaoce ktérego wyznacza sie jedro h™ (najwyzszego stopnia):

a-1
h. (n1-p> -Dr [&E(Ag)J(n). (3.5.12)
r=0 i6Km-r

Po okresleniu jedra hW mozna wprowadzi¢ operator SB—I o stopniu obni-
zonya:

[sB_I™"X)] (n) « ~N hB (nl-p)is*(p),
pPEJ*"
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a nastepnie wyznaczy¢ jedro hR 1 ze wzoru analogicznego do (3.5.12):

a-2
»W«l-P> =iirrn-]JL ("I)r S - ¢ [s-i(Ai]in)*
r=° a K& l-r

Postepujec dalej w ten spos6b nozna kolejno okresli¢ wszystkie elenen-
ty hB,ho-1" ** ,hi op@ratéra SB 1 tyn saayn zakonczy¢ identyfikacje.

Chcec aproksynowaé¢ operatorem wielomianowym operator uktadu zadany w
sposéb uwiktany, mozna zastosowaé poteczony algorytn analizy i identyfika-
cji analogicznie jak podczas aproksynacji operatoren jednorodny» (para-
graf 3.4). Postepowanie takie nozna stosowa¢ nawet woéwczas, gdy charakte-
rystyka bloku nieliniowego nie jest zadana w sposéb analityczny, lecz
graficzny.

Kazdy operator wielomianowy jest syntetyzowalny w strukturze réwnole-
gtej ztozonej z blokéw realizujecych sktadowe operatory jednorodne.



4. OPERATORY UKELADOW CZASOWO ZMIENNYCH

4.1. Xr 1K -algebry

Niech h bedzie C-wartosciowe funkcje zsdange w jfxiP teke , Ze
c) jh(n,n) =0 dla n>nl, (neKM,

Cii) V A S Mlh("—n)l<<*'

offcR+ ne” "«eN-
() . . . . .
Przez X oznaczmy zbidér wszystkich funkcji h spedniajecych warunki
r ()
() i (11). tatwo zauwazyé, ze X jest przestrzenie liniowe, apo wpro-

wadzeniu normy

1h ] = sup n Th(n,n)] (4.1.1)
“@Wniaf

staje sie przestrzenie Banacha.

TWIERDZENIE 4.1.1

Operator przyczynowy ;}1 okreslony wyrazenie®

[hOCOI) « ~ h(n,n)x(n) (4.1.2)
neiTM
. o o, o)
odwzorowuje przestrzen w £ wtedy i tylko wtedy, gdy ne K r.
w
Dowoéd. Oezeli he X .to istnieje takie liczby oe./6feR* , ze dla dowol-

()]
nego xe ¢B“* i1 dowolnego ni jf zachodzi nieréwnos¢

I[Th()I(n) 1=1S htn,n)x(n)un |[h(n,n)Uof &
nekKM
i A (1 o .
a wiec h(x)e <£* . Zatem warunek he 3C jest wystarczaj ecy.
A @
Dow6d koniecznos$ci trzeba rozpocze¢ od wykazania, ze jezeli h: £T— £
to szereg M h(n,n) jest absolutnie zbiezny przy dowolnym ntjf . Za-

li m
+6zmy, ze jest przeciwnie i wybierzmy sygnat xe £°° taki, ze

gdy h(n,!Y) > 0
1 gdy h(n,n) <O
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Wéwczas:
GOl () = S [h(n.n)| ,
nej/1
R . A .(%% R R p
sked wynika, ze h(x) Jj¢6>° , a wiec szereg M h(n,n) musi by¢ absolut-
nie zbiezny przy dowolnym n. Aby wykaza¢, Se funkcja ~ " M |h(*,n)|] jest

nejtf
ograniczona, skorzystamy z twierdzenia Banacha-Steinhausa (np. fil], par.
1°,9):
Niech Jun { bedzie ciegiem funkcjonatdéw liniowych zadanych w przestrze-
ni Banacha i niech |Jun ] oznacza norme funkcjonatu un. Oezeli [lim Junfx)]
jest skonczona dla dowolnego x* to cieg |[[lun]]j Jest ograniczony.

Funkcjonat un zadany na 6 okreslmy nastepujeco:

un(x) = ZE-iM h(n,n)x(n).
nek

Wéwczas jego norme oblicza sie z wyrazenia:

Ju I = sup I 2——— = sup Ju x)I “~ MJh(,n)l. (4.1.3)
n Hxl|(«r1 *
LA () (€D} I CRSN . A
Oezeli h: <f~— ) to cieg jlur(xX)|jjest ograniczony od gory i z

twierdzenia Banacha-Steinhausa oraz ze wzoru (4.1.3) wynika, ze

V A ]

ofcR,+ n«x

Z twierdzenia 4.1.1 wynika

Wniosek

3 3
m
Kazdemu elementowi h przestrzeni CKpodpowiada wzajemnie jedno-

- - t .
znacznie element Rprzestrzeni Banacha *0C_ przyczynowych operatoréw

liniowych odwzorowujecych (M- w , Z norme

R

SAM)  Isn(m"? 1hv - (4*174)
Xxe r r
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Istotnie -
1 X)I(]1
SUPTM) " S“p eI d) =~R S MIh(nn)I-
*ELr - 2« imicm),“1

D) n

Symbole® r oznaczmy nastepujacy zbidr:

W :{Xe(r~JV A hyw rﬂ)(m‘ﬂé

jiec £>0
(m) . . . . .
r jest wiec zbiorem wszystkich czasowo wielowymiarowych sygnatéw ogra-
niczonych i zbieznych przy n.—=w ,... ,n ——m. Bedziemy stosowac zapis

? = Lim(x(il), lub x(n)—~}/ . Nietrudno przekona¢ sie, ze (¥) jest pod-
° n- -~ (m)
przestrzeni? przestrzeni £°° z niezmieniona norma.
w (]
Przez X oznaczmy zbidér wszystkich h€ X_takich, ze:
ir

(i) istnieje lim h(n,n) =0 dla dowolnego ustalonego neJ”®, (4.1.5)
n— 0

i) 'y "M h(n,n) = jm— b przy n- ~ . (4.1.6)
()]
tatwo sprawdzi¢, ze X z norme okresSlone wzorem (4.1.1) jest podprze-
(D)

strzenie przestrzeni Banacha Xr-

TWIERDZENIE 4.1.2

Operator przyczynowy h okreslony wyrazeniem (4.1.2).odwzorowuje prze-

(D) (€)) . M .
strze6 r w r wtedy i tylko wtedy, gdy h« X . Ponadto, jezeli
~ » limx(n), to
n— ~
Lim[h(X)I(n) = + ~ "n0oMnx(n) -jlI. (4.1.7)
n—°° neK

m
Dowéd. Niech ht X . Woéwczas istnieje taka liczba fl6R+, ze przy dowol-
nym neN spedniona jest nieréwnosc:

/A jh(n,n)|<
n<N

sked wynika, ze

y~i T«» i< tf.
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- - _ . ) ay
czyli szereg > jest absolutnie zbiezny. Wybierzmy x e T i pokoz-
nexr
x(n) = " +Ax(n) . gdzie Ax(n) -
dla N >N oraz

my 0. Zatem dla dowolnego ¢ >0 istnieje
N ejm takie, Ze |Ax(n)| < istnieje N eji takie, ze

Jh(n fi) -OMjAx(n < Yc . dla n> N.
n~N

Zatem dla n > N ma miejsce nastepujeca nierownosc:

I"h(n.n) -CnjAx(n) < [h(n,n)
nekKM n=sN
A (Ihenn) 1 Ham ) ex(n) < +23 -1M=i .
n>N ’
Sted otrzymuje sie
lim *S h(n,n)Ax(n) = lim ~ h(n,n n)- ~ ceAx(n).
n— 4-, . IM (n.myAx(n) n—l«>' "M ( )’;(() ~J o x( ) -\
ne,X ntK neji (4.i.8)

Z wyrazen (4.1.6) i (4.1.8) wynika, ze

h("*n)x(n) = $ K Mofrvix(n)-~1"

nej”

A 1
a wiec h(x)€ @ .
S A W oD )
Na odwrét,( gezell h: T--T , to z tego, ze T Jest podprzestrzenie
M M
przestrzeni & i z twierdzenia 4.1.1 wynika, ze h£ X . Podstawiajec

:O-P, (.OPi (M) otrzymuje sie

[h(dP)] (n) = h(n.p),

przy dowolnym ustalonym p Oezeli
M

a wiec musi istnie¢ 1i® h(n,p) »of
n—— P
dla wszystkich nej/ , to

podstawi¢ x(n) =1
Eh(x)](n) * h(n,n).
nejr
on

a wiec musi by¢ speidniony warunek (4.1.6). Czyli he X .m
W szczeg6lnym przypadku, gdy M=1.twierdzenie 4.1.2 przechodzi w twier-
dzenie Kojimy-Schura ([Ii] par. 4.1).

M
bedzie zbiorem wszystkich czasowo M-wymiarowych sygnatow o-

Niech ro
tJ.t

graniczonych i zbieznych do zera,
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© pe(aA VM AMOIE

() )
tatwo sprawdzi¢, :ze ro jest podprzestrzenie przestrzeni r . Niech
(D) h —_—
eXx Ame =g,
netf n J

Z twierdzenia 4.1.2 wynika nastepujace

TWIERDZENIE 4.1.3

Operator przyczynowy h, okreslony wyrazeniem (4.1.2), odwzorowuje
@ ~ (M)

przestrzen ro ! wtedy i tylko wtedy, gdy n e XQ.

Z twierdzen 4.1,2 i 4.1.3 wynika

Wniosek
. . D) . S
Kazdemu elementowi h przestrzeni CK  odpowiada wzajemnie jednoznacz

A .
nie element -h przestrzeni Banacha 5C przyczynowych dperatoréw linio-
() Q)
wych odwzorowujecych T w r 2z norme okreslone wzorem (4.1.4). Kazdemu
M

elementowi b przestrzeni & odpowiada wzajemnie jednoznacznie element

h przestrzeni Banacha 3CO operatoréw przyczynowych liniowych odwzorowu-
()} ()

jecych F w r , z norme okreslone wzorem (4.1.4).

Przestrzenie S-]e?"l (&?. CKO oznaczmy krétko przez 3Cp, 3,

TWIERDZENIE 4.1.4

Przestrzenie 3Cr, X, 3% Z mnozeniem

hih_(n,m) = L h (n,p)h, . (p,m) 4.1.9
et 1 2 ( )

tworze algebry Banacha. Ponadto dla algebr CKr, CK, X Q obowigzuje inklu-
zja 3Cq <X <=Kr.

Dowéd. Z wn_iosk/\éw do twierdzen 4.1.1 oraz 4.1.2 i 4.1.3 wynika, ze prze-
strzenie ' ., X, Kqg z mnozeniem okreslonym jako ztozenie operatoréw
tworze, kazda z osobna, algebry Banacha (dowolna przestrzen operatoréw li-
niowych ograniczonych z mnozeniem okreslonym jako z4ozenie operatoréw two-
rzy algebre Banacha). Niech fij,fi2e cfip, wéwczas
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[hi o h2(xX)J(n) m hi(n,p) h2(p,B)x(«) =

Xs  ('y ,h.(n.p)h.(p,b))x(w) ="y , h.h,(n,b)x(b),
1 2 12

aVy new ¢elt «e
skad wynika, ze h A2 hlh2 t @ wiec odwzorowanie hz”:h Jest izo-
aorfizmem , czyli 3 jest algebre Banacha. Analogicznie wykazuje sie, ze

algebrami Banacha sg 3C i 3CO, przy czym SCO cKc 3 =
Algebra _.r znajduje zastosowanie w teorii ((gc)_s-tabilnych LTVSDS,
gdzie h jest operatorem uktadu elementarnego Oznaczmy przez e ele-

ment neutralny algebry X td-
gdy
e(n,m)
gdy n f a.
] (1) S -
Oak wiadomo, zagadnienie & -stabilnosci uktadu ze sprzezeniem zwrotnym

prowadzi do warunkéw koniecznych i dostatecznych na to, aby e-he&(Kr),
gdzie h€Xr jest jedrem operatora uktadu z otwartg petle. W przypadku
algebry 3Cr jest to zagadnienie o wiele trudniejsze niz dla algebry
(paragraf 3.1). Mozna tu korzysta¢ z warunkéw dostatecznych podanych przez
twierdzenia 2.1, 2.2, 2.8. Podobne zagadnienia dotyczgce stabilnosci cza-
sowo zmiennych, czasowo ciggtych uktadéw liniowych ze sprzezeniem zwrot-
nym byty badane przez WILLEMSA [59] , VIDYASAGARA [62] , ZAMESA i KALLMANA
[65]. W pracy [52] opisano metode przyblizonego wyznaczania jadra h za
pomocg macierzy o skonczonych rozmiarach, dla obwodu elektrycznego ze
zmiennymi parametrami.

Algebra 3C moze znalez¢ zastosowanie w teorii liniowych uktadéw zmien-
it (¢D)
nych okresowo. Niech N © r oznacza sume prostg przestrzeni PN i r tj.

(1) (1)
r xIfcpN . *r
- o @ ] ] ] -
(przyjmijmy ,tez , ze » c Niech h tak jak poprzednio bedzie jadrem
operatora okreslonego wyrazeniem (4.1.2). Utw6érzmy nowe Jadro dane

wzorem:

h*(n,p) = h(n,n-p).

TWIERDZENIE 4.1.5
(1)
Operator h, okreslony wzorem (4.1.2), odwzorowuje przestrzen PN r

w siebie wtedy i tylko wtedy, gdy:
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M hex,

(i) h"(n#N,p) » h"(n,p) dla dowolnego n i dowolnego ustalonego p.

Ponadto przestrzen wszystkich h spedniajacych warunki (i) i1 (11) tworzy
algebre Banacha.

Dowéd. Biorac pod uwage twierdzenie 4.1.2 wystarczy wykazaé, Zze operator
h, okreslony wzorem (4.1.2), odwzorowuje w siebie wtedy i tylko wtedy,
gdy speknione sg warunki (i) i (li). Mamy

[hCOI(n) = h(n,m)x(m) =~ 1 h*(n.n-m)x(m).
L m€ jf metf
Sted

Eh(xX)J(n+N) - Eh(x)I(n) * ~ 1 h*(+N ,n+N-m)Ix(m) - 2 ~ hin ,n-m)x(m)
n m Ct\L

A, hEn+N ,n-(m=-N))x(m) - ~ U h(n ,n-m)x(») *
m ejtf m€jsT

PA

i *TLwW»
~ o h(n+>1Ln-UjDx(IMN) - h*(n,n-m)x(m) =
fi-
_ ih"(N ,n-m) - h*(h,"n-m)1x(m).

méEl L J

- <

Réwnos¢

A h"(+N,n-m) - h(n,n-»)Ix(m) = 0

o
dla dowolnego n i przy kazdym x ePN zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
h*(n+N,n-m) = h*(n,n-m)

dla dowolnych n.m, e wiec gdy spedniony jest warunek (Il). S
(1)
Twierdzenie 4.1.&- pozostaje stuszne, jezeli r i 3 zamieni sie od-

()]
powiednio na rQ i JCQ. Ma ono wazne znaczenie praktyczne, méwi bowiem,

ze ustalona odpowiedz uktadu na pobudzenie okresowe Jest tez okresowa wte-
dy i tylko wtedy, gdy funkcja h spednia warunki (1) i (D).

Czesto zachodzi potrzeba wyznaczenia tylko ustalonej odpowiedzi okre-
sowej na pobudzenie okresowe. Mozna tego dokona¢ za pomocg operatora H:

N=
[h (x )3 (n) .Z H(n,m)x(n), O<n,m<N-1. (4.1.11)

m»0
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Jak wida¢, Jadro operatora H Jest maclerze skonczonych rozmiaréw. Ma-
cierz te okresla wzor:

H(n,m) - [h(UI™] Cn).

Masy wiec:

H(n,») = h(,.pdUI°(p-m) ="'y  h(n ,mc™)UJ0 (9)
P=—c a -1

-1 g0

h(n,m+pN) - h(n,n-pN), gdy i-N~ n-m ~ -1,
p=—3= p=1
0
'y ' h(n,m+pN) =~y " h(n,m-pN), gdy 0O~ n-m~AN-1.
P=- p=0

W pracach [61J i [Bb2J opisano metode numeryczna bezposSredniego wyzna-
czania macierzy H bez posSrednictwa jedra h dla obwodu elektrycznego o
parametrach okresowo zmiennych. Pokazano tam, ze problem ten sprowadza
sie do analizy aktywnego drabinkowego obwodu rezystancyjnego o wspélnym
poczetku i koncu. Podany algorytm umozliwia zastosowanie maszyny cyfrowej.
W pracy [60] poréwnano wyniki obliczen i eksperymentéw przeprowadzonych
na rzeczywistym uktadzie elektronicznym.

4.2. Jednorodne operatory czasowo zmienne

M
Funkcje h 6 Cfy nazywamy w pedni symetryczna, jezeli przy ustalonym
n fiN' jej wartos¢ h(n,n) nie zmienia sie przy dowolnej permutacji wspot-

rzednych n1 ,n_,i\ elementu neij. Przestrzeh((%) ztozone z funkcji h
m
w pedni symetrycznych bedziemy oznaczaé¢ symbolem X. -Analogicznie wpro-
@) @) y
wadza sie przestrzenie JsyB  isym.

TWIERDZENIE 4.2.1
] (() ) i .
Dla kazdego h"e 3C. istnieje h e 0§. 8yo takie, ze

h___,M h*(n,p)x(p) = N y h(n,p)x(p)
pejf" pedT
(D)

przy dowolnym x € £ dowolnymn «fl.
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- f
Dow6d. Stosujec takie same oznaczenia jak w dowodzie twierdzenia 3.4.1 o-
trzyrauje sie:

K(n.p)x(p) - x(3) h(n.p). (4.2.1)
pej~M eje(;VM ) pe NM(

(D)
Zawsze istnieje taki element he 3Cr Sy," ze dla dowolnego neK zachodzi

I-h(n.g) =y -~ h*(n.p). (4.2.2)
* pej ")

Z wyrazen (4.2.1) i (4.2.2) wynika, ze

y h*(,p)x(p) = Igh(n.a)x(£) = 7 h(n.p)x(p) .«
pe<K ge (AN pe>f
- - _ L (M (m)
Analogiczne twierdzenie Jest oczywiscie stuszne dla przestrzeni 3C i K
Z twierdzenia 4.2.1 wynika, ze operator j ednorodny czasowo

zmienny stopnia m mozna zdefiniowa¢ analogicznie. Jak to uczyniono w

paragrafie 3.4, a wiec jako ztozenie operatora (=)® i operatora okreslo-
nego wzorem (4.1.2):

[h,()j(n) 6~ 2 hB ~n >n) ) (4.2.3)

Operator (*)ﬁ odwzorowuje (EI"" w {E)~ . zatem z twierdzen 4.1.1 i 4.2.1
A
wynika, zeoperator jednorodny h odwzorowuje £ w siebie wtedy i
[ ] -
tylko wtedy, gdy h € %C) _ _. tatwo sie przekonaé, ze operator (»r9 od-
B() vy (F)
r w

wzorowuje przestrzen , a wiec z twierdzen 4.1.2 i 4.2.1 wynika,

. A _ ) - _
ze operator Jednorodny h odwzorowuje I w siebie wtedy i tylko wte-
[ ]

dy, gdy hBe 3C .Ponadto, jezeli ~ =1lim x(n), " lim Jie(F) = fc“ i
y n- “o n—»»

z wyrazenia (4.1.7) mamy:
lim fh_(x)](n) « «  (x®(N)-<?“).

Analogicznie, operator (»'iAM odwzorowuje przestrzen (f’) w (Fb czyli z
twierdzen 4.1.3 i 4.2.1 wynika, ze operator jednorodny hB odwzorowuje

ro W siebie wtedy i tylko wtedy; gdy ha e Ko sya



Norme elementu hB(x) mozna #atwo oszacowaé¢ za pomocg nieréwnosci

Whm (x)0C1)  ~ Tholigm) H] (1) *
£°° X,.

Identyfikacja uktadu nieliniowego czasowo zmiennego przy uzyciu opera-
tora jednorodnego stopnia m niczym istotnym sie nie rézni od identyfi-
kacji uktadu czasowo niezmienniczego. Polega ona na wyznaczeniu funkcji
h((*),P1 PB) dla wszystkich wartosci droge pomiaru odpo-
wiedzi ukdadu na cieg |AN(i)j pobudzen, okreslony w paragrafie 3.4._Funk-
cje te okresla sie ze wzoru (3.4.12) przy niezmienionych oznaczeniach

A"P5=ST2  (_)r S p [AV 1(i)- (4-2*4)

r=0 a6Km-r *

Rozpatrzmy jeszcze zagadnienia uktadéw z okresowo zmiennymi parametra-
mi. Nietrudno spostrzec, ze operator (*)® odwzorowuje w Niech

h bedzie jedrem operatora okreslonego wyrazeniem (4.1.2). Utwdrzmy nowe
jedro h* dane wzorem:

h*(h o) = h(n ,nl-p). (4.2.5)
UogélInieniem twierdzenia 4.1.5 jest nastepujace

TWIERDZENIE 4.2.2

()
Operator h, okreslony wzorem (4.1.2), odwzorowuje przestrzen pNi @
(m )
ro " PN ® ro wtedy i tylko wtedy, gdy:
™

() he 0o;
(i) h"*(n+N.p) = h*(h,p) dla dowolnego nejf i dowolnego ustalonego pej”l.

Dowéd przeprowadzamy analogicznie jak dla twierdzenia 4.1.5.
Mamy :

Ji”hQ)Jin) = h(n,p)x(p) = h(n,ni-p)x(p),
p ejf8 peJT°

sked

[hCA1 (M) = hi(n+N, (n+N) I-p)x(p) -
pc.K®

[h(¢)j (n+N)
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h'(n,nl-p)x(p) = jh'(n+N,nl-p) - h'(n ,nl-p)J x(p).
pEJf" p 6WB

Zatem musi by¢ spedniony warunek (li). =

tatwo mozna stwierdzi¢, ze operator (=)® odwzorowuje przestrzen
() (m @m
PN® ro w PNI' ® ro< O wi?c gdy hm @®Pednia warunki (i) i (Ii) twier-

dzenia 4.2.2, to operator jednorodny okreslony wzorem (4.2.3) odwzorowuje

® r0 w siebie. Oznacza to, ze ustalona odpowiedz uk#adu na pobudze-

nie okresowe jest tez okresowa. Przestrzen wszystkich n spedniajacych wa-
(m)
runki twierdzenia 4.2.2 oznaczmy przez I\,.
Przystapimy teraz do okreslenia operatora jednorodnego odwzorowujacego

PN w siebie. Uogélnieniem operatora okreslonego wzorem(4.1.11) jest

operator B PN j PN zdefiniowany nastepujaco:

“N-1)!
JPHQI(N) = Hi"n,p)x(p),
tRT™*
gdzie O” n< N-i, pe
(m)
Jezeli he Xp, to macierz H okresla sie z nastepujgcego wyrazenia:
! " > rJ LR R
H(n,p) = [hiui*3)] (n). w 7
Stad, podobnie Jak w paragrafie 4.1, otrzymuje sie: .
* « | . ' . *
H(n.p) = h(n,g)iu°fg-p) . h(n,p+@tu°OD =
g~ nl gignl-p

~ 1 h(n,p+5N) h(n,p-sN), gdy (I-N)1 ~ nl-p<0

SsC-1 s>1

n h(n,p+SN) > h(n ,p-sN), gdy o~ nl-p :g(N-1)
sSo S”o

Operator jednorodny stopnia m odwzorowujacy PN w siebie okresla wzér: 1
(N-1)1

AMH(x)JI(n) = H(n,p)x®(p) -
p=o
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4.3. Analityczne operatory czasowo zmienne

Operatorem wielomianowym, czasowo zmiennym stopnia m nazywa sie ope-
rator S okreslony nastepujeco:

sm(x) ° " hfe(x), (4.3.1)
k=1
gdzie ﬁ, jest operatorem jednorodnym stopnia Kk, okreslonym wzorem
U.2,3) Operator wielomianowy jest odwzorowaniem (120 £ lub r QU
@ fy @ @ .
lub rQ— rj, lub pN© r0—pn© M0 wt®" 1 "tedfi;) gdy hk dla
k=1 " naleze odpowiednio do Xr syB. 3Csy,, . XQ syB, 30p.

Norme elementu SB(x) mozna oszacowa¢ za pomoce nierdéwnosci:

1ISm(x)I(1) ~ ¢ S hkI(k)I*I(l) - (4-3-2)
daF“ k=l 3cr

Podobnie jak w paragrafie 3.5 wprowadzamy pojecie operatora analityczne-

O ON X )

Q0 s: Oezeli dla kazdego x e Z, gdzie Z jest zbiorem

,Nistnie”e granica S(x) ciegu jSg/x)j] w sensie normy, to operator
S: — £°° nazwiemy operatorem analitycznym. Z wyrazenia (4.3.2) wy-

nika, ze jezeli zwykdty potegowy szereg

2 WKI(KHIC)
k=1 acr

jest zbiezny, to szereg funkcjonalny

S(x) = AkAX AN
k=1

takze jest zbiezny. Analogicznie okresla sie operatory snalityczne

1 1 1 1 1 1
(r)— (r). S: (r%)—(r?:). s= pN©(I’%)—pn® (r%)-

6Z jest wiec obszarem zbieznos$ci ciegu
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Rozwigzemy teraz podobny problem jak w paragrafie 3.5: Kkiedy operator
uktadu zadany w postaci uwiktanej mozna rozwik¥aé przy uzyciu operatora
analitycznego?

TWIERDZENIE 4.3.1

Niech w réwnaniu

y = x + g[$(¢y )l (4.3.3)
(€D) @ - (€)) @
X € fub r [[T10)) rg lub N © r0; gexr 1lub X , lub x Tub
§A; $ jest funkcje taka, ze
SIM) -ply(mM] , (4.3.4)
gdzie ¢ :R~*“R jJest funkcje analityczng, Oezeli operator 6 o0 $ speknia
warunek zwezania, to istnieje operator analitycznyA R:.El)' - @ Tub
@®» @ Q) 1 I D)
r -t 1lub rO — rOlub pn @r0 — pN © rO0.

Dowdéd. Wykazemy najpierw niezbedny
Lemat

CJezeli funkcja: R-~R w wyrazeniu (4.3.4) jest wielomianem, a S
@ ) ﬁj) @ @ @
lub —r Ilub T — 1

A i 0 °

lub Py ®C—PN © r0O, to ~o0$ os tez jest operatorem wielomiano-

O] m (D) 1 (¢)] (¢ ()
wym odpow:ilednio lub r — (I) lub r — T) lub PH@ r—
o} o} o

jest operatorem wielomianowym
| D

- PNO® V

Dowéd lematu. Bez utraty ogélnosci mozna przyje¢, ze (p jest
Jednomianem stopnia r:(p(t) « tr. Woéwczas

[$CSOCDIN) = " hk(n,p)x8(p). (4.3.5)
k=1

Wyrazenie (4.3.5) jest skonczong sume sktadnikéw typu:

X K. - X k hk (n.pr)o(pr) »
Pienr 1 1 Pr€jC P r .
X ] V. (n"Pt) *” hk -
PI""_.Pr 1
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K. +...*k

J)
- hk k (n.p) ~p)-  (4.3.6)
k +...+k 1 r
ps”"T 1 r

Z wyrazenia (4.3.6) wynikaja nastepujaco iaplikacja

(k.) (ki+...+kP)
hkj € syi* dla  ..... r =i>hkl ._..._. kp « Xr sym

(k.) (k1+...+kr)
hkj € ay«” dla i“l1..... r=>\ kr * K 8ytl

ki) (kl+...+kr)
\'i 6 sym*® dla i“l r=>hk....... k. € 3C,

Oprécz tego, aamy

hk k (n,p)-hk - 2~k (n,nl-Ffi)« ™ > “Hk (n.nl-pj)...hk (n,ni-pr)
I r I r 1 r

Pi = *R-

Hk (n,pi)...hk (n,pp).

P1 Pr 1

skad wynika, ze h! «.*«fw\(n+N,p) n hKAf—eeepr(n'?)’ jezeli tylko
hKi(n+N,p) *h. (n,p) dla j«l,...,r. Zatem ma miejsce nastepujaca im-

plikacja:

ki) (k1+...+kQ)
hkj ® Kp * dla r A hkj k 6

Z twierdzen 4.1.4 i 4.1.5 wynika, ze operator g o $ ° & Jest operatorem
wielomianowym. t4

Dalszg cze$¢ dowodu przeprowadza sie identycznie jak dla twierdzenia
3.5.1.m=

Identyfikacje uktadu czasowo zmiennego przy uzyciu operatora wielomia-
nowego przeprowadza sie metodg opisang w paragrafie 3.5, polegajaca na ko-
lejnym obnizaniu stopnia wielomianu funkcjonalnego.
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TECHNIKI ALGEBR BANACHA SYGNALOW CZASOWO WIELOWYMIAROWYCH
W TEORII NIELINIOWYCH UKLADOW ANALITYCZNYCH

Streszczenie

Praca niniejsza jest poswiecona gtéwnie zastosowanlon algebr Banacha
wielowymiarowych sygnatéw czasowo dyskretnych w teorii nieliniowych ukta-
déw analitycznych.

We wstepie podano podstawowe okreslenia i sformutowano problem pracy.

W rozdziale drugim przedstawiono wraz z dowodami podstawowe twierdze-
nia dotyczece g#déwnie odwracalnosci elementéw algebr Banacha oraz funkcji
jednej i wielu zmiennych w algebrach Banacha. Sformutowano tam tez twier-
dzenia o izomorfizmach algebr Banacha i algebr funkcji analitycznych wie-
lu zmiennych.

W rozdziale trzecim wprowadzono algebre splotowe <¥q sygnatow czasowo
wielowymiarowych przyczynowych oraz algebre splotowe sygnatéw wielookre-
sowych. Podano kilka twierdzen dotyczecych odwracalnosci elementéw w tych
algebrach. Stosujec wzory catkov.s dla funkcji wielu zmiennych w algebrach
Banacha wyprowadzono odpowiednie wyrazenia dla funkcji wielu zmiennych w
algebrach *<? 1 Pjt- Algebry <% i znajduje zastosowanie w teorii li-
niowych czasowo dyskretnych, czasowo wielowymiarowych uktadéw czasowo nie
zmienniczych, do ich analizy, syntezy i badania stabilnosci. Algebry te
zastosowano nastepnie do zdefiniowania operatoréw jednorodnych wielomia-
nowych i analitycznych opisujecych uktady nieliniowe. Podano kilka twier-
dzen dotyczecych stabilnosci takich uktadéw. Przedstawiono algorytmy ana-
lizy, syntezy i identyfikacji analitycznych ukdadéw nieliniowych czasowo
dyskretnych, czasowo niezmienniczych.

Rozdziat czwarty poswiecono teorii operatoréw uktadéw czasowo zmien-
nych. Wprowadzono pojecia operatoréw jednorodnych, wielomianowych i ana-
litycznych dla ukd#adéw nieliniowych czasowo zmiennych, czasowo dyskret-
nych. Sformutowano odpowiednie twierdzenia o stabilnosci i stabilnosci a-
symptotycznej takich uktadéw. Podano twierdzenie o stabilnosci asympto-
tycznej nieliniowych uktadéw czasowo dyskretnych z okresowo zmiennymi pa-
rametrami .



TEXHHKH EAHAXOBHX AJireEP MHOrOMEPHKX CHTHAJIOB
B TEOPHH HEJIHHERHHX AHAJIHTHHECKHI CHCTEH

B pa6oie npHneHeHu OaaaxoBbi ajireCpu HBorouepHuz xHcapeiaux caraaxoi k
xeopaa aexaHeaHDbix aaajxaiaaeoKH X cacieu.

BRexeaae b padoiy xaer ocaoBaae onpexexeHaa a aocTaaoBicy sabana.

Bo BTopofl rxaBe cyopMyaapoBaHU ocHOBaue ifeopeMH 06 oBpaTHHOCTH axeueHTOB
OaHaxoBHx axre6p a (JjyHKiiaax oxaoR a uhothx nepeueHHHx b daHaxoBnx axre6pax.
AaHa Toxe $opMyxnpoBKa ieopeMH 06 h30kop$hhx OTodpaxeKHHX OaHaxoBux axre6p
a axreBp aHaxaiaaecKax $yHKuaad fTiHorax nepeaeHHux.

B ipeTheB rxaBe BBex&HH cBepioaaaa axredpa <i¢c mhotouspbhx Kay3axbBHx cz-
raajioB @ CBepioaHaa ajiredpa Pj’\ M Horouepaux nepaoxaaecKax carHajioB. C$opMy-
jtapoBaHO aeoKoxbKO leopeu 06 od6paTHMOcta oxeHeHTOB stbhx axredép. OpaHeHaa hh-
TerpaxbHae $0pMyxH xxa $yaKBaR uaorax nepeueHHHX b o6aHaxoBHXx axredbpax, no-
xyaeaH $opMyxu BHaacxeHaa (Jiyaan™g iiHorax aepeueaHHX b axrebpax a p~,.Ax-
re6pH a Pj’\ moxho npHMesaib b leopaa UHorouepHux XHCKpeiHHXx HHSapaaHT-
hhx bo BpeM6HH aHHeEHHx CHOieii k ax aHajia3y, OHBie3y a leopaa ycioRaaBOCTa.
C noMoagktB 9Tax axredp onpexexeHH 3xecb aexaHeRane oxHopoxaue, noxaHOMHBaxb-
aae a aHaxaiaaecKHe oneparopa. CyopuyxapoBaHO aeoKOXbao feopeM 06 ycTORBaa-
BOCTH TaxHX CHCiex. IlpeAciaBxeBH axropaiMH aaaxB 3a, eaaTe3a a axeHTH$HKa-
UHH aaaxaiHaecKax XHcapeiBHX HHBapaaaThhx bo Bpeueaa caeiea.

HetBepiaa rxaBa coxepxax TeopHB napaMeTpagecKax aexaaeSaax aaaxaTaaeoKHXx
onepaiopoB. 37ecb xaHH onpexexeHaa oxaopoxHttx, noxHHOMaaaxbHax a aaaxH Ta-
aecKax HexHHe&dHHi HeaaBapaaBTaux bo Bpeueaa xacapexanx oaoieu. CyopuyxapoBa-
hh xeopeuu 06 ycToBaaBocTH a acaMBXoZHaecKoR ycToRaaBocxa 3Tax caoieu. B
axofl rxaBe cyopuyxapoBaaa leopeua 06 aoaunioTagqeoKOft ycxoflaaBocxH Hexaael-

aitx xacapeTHUXx cacteu c nepaoxaaecKH asueaasqBuaca napaueTpaua.



THE BANACH ALGEBRA TECHNIQUES OF MULTIDIMENSIONAL SIGNALS
IN THE NONLINEAR ANALYTICAL SYSTEMS THEORY

Suamary

This work refers to Bsnsch elgebres of multidimensional sampled data
signals application in the nonlinear analytical systems theory.

In the preface basic definitions were given and the problem of the
work was formulated.

In the second section the general theorems of Banach algebras elements
invertibility with proofs and the general theorems of single - and multi-
variable functions in the Banach algebras were given. There were also
formulated the theorems of the Banach algebras and multivariable analyti-
cal functions algebras Isomorphisms.

In the third section the convolution algebras <fp of causal multidimen-
sional signals and the convolution algebra of multiperiodical signals
were introduced. Some theorems of <fp and Pjf elements invertibility were
given. With integral formulas for multivariable functions in the Banach
algebras, the apprioprlate formulas for multivariable functions in and

algebras were extended. The and algebras apply to the theory of
linear, time invariant, sampled data systems and their analysis, synthe-
sis and stability verification. Then these algebras were applied to the
definition of the homogenous, polynomial and analytical nonlinear opera-
tors. Some theorems of these operators stability were given. The algo-
rithms of the analysis, the synthesis and the identification of nonlinear
analytical time invariant, sampled data systems were shown.

In the fourth section the time varying operators were described. The
concept of the homogenous, polynomial and analytical time varying, sam-
pled data operators were introduced. The theorems of bounded input -boun-
ded output and asymptotical stability of these operators were formulated
The asymptotical stability theorems of the nonlinear sampled data of
the time varying parameters were given.
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