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1. WSTĘP

Przy badaniu dynamiki układów nieliniowych daję się zauważyć trzy pod
stawowe kierunki. Pierwszy - s t o s o w a n y  - charakteryzuje się dę- 
żeniem do uzyskania algorytmu rozwięzania równań. Cechę drugiego - f u n k -  
c j o n a l n o - t e o r e t y c z n e g o  - jest dężenie do możliwie 
ogólnego stawiania zagadnień. Metodę badawczę jest tu zwykle analiza funk
cjonalna, a głównę uwagę poświęca się. problemom jakościowym i istnienia 
rozwięzań równań. Trzeci kierunek, łęczęcy dwa poprzednio wymienione, ale 
dajęcy priorytet pierwszemu, nazwijmy umownie k o n s t  r u k t y w n y m .  
Ta praca dotyczy konstruktywnej teorii nieliniowych opeVatorów analitycz
nych układów czasowo dyskretnych.

Na poczętku podane zostanę podstawowe oznaczenia i określenia. Przez 
» R  • K + > C oznaczać będziemy odpowiednio zbiory: liczb całkowitych, 

liczb całkowitych nieujemnych, liczb rzeczywistych, liczb rzeczywistych 
nieujeronych, liczb zespolonych. S y g n a ł e m  c z a s o w o  d y 
s k r e t n y m ,  w skrócie SDSg (ang. SAMPLED - DATA SIGNAL), nazywać bę
dziemy odwzorowanie x : J'f— G . Zbiór wszystkich sygnałów czasowo dyskret
nych będziemy oznaczać przez ¿3. U k ł a d  c z a s o w o  d y s k r e t 
n y ,  w skrócie SDS (ang. SAMPLED - DATA SYSTEM), będziemy utożsamiać z 
o d w z o r o w a n i e m  zbioru ¿3 w siebie. Takie określenie odpowia
da definicji układu funkcjonalnego [35].

Odtęd symbolem . x(n) będziemy oznaczać sumę wartości x(n) funkcji 
n l t t

x e  ¿3 po wszystkich wartościach n«J>P , obliczonę jako suma odpowiedniego 
szeregu nieskończonego. Suma ta nie będzie zależała od porzędku sumowania 
gdyż zawsze będzie obowięzywało założenie o absolutnej zbieżności szeregu.

L i n i o w y  c z a s o w o  z m i e n n y ,  c z a s o w o  d y 
s k r e t n y  u k ł a d ,  w skrócie LTVSDS (ang. LINEAR TIME - VARYING 
SAMPLED - DATA SYSTEM), opisany Jest operatorem h : ¿3—Jl, określonym na
stępuj ęco:

ih(x)l(n) h(n,m) x(m)„ (l.l)
meji

gdzie h jest odpowiednio określonę G - wartościowę funkcję zadanę w 
zbiorze Będziemy Ję czasem nazywać jędrem operatora h. Ze względów
fizycznych będę rozpatrywane wyłęcznie operatory przyczynowe [2 , 13, 16,
17, 20, 39], dla których

h(n,m) m o dla m c m .



A
Dędro operatora h jest więc nieskończone nacierzę dolnę trójkętnę. Ilo
czyn i odwrotności macierzy dolnych trójkętnych (o ile istnieję), również 
sę macierzami dolnymi trójkątnymi. Dlatego na podzbiorach takich macierzy 
można tworzyć algebry, co ma duże znaczenie podczas analizy i syntezy 
LTVSDS przy zastosowaniu maszyn cyfrowych.

Opis LTVSDS za pomocę macierzy dolnych trójkętnych o s k o ń c z o- 
nych rozmiarach po raz pierwszy stosuję FRIEOLAND [20J , a następnie CRUZ 
[12J i NAYLOR [36j. Podejście takie jest wygodne z punktu widzenia wyko
nywania obliczeń, ale nie jest wystarczajęce, bowiem nie pozwala na bada
nie istnienia rozwięzań równań, stabilności, ani też na badanie zachowa
nia się sygnałów w nieskończoności. Niniejsza praca, oparta na teorii al
gebr Banacha operatorów a nie na teorii macierzy o skończonych rozmiarach 
wolna jest od tych wad.

Dla układu czasowo niezmienniczego, w skrócie LTISDS Cang. LINEAR TIME 
- INVARIANT SAMPLED - DATA SYSTEMS), operator (l.l) przechodzi w operator 
splotu, tj. funkcja h : C przybiera postać h(n-m) i wówczas

I" h ( x )1 (n) hCn-m) x(m). (1.2)
mejT
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W tablięy 1.1 zestawiono przykładowo jędra operatorów niektórych pro
stych układów liniowych.

Układy nieliniowe wymagaję wprowadzenia pojęcia sygnału c z a s o w o  
w i e l o w y m i a r o w e g o .  Weźmy pod uwagę układ opisany za pomocę 
schematu blokowego widocznego na rys. 1.1, złożony z p różnych LTVSDS 
i z mnożnika. Nietrudno się przekonać, że odpowiada mu ńastępujęcy opera
tor

[h (x)l(n) = ... , g.(n,m.) ... g_(n,ra ) x(m.)
L  P  J  r n . c j V  *  ( X  p  p  1mpe*f

^  . ... ^  . h (n,m...... m ) x(m.) ... x(m„),™ rk" P 1 P * P

x(.p )

(1.3)

którego jędro jest funkcję czasowo wielowymiarowę.
Operator (1 .3 ) nazywa się opera

torem j e d n o r o d n y m  stop
nia p. Szerszę klasę układów nie
liniowych opisuje operator typu:

Rys. 1.1. Układ nieliniowy złożony 
ze skończonej liczby LTVSDS i mnoż

nika

h ( x )  * h j ( x )  + f i g(x) + . . .  * h ^ i x ) ,

(1.4)
zwany operatorem w i e l o m i a 
n o w y m  stopnia k. Oeżeli sze
reg
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Tablica 1.1

/  Oędra operatorów niektórych prostych układów liniowych

Układ czasowo zwienny
h(0.0) O 0
h(l,0) h(l ,1) 0
h(2,0) h(2,l) h(2,2)

h(n.O) h(n,l) h(n,2)

Układ czasowo 
niezmienniczy h(o) 0 0 0  

h(l) h(0) 0 0 
... h(2) h(l) h(0) 0 

h(3) h(2) h(l) h(o)

Wzmacniacz ze zmiennym 
wzmocnieniem h(o) 0 0 0

0 h(l) 0 0 
0 0 h (2) 0 
0 0 0  h(3)

Integrator dyskretny 
(sumator)
h(n,k) = l, k ^ n  

= 0 ,  k >  n

1 0  0 0 
1 1 0  0 

... 1 1 1 0 
1 1 1 1

Układ różnicujęcy
h(n,k) = 1, k=n

— 1, k=n-l 
= 0 ,  k >  n 
» 0, k < n - l

1 0***0 0 
- 1 1 0  0 

... 0 - 1 1 0  
0 0 - 1 1

Wzmacniacz całkujący 
ze zmiennym wzmocnieniem h(o) 0 0 0  

h(o) h(l) 0 0
... h(0) h(l) łi(2) 0 ... 

h(0) h(l) h(2) h(3)
• • *
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h(x) ■> ' hp(x). (1.5)
p=l

zwany szeregiem Volterry, jest zbieżny w określony» sensie1 ,̂ to wyraże
nie (1.5) definiuje operator a n a l i t y c z n y .  Odpowiada »u szeroka 
klasa układów nieliniowych. Badanie zbieżności szeregów (1 .5 ) Jest więc 
zagadnienie» ważny» ale i trudny», dlatego istnieje stosunkowo niewiele 
prac na ten tenat. Wydaje się. że najdalej sięgajęce wyniki dotyczęce 
zbieżności czasowo cięgłych szeregów Volterry znajduję się w pracach CHRI- 
STENSENA i TROTTA [lO, 57, 58]. Wyniki te nie sę jednak zadowalajęce. W 
niniejszej pracy uzyskano kilka nowych (zdaniem autora) rezultatów;

(i) sformułowano warunki konieczne i dostateczne stabilności BIBO (ang. 
BOUNDED INPUT BOUNDED OUTPUT - STA8ILITY) oraz stabilności asympto
tycznej układów opisanych operatorami analitycznymi (twierdzenia
4.1.1, 4.1.2, 4.1.3);

(li) sformułowano warunki konieczne i dostateczne stabilności asympto
tycznej odpowiedzi okresowej nieliniowych układów analitycznych z 
okresowo zmiennymi parametrami (twierdzenie 4.2.2);

(III) podano warunki dostateczne na to, aby operator układu zadany w po
staci uwikłanej można było rozwikłać za pomocę odpowiedniego opera
tora analitycznego (twierdzenia 3.5.1 i 4.3.1) oraz podano algorytm 
takiego rozwikłania (paragraf 3.5),
Oednorodny operator czasowo nieznienniczy ma postać;

Analogicznie wprowadza się pojęcie operatora analitycznego. Teorii ta
kich układów poświęconych jest więcej prac. Klasyfikację operatorów ana
litycznych czasowo cięgłych można znaleźć w pracy SMETSA [55]. Zastosowa
niom funkcji zespolonych wielu zmiennych do teorii układów analitycznych 
poświęcone sę prace [4] i [32]. Zagadnienia identyfikacji układów nieli
niowych czasowo cięgłych przy użyciu operatorów analitycznych, »etodę czę- 
stotliwościowę, poruszone zostały w pracach [5], [6l] . W pracach [25], 
[45] podano pewne szczególne netody syntezy operatorów wieloeianowych cza
sowo cięgłych. Wszystkie wymienione tu prace maję raczej charakter s t o 
s o w a n y .  Niniejsza praca fornułuje teorię operatorów analitycznych 
czasowo niezmienniczych w odmienny sposób, za pomocę a l g e b r  B a 
n a c h a  sygnałów czasowo wielowymiarowych, będęcych jędrami operatorów

Paragraf 3.5.



- 9 -

typu (1.6). Takie ujęcie nadało pracy charakter k o n s t r u k t y w n y  
1 pozwoliło na uzyskanie pewnych nowych (zdaniem autora) rezultatów. Nie
które z nich to:

(i) zastosowanie funkcji wielu zmiennych w algebrach Banacha do obli
czania wartości Jęder operatorów analitycznych (wzory (3.4.9) i 
(3.4.18)):

(li) wprowadzenie algebry Banacha sygnałów wielookresowych(paragraf 3.2)

(lii) metoda identyfikacji nieliniowego SOS przy użyciu operatora wielo
mianowego (paragrafy 3.4 i 3.5), odnienna od eetod częstotliwościo
wych przedstawionych dla operatorów czasowo cięgłych w pracach [5], 

[61] i

(IV) metoda syntezy operatora wielomianowego czasowo dyskretnego, opisa
na w paragrafie 3.4.

W rozdziale 2 podano podstawowe pojęcia 1 twierdzenia teorii algebr 
Banacha. Głównym celem tego rozdziału jest odpowiednie sformułowanie twier
dzeń 2.9 i 2.10 o izomorfizmach algebr Banacha i algebr funkcji analitycz
nych wielu zniennych. Twierdzenia te odgrywaję w dalszym cięgu rolę klu
czowe . Ważne jest też twierdzenie 2.11, znaj dujęce zastosowanie przy ba
daniu stabilności układów analitycznych czasowo niezmienniczych.

Wyniki przedstawione w tej pracy nogę znaleźć zastosowanie podczas a- 
nalizy, identyfikacji i syntezy nieliniowych układów czasowo dyskretnych 
oraz czasowo cięgłych po uprzedr.im spróbkowaniu.

Symbolami ■  □  oznaczono odpowiednio zakończenia dowodów twierdzeń 
lub lematów.



2. PODSTAWOWE PODĘCIA I TWIERDZENIA TEORII ALGEBR BANACHA

A l g e b r ę  B a n a c h a  nazywa się przestrzeń Banacha B z normę
|- J , w której określono mnożenie spełniajęce następujęce warunki:

A x(yz) = (xy)z, (x+y)z = xz + yz, x(y+z) = xy = xz, 
x,y,zeB,c*£G

oę(xy) = (ofx)y = x(opy) , Ixy II 1x1 Sy II,

\ /  xe = ex = x, lej = 1.
etB

Przez O(fl) oznaczmy zbiór wszystkich elementów algebry B  , które po
siada ję elementy odwrotne, tj.:

&(B) = ixeB| V  xx_1 = x_1x = e|.
1 x"16B J

W i d m e m  Sp(x) elementu x « B  nazywamy zbiór

Sp(x) = j^e C | },e - xji&(B)j.

Zbiór Sp(x) = C - Sp(x) nazywa się z b i o r e m  r e z o l w e n -
t y elementu x.

Odwzorowanie r x : Sp(x)— &(B) takie, że

rx (X) = (Xe-x)-*

nazywamy r e z o l w e n t ę  elementu x.
Liczbę o(x) = sup I % I nazywa się promieniem spektralnym elementu xłB 

AeSp(x)

TWIERDZENIE 2.1.

Deżeli B jest algebrę Banacha, x e B  i S x || -= 1, to:

(I) (e-x)e &(B) [4 0, 42],
(2.1!)

(II) (e-x)-1 = xn [40, 42],
n=0



(III)
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— 1 — *í I(e-x) ł | «  j  _1||x r (2.2)

Dowód. Utwórzmy w B następujący ciąg:

2 ns _ e  e + x ♦ x + . . . + X  n (2.3)

Me miejsce następujące oszacowanie:

lsn-9n ll « II x" + X - 1 + ... + xn+1ll IxJB + I x I I 1 + ... + ||x|n + 1 . o > n ,

z którego wynika, że przy l|x[| < 1  istnieje dowolnie Białe fit>0, Ze dla 
n,a >  N zachodzi nierówność || s^ - sn|| < £  . Zatem |sn|jest ciągiem pod
stawowym « 3 ,  Ciąg ten ma w B granicę s, gdyż B Jest przestrzenią zu
pełną. Zachodzi równość

s (e~x) » (e-x)s„ = e - xn+1. (2.4)

Ponieważ Ilxn ||< IIx!|n —— 0, to z równości (2.4), na mocy ciągłości mnoże
nia?^, wynika że s jest elementem odwrotnym do (e-x), a więc (e-x)e,G(B). 
Prócz tego z wyrażenia (2.3) otrzymuje się

1 2 s = ( e - x )  = e  + x + x

Oszacowanie normy elementu s w wyrażeniu (2.3) daje

l lsn I < i  ♦ !x 8 ♦ ll*l l2 + . . .  ♦ I I* l i "  = f - E - m - '

skąd wynika, że

1,9,1 ̂  1 -1 [xJ*

Zachodzi ponadto

e = (e-x)s = s - x s , 

skąd otrzymuje się oszacowanie

1 e |(s-xs S «£ || s g + ||xs|^ (l+jx| )ls|.

V 1 1
Ciągłość mnożenia wynika bezpośrednio z nierówności Jxy| <  |x||y|,
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Ze te»

Twierdzenie to podaje warunek dostateczny stabilności układu ze sprzęże
nie» zwrotny*, gdzie x Jest operatoren układu z otwartę pętlę sprzęże
nia zwrotnego. Warunek ten aa Jednak aałe znaczenie praktyczne, bo cho
ciaż prosty. Jest zbyt rygorystyczny.

Za ZELAZK^ [67j podany określenie całkowania B -wartościowych funkcji 
określonych w C .  Niech L będzie zorientowanyn łukiea zwarty» w C , a x 
funkcję cięgłę określonę na L o wartościach w B . C a ł k ę  funkcji x 
po łuku L nazywany granicę

Punkt A (t+1 Jest późniejszy w sensie orientacji łuku od punktu Ak. 

TWIERDZENIE 2.2 [42]

Oeżeli B  Jest algebrę Banacha i x e B ,  to:

(i) rezolwenta elenentu x Jest analitycznę B -wartościowę funkcję na 
?p(x);

(li) Sp(x) 1est zbioren nieDustvn donkniętyn i ograniczony»;

Dowód twierdzenia Jest częściowo podobny do dowodu twierdzenia 10,13 po-

e-ye&(B), a więc i (Ae-x)«G(B). Czyli A|(Sp(x), co dowodzi, że Sp(x) 
Jest zbioren ograniczony». Wynika stęd też, że

Dla określonego |A| >-||x|| zawsze nożna znaleźć takie ć « G ,  że |A+£| >  || x||, 
a więc A +£ e Sp(x), czyli zbiór §p(x) Jest otwarty. Zatem zbiór Sp(x) 
Jest donknięty.

Gdy A  Sp(x), to z określenia rezolwenty wynika, że

n-1

x(Ak )(Ak+1 - A fc),
k-0

gdzie A ± , « L, a punkt A'k leży na łuku Li »iędzy punktani i & k+1-

n— nil

danego w [42J. Niech |A | >||x)!. Podstawiajęc y = A -1x w wyrażeniu 
Ae-x = A ( e - A  1x) nany II y II < 1 ,  zaten na nocy twierdzenia 2.l(l),

? ( x ) «  || x II- (2.5)
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skąd
- rx (fc) » (?»-̂ a)rx (^)rx (3v). (2.6)

Ma zatem miejsce następujące oszacowanie:

||rx 7.) - rx (3.)||^ -A| |rx C^)| |rx <»| .

z którego wynika, że funkcja r jest cięgła na Sp(x). Zatem z równości 
(2 .6 ) otrzymuje się

r (¿1) - r ( * >  ?
liB ----_*---  . -(r O ) ) 2 .

« A x '¡1— > "

f O  .  .
co dowodzi, że funkcja r^ jest analityczna na Sp(x).

Oeżeli |^| ^  j|x|| , to stosując równość (2.1“), z twierdzenia 2.1 (li), 
otrzymuje się

(fc) Z ’
n= 0

-n-1 (2.7)

Wybierając kontur F w postaci okręgu o promieniu > p  (x) i całkując 
szereg (2.7) wyraz po wyrazie otrzymuje się

xn - rx (5t)d^- {2-8)
r

Aby udowodnić, że Sp(x) jest zbiorem niepustym załóżmy, że jest prze
ciwnie. Wówczas rx jest analityczna wszędzie na G: i całka (2.8) równa 
jest zero dla wszystkich n = 0,1,2,... Lecz z drugiej strony x° = e, co 
prowadzi do sprzeczności, a więc Sp(x) jest zbiorem niepustym.

Z ciągłości funkcji rx na Sp(x) wynika, że istnieje taka liczba 
M(ęx ) >  0 , że

nax||rx (ęle^ ) |  < M ( ę 1 ). (2.9)

Stosując nierówność (2.9) do wyrażenia (2.8) otrzymuje się oszacowanie

Bxn B ^ P J+1 M(P l ),

zet®» 1

li® supjx” ]|n ^ 9 ,. 
n—
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Ostatecznie więc

1
lin 8Up|xn Jn ^ 9  (x). (2.10)
n— ««

Z drugiej strony, jeżeli >,€Sp(x), to z tożsamości:

(>ne-xn ) « (^e-x) (><n-1e+An_2x+.. .+xn_1)

wynika, że > ne-x0 £ & (.B) , zatem jkn e Sp(xn ). Czyli l^n | <  || xn 1 . dla 
n>l,2,3,... W takie razie

i
ę ( x ) ^ i n f  ||xn |p. (2.11)

n > 1

Z nierówności (2.10) i (2.11) wynika słuszność tezy III. ■
Z twierdzenia 2.1 wynika, że warunkien dostatecznym, aby (e-x)s &(£) 

jest {j x H < 1 .  Słabszym warunkiem jest nierówność ę (x) 1, ale ten wa
runek jest trudny w zastosowaniu. Rozwięzaniem kompromisowym może tu być 
poszukiwanie funkcji v : B —  Jł takiej, że ę(x).=S v ( x ) <  ||x||. Wówczas wa
runek dostateczny na to, aby (e-x )e G-(J3), przyjmie postać nierówności 
v(x) <■ 1. Warunek ten jest słabs *y niż I x || <  1, ale silniejszy niż 
ę(x) ^  1. Z twierdzenia 2.2 (III/ wynika, że funkcję v nożna wybrać tak,

aby v(x) = ||xn 1 n , n = 2 lub 3 lub ....
Podamy teraz określenieB -wartościowej funkcji wymiernej określonej w 

B [40, 42, 67].
Niech f będzie G - wartościowe funkcje wy»ierne określone w G take

Ze

f(>) = X  M "  + S  ?» ka -^mr k ' {2*12)n » 0  a.kSsO

gdzie sumy zawieraję skoóczonę liczbę składników. Za pomocę funkcji f
' «mJ

można następujęco określićB -wartościowę funkcję f określonę w B :

f(x) - X  (bxn ♦ 2  ‘y-k(x-<ymo)"k ’ (2-13)
n s  0 *7k

gdzie 4 Sp(x).

TWIERDZENIE 2.3 [42]

Niech a  będzie otwartym zbiorem w G takim, że Sp(x)c a  .Deżeli funk
cja (2.12) jest analityczna w tt , a kontur r <= SL obejmuje Sp(x), to:
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?(*> * (* )dA' (2.14)
r

gdzie rx Jest rezolwentę elementu x e B  .

Powód przeprowadzamy za RUDINEM (|42] , tw. 10.25). Wystarczy udowodnić, że 
przy xeB , cęe S , o? Sp(x) zachodzi

yn 6 /  (9f-Wn tó e - x r 1dA « (gre-x)n (2.15)
r

dla n = O,-1,-2,... Z tożsamości

(fce-x)-1 - (qpe-x)_1 + (oę->)fape-x )_1 & e - x  )-1

wynika, że

yn - (ofe-z)"1 + (oęe-x )-1 <^(oę-X)n+1 (*e-x )-1d* -
r r

» (tye-z)-1 JL.<^(,y-*)nd *  + (cre-x)-1yn+1. (2.16)
r

Pierwszy składnik sumy w wyrażeniu (2.16) jest równy zero, ponieważ funk
cja (<*-*) jest analityczna w obszarze objętym przez kontur T . Zatem 
otrzymuje się

y„ - («f«-x)_1yn+1. (2.17)

Ze wzoru (2.8) wynika natomiast, że

V0 " 2 S j / (’k0-x)' ld> - *° » e. (2.18)
r

Na zasadzie indukcji z wyrażeń (2.17) i (2.18) wynika prawdziwość formuły 
(2.14). ■

W teorii algebr Banacha można udowodnić twierdzenie analogiczne d o (2.3) 
przy znacznie słabszych założeniach dotyczęcych funkcji f, według któ
rych funkcja ta nie musi być wymierna. Poniższe twierdzenie ma charakter
pomocniczy.

TWIERDZENIE 2.4 (RICKART [40] )

Niech B będzie algebrę Banacha, xeB,fi -otwarty zbiór w C , Sp(x)cił 
Istnieje takie £ > 0 ,  że Sp(x+y) c  fi , jeżeli tylko y e B  i II y II <  £ .

Dowód. Z twierdzenia 2.2 (i) wynika, że funkcja || (Xe-x )-1 J jest cięgła 
względem ^  na Sp(x). Z twierdzenia 2.1 (lii), dla |A| >  || x | wynika osza
cowanie :
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II (Ae-x )_1 II >

z którego widać, że || (Xe-x)-1||—  0 przy |A| —  =■=>. Istnieje więc taka
liczba dodatnia N, że

|| (>e-x)-1|| <  N

dla wszystkich 5> i  SI
Oeżeli y eB, II y I <  jy 1 S  , to:

il(>e-x)-1y|| < 1 ,

a zatem z tożsamości

Ae - (x+y) = (Ae-x)[e - (Ae-x)_1y ]

i z twierdzenia 2.1 (i) wynika, że &e - (x+y)e&(B). Dlatego A  e Sp(x+y).
Kładąc £ = jj, kończymy dowód twierdzenia. ■

Podamy teraz następujące określenia. Niech B będzie algebrę Banacha, 
a SI otwartym zbiorem w C . Przez (ił) oznaczmy algebrę wszystkich C i. 
wartościowych funkcji zadanych w C , analitycznych w fi, z mnożeniem okreś
lonym w zwykły sposób, tj. /  fg(A) = f(A)g(A). Wprowadźmy następujący 
zbiór:

B fi = ] X «B | Sp(x)c a j .

Zgodnie z twierdzeniem 2.4 zbiór B q  Je3t otwarty w B . Przez A (Bq)
oznaczmy zbiór wszystkich B -wartościowych funkcji f określonych na 

takich, że

¥>(x) “ z i j / f(A)rx (ik)dA' (2.19)
r

gdzie feA(fi), a kontur r leży w a  i obejmuje Sp(x).

TWIERDZENIE 2.5 [42]

(i) Zbiór A  ( B a ) tworzy algebrę, przy czyn odwzorowanie A  (ił) —  Jl (Bfl)
określone wzorem (2.19), jest izomorfizmem;

* 1 Zbieżność fn ~ ~ f Jest jednostajna.
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Dowód. Aby udowodnić tezę (li), zauważmy że norma || rx (A)|| jest ograniczo
na dla każdego A e T  . Zatem, jeżeli | f(A) - fn (jv)|<6 dla każdej funk
cji fn € J t(Q ) i każdego A e T  , to || f(x) - f ^ U  ) | <  8 ^  | ^ rx (X)dA || dla 
każdego x € B a - T

Aby udowodnić tezę (i) załóżmy, że f jest funkcję zerowę algebry B ,
tj. A f(x) - 0 (0 jest zerem algebry B). Wówczas dla dowolnego qre ii.

x eBa
z wyrażenia (2.19) otrzymuje się

0 » f(ape) = f(cę)e,

skęd wynika, że f też jest funkcję zerowę. Ponieważ odwzorowanie (2.19) 
jest liniowe, więc jest ono jednoznaczne. Aby wykazać multiplikatywność 
odwzorowania (2.19) weźmy dwie funkcje wymierne f,geJUil). Wówczas z
twierdzenia 2.3 wynika, że jeżeli h(A) = f(A)g(A) dla każdego Aeil, to 
h(x) « f(x)g(x) dla każdego x e B a . Na podstawie twierdzenia Rungego ( [42] 
tw. 13.9) dowolne funkcje f ,g z Jl (Si) można aproksyoować równomiernie 

na zwartych podzbiorach SI cięgami funkcji wymiernych |fn) * J^nJ’Zatem
na podstawie udowodnionej poprzednio tezy (li) odwzorowanie określone wy
rażeniem (2.19) jest multiplikatywne dla dowolnych f ,ge Jl (&). Czyli od
wzorowanie to jest izomorfizmem. ¡39 Dowód powyższy podano za RUDINEM ([42] 
tw. 10.27).

TWIERDZENIE 2.6 [40, 42]

Deżeli x € Ba  i feJl(il), to:

(i) f(x) 6 G(B) wtedy i tylko wtedy, gdy f(A>) / O dla każdego A  e Sp(x) 

(II) Sp(f(x)) - f(Sp(x)).

Dowód podajemy za RUDINEM ([42], tw. 10.28).

(i) Oeżeli f(A) ¡S 0 dla każdego A e Sp(x), to funkcja g = f*1 Jest 
analityczna na zbiorze ttj takim, że Sp(x) <= a  . Ponieważ fg=l na
2 j. to z twierdzenia 2.5 (i) wynika, że i W g i ż )  = e dla każdego x t B fl, 
a Więc T(x ) € O (B). Na odwrót, jeżeli f (o f) « 0 dla pewnego ppe Sp(x), to 
istnieje taka funkcja usJlifi), że dla i e  Si

a-gc)u(A) = f(A).

skęd na podstawie twierdzenia 2.5 (i) otrzymuje się

(x-qpe)u(x) = u(x)(x-ofe) « f(x).

Ponieważ x-q:e^G(B), to f(x)^G(B).

(li) Deźeli fi e Sp(f(x)), to f(x) - ¡be j. G(B), zatem na podstawie u- 
dowodnionej tezy (i) istnieje takie A e S p ( x ) , że f(A) - f i  * 0, czyli 
¡be f(Sp(x)). A więc Sp(f(x)) c: f(Sp(x)). Ns odwrót, J eżeli ¡be f (Sp(x)),
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to nożna znaleźć takie f i e Sp(x), t e  f ( f l ) - ¡b = O, a więc na podstawie 
tezy (i) f(x) - ¡ b e ^ G ( B ) , czyli |$e Sp(f(x)). Zatem f(Sp(x))c Sp(f(x)), 
skęd wynika teza (ilV. B

Poniższe twierdzenie dotyczy funkcji złożonych. Głosi ono, że jeżeli
^  „j w*

h > g i f, to h a g o f .

TWIERDZENIE 2.7 [42]

Jeżeli: x t B ^ ,  feJt(a), => f(Sp(x)) ( a 1 - zbiór otwarty) geJUflj)
ńo a  | f (f t) e ftjj , h(X) « g ( f W )  dla każdego 1 «  flg , to:

h(x) - ęf(f(x)).

Dowód. Wybierajęc kontur T0 , obejsujęcy Sp(x), dla |it Sp(f (x ) ) = f (Sp(x)) 
otrzymuje się

J ^ e  - f(x)J * • * ^ ,0_x  ̂ *d>«.

Wybierajęc kontur , obejnujęcy f(Sp(x)), otrzymuje się

g(?(x)) - g(jx)[jie - f(x)]-1d^i-

g(̂ )[ W /L 0-- -
rl L Ib -*

*  m  -

» 2̂ j J  J> g(f (3>))C^o-x)_1d^ » h(x). ■

W oparciu o twierdzenia 2.5 i 2.6 nożna sformułować następujęce 

TWIERDZENIE 2.8

Jeżeli istnieje £ -wartościowa funkcja ? określona w B taka, że 
f(e) = e i Jeżeli f spełnia Jeden z warunków:

(I) 1 i  Sp(f(x)),

(II) ||f(x)|| <  1, 

to (e-x)e O(B).

Dowód. (I) Przypuśćmy, że (e-x)jfG(B). Wówczas 1 e Sp(x). Ponieważ (twier
dzenie 2.5) f(l) = 1, to 1£ f (Sp(x)), a więc na mocy twierdzenia 2.6(11) 
1 € Sp(f(x)), co prowadzi do sprzeczności z założeniem. Zatem ( e - x ) e G f B ) .
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(li) 3eżeli || f(x)|| <  1, to na podstawie twierdzenia 2.1 (i) e-T(x) g 
G (fi), a więc l^Sp(f(x)). Zatea z części (i) twierdzenia wynika, że 
(e-x)s G  (fi). ■

W szczególny« przypadku funkcję f nożna wybierać w postaci wielomia- 
n u , którego suna współczynników Jest równa Jedności.

Głównyn zadaniem tego paragrafu Jest uogólnienie powyższych rezultatów 
na £ -wartościowe funkcje wielu zniennych z B  . W zwięzku z tyn wprowadzi
my następujęce przestrzenie:

fi," - | aę - (cyj.qr.,..... cęn ) | O^e  pfn € |,

C " » | % = ,A2 .... ,An ) | ^ 6  G  An € g|.

oraz zbiory:

j f"  - | k  - (kj.kg kn ) | ka€  kne^ J ,

+ “ | k  = (k1(k2  kn ) I k1ejr+  kng ^ +j .•N*.

fi." i c" sę oczywiście przestrzeniami liniowymi nad polem liczb ze
spolonych z działaniami dodawania i nnożenia przez skalary określonymi w 

zwykły sposób, tj. o* (j^, ... A „ ) + f h i f r  ,p n ) - ^ ..... « i'„+Ą “n )-
Zbiór j f "  z określonym działaniem dodawania: (k.......k ) + (1.......1 )£

♦ n
= (k^+lj ,... ,kn+ln ) tworzy półgrupę, a zbiór tworzy grupę ze wzglę
du na to działanie. Przez 1, O oznaczmy odpowiednio elementy 1 = (1,1,...4) 
0= (0,0,...,O). Mnożenie elementów j>fn przez m €JC określamy następu-

Jęco: m(k1 ,...,kn ) = ( m ^ .... B,kn ^  W tyn sensie ~ K  = (-l)k, k e j V n.
We wszystkich podanych zbiorach określany

/
ft % h  fin 

aP ‘ -<*i <*2 •••<*«

(uwaga: Of , f i mogę należeć do różnych zbiorów pod warunkiem, że działanie
Jest poprawnie określone); 
iloczyn skalarny w zbiorze '(•)

n

< < * . / * ) ( . )
i  = l

moduł |*| i normę || • 1
(0  (*) 1

1^1 (. ) = ( o p . o f ) )
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l l ° f l l ( . ) = l ^ i !•
i»l

Zapis 0( > fb  • gdzie Ofejl", ^«R,n lub J\fn lub J t"  oznacza, 
. .  .  ,cf >  j}n ; analogicznie określa się O f > / i

Zbiór Z  w C° definiujemy w następujący sposób:

Z '  (Z1  Zn> " F n 6 Z n}*

Wprowadzimy następujące pojęcia przynależności A  do Z  :

<=> , A
i« ̂  1 .....n | 1

A c  Z  <=$> / V  e Z

“ i 1......."}
wówczas

A  i  Z  , V  X  f  z Ł

“ { i - ; - " )
A * Z  ^  i c j l . A . n ^ 21*

Inkluzja Z C Y  oznaczać będzie, że Z^ c  Y i>*"*>zn c  Yn*
Niech £  będzie algebrę Banacha. Przez B n oznaczmy zbiór

ix  - ( x . X ) I Xj€BA  1

Działania dodawania i mnożenia przez skalar z C określany w £ 
Jęco:

<*(*! *„> ♦ F>(yi..... y„) ś (ofx1+|iy1 .... ,0fxn+|łyn ).

Ponadto oznaczmy

k k, k„ k_
X  - x2 2 ... xn n , X  e B  , kejC"

pod warunkiem, że istnieję ewentualne elementy odwrotne orezr

że

n następu-

A v  = ,^nv). A ec". v € B  ,

X v  d (x1(v  xBv). X  s B n , v e B  .
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Podobnie określa się vX# v e£ , X e i n.
Zbiór

Sp(X) ■= | a « c n | ^1 e S p ( x 1 ) An e Sp(xn ) j , X e £ n ,

będziemy nazywać widmem łęcznym albo krótko - widmem elementu X  .
Zauważmy, że

— • i

(Ae - X  )*e &(£) <=> Sp(X),

(Ae - X)1 ̂  G (£ ) <ć=> A  6 Sp (X) •

Przez SL = ( ilj ,... , ) oznaczmy otwarty zbiór w C n , tj. ,.. . ,&n
sę otwartymi zbiorami w C . Symbolem 3 ^  oznaczmy zbiór£^= jxe£n| Sp QOcXl,j 
Niech & (Sl) będzie algebrę wszystkich C - wartościowych funkcji zadanych 
w c "  analitycznych w SI ze zwykłym mnożeniem: A  „ fg(A) = f(A)g(A)(o-

kreślenie funkcji analitycznej wielu zmiennych można znaleźć na przykład
w pracy [żl] ),

Przez X  Cb£ )  oznaczmy zbiór wszystkich £  - wartościowych funkcji o- 
kreślonych na B ^ n takich, że

\  f (X) = —   ¡r /  (Ae-X)-* f (A)dA, (2.20)
(2JIj)° p

gdzie feJKa,), T  ■ (1^ Tn ), kontur obejmuje Sp (xk ) i leży w ilk
k H 1,2 n , a d A  = , * ■, , dA^,

TWIERDZENIE 2.9

Zbiór JI(b£) tworzy algebrę, przy czym odwzorowanie j£(BjJ) o -

kreślone wzorem (2.20) jest izomorfizmem.

Dowód. Ponieważ norma i (Ae-X) ^1 Jest ograniczona na T  , to odwzorowanie 
Ą (S l)-~  JL(Bq) Jest cięgłe w następujęcym sensie:

f . f « JKfi) =-» A -  f (X)— ?,(X). z wyrażenia (2.20) wynika, że od-
JCeBZ1 " ^

wzorowanie Jl (SL) —  (B&) Jest liniowe. Deżeli f jest funkcję zerowę,
tj. takę, że A  ja = °' t0 Stosujęc wzór Cauchy'ego dla funkcji

XcBa
wielu zmiennych (na przykład [4lJ , tw. 3.1) otrzymuje się:

O - ftofe) = --- 1—  <f (A-oi-1f(A)edA= f(cę)e
(23IJ ) J

dla każdego <$€&, a więc f też jest funkcję zerowę w JK.SL). Zatem od
wzorowanie JK.SL) —  JMBgl) jest wzajemnie jednoznaczne.
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Podstawiając we wzorze (2.20) f(A) = (A-A?)*1, % , X ° «  C n, kej/1 i sto- 
sujęc n-krotnie twierdzenie 2.3 otrzymuje się:

/  (a.e-X)_1(3k-3k0 )k d A  = <X-A?e )k .
( 2 * j  ) n  r

N
Wynika stęd, że jeżeli f i g sę wielomianami: ^  . Of-jA-A?)*1, (keJVn )

Jlk!l=° K
i jeżeli h(A) = f(Ar)g(AJ dla każdego Ae£L , to h(X) = ?(X)g(X) dla każ
dego X e ^ .  Ponieważ zbiór wielomianów jest gęsty w A(SL) i jak pokazano 
wyżej odwzorowanie Jl (.&) —  ¿} (Bj£) jest cięgle, to jest ono multiplikatyw- 
ne, to znaczy, że jeżeli f.geJUfi,) i h = fg, to h = fg. Zatem Jl(B£) 
jest algebrę, a odwzorowanie Jl (il) —  Jl CB^) jest izomorfizmem. ■  

Bezpośrednio z twierdzenia 2.9 wynika następujęce

TWIERDZENIE 2.10

Niech B będzie komutatywnę algebrę Banacha. Deżeli istnieje element
f : 
x

S 6B,j£ taki, że dla każdego x t 5  można znaleźć funkcję -Bj£— B takę
że x = f (S), to odwzorowanie f x określone wzorem x x

ń ^ (A e- S)_1fx (A,)dA (2.21)

jest izomorfizmem algebry £ na algebrę Banacha Jl (.Si) z normę

II f x ll = sup | f (A)| . (2 .2 2 )
A e s p ( s )

Powyższe twierdzenie 2.10 ma duże zastosowanie praktyczne. Wynika z 
niego, że komutatywnę algebrę Banacha można zastępie równoważnę, często 
wygodniejszę, algebrę Banacha funkcji analitycznych.

TWIERDZENIE 2.11

Oeżeli X t B an i f 6 Jl ( a . ), to f (X) 6 & •’B ) wtedy i tylko wtedy, gdy 

f(X) t O dla każdego A e  Sp(X).

Dowód. Deżeli f (A) 4 0 dla każdego A e  Sp(X), to funkcja g = f-1 jest 
analityczna na zbiorze takim, że Sp(X) c: ¿Ł.c: SL . Ponieważ fg = 1 na
SL^ , to z twierdzenia 2.9 wynika, że f(X)g(X) = e, a więc f(X) 6 G (B).

Aby udowodnić implikację odwrotnę załóżmy, że f( X ) « 6  (£). Przypuśćmy 
że istnieje element Of s Sp(X) taki, że f(op) = O. Funkcja f e Jł(il), można 
ję więc rozwinęć w szereg Taylora:

A  f ( A ) « S  ®rM k.
* C s V x )  fc
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2 twierdzenia 2.9 wynika, że dla X  e i "ii

f(X) = a . Q U * 6 ) k ,
llk!l=l K

ale ponieważ Cf € Sp(X), to f(X) ^ 0(3), co prowadzi do sprzeczności.0

w



3. KONKRETNE ALGEBRY BANACHA OPERATORÓW CZASOWO DYSKRETNYCH 
I ICH ZASTOSOWANIA

3.1. Algebra ćSn sygnałów czasowo wielowymiarowych

(M)
Przez 3> oznaczmy zbiór wszystkich M-wymiarowych SOSg, to znaczy 

zbiór wszystkich odwzorowań x : c . Wprowadźmy też zbiór:

(M) I (M) . 1
"&+ * j x 6  ̂ I A  M x(fi) = 0 *

1 lif^" ’

Niech KCcjf.ę ) oznacza otwarty polidysk (polikoło) o środku OfecM i 
promieniu ę tj . K(of,ę) = | A e c M| | < 9 * .  i“l ____.M j- Odpowied
nio przez K(o{,ę) • i ilKiof.ę) oznaczmy domknięty polidysk i poliokręg4 .̂

(M)
Zbiór określimy następujęco:

(M) ( (M) , A  'ST1 n
£ 0 = j x e ¿>. . A  , ^  lx ( n ) |  I A  | < ° ~
? 1 + A e K ( O . ę )  11*111=0

Dalej często będziemy opuszczać indeks (li) nad symbolem o ile nie
będzie to prowadziło do nieporozumień^

Zbieżność szeregu wielokrotnego b(n) będziemy rozumieć następu-
iinii =0

Jęco. Deżeli ponumerujemy w dowolny sposób składniki tego szeregu, to 
otrzymamy szereg zwykły (nie wielokrotny). Dla takiego szeregu w zwykły 
sposób Jest określone pojęcie zbieżności i sumy, przy czym zarówno włas
ność zbieżności. Jak i wartość ewentualnej sumy zależę od sposobu numera
cji składników. Zależność ta nie występuje, gdy zamiast zwykłej zbieżno
ści rozpatruje się zbieżność absolutnę, tj. zbieżność szeregu, którego 
składnikami sę liczby |b(n)|. Dlatego w dalszym cięgu mówięc o zbieżno-

G»Q ^
ści szeregu "> ' b(n ) będziemy mieli na myśli jego zbieżność absolutnę.

11 nu =0

Zbiór ¿Sę jest przestrzenie liniowę, bowiem dla każdego A e  K({l,ę) i do
wolnych xy e dSę obowięzuje nierówność:

4;K(Cf,ę) = { * e C M | ¡Ai-Ofjj «  9± , i=l.... m )

®K(oi,p) = | A e C M | | * 9 (. i~l.... j (patrz też [4l]).
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2 ]  |x (n )  + y (n)llA n | ^ X !  |x ( n ) | |A n | + S  |y ( n ) |  * n  . 
lin li=o ||n ll «o gnu =o

Oeżoli w df ę określić normę

ob
IIX | = S  o0 |x(n)|, (3.1.1)

lin li =oT

to staje się ona przestrzenię Banacha. Istotnie,<£- jest hoaeoaorficzna z 
przestrzenia C -wartościowych funkcji analitycznych na K(0,f), a ta o- 
statnia Jest zupełna.

Mnożenie (wielowymiarowy splot) określone wzorem

xy(n) = x(mn)y(nO (3.1 .2 )

Jest odwzorowaniem £ y  x £ y — £ y . Rzeczywiście, dla x ,y e dSę masy:

2  M 9n |xy(n) | M P p L  m  x(n-m)y(m)| <
n e jy  n t j f  m e jf

<  S  K  l y C m ) l S  M 9n |x(n-m)| S  “
m e j f  n  e j f n e x  Bleif

= S  M ęn |x(n)| S  M 9m |y(m)|. 
nejf me>r

Wynika stęd też, że

IIxy I <  J x || ||y g.

Nietrudno sprawdzić, że mnożenie (3.1.2) Jest łęczne, liniowe ze wzglę
du na każdy czynnik oraz rozdzielne i przemienne z mnożeniem przez liczby 
zespolone.

W<ię istnieje element neutralny ze względu na mnożenie, a jest nim

¿ ° ( n )
1 dla. n  = 0

0 dla n f  0

dla którego || £ ® || = 1.
W dodatku mnożenie (3.1.2) jest przemienne.
Z a t e m  p r z e s t r z e ń  &  ^ z n o r m ę  (3.U.) i m n o 

ż e n i e m  (3.1.2) t w o r z y  k o m u t a t y w n ę  a l g e b r ę  
B a n a c h a .
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Wprowadźmy następujęcy układ elementów zbioru 

lj = (1.0.....0). 1 2 *

tf2 (n)

Ą , ( n )M

I.O.. .. .0) » • * • . 1 m

elementy algebry

1 dla n « i ±

0 dla n* lx

1 dla n  = 12

0 dla n i  lj

( ■
dla n =  1M

0
dla n i  1M

Symbolem ó  = ,<T2 ,. . . .d1̂ ) oznaczmy odpowiedni element przestrzeni
Nietrudno zauważyć, że element , k  ejN/̂  ma następując? własność:

<Jk x (n )  = x<5^(n) = x ( n - k ) .

Przystępimy teraz do określenia elementu y = (% <5°—(5‘)~^ , % e c M oraz 
Sp(tf). Trzeba w tym celu wyznaczyć najpierw element y.̂  = (^<5 któ
ry spełnia równanie rekurencyjne

j \L ^ y ^ l l )  - y^!*-^) «=¿*(11).
B t j f  M

Oedynym rozwiązaniem tego równania w ¿^jest element yA taki,

-(n +1) 
yj^Cn) = u^ n) ,

gdzie

że

u t ( n )
1 dla n ^ ^ O ,  nk = 0 ,  k ^ i

MO dla pozostałych Ile jf . 

Elementy y określa się z wyrażenia:

y - Yly2 ... y„.

Nietrudno pokazać, że

y(ft) = A " (n+1) u ( i i , ,
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gdzie

1 dla n e j ^
U ( f i) « *

O dla n  ¿ y ? .

oo

Element yeóSn wtedy i tylko wtedy, gdy szereg p n A ~ n jest zbieżny
lino =o T

a więc gdy K(0,ę). Zatem

Sp(£) - icfo.ę)-

N  SyŁ

Niech f będzie cfę-wartościowę funkcję zadanę * i "  z twierdzenia
2.9 wynika, że °

[f(£)](n) = -— /[(JKJlłJ)"1] (n)f (A)dA = u(o) — ł— n/jv(n+1^f(*)dA, 
(23tj) J J (23IJ ) J

r r (3.1.3)

gdzie funkcja f jest analityczna w otoczeniu K(O.ę), a kontur 
I1 = (1^,... ,rM ) obejmuje K(0,ę).

Stosując wzór Cauchy'ego dla funkcji wielu zmiennych (np. [4lJ, tw.3.l) 
otrzymuje się

[f(d)](n) = jA f(n)(0), (3.1.4)

gdzie n  ! « n1 i ng ! ... nM !

f^(fc) > ------- ----f ̂

TWIERDZENIE 3.1.1

każdy element x e <£ ę generuje <£ę-wartościowę funkcję fx :

<>Q

^  x ( n ) y ”  ( 3 . 1 . 5 )
Unii =o

określoną na zbiorze Fx = | y  * ó£ M | lii *" 11  ̂|x ( n )  | | |y A j=  » <  l j .
r, u  ;—  1 II n i — » J
Dowód. 2 określenia lim wynika, że przy dowolnym ustalonym y e  F dla
wszystkich k e j f + , za wyjątkiem być może skończonej ich liczby, zacho
dzi nierówność:
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iikiiy-
lx(k)| i y K l</% 

a stąd:

|x(k)l S y k I<ś |%llkl1 . (3.1 .6 )

M

Przez fx N oznaczmy funkcję ¿C^ —  ć6 ̂  taką, że

nf_ N(y )  = 2L  x ( n ) y  . 
x ' llnn-o

Dla dowolnego ustalonego y  € Fx i dla i N2 takich, że zapewnione
jest spełnienie nierówności (3.1.6), ma miejsce następujące oszacowanie:

n 2 n2

« W y >  -  r x . N ( y > i l  <  S  l x ( n ) l l l y n l l < X I ]  j i n ".
lln||-N1+i llnll=N1+i

z którego wynika, że ciąg |  fx N( y ) j  jest ciągiem podstawowym w Z fak
tu zupełności df_ wynika, że dla każdego y  e F , f (y)eó60 . ■  

t  x x ■/ y
W n i o s e k

Dla każdego x = x.

Dowód. || ¿HI - ęn  , zatem dla każdego x e ć6ę na mocy kryterium Cauchy'ego 
o bezwzględnej zbieżności szeregów wielokrotnych otrzymuje się:

i i i  lin|lVlx(n) |  ||<5n | ' = I l i  i n V lx ( f t ) l pn '=  f l< i .  
linih-~  »nil —■~

i
W celu zakończenia dowodu wystarczy zastosować wzór (3.1.4) do funkcji

f (A) x(n)An. ■
lin II =o

Z twierdzenia 2.10, wniosku z twierdzenia 3.1.1 i ze wzoru (3.1.4) wy
nika, że odwzorowanie x =  f

fx (A) » 2 ]  x(n) (3.1.7)
lini-o

x (n )  -  i-r f f n ) (0 )
n l X

(3.1.8)



Jest izomorfizmem algebry na algebrę Banacha ¿'^funkcji analitycznych 

na polidysku K(0,p). z normę

|f j «= sup_ |f (A)|.
% € K(Q, p)

(M)
Niech £  “  będzie przestrzenię sygnałów ograniczonych, tj.:

(M)(M)
* e  S  l V  A „ | x ( n ) | « q r

qf 6 R+ n  eK

(M)
Przestrzeń £ ° °  z normę

||x| - supM |x ( n ) |  
n e K

A
jest przestrzenię Banacha. Niech h będzie operatorem^m^ożenia w sensie 
określenia (3.,1.2), przez element hetfę, zadanym na ~ :

h&) = hx.

TWIERDZENIE 3.1.2
(M)

Operator h(x) = hx odwzorowuje ¿6“  w siebie wtedy i tylko wtedy, 

gdy hs<£j.

Dowód dostateczności Jest oczywisty. Aby wykazać konieczność załóżmy, że
OO

h ¿ £ t . Wówczas szereg 2 3  lh(m)| Jest rozbieżny. Wybierajęc element
(S) llmł «o

x e  £  “  tak, aby:

<((1)
1 gdy h(-n) > 0

-1 gdy h(-n) < 0

otrzymuje się

y(0) “ 2  h(-ro)xGn) = 2  ' jh(-m) 
u M

Olfjf
h(m) .

mejtf

(m )
a zatem y j. £  ■

Z twierdzenia 3.1.2 wynika, że algebra znajduje zastosowanie w
teorii - stabilnych czasowo wielowymiarowych LTISDS.

A (M) (M)
Operator h: ćfc”°—  Jest wówczas operatorem mnożenia przez element
hećf j  , który jest transmitancję układu elementarnego. Zgodnie z wnio
skiem do twierdzenia 3.1.1 h = fh (<i).
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TWIERDZENIE 3.1.3

DeZell h e<£^. to ó °  - heG(i^j) wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla dowol
nego ustalonego 1 ̂  p ś  M i ustalonych Aj ,... ,Ap_j ,Ap+ 1 .... ,AM takich, 
że | | <£ l(njŁp), funkcja odwzorowuj e
zorientowany okręg Jednostkowy na płaszczyźnie C , o środku 0 w krzywą 
nie obejmującą punktu ¿i-l.

Dowód. Z twierdzenia 2.11 wynika, że c5 - h = Ć - fh ($)e &(c£j) wtedy i 
tylko wtedy, gdy 1 - f^(A) f  O dla dowolnego % € K(0,1). Z kolei ten 
warunek zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ustalonego l*Sp€M

i ustalonych A j  Ap-l >Ap+i taklch • że l A n l ^  1 W p ) .  funkcja
fh(3kJ, A t ,(• ) ,Ap+1... • <^M ) odwzorowuje Jednostkowe domknięte koło
na płaszczyźnie C w obszar nie zawierający punktu ¿1=1. Ze względu na 
analityczność funkcji fh (Aj Ap_j , ( * ̂ p+ 1.. - - ) wystarczy odwzoro
wać przez nią zorientowany Jednostkowy okrąg 1 sprawdzić czy obejmie on 
punkt ¿i-l, czy też nie. ■

Deżeli h potraktować jako trsnsmitancję ukł^di^ z otwartą pętlą sprzę
żenia zwrotnego, to twierdzenie 3.1.3 orzeka o -stabilności układu
z zankniętę pętlą. Oest więc ono uogólnienlen kryteriua Nyqulsta na ukła
dy czasowo wielowymiarowe.

Dla M = 2 kryterium to prowadzi do badania dwóch rodzin krzywych 
Nyquista na płaszczyźnie C 1 nie jest trudne w zastosowaniu.

3.2. Algebra sygnałów wlelookresowych

MWprowadźmy następujący układ elementów zbiorU|j^+ :

* 1 -

•ąOHZ

n 2 - ( o , n 2 , o . . . . , 0 )

" m - ( 0 , . . .  . 0 ,HM)

N - ( N j ,N2 , . . . . < v

<M)
oznai

(M)

Przez oznaczmy następujący zbiór:

(M) ( (M), )
" 1 x * *  I / \  M " x n̂  • k"1  Mr

'  n * Jf ’
TWIERDZENIE 3.2.1

Zbiór p  z normą 
W

(3.2.1)



1 mnożeniem

N -l
*y(n) x(n-m)y(m) (3 . 2 . 2 )

n=Ó

tworzy komutatywną algebrę Banacha.

Powód. Pj^jest przestrzenią liniową. Nietrudno wykazać, że z normą określo
ną równością (3.2.1) jest zupełna, a więc Jest przestrzenią Banacha. Z 
tego, że

N=1 N+Mi-1
x y ( n - ^ )  ° x(n-N1-m)y(m ) = żO n-p iy ip -N j) =

m  =0 P=Ni

N ^ - l  N -l
= ^  x (n -p )y (p )  x (n -p )y (p )

P=0

M
dla dowolnego n ejf i przy każdym i=l,...,M wynika, że mnożenie jest
odwzorowaniem p.t x Pu— P., .W  N

Dla dowolnego n eji zachodzi

N=1 N - l  N - l  N-1
x ( yz ) ( n )  = /  x (n -k )  ' y " '  y(k-m)z(m) = ' z(m) x(n-k)y(k-m ) =

k=0 m =0 m=0 k=0

N - l  N - l - m  N -l
z(m) ^  x (n-m -p)y(p) =^> ' xy(n-m)z(m) -  (xy)z(m ),

m=0 p=-m  m=0

a więc mnożenie jest łączne. Oprócz tego mnożenie Jest liniowe ze względu 
na każdy czynnik oraz rozdzielne i przemienne z mnożeniem m przez liczby 
zespolone.

Ma miejsce następujące oszacowanie:

N -l N-l
I M  ■ x fo-ra)y(m ) M .  |*(n-m)| |y ( m ) j .

n=0 ro=0 n=0 m=0
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Elenentea neutralny« w p  Jest iu° taki, że
N

m(n) 1 dla n » k ^ + k g N g ł .  ••+kf̂ M ,k1 . . . .  .k^J*
dla pozostałych n  e,K .

Nietrudno przekonać się, że S 113*1= 1. Można także sprawdzić, że anożenie 
it przeaienne. Zatem p  j 
Wprowadźmy układ tUj.Ulg

jest przeaienne. Zatea P^jest koautatywnę algebrę Banacha.

ur2 (fl)

mM(n)

gdzie i ejf. Symboles

m M elementów algebry p ^

1 dla n = iHj + lj

0 dla pozostałych n«JiM

1 dla n =  iK, ♦ 1 2

0 dla
M

pozostałych n ejtf

1 dla n = ^  + 1 M

0 dla
M

pozostałych ne j f

m  = ' m i ' m 2 ....

oznaczymy odpowiedni element przestrzeni P * . Nietrudno sprawdzić, że 
elenent UJ cp , 0 ^ k < N - l  sna następującą własność:

u,k *(n) = xuik(n) = x(n-k).

Aby określić element y = (A UU° - Uł)“* , A  e C M , trzeba najpierw wy
znaczyć element y^ = ^  ~ który spełnia równanie rekurencyj-
ne:

A M ^ i y i(n) “ yifa-V  ■ “ >°Cn).
ncjf

Dedynym rozwięzaniea tego równania w p  jest element y taki, że
N \

' (n) = — Łjj- p ^ n ) ,  dla O ^ n ^ N - 1 ,
- i
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gdzie

1 dla n = k 1N 1+...*ki_ 1M 1_ 1+kil i+k1+1N 1+1+...+ k|̂ , k 1  kM «jvr

p ^ n ) MO dla pozostałych n € JsT ;

Mdla pozostałych nejtf funkcja jest odpowiednio okresowym przedłużeniem. 
Element y wyznacza się z wyrażenia y = y •'Ym ' wykonujęc odpowied
nie mnożenia w p ^  otrzymuje się:

n N - i - n
yCn) = — pj ¿75------------ ¡g----  dla O ^ n ^ N - 1  . (3.2 .3 )

a 11- i ) a 22- D  ... (*m m -i )

Element y istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieję wszystkie y. ,
Ni(i=l ,2.... ,M) , a więc gdy - 1 ^ 0 .  Aby określić wyrażenie na widmo

łęczne elementu Ul wprowadźmy następujęce oznaczenia:

[Łk - exp(j ¡S).

f » (ei .e2 .... . f M) e c M

\

i k) (e*1 , t 2 .....¿ > ) .  k e / .

Teraz można napisać, że

Sp(ui) = j x e c M &(PN ), i-l.....Mj = | f (k)},

0 < k  < N - 1 .

Zatem widmo łęczne elementu ur składa się z |N| punktów rozmieszczonych 
regularnie na poliokręgu ®K(0,1).

Niech f będzieP^-wartościowę funkcję zadanę w p M . Z twierdzenia 2.9 
wynika, że ^

[f ( ui)] (n) = — - ł -jj jfa w "-  Ul)"1] (n)f(A,)dA .

r  r *.N 1 ' n

S r ? — t t------rr-------- t t —  f <&>«**>.(23ij) j
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Stosując M-krotnie wzór całkowy Cauchy'ego otrzymuje się:

N-l
[ f ( u i ) ] ( n )  .  (£ i k ) )"n  f (£(k ) ).

VN k=0
(3.2.4)

Każdy element x e P M  generuje p  -wartościową funkcję f określoną na
Py taką , że N  N

N -l
fx (y) = | x(n)yn.

n=o

TWIERDZENIE 3.2.2

Dla każdego x e P.,, f (ui) = x.
N x

Dowód. Wystarczy funkcję

N-l
fx (A) = x(n)An 

n = 0

wstawić do wzoru (3.2.4), aby otrzymać:

(3.2.5)

N-i H_1 N-l

[ f x ( u j )] ( n )  = 1 ; - ^  ( £ ( k ) )_ n f x ( £ ( k ) ) = ^ y ^ ( £ ( k ) r n y  x (m )(£ 

N k=0 N k=0 m=0
(k) jm _

N-l N-l
Ś  x(m) ¿ ¡ l Ś  i € (k  ^ " n  =
m=0 k=0

dla dowolnego (\t Jf , bowiem przy |"i“ni | ~  N i~ l , ł=l,...,M zachodzi:

N-l 1 gdy m  = n

O gdy m^n.

Symbolem p' oznaczmy zbiór p  , lecz z odmiennie określoną normą
N N

|x'|| = sup | x'(n)| 
p'ĵ  n e pr
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1 zwykły* mnożeniem

Łatwo wykazać, że potworzy algebrę Banacha.

TWIERDZENIE 3.2.3

Odwzorowanie x x', x e p , x'ep' , określone wzorami:
N N

- £
(n) .\%i

p=0

x'(n) - >  (6(n))P X(p). (3.2.6)

NV o

jest izomorfizmem algebry Pu  na P' .
N N

N-1
'<«) ' ¿ f i  i£(P))‘n x,(p), (3.2.7)

Dowód. Z twierdzeń 2.10 i 3.2.2 oraz ze wzoru (3.2.4) wynika, że odwzoro
wanie x s : f j(/ określone wyrażeniami:

P x(p), (3.2.8)

P=0

t ( n )  = (£ ( p ) ) " n  f x ( £ ( p ) ) . (3.2.9)
A

P=0

jest izomorfizmem algebry Pm  na algebrę funkcji analitycznych w otoczeniu 
Sp(UJ). Podstawiajęc fx ( £ ^ )  = x'(p), otrzymamy wyrażenia (3.2.6) i 
(3.2.7). Zauważmy jeszcze, że

|x 'J -  sup |f  (A)t. El 
Sp (UJ)

Najprostsza dziedzinę zastosowań algebry P^Jest teoria LTISDS, pobu
dzanych sygnałami wielookresowymi. Operator h : p ^ — p ^  układu elementar
nego Jest tam operatorem mnożenia przez element h e f  , to znsczy h(x)=hx. 
Zgodnie z twierdzeniem 3.2.2, h = fh( Uł). Można też operator h trakto
wać jako odwzorowanie P ^ — J^, z tym że mnożenie hx przez element he p 
także należy rozumieć w sensie określenia (3.2.2).

1
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Deżeli x i y potraktować jako elementy algebry p ^  , to równanie

Dla przykładu określmy odpowiedź dwuwymiarowego filtru rekursywnego o- 
pisanego równaniem:

y(n1 ,n2 ) = -x(nlfn2 ) + 2y(n1-l,n2 ) + yCnj.ng-l) (3.2.10)

o
na sygnał x = Ul o okresie N = (f^.Ng) = (5,4).

Deżeli x i y potraktować ja
(3.2.10) można zapisać w postaci

y - -x + (2 nr + Ui2 )y.

Stęd

y » (2 uij + ui2 - iu°)-1x.

Zatem transmitancja he PN ma postać:

h = f^( Ul) = (2 uij + iu2 - uj ) * ,

2a odpowiadajęca jej C -wartościowa funkcja f ̂ , zadana w 0 :

Mamy

fh (;W  = 25ł,1+^2-l"

z n  2%
3 N 3 5

fij = e = e

■i 4 $
3 N 3 2 

e2 = e = e . j

fh (e(k)) = f ^ Ą 2 ) ■■ k<...

Stosujęc wyrażenie (3.2.4), otrzymuje się

i f h ( Ul)l(n1 ,n2 ) = h(n1 ,n2 ) = ¡jJj- ^  
l J l- «n u «n o£ x ^ P

2 f i j 1  + e 22 - 1

4_ _3 _ e'klni f k2n2 c 1 c 2

k1=o k2=o 2&J1 + e22 - 1

Kładęc x - li! , otrzymuje się y » h.
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3.3. Zastosowanie algebr <£  ̂ i ,P|,| do poszukiwania rozwiązań 
układów nieliniowych

W paragrafie tym zastosujemy algebrę ó£̂  do rozwięzanis równania opera
torowego

y = x + h($(y)), (3.3.1)

(mL  («lgdzie x e  , $ jest nieliniowę funkcję odwzorowujęcę w siebie,
spełniajęcę warunek Lipschitza ze stałę ■y , t j . :

/ \  („)II*<*1 > “ * {* 2 ) l(M)< 7Hxl-,‘2l(M),
x 1 ,x 2€ £°°

h jest operatorem mnożenia (splotu^ ^rze^ ^lement heóSj, tj. h(x) = hx. 
Z twierdzenia 3.1.2 wynika, że ii: 06““—  ¿6 . Zachodzi oszacowanie

A ( M )  Hfi(x)H(M) *= »h ll l*|(M) ■ 
x e  r

z którego wynika, że

i i i  - I M ,  .

*1

Równanie (3.3.1) opisuje układ ze sprzężeniem zwrotnym zawierajęcym w 
torze głównym blok nieliniowy o funkcji przejścia $ , a w torze sprzęże
nia zwrotnego LTISDS o transmitancji h e (rys. 3.3.1).

Rys. 3.3.1. Schemat blokowy ukła- Rys. 3.3.2. Przykładowa charakte-
du ze sprzężeniem zwrotnym odpo- rystyka bloku nieliniowego

wiadajęcy równaniu (3.3.1)

Ma miejsce następujęce oszacowanie:

II fi [#(*1 i  -  fi K > ] »  < l l h S  8 $ ( x 1 ) -  f ( x 2 ) l ( M) iS y t h  i l x 1 - x 2 i (M) .
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□eżeli operagor ho $ Jest zwężający, tj. , Jeżeli <y ¡1 h || < 1 ,  to równa-
1

nie (3.3.1) posiada jednoznaczne rozwiązanie y, będące granicą ciągu ko
lejnych przybliżeń

yn+i “ x + h($(yn )). (3.3.2)

(M)
□la każdego x e  de“’ można znaleźć takie ę e S + , że x €o6ę . Zatem pod
czas określania kolejnych wyrazów ciągu | y n|  zadanych wyrażeniem ( 3 .3 . 2 )  
można stosować następujący algorytm:

(i) mając wartości y ^ H )  k-tego przybliżenia yk dla wszystkich 
określa się wynik operacji $ czyi1 wszystkie wartości
[$(yk )] (n);

(li) stosując wniosek do twierdzenia 3.1.1 wyraża się element $ ^ Y ^  P°~ 
przez element <i :

00

$ Ŷ k^ = *®(y ) ^  “ [ ^ k 5] (n) ^k ||nH =0 L k J

(lii) z  równania (3.3.2) określa się k+1 przybliżenie

Yk+i ‘ * x ( ó '; * h ( y k ) (ó)>

stosując przy tym wzory (3.1.3), albo też (3.1.4).

W charakterze elementu początkowego ciągu kolejnych przybliżeń rozwiąza
nia nożna przyjąć yQ = x.

Przykład liczbowy

Przyjmijmy, że funkcja przejścia bloku nieliniowego na wykres widocz
ny na rys. 3.3.2, transmltancją czasowo jednowymiarowego LTISDS jest

fh (tf) = 0.3(2e5°-<5'r1 ,

a na wejście układu podano sygnał x = 8 ° .  Stosując wzór (3.1.4) do ele
mentu f^id) otrzymuje się:

[fh (<n] (n) - 0,3.2-(n+l)u(n).

Traktując x i Jako elementy można łatwo oszacować normę ^(tf)
i stwierdzić, że operator fh (<?)$( •) Jest zwężający, a więc można stoso
wać powyższy algorytm kolejnych przybliżeń. Przyjmując yQ * 8 °  otrzymu
je się pierwsze przybliżenie w postaci:

/
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YjCn) « d°(n) + (n) * <5°(n) + 0,3.2~^n+1^u(n).

Wyniki poszczególnych iteracji zestawiono w tablicy 3.3.1.

Tablica 3.3.1

Wyniki poszczególnych iteracji rozwiązania równania (3.3.1)

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8

yjin) 1,1500 0,0750 0,0375 0,0188 0,0094 0,0047 0,0023 0,0012 0,0006

y2 (n) 1,1500 0,0862 0,0487 0,0272 0,0150 0,0082 0,0044 0,0026 0,0013

y3 (n) 1,1500 0,0879 0,0506 0,0297 0,0170 0,0098 0,0055 0,0034 0,0018

y / n > 1 ,1500 0,0882 0,0510 0,0303 0,0176 0,0103 0,0059 0,0038 0,0020

yg (n) 1,1500 0,0882 0,0510 0,0305 0,0177 0,0105 0,0060 0,0040 0,0021

Można także rozpatrywać równanie (3.3.1) w przestrzenip.,. Wówczas xeP.,
N N

$jest nieliniową funkcją J\r*“P«< spełniającą warunek Lipschitza ze
« . a , . N , N  A

stałą f , h(x) = h x , h e Pjj. Oeżeli operator h o $ jest zwężający, t j . ,
jeżeli ^lh|l <  1, to równanie (3.3.1) można rozwiązywać przez iteracje,

Pjj
stosując algorytm podobny do powyższego, to znaczy:

(i) mając wartości k-tego przybliżenia dla wszystkich 0«SO«N-1
określa się wynik operacji $ ^Yk^’ czyli wszystkie wartości 
[ $ ( y k ) ] ( n ) ;

(li) stosując twierdzenie 3.2.2 wyraża się element ̂ (y^) poprzez elementm

N-l

" ?#(y,)(ui) = 2 ] P (yk )J (n)u,n:
K n  =0

(lii) z równania (3.3.2) określa się k+1 przybliżenie

yk+i  ■ K ( w )  ♦ r h ( t u )  r * (yk ) ( w )

stosując przy tym wzór (3.2.4).

Także i teraz jako element początkowy ciągu kolejnych przybliżeń rozwią
zania można przyjąć yQ ■ x.

Przykład liczbowy

Przyjmijmy, że funkcja przejścia bloku nieliniowego ma wykres widoczny 
na rys. 3.3.2, a transmitencją czasowo-jednowymiarowego LTISDS jest
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?h (ui) > 0 ,1 (UJ-O.SUJ0 )- 1 .

Na wejście układu podano sygnał x = UI° o okresie N=5.
Również w tym przypadku operator fh (m)$(«) spełnia warunek zwęża

nia, nożna więc stosować algorytn kolejnych przybliżeń. Stosujęc wzór 
(3.2.3) dla przypadku czasowo jednowymiarowego otrzymuje się:

[f.(uj)] (n) = 0.1 «  0,1(0,5)4-n dla O i n 4 4 .
1 - 0,5

Pierwszym przybliżeniem Jest:

yj(n) =U3°(n) + [ )] (n) -Ul°(n) + [ fh ftu)] (n ) = m °( nK o. li o. s)4-" ,

/
0 jś n 4. Stęd otrzymuje się: '

^ ( y j ) ^  “ 1110 + °'012uł + 0.025 Ul2 + 0,050UJ^ + 0.1UJ4 .

Powtarzajęc cykl obliczeń, otrzymuje się wyniki dalszych iteracji. Wyniki 
te zebrane sę w tablicy 3.3.2. W tablicy 3.3.3 zebrane sę wyniki kolej
nych iteracji rozwięzania równania (3.3.1) przy = O ^ U J - O . S I U 0 )”1.

Tablica 3.3.2

n \ 0 1 2 3 4

c0>* 1 0 0 0 0

Yj/n) 1,006 0,012 0,025 0,050 0,100

y2 (n) 1,011 0,020 0,035 0,061 0,102

y3 (n) 1,012 0,023 0,036 0,061 0,103

Tablica 3.3.3

n 0 ' 1 2 3 4

Yjin) 1,013 0,026 0,052 0,104 0,207

y2 (n) 1,023 0,058 0,096 0,150 0,218

y3 (n) 1,037 0,073 0,108 0,156 0,225

1,042 0,077 0,111 0,158 0,227
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Często operator h o $ nie spełnia warunku zwęZania. Wówczas trzeba 
równanie (3.3.1) przygotować do metody kolejnych przybliżeń. Wybierzmy w 
tym celu element g €  taki, że ć ” -  hgt6(aS^). Równanie (3.3.1) noż
na zapisać w równoważnej postaci

( Ć ° -  hg)y = x + h($(y) - gy).

Stęd otrzymuje się:

y = (<J - hg)-1x + (<$*- hg)_1h($(y) - gy) (3.3.3)

Deżeli operator ((J*- hg)-1h($(* ) - g*) jest zwężajęcy, to równanie (3. 3.3) 
nożna rozwięzywać metodę kolejnych przybliżeń. Powyższy rezultat można 
sformułować następujęco:

TWIERDZENIE 3.3.1

Oeżeli istnieje element g e taki, że:

(I) operator $ (*)-g* spełnia warunek Lipschitza ze stełę cf ,

(li) S  -hgs&(^>j) (funkcja fhg spełnia założenia twierdzenia 3.1.3), 

(III) | (rf*-hg)'1h||of<l, 

to cięg określony równościę

Yk+1 » (<J*-hg )~*x + (tf*-hg)"1h($(y1{) - gyk ) (3.3.4)

jest zbieżny do jednoznacznego rozwięzania równania (3.3.1).
Przypuśćmy teraz, że x c <€|. Wzory (3.1.7) i (3.1.8) określaję izomor

fizm algebry <¡6. na algebrę z normę If 1 = sup If (fc)| . Norma ta 
1 1 x X e K ( 0 . l j  x

Jest równoważna normie w , skęd wynika następujęcy wariant twierdzenia
3.3.1.

TWIERDZENIE 3.3.2

Niech xe<£j. Oeżeli istnieje element geęSj taki, że:

(l) operator j$(0-g* spełnia warunek Lipschitza ze stałę oQ .

( H )  _ inf 17' ló.'] ”  ̂n I >  °f>
A e K (0 ,1 ) h ** 9 1

to cięg określony równościę (3.3.4) Jest zbieżny do Jednoznacznego rozwię
zania równania (3.3.1) w .

Analogiczne twierdzenie można sformułować dla algebry _p^. Z twierdze
nia 3.2.3 o izomorfizmie algebr Banacha i wynika następujęce
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TWIERDZENIE 3.3.3

Niech x Oeżeli istnieje element ge taki, że

(i) operator $(•) - g* spełnia warunek Lipschitza ze stałe of ,

(II) inf Ir L ,  - f ( % )  I >  <y,
^eSp(Ul) ' 9 '

to cięg | y k| określony wyrażeniem ,

yk+l =  ̂SŁi°-h9 + ( UI°-hg)_1h($(yk ) - gyfc)

jest zbieżny do jednoznacznego rozwięzania równania (3.3.1) uf..,
N

3.4. Operatory jednorodne czasowo niezmiennicze

(M)
Przez «OgyB, oznaczmy podprzestrzeń sygnałów w pełni symetrycznych 

(M) (m )
przestrzeni ¿) , tj. zbiór wszystkich x e 5) , których wartości x(n) nie
zmieniają się przy dowolnej permutacji współrzędnych n i  nM elementu
n  € Analogicznie określa się przestrzenie 1^2 , (i ? Ł a t w o  spraw-psym fisym"
dzic, że mnożenie w określone wzorem (3.1.2), odwzorowuj e£ xpsym J ęsym
^ęsym " ^psym' a ”lęc Przestrzeń <£ yn jest podalgebrę Banacha al
gebry <£ę . Rzeczywiście, jeżeli przez oznaczymy operator i-tej per
mutacji współrzędnych n1(...,nM elementu ll(0 <  i <  M ! ) , to z wyrażenia
(3.1.2) otrzymuje się:

xy(35i(n)) = ^ 2  M x(3l1 (n)-m)y(m) - M x(Jli(n-p))y(jri(p)) 
mejNf pcjf

M
dla dowolnych ne jf , skęd wynika, że jeżeli x e t£_ _ i ye ¿c , to

a Osym osyw /w\
xy« Wynika stęd też, że operator h(x) = hx odwzorowuje V “ęsyiu 00 sy«n
w siebie wtedy i tylko wtedy, gdy *16c^ j Sym -

Łatwo sprawdzić, że operator i*)®, określony następująco:

x®(n) = x(n.)x(n„) ... x(n ), (3.4.1)1 4i m

(1) (m) (1 ^  (m^
odwzorowuje ó£p w óBpj, a także odwzorowuje «£““ w • °r3Z że za
chodzę równości:

ll*®li(») - W  (a) (3.4.2)

^Pi ^ 9

!l*®H(m) = N ( l >  (3-4-3)
J T
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" f*x(yl )?"x(y2 ) (3.4.4)

Operatorem jednorodnym czasowo niezmienniczym stopnia m nazywamy od- 
a (i )

wzorowanie h zadane na takie, że

|^h(x)](n) = h x®(nl), (3.4.5)

gdzie h € ^ ę Syn * z twierdzenia (3.1.2) wynika, że h odwzorowuje w
siebie wtedy i tylko wtedy, gdy

Założenie, że h jest elementem w pełni symetrycznym, nie zmniejsza 
ogólności powyższej definicji, o czym świadczy następujące

TWIERDZENIE 3.4.1

Dla każdego h'e istnieje taki element h 6 ^ SyB » ża

h'x®(nl) = h A n i )  

przy dowolnym x l ł i dowolnym n tff

Powód. Wprowadzimy w zbiorze Jf" relację permutacji JŁ , tj. powiemy, że 
pjtjs' wtedy i tylko wtedy, gdy p F jest dowolnę permutację p . Łatwo prze
konać się, że relacja ta jest zwrotna, symetryczna i przechodnia, a więc 
jest równoważnośćię. Relacja ta dzieli zbiór na rozłęczne klasy.Przez
<N‘B ($[) i Ig oznaczmy odpowiednio klasę z przedstawicielem i liczbę 
jej elementów, a przez (N“a ) oznaczmy zbiór wszystkich przedstawicieli 
różnych klas. Wówczas otrzymamy:

S  B h'(nl-p)x®(p) - S  A a ) S B/ h'(nl-p) (3.4.6)
pejf (ff ) p ej>T (^)

Zawsze Istnieje taki element he.ć. że dle dowolnego n cif zachodzii ©yi

V  (nl"a) h'(ni-p )* (3-4-7)

Z wyrażeń (3.4.6) i (3.4.7) wynika, że

¿Ej- h'(nl-p)x®(p> ■ S j b ln h(nl-n)x®(g) ■ h(nl-p)x®(p !■ 
pej f  ) a. «■ p e j T

Z wniosku do twierdzenia 3.1.1 i z twierdzenia 2.9 wynika, że

“ * m \y*> ■ f»c#) V*- (3.4.8)
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Ze wzoru (3.1.4) otrzyeuje się:

[h x®](.) • (O).

s stęd

[ h(x )1 (n) - h A n l )  - — ł—  f ^ l ^ O ) .  (3.4.9)
1 (ni)" hx®

Wyrażenia (3.4.4), (3.4.8) i (3.4.9) aogę służyć do obliczania kolejnych 
wartości [fi(x)](n) sygnału h(x).

Za pomoce wyrażeń (3.4.3) i (3.4.5) woźna oszacować noraę elementu h(x)

||h(x)5(l) «  Ih|((|)lx||"l). (3.4.10)
<£”  ¿6j

Przejdźmy teraz do zagadnienia identyfikacji układu nieliniowego przy 
użyciu operatora jednorodnego stopnia n. Identyfikacja polega na okreś
leniu elementu h e ćCj3yB . Problem ten sprowadza się do wyznaczenia funk
cji

h((• ) - p1(...,(*) - pB ) (3.4.11)

dla wszystkich wartości Pj....»PB « drogę pomiaru odpowiedzi układu na 
clęg pobudzeń

1 i
■ 6  * ... + <5 i-l,...,m.

n

Niech p = (pŁ ,. .. ,PB ) s jsp*. Przez k |? oznaczmy zbiór wszystkich róż
nych kombinacji (ĵ = ••••»£,,.) wyrazów cięgu p . Określajęc odpowiedź
układu na sygnał £p. a następnie odejmujęc od niej 1 dodajęc na przemian
sumy odpowiedzi na sygnały £  dla ę|̂ należęcych kolejno do *KB_2 '• •••*?•
otrzymamy funkcję (3.4.11):

h(n-p1 ,n-p2 ,....n-pB ) = iy ([h(Ap)](n) - [h(Ag)j(n) +

a € K«-i

+ S  [h(Ag)] (n) - T ]  [fi(A|)](n) +...+ (-l)"'1 ^  [•’(Ag)] (")).

g.£Km-2 i 6 ^
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Wyrażenie to nożna zapisać krótko ar postaci:

m-1

h(nl-p) = {-1>r^  [h(Ag>] (n). (3.4.12)
r=0 a e KP

Analiza Jest zagadnieniem odmiennym od identyfikacji. Przy analizie 
punktem wyjścia jest zwykle postać uwikłana operatora układu, zadana czę
sto równaniem (3.3.1).

, A
Chcęc aproksymowac operator układu operatorem jednorodnym h stopnia

m, można zastosować połęczony algorytm analizy i identyfikacji. Poszcze
gólne odpowiedzi hn (Ag) na sygnały x = 4^, wyznacza się stosuj ęc algo
rytm kolejnych przybliżeń, opisany w paragrafie 3.3, a następnie element 

(m)
e określa się za pomocę wzoru (3.4.12).
Analogicznie można wprowadzić pojęcie operatora jednorodnego w prze

strzeni P,.. Operator (•)®, określony równością (3.4.1), odwzorowuje P„ w
(m) N U ) ,  N
PNlsyn (względnie P'N w PNjSy„)- Zachodzę równości analogiczne do Ć5.4.2),
(3.4.3) i (3.4.4):

II x®l! («) - INI" , (3.4.13)
P  ^

llX®'!(m) " llx H"^' (3.4.14)

PN1

^x@ (y) ‘ ^ x (y2 ) " •  ^ m 5* (3.4.15)

A
Operatorem jednorodnym stopnia m nazwiemy odwzorowanie h: P^ PN ta- 

kis, że

[ h(x)](n) « hx®(nl), 0<£ n ^  N - l , (3.4.16)

(w)
gdzie h e  P NjSyB » Operator ten można też traktować, jako odwzorowanie

' ^N*
Z twierdzeń 3.2.2 i 2.9 wynika, że

hx® = f # ( » >  = ^ ( i u ) f ^)(tu) (3.4.17)

Stosujęc wzór (3.2.4) do wyrażenia (3.4.17) i bioręc pod uwagę, że

■ ... ” ^ " exp(j ,
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otrzymuje się:

[ - * ] < ■ »  ■ \f  Z *  ■<k-n> - h
k=0

Stęd

|h(x)l(n) = hx®(nl) = i- ¿  i "nllk!f s  
N k = Q hx®

, ( £ ^ ) ,  O 5= n «  N-i.
(3.4.18)

Wyrażenia (3.4.15), (3.4.17) i (3.4.18) służę do obliczania kolejnych war
tości rh(x)l(n) sygnału h(x).

A /Normę elementu h(x) można oszacować za pomocę nierówności

II h(x)||p , ,<||h||(B) | | x | r  .

N P n i

Identyfikację przeprowadza się analogicznie, z tym że

(3.4.19)

.(i) ,(D
A d )  - m 1=1  ■ ,m.

Wówczas wzór (3.4.12) pozostaje w mocy. Analogicznie też aproksymuje się 
operator układu, zadany w postaci uwikłanej równaniem (3.3.1), operatorem 
J ednorodnym.

Każdy operator jednorodny określony wyrażeniem (3.4.5) z elementem
(m)

h e cC. (jędrem) w pełni faktoryzowalnym:
isy«

h(n)  = h ^ n ^ h ^ n g )  . . .  h^in^) (3.4.20)

jest syntetyzowalny w strukturze widocznej na rys. 3.4.1
opąjnofor jednorodny

LTISDS

Rys. 3.4.1. Struktura realizacji 
operatora ;j ednoroanego stopnia m  z 
jędrem w pełni faktoryzowalnym

/  s to p n ia . -m. z  ją d r e m .
hp H p a t n i  fa k to r y -

z  o Hojnym.

Rys. 3.4.2. Struktura realizacji 
operatora jednorodnego z niefakto-

ryzowalnym Jędrem
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2 równości (3.4.20) i (3.1.4) wynika, że h Jest w pełni faktoryzowel- 
ny wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja fh Jest w pełni faktoryzowelna:

fh (X) - fh2 ^ 2 ^

Oeżeli Jędro h nie Jest w pełni faktoryzowalne, wówczas funkcję fh woź
na rozłożyć w polldysku K(o,l) w  szereg potęgowy

fh ( W  - h(p)X « ^  fh ( W .
II P i l  =0 I p II =0 p

gdzie funkcje f^ :

fh (X) - h(p)a,p

sę w pełni faktoryzowalne. Zatem Jędro

hp = fh (tf) « 4i(p)<f

Jest realizowalne w strukturze widocznej na rys. 3.4.1. Natomiast Jędro

(3.4.21)
II pil =0

Jest realizowalne w strukturze widocznej na rys. 3.4.2, złożonej z nie
skończonej liczby bloków realizujących operatory Jednorodne o Jędrach hp 
w pełni faktoryzowalnych. W praktyce szereg (3.4.21) trzeba obcięć, otrzy
muj ęc

M

h' -  2  V
Dpi =0

a błęd realizacji oszacować za pomocę normy |j h—h’ll(m ). Obliczmy jeszcze
¿1

poszczególne wartości h (n) jędra składowego h0 . Ze wzoru (3.1.4) o- 
trzymuje się:

h (n) = h r  fin ) (o) = ^ń! h, n>

"lJ>l n p 
d \  d %  "

n, •• • n
d V 1 di, "

5k“01 m

h(p) n r(p-hJ!,p-nt^!

t
0 dla p  - n  ¿hf"
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3.5. Operatory analityczne czasowo niezmiennicze

( 1 ) ( 1 )
Odwzorowanie : ¿6“° —  ¿6“°, określone wyrażeniem:

[
1 m ■ .

S ^ x J j C n )  = 2 ^  jhk (x)j(n) ' ^ ^ h k ix®(nl), (3.5.1)

(k)
gdzie hk e & | 8yB ( k » l , n a z y w a m y  o p e r a t o r e m  w i e 
l o m i a n o w y m  stopnia m. Normę elementu SB (x) można oszacować za 
pomocę nierówności:

m

l l s - ( x ) l ( i )  < Z ! l l hk l ( k )  I x l ( D  • ( 3 - 5 - 2)
k“1 * l s y

( 1 )
Deżell dla każdego x e Z ,  gdzie Z Jest zbiorem w <P°° , istnieje grani-

i / J  s) (1) (1)ca S(x) eięgu j S— (x } i- w sensie normy , to operator S: £°°—  na
zwiemy operatorem' a n a l i t y c z n y m .  Z wyrażenia (3.5.2) wynika, 
że jeżeli zwykły potęgowy szereg

<X>

S  i1 kl (k) 1*1(1)^
k=1 *  laym

jest zbieżny, to szereg funkcjonalny

s f x )  w hfc(x) (3.5.3)
k=l

także Jest zbieżny.
Postawmy następujęcy problem. Kiedy operator układu zadany w postaci 

uwikłanej równaniem (3.3.1) można rozwikłać przy użyciu operatora anali
tycznego? Warunek dostateczny określa następujęce

TWIERDZENIE 3.5.1 

Niech w równaniu

y » x + gj#(y)j (3.5.4)

PT-----    (1 )
Dla każdego fi > 0  istnieje element S(x)« «fi" niezależny od fi oraz 
liczba M( c) tekie, że j S(x) - S(B(x)|/1 ) <  £ za każdym razem gdy m>M(fi).
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( Ó  A (1) (1)
x€ e£“° , g: ¿ET“ —  Jest operatorem mnożenia (splotu) przez element

a  ( l L  ( l )g tij : g(x) = gx, a $ Jest 66“  wartościową funkcją określoną na
taką, że:

[$(y)](n) - (p[y(n)] , (3.5.5)

gdzie tp : JR.-— R. Jest funkcją analityczną. Deżeli operator g o $ Jest zwę
żający, to istnieje operator analityczny R, taki, źe y =R(x).

Dowód. Do dowodu twierdzenia będą potrzebne: pojęcie zbieżności ciągu dwu- 
argumentowego w przestrzeni Banacha oraz dwa lematy.

Niech jxB nj będzie ciągiem dwuargumentowym o wartościach w pewnej 
przestrzeni Banacha X. Ciąg ten nazywamy ciągiem zbieżnym, jeżeli dla do
wolnego 6 > 0  istnieje element x e X  niezależny od £ oraz dwie liczby 
M(6) i N(fi) takie, że ||x-xB n ||.< £ za każdym razem, gdy m>M(£) i n>N(£) 

Przez (X,X) oznaczmy zbiór wszystkich operatorów zwężających, odwzo
rowujących zamknięty zbiór przestrzeni X w siebie.

L e m a t  1

Deżeli ciąg jA n J operatorów z (X,X) jest zbieżny do operatora A £ ( X , X )  
tj.. Jeżeli / \ ^ ( x )  - A n (x)|— -O, to ciąg j xB n | określony równością

= - 15in (n n d i n-1 

jest zbieżny do rozwiązania równania x = A(x).

D o w ó d  l e m a t u .  Z zasady odwzorowań zwężających wynika, że dla 
ustalonego m istnieje granica xB

ją miejsce następujące oszacowania:

ustalonego a istnieje granica x„ « lim x_ _ taka, że x = A (x ). Ma-
m n .n m a m

lx-x..nl<lx-«‘.M*.-x..nl <3.5.6)

j x-xj| - II A(x) - a b (x b )|| <  IIA(x ) - A(x b ) | + || a (x b ) - A b (x b )||

^a|x-xB || + | a (x b 1- A b (x b )||. (3.5.7)

Liczba dodatnia % w nierówności (3.5.7) spełnia warunek i, < 1 ,  zatem

l X"Xmll < lT5;llA(xa ) - V xm )l* (3.5.8)
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Z nierówności (3.5.8) wynika, że dla m >  M zachodzi || x-xB || <  
Oprócz tego przy ustalonym n > M  dla n > N  spełniona jest nierówność
|| x -x n || <  Zatem dla m >  M i n > N  otrzymuje się || x-xB ' || <  £ , co
kończy dowód lematu. O

L e m a t  2

Oeżeli funkcja : R, —  R  w wyrażeniu (3.5.5) jest wielomianem, a Ś 
jest operatorem wielomianowym, to g ° $ o  S też Jest operatorem wielo
mianowym.

D o w ó d  l e m a t u .  Bez utraty ogólności można założyć, że cp jest
Jednomlanen stopnia r :tp(t) - tr. Wówczas

[$(Ś(x))](n) hk^ n l ) l  , 
k=l J

(3.5.9)

(k)
gdzie hk e ^fsym* *yrBieni8 (3.5.9) Jest sumę m składników typu

hk xS^(nl)...hk x ® (n-t) = ~̂ > ' k hfe (nl-p^ ) i ^ ( p t ). . ,^> |k h k (nl-pr ) i ^ ( p r) 

1 r Pie^  1 1 Pr*^ r r

hk (nt-pi1) ...h k (n1-pr )xv-^(pl ) .. .x ^ (p r ) =>
Pi*• • • >Pr 1 r

= Y ,  h (ni.P ) f i E Z 5 > ( p )  (3.5.10)

^ k 1+... + kr\ ..... kr
(k.+...+k ) A

Z wyrażenia (3.5.10) wynika, że hk ,k 6 ^lsym • a wl^c $ oS

jest operatorem wielomianowym. Zbadajmy teraz złożenie operatora g z

operatorem Jednorodnym o jądrze hm e ^ j 3yB * Ma>y

I"9 ® h (x)l (n) = g(n-p) y ]  h (pl-s)x®(s) =
L " J peii s * f  " "

= . j@ E S )  Y  g(n-p) h (pl-S) “ S m  - S  h „ (n i - S - p t  )g(p)-
Sejf peJf sejf P e K



gdzie

= S  h (q-pl)g(p). (3.5.11)
“• peK

Z wyrażenia (3.5.11) wynika nierówność:

2] JwI “22.122h»(sL-pi)9(p)l̂  |g(p)|2 ¡hB(i}i
gej* pej* pełf ĵŁ\r”

(m)
oraz pełna symetria funkcji h'n. Zatem h^ e ^g yB» Ty°* samym udowodni
liśmy, że go $ o S jest operatorem wielomianowym. □  

f i (1) (1)
Niech J $ m l będzie cięgiem operatorów £ ° °  określonych następu-

jęco:

[$B (y)] (n) = p B [y(n)] ,

gdzie J<pm [ jest cięgiem wielomianów, cpm : R  — R  , zbieżnym jednostajnie do 
funkcji analitycznej (p . Wprowadźmy dwuargumentowy cięg Jy [ elementów

(l) l PSLIprzestrzeni , o wyrazach określonych następujęco: »
V

yp = x ♦ g*[$p (yp )]. yP(0 = x.
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NZ lematu 2 wynika istnienie cięgu •{ Rnn } operatorów wielomianowych takich 
że

ypa * v (x)-

Zatem z definicji operatora analitycznego i z lematu 1 wynika, że istnie
je operator analityczny R taki, że y = $ ( x ) . H

Identyfikację układu przy użyciu operatora wielomianowego stopnia a, 
określonego wyrażeniem (3.5.1), przeprowadzs się wykorzystujęc metodę i- 
dentyfikacji operatorem jednorodnym. Pozostaje w mocy wzór (3.4.12), za 
poaocę którego wyznacza się jędro h^ (najwyższego stopnia):

a-l

h. (n1-p> (-1)r [s B (Ag)J(n). (3.5.12)

r=0 i 6 Km-r

Po określeniu jędra h można wprowadzić operator S , o stopniu obni-W B- i
żonya:

[sB_l^x)] (n) « ~ ^  hB (nl-p)iS*(p),
P€J*"
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a następnie wyznaczyć jędro h)R_1 ze wzoru analogicznego do (3.5.12):

a-2

» W « l - P >  = i i r r n - ] L  (" l ) r  S -  • [ s - i (Ai ] i n ) * 
r=° a £ K aP-l-r

Postępujęc dalej w ten sposób nożna kolejno określić wszystkie elenen- 
ty hB ,ho-l"  ** ,hi op®ratóra SB i tyn saayn zakończyć identyfikację.

Chcęc aproksynować operatorem wielomianowym operator układu zadany w 
sposób uwikłany, można zastosować połęczony algorytn analizy i identyfika
cji analogicznie jak podczas aproksynacji operatoren jednorodny» (para
graf 3.4). Postępowanie takie nożna stosować nawet wówczas, gdy charakte
rystyka bloku nieliniowego nie jest zadana w sposób analityczny, lecz 
graficzny.

Każdy operator wielomianowy jest syntetyzowalny w strukturze równole
głej złożonej z bloków realizujęcych składowe operatory jednorodne.



4. OPERATORY UKŁADÓW CZASOWO ZMIENNYCH

4.1. X r 1 K  -algebry

Niech h będzie C-wartościowę funkcję zsdanę w jfx iP tekę , Ze 

Cl) ¡h(n,n) = O dla n > n l ,  (neKM),

Ci i ) V A S M I h ("-n ) | <<*•
offcR + ne^  "«•N-
(M)

Przez X  oznaczmy zbiór wszystkich funkcji h spełniajęcych warunki
r (M)

(i) i (II). Łatwo zauważyć, że X  jest przestrzenię liniowę, a po wpro

wadzeniu normy

1 h | = sup m  I h(n,n)| (4.1.1)
"«■W n f J f

staje się przestrzenię Banacha.

TWIERDZENIE 4.1.1
A

Operator przyczynowy h określony wyrażenie®

[h(x)](n) « ^  h ( n , n ) x ( n )  (4.1.2)

neiTM

(M) (1), (M)
odwzorowuje przestrzeń w  £ wtedy i  tylko wtedy, gdy h €  K r.

(M)
Dowód. Oeżeli h e  X  . t o  istnieję takie liczby oę./ófeR* , że dla dowol-

(M)
nego x e ¿6“* i dowolnego n i  jf zachodzi nierówność

I [h(x)](n) I = I S  h ! n , n ) x ( n ) U ^  |h(n,n)Uof (&.
n e K M

A (1) (M)
a więc h(x)e <£“° . Zatem warunek h e  3C jest wys tar czaj ęcy.

A (M) (1)
Dowód konieczności trzeba rozpoczęć od wykazania, że jeżeli h: £ T ’— £  

to szereg M h(n,n) jest absolutnie zbieżny przy dowolnym ntjf . Za
li (m)

łóżmy, że jest przeciwnie i wybierzmy sygnał x e  £°° taki, że

{
1 gdy h(n,!Y) >  O

-1 gdy h(n ,n) <  O
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Wówczas:

[h(x)] (n) = S  | h ( n . n ) |  , 
nej/1

A ( 1 )
skęd wynika, że h(x) j! ¿6°° , a więc szereg M h( n , n )  musi być absolut
nie zbieżny przy dowolnym n. Aby wykazać, Se funkcja ^  ' M |h(*,n)| jest

nejtf
ograniczona, skorzystamy z twierdzenia Banacha-Steinhausa (np. fil], par.
1°,9 ) :

Niech J un {. będzie cięgiem funkcjonałów liniowych zadanych w przestrze
ni Banacha i niech ||un || oznacza normę funkcjonału un . Oeżeli lim |un fx)]

jest skończona dla dowolnego x^ to cięg |||un ||j J e s t  ograniczony. 

Funkcjonał un zadany na ¿6”° określmy następujęco:

u (x) = "S h(n,n)x(n).n ¿— i M
n e K

Wówczas jego normę oblicza się z wyrażenia:

|| u || = sup -J— 2----  = sup | u (x ) I “ ^  M | h (n , n) I . (4.1.3)

n llxl|( « r 1 * *
A ( M )  ( 1 )  (. , A

Oeżeli h: <£~—  , to cięg j|u^(x)|j jest ograniczony od góry i z
twierdzenia Banacha-Steinhausa oraz ze wzoru (4.1.3) wynika, że

V A ■
ofcR,+ n « x

Z twierdzenia 4.1.1 wynika

W n i o s e k  , ,
(m )

Każdemu elementowi h przestrzeni CK p odpowiada wzajemnie jedno-

a t y
znacznie element h przestrzeni Banacha OC_ przyczynowych operatorów

(MLliniowych odwzorowujęcych w , z normę

lA(x)I(11
S^ M )  I»»(m'? llhV '  ( 4 *1 ’ 4 )

x e  r  r



- 56 -

Istotnie .. .

1 X)I ( | 1

SUPfM ) " S“P l|i’(x)|ld )  = ^ PNT S M lh(n’n ) l-
* * < r -  2 “  i m i c m ),“1

(M) ^
Symbole® r oznaczmy następujący zbiór:

(M)
r : ( x e (r ~ J V  A V A|x(n>-$|<£ { ¡¡ec £>o Ne,w n>N

( m )
r jest więc zbiorem wszystkich czasowo wielowymiarowych sygnałów ogra

niczonych i zbieżnych przy n.— -=*■ ,... ,n —-«*■. Będziemy stosować zapis
. V (M)
? = lim(x(il), lub x(n)-~j . Nietrudno przekonać się, że T jest pod- 
° n — ~  (m)
przestrzeni? przestrzeni £ ° ° z niezmieniona norma.

(M) (M)
Przez X  oznaczmy zbiór wszystkich h€ X  takich, że:

ir
(i) istnieje lim h(n,n) = oę dla dowolnego ustalonego n e J^ , (4.1.5) 

n— O

(li) ' y  ' M h(n,n) = ¡bn —~ [b przy n— ~  . (4.1.6)

(M)
Łatwo sprawdzić, że X  z normę określonę wzorem (4.1.1) jest podprze-

(M)
strzenię przestrzeni Banacha X r-

TWIERDZENIE 4.1.2

Operator przyczynowy h określony wyrażeniem (4.1.2).odwzorowuje prze- 
(M) (1) (M)

strzeó r  w r wtedy i tylko wtedy, gdy h « X  . Ponadto, jeżeli
^  » limx(n), to 

n — ~

lim[h(x)](n) = (?>̂ + ^  ' n 0^n[x(n) - j l .  (4.1.7)
n—°° n e K

(m )
Dowód. Niech h t  X  . Wówczas istnieje taka liczba fl6R+ , że przy dowol
nym n e N  spełniona jest nierówność:

/ A  j h ( n , n ) | <  
n < N

skęd wynika, że

y ~ i  i « »  i < tf.
n ^ N
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(M )
czyli szereg ~)> jest absolutnie zbieżny. Wybierzmy x e T i połóż-

n e x r
my x(n) = ^ + Ax(n) . gdzie Ax(n) —  0. Zatem dla dowolnego ć > 0  istnieje
N ej^M takie, Ze |Ax(n)| <  dla n >N oraz istnieje N eji takie, że

ó tS

n ^ N
Ĵh (n , f i ) - Ofn jAx(n <  Y  c . dla n >  N.

Zatem dla n >  N ma miejsce następujęca nierówność:

l^h(n.n) -C^n j A x ( n )  <  [h(n,n)

n e K M n=sN

^  I ( | h(n ,n) | +| arn |) ¿x(n) < + 23 -1̂  = i .
n>N ’

Stęd otrzymuje się

lim 'S h(n,n)Ax(n) = lim ^  h( n ,n) x (n)- ̂  ceAx(n).
n— 4- , ,,J M n-— «> ' ' M *- ~~ J M / . . _ \

ne,K n t K  neji (4.1 .8 )n e X  n

Z wyrażeń (4.1.6) i (4.1.8) wynika, że

h("'n)x(n) = $  łX M0frv[x(n)-^ ]’

A , (1 )
a więc h(x)€ T .

nej^

A (M) (l) (M )
Na odwrót, jeżeli h: T — - T  , to z tego, że T Jest podprzestrzenię

(M) (M)
przestrzeni & i z twierdzenia 4.1.1 wynika, że h £ X  . Podstawiajęc

-P fP (M) P
x = 0  , (. Ó i r ), otrzymuje się

[h(dP )] (n) ■ h(n.p), 

a więc musi istnieć li® h(n,p) » of przy dowolnym ustalonym p . Oeżeli
n — — P M

podstawić x(n) = 1 dla wszystkich n ej/ , to

£h(x)](n) * h(n,n).
nejr

(M)
a więc musi być spełniony warunek (4.1.6). Czyli he X  . ■

W szczególnym przypadku, gdy M=1.twierdzenie 4.1.2 przechodzi w twier
dzenie Kojimy-Schura ( [li] par. 4.1).

(M )
Niech r o będzie zbiorem wszystkich czasowo M-wymiarowych sygnałów o- 

graniczonych i zbieżnych do zera, tJ.t
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(M) [xe(”~jA V M A|x(n)|<£
£ > 0  NeX n>N

(M) (M )
Łatwo sprawdzić, ż e  r o  jest podprzestrzenię przestrzeni r  . Niech

(M) h e X5 | Am oc = o|,
n e t f  n  J

Operator przyczynowy h, określony wyrażeniem (4.1.2), odwzorowuje 
( M )  ( i )  ( M )

przestrzeń w  r Q wtedy i  tylko wtedy, gdy h  e X Q.

Z twierdzenia 4.1.2 wynika następujące 

TWIERDZENIE 4.1.3

(M)' ^
ro " r o 

Z twierdzeń 4.1,2 i 4.1.3 wynika

W n i o s e k
(M)

Każdemu elementowi h przestrzeni CK odpowiada wzajemnie jednoznacz
A

nie element -h przestrzeni Banacha 5Ć przyczynowych dperatorów linio- 
(M) (l)

wych odwzorowujęcych T w r  z normę określonę wzorem (4.1.4). Każdemu
(M)

elementowi b przestrzeni CK odpowiada wzajemnie jednoznacznie element

h przestrzeni Banacha 3C operatorów przyczynowych liniowych odwzorowu- 
(M) (l) 0

jęcych F  w r  , z normę określonę wzorem (4.1.4).
(1) (1)Przestrzenie jęr ■ CK • CK0 oznaczmy krótko przez 3Cp , 3C ,

TWIERDZENIE 4.1.4

Przestrzenie 3C , X ,  3<L z mnożeniem r o

h 1h _ ( n , m ) = I h (n ,p )h„( p,m) 
pe.tf 1 2

(4.1.9)

tworzę algebry Banacha. Ponadto dla algebr CKr , CK, X Q obowiązuje inklu
zja 3Cq <= X  <=Kr .

Dowód. Z wniosków do twierdzeń 4.1.1 oraz 4.1.2 i 4.1.3 wynika, że prze-
A j ^ A

strzenie , X ,  CKq z mnożeniem określonym jako złożenie operatorów 
tworzę, każda z osobna, algebry Banacha (dowolna przestrzeń operatorów li
niowych ograniczonych z mnożeniem określonym jako złożenie operatorów two
rzy algebrę Banacha). Niech fij,fi2 e cfcp , wówczas
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■Vv

[hi o h2 (x)J(n) m hi(n,p) h2(p,B)x(«) =

Xs ( ' y  , h.(n .p)h.(p ,b))x(w) = ' y  , h.h,(n,b)x(b), 
n e w  ¿ e lt 1 2 « e K  1 2

skąd wynika, że h 
aorfizmem , czyli 3

^2 ”* hlh2 ’ a więc odwzorowanie hz^: h Jest izo- 
jest algebrę Banacha. Analogicznie wykazuje się, że

algebrami Banacha są 3C i 3C , przy czym 3C c  K c  3C ■
(1)-c —

O ’ o
znajduje zastosowanie w teoriiAlgebra _.r

gdzie h jest operatorem układu elementarnego
ment neutralny algebry X td-

¿"-stabilnych LTVSDS, 
Oznaczmy przez e ele-

e(n ,m)

( 1 )

gdy

gdy n f  a.

Oak wiadomo, zagadnienie aS -stabilności układu ze sprzężeniem zwrotnym 
prowadzi do warunków koniecznych i dostatecznych na to, aby e - h e & ( K r ), 
gdzie h € X r jest jędrem operatora układu z otwartą pętlę. W przypadku 
algebry 3Cr jest to zagadnienie o wiele trudniejsze niż dla algebry 
(paragraf 3.1). Można tu korzystać z warunków dostatecznych podanych przez 
twierdzenia 2.1, 2.2, 2.8. Podobne zagadnienia dotyczące stabilności cza
sowo zmiennych, czasowo ciągłych układów liniowych ze sprzężeniem zwrot
nym były badane przez WILLEMSA [59] , VIDYASAGARA [62] , ZAMESA i KALLMANA
[65]. W pracy [52] opisano metodę przybliżonego wyznaczania jądra h za 
pomocą macierzy o skończonych rozmiarach, dla obwodu elektrycznego ze 
zmiennymi parametrami.

Algebra 3C może znaleźć zastosowanie w teorii liniowych układów zmien
ił) (1)

nych okresowo. Niech J>N © r  oznacza sumę prostą przestrzeni P N i r  t j.

( 1 )
r

(1 )

xlfcp N .
( 1 ) 

* r

(przyjmijmy , też , że ^  c  Niech h tak jak poprzednio będzie jądrem
operatora określonego wyrażeniem (4.1.2). Utwórzmy nowe 
wzorem:

Jądro dane

h'(n,p) = h(n,n-p).

TWIERDZENIE 4.1.5

Operator h, określony wzorem (4.1.2), odwzorowuje przestrzeń PN 
w siebie wtedy i tylko wtedy, gdy:

( 1 )
r



'-•fi

(I) h € 3C ,
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fT-J

(li) h'(n+N,p) » h'(n,p) dla dowolnego n i dowolnego ustalonego p.

Ponadto przestrzeń wszystkich h spełniających warunki (i) i (II) tworzy 
algebrę Banacha.

. . V', s
Dowód. Biorąc pod uwagę twierdzenie 4.1.2 wystarczy wykazać, że operator
h, określony wzorem (4.1.2), odwzorowuje w siebie wtedy i tylko wtedy, 
gdy spełnione są warunki (i) i (li). Mamy

[h(x)l(n) = h(n,m)x(m) = ^  ! h'(n.n-m)x(m).
L m € jf metf •

Stęd

£h(x)](n+N) - £h(x)J(n) * ^  I h'(n+N ,n+N-m )x(m) - 2 ^  h’(n ,n-m )x(m)
n m CtN1

i

^  , hł(n+N ,n-(m-N))x(m) - ^  ! hr(n ,n-m )x (» ) *
■ ejtf m €jsT

;> A
* ’. w »

i    •

^  . h (n+>l,n-Uj[)x(l^+N) - h'(n,n-m)x(m) =

ih'(n+N ,n-m) - h'(n ,'n-m)1 x(m).
• tir L J

fi

rn €X

Równość
- « 
i l. A

^  . |h'(n+N,n-m) - h‘(n ,n-» )J x (■) = 0

■ •* ;
dla dowolnego n i przy każdym x e P N zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

h'(n+N,n-m) = h'(n,n-m) ... .

dla dowolnych n.m, e więc gdy spełniony jest warunek (II). S
( 1 )

Twierdzenie 4.1.&- pozostaje słuszne, jeżeli r  i 3C zamieni się od-
(l)

powiednio na r Q i jCQ. Ma ono ważne znaczenie praktyczne, mówi bowiem, 
że ustalona odpowiedź układu na pobudzenie okresowe Jest też okresowa wte
dy i tylko wtedy, gdy funkcja h spełnia warunki (I) i (II).

Często zachodzi potrzeba wyznaczenia tylko ustalonej odpowiedzi okre
sowej na pobudzenie okresowe. Można tego dokonać za pomocą operatora H:

N-l

[ h (x )J (n) •Z H(n,m)x(n), 0 < n , m < N - l .  (4.1.11)
m»0

• W
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Jak widać, Jadro operatora H Jest maclerzę skończonych rozmiarów. Ma
cierz tę określa wzór:

H(n,m) - [h(UJ")] Cn).

Masy wi ęc:

H(n,») = h (n ,p )U]°(p-m ) = ' y  h(n ,m+c^)UJ0 (g)

a'-1”P=-c

-1 g-O
h(n,m+pN) - h(n,n-pN), gdy i-N ̂  n-m ^ -1,

p =— <3 

0

P=1

' y  ' h(n,m+pN) = ~ y ' h(n,m-pN),
p=0

gdy 0 ^  n - m ^ N - 1 .

P=-

W pracach [51J i [52J opisano metodę numeryczna bezpośredniego wyzna
czania macierzy H bez pośrednictwa jędra h dla obwodu elektrycznego o 
parametrach okresowo zmiennych. Pokazano tam, że problem ten sprowadza 
się do analizy aktywnego drabinkowego obwodu rezystancyjnego o wspólnym 
poczętku i końcu. Podany algorytm umożliwia zastosowanie maszyny cyfrowej. 
W pracy [5o] porównano wyniki obliczeń i eksperymentów przeprowadzonych 
na rzeczywistym układzie elektronicznym.

4.2. Jednorodne operatory czasowo zmienne

(M)
Funkcję h 6 Cfy nazywamy w pełni symetryczna, jeżeli przy ustalonym 

n fiiN" jej wartość h(n,n) nie zmienia się przy dowolnej permutacji współ-
M (M)rzędnych n ,n_̂  elementu nejf . Przestrzeń X  złożonę z funkcji h

1 M (m )
w pełni symetrycznych będziemy oznaczać symbolem X. .Analogicznie wpro-

(m ) (m ) y
wadza się przestrzenie JCsyB i sym.

TWIERDZENIE 4.2.1
(M) (M)

Dla każdego h'e 3C. istnieje h e CKj. 8yo takie, że

\  h'(n,p)x(p) = N  h(n,p)x(p)
4.— ’ M M
pejf" peJT
(M)

przy dowolnym x € Ł dowolnym n «..fT .



■ f  :

Dowód. Stosujęc takie same oznaczenia jak w dowodzie twierdzenia 3.4.1 o- 
trzyrauje się:

K(n.p)x(p) - x(j) h(n,p). (4.2.1)
pej^M ęje(,V’M ) p e lN'M (^)

(M)
Zawsze istnieje taki element h e 3Cr Sy„' że dla dowolnego n e K  zachodzi

l-h(n.g) = y  ' h'(n.p). (4.2.2)
* pejł"^)

Z wyrażeń (4.2.1) i (4.2.2) wynika, że

y  h'(n ,p)x(p) = lgh(n.a )x(£) = ^  h(n.p)x(p).«
pe<K ge (J^) pe>f

(M) ( m )
Analogiczne twierdzenie Jest oczywiście słuszne dla przestrzeni 3C i ~KQ.

Z twierdzenia 4.2.1 wynika, że operator j e d n o r o d n y  czasowo 
zmienny stopnia m można zdefiniować analogicznie. Jak to uczyniono w

paragrafie 3.4, a więc jako złożenie operatora ( •)® i operatora określo
nego wzorem (4.1.2):

[h,(x)j(n) 6 ̂ 2  hB ^n >n) . (4.2.3)

neji"

A  (li {n) 'Operator (*)u  odwzorowuje £°° w £ ~  . zatem z twierdzeń 4.1.1 i 4.2.1
A

wynika, że operator jednorodny h odwzorowuje £  w siebie wtedy i
(■) -  

tylko wtedy, gdy h € 3C _ _. Łatwo się przekonać, że operator (»r9 od-
■ (i) y (■)

wzorowuje przestrzeń r  w T  , a więc z twierdzeń 4.1.2 i 4.2.1 wynika,
A )

że operator Jednorodny h odwzorowuje r  w siebie wtedy i tylko wte-
(■ )

dy, gdy hB e 3C . Ponadto, jeżeli ^ = lim x(n), to' lim ji®(ft) = fc“ i
y n— “o n — »»

z wyrażenia (4.1.7) mamy:

lim fh_(x)](n) « «  (x®(n)-<?“ ).

, A  (1) (>)Analogicznie, operator (»¡M odwzorowuje przestrzeń 1^ w rQ. czyli z

twierdzeń 4.1.3 i 4.2.1 wynika, że operator jednorodny hB odwzorowuje

r  w siebie wtedy i tylko wtedy; gdy h e K  o a o sya

- 62 -



Normę elementu hB (x) można łatwo oszacować za pomocą nierówności

II hm ( x ) l(l) ^  lh mli(m) H | ( l )  '
£°° X,.

Identyfikacja układu nieliniowego czasowo zmiennego przy użyciu opera
tora jednorodnego stopnia m niczym istotnym się nie różni od identyfi
kacji układu czasowo niezmienniczego. Polega ona na wyznaczeniu funkcji 
h((*),P1  PB ) dla wszystkich wartości drogę pomiaru odpo
wiedzi układu na cięg |A^(i)j pobudzeń, określony w paragrafie 3.4.Funk
cję tę określa się ze wzoru (3.4.12) przy niezmienionych oznaczeniach

^"•P 5 = ST 2  (_l)r S p  [ A(V ] (,i)- (4-2*4)
r=0 a 6 K m-r *

Rozpatrzmy jeszcze zagadnienia układów z okresowo zmiennymi parametra
mi. Nietrudno spostrzec, że operator (•)® odwzorowuje w Niech

h będzie jędrem operatora określonego wyrażeniem (4.1.2). Utwórzmy nowe 
jędro h' dane wzorem:

h'(n o) = h(n ,nl-p). (4.2.5)

Uogólnieniem twierdzenia 4.1.5 jest następujące

TWIERDZENIE 4.2.2
(«)

Operator h, określony wzorem (4.1.2), odwzorowuje przestrzeń pNt @  
(m) (l) 1
ro " PN ®  ro wtedy i tylko wtedy, gdy:

(■)
(I) h e 0Co ;

(li) h'(n+N.p) = h'(n ,p) dla dowolnego n ejf i dowolnego ustalonego pej^1.

Dowód przeprowadzamy analogicznie jak dla twierdzenia 4.1.5.
Ma my:

j^h(x)Jin) = h(n,p)x(p) = h(n,ni-p)x(p),

p e jfB peJT°
skęd

[h(x)j (n+N) - [h(x)] (n) = hr(n+N,(n+N)l-p)x(p) -
pc .K®



.«* -
"j
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h'(n , n l - p ) x ( p )  = jh ' (n+N,nl -p)  -  h'(n ,nl-p)J x (p ) .
p E J f "  p  6WB

a
Zatem musi być spełniony warunek (li). ■

Łatwo można stwierdzić, że operator ( • )® odwzorowuje przestrzeń
(l) (m) (m)

PN ®  ro w PNl ®  ro< 0 wi?c gdy hm ®Pełnia warunki (i) i (li) twier

dzenia 4.2.2, to operator jednorodny określony wzorem (4.2.3) odwzorowuje
( 1 )

®  r 0 w siebie. Oznacza to, że ustalona odpowiedź układu na pobudze
nie okresowe jest też okresowa. Przestrzeń wszystkich n spełniających wa-

(m)
runki twierdzenia 4.2.2 oznaczmy przez Ĵ ,.

Przystąpimy teraz do określenia operatora jednorodnego odwzorowującego 
PN w siebie. Uogólnieniem operatora określonego wzorem(4.1.11) jest

a
operator H: P^j PN zdefiniowany następująco:

'N-l)!
j^H(x)J(n) = Hi'n,p)x(p),

t R T *

gdzie O ̂  n <  N- i, p e
(m)

Jeżeli h e  Xp, to macierz H określa się z następującego wyrażenia:

' ' * ' i rJ . * * *« ’
H(n,p) = [hiui*3)] (n). w ’’

Stąd, podobnie Jak w paragrafie 4.1, otrzymuje się: .
<* « ■ t . ' . *

H(n.p) = h(n,g)iu°fg-p) . h(n,p+g)ŁU°(0[) =
g  ̂  nl gignl-p

^  I h(n,p+5 N) = h(n,p-sN), gdy (l-N )1 ^  nl-p <0
SsC-1 s > 1

^  h(n,p+SN) = *̂ > h(n ,p-sN), gdy o ̂  nl-p :g(N-i)
SŚO S^o

Operator jednorodny stopnia m odwzorowujący P N w siebie określa wzór: 1

(N-l )1
^H(x)J(n) ■= H(n,p)x®(p).

p = o
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4.3. Analityczne operatory czasowo zmienne

Operatorem wielomianowym, czasowo zmiennym stopnia m nazywa się ope
rator S określony następujęco:

sm (x ) ° ' hfe(x), (4.3.1)
k=l

A
gdzie h, jest operatorem jednorodnym stopnia k, określonym wzorem
U  2 3) (l2o (l)'  * * Operator wielomianowy jest odwzorowaniem £  lub r  r

(1) f 1) (1) (1)
lub r Q —  rj, lub pN © r0 — p n © r̂0 wt®^ 1 "tedfi;) gdy hk dla
k= l " należę odpowiednio do X r syB. 3Csy„ . X Q sy B, 3Cp.

Normę elementu SB (x) można oszacować za pomocę nierówności:

! Sm( x ) l ( l )  ^ ¿ S h k l ( k ) I * l ( l )  • ( 4 - 3 - 2 )
df““ k=l 3Cr

Podobnie jak w paragrafie 3.5 wprowadzamy pojęcie operatora analityczne- 
(l) (l) ' f-)

C)0 S: —  £ ° " . Oeżeli dla każdego x e Z, gdzie Z jest zbiorem

, ̂ istnie^e granica S(x) cięgu j Sg/x )j w sensie normy, to operator 

S: —  £ ° °  nazwiemy operatorem analitycznym. Z wyrażenia (4.3.2) wy

nika, że jeżeli zwykły potęgowy szereg

2  !lhkl(k)HI(i)
k=l 3Cr rf“”

jest zbieżny, to szereg funkcjonalny

S(x) = ^k^x ^
k=l

także jest zbieżny. Analogicznie określa się operatory snalityczne

(1) (1) (1) (1) (1) (1)
S: r  —  r  . S: r 0 —  r D. s= pN © r0— p n ®  r0-

6 ^Z jest więc obszarem zbieżności cięgu Is-
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X € lub r  lub ro lub J>N ©  r0 ; g e x r lub X  , lub x  lub
A

Rozwiążemy teraz podobny problem jak w paragrafie 3.5: kiedy operator
układu zadany w postaci uwikłanej można rozwikłać przy użyciu operatora 
analitycznego?

TWIERDZENIE 4.3.1 

Niech w równaniu

y = x + g[$(y )] (4.3.3)

(1) (1) • (1) (1)
lub r  lub ro

3^; $ jest funkcje taką, że

[$(y)](n) -p[y(n)] , (4.3.4)

gdzie q> : R ~ “ R  jest funkcję analityczną, Oeżeli operator ó o $ spełnia
A '1) (1>

warunek zwężania, to istnieje operator analityczny R: £ "  —  lub
(l) (1) (i) (1) (l) 'l)
r — t  lub r0 —  r0 lub pn ®  r0 — p N ©  r0 .

Dowód. Wykażemy najpierw niezbędny 

L e m a t

CJeżeli funkcja : R - ~ R  w wyrażeniu (4.3.4) jest wielomianem, a Ś
(1) (l) (i) (1) (1) (1)

jest operatorem wielomianowym lub T —— r  lub r  — r
(l) (l) A i 0 °

lub P y ® r0—- P N ©  r0 , to ^ o $ o s też jest operatorem wielomiano-
(l) (l) (l) (l) (l) (1) (i)

wym odpowiednio lub r  —  T lub r —- T lub Pu © r  —
(1) o o N o

-  P N ®  V

D o w ó d  l e m a t u .  Bez utraty ogólności można przyjęć, że (p jest 
Jednomianem stopnia r:(p(t) « tr . Wówczas

[$(Ś(x))](n) = ' hk (n,p)x®(p). (4.3.5)
k=l

Wyrażenie (4.3.5) jest skończoną sumę składników typu:

X  k. —  X  k hk (n.pr ) © ( p r ) »
P i 6^  1 1 P r €j( P r •

X ]  V (n'Pł ) *”  hk -
P i " " . P r  1
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(k. + ...*k J)
- hk   k (n,p)  ^(p). (4.3.6)

k +...+ k 1 r
ps^T 1 r

Z wyrażenia (4.3.6) wynikają następująco iaplikacja

(k.) (ki+...+kP )
hkj € syi' dla .....r =i>hk1 ...... kp « X r  sym

(k.) (k1+...+kr )
hkj € ay «’ dla i“1 .....r = > \  kr * K 8ytl

(kj) (k1+...+kr )
\ i  6 sym' dla i“1  r = > h k....... k. € 3C,

Oprócz tego, aamy

h'k  k (n,p)-hk "  ^ k (n,nl-fi)« ^ >  ‘ Hk (n.nl-pj)...hk (n,ni-pr )
I r  I r  1 r

P i  •— *R-

Hk (n,pi )...h’k (n,pp ).

skąd wynika, że h

P l  Pr 1

! . (n+ N,p) ■ h. . (n,p), jeżeli tylko«• * « f K̂ , * K^f-eeefKp i

h. (n+N,p) *= h. (n,p) dla j«l,...,r. Zatem ma miejsce następująca im-kj

plikacja:

(kj) (k1+...+k(.)

hkj ® K p  ' dla  r ^  hk j  k 6

Z twierdzeń 4.1.4 i 4.1.5 wynika, że operator g o $ ° & Jest operatorem 
wielomianowym. t~~i

Dalszą część dowodu przeprowadza się identycznie jak dla twierdzenia
3 . 5 . 1 . ■

Identyfikację układu czasowo zmiennego przy użyciu operatora wielomia
nowego przeprowadza się metodą opisaną w paragrafie 3.5, polegającą na ko
lejnym obniżaniu stopnia wielomianu funkcjonalnego.
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TECHNIKI ALGEBR BANACHA SYGNAŁÓW CZASOWO WIELOWYMIAROWYCH 
W TEORII NIELINIOWYCH UKŁADÓW ANALITYCZNYCH

S t r e s z c z e n i e

Praca niniejsza jest poświęcona głównie zastosowanlon algebr Banacha 
wielowymiarowych sygnałów czasowo dyskretnych w teorii nieliniowych ukła
dów analitycznych.

We wstępie podano podstawowe określenia i sformułowano problem pracy.
W rozdziale drugim przedstawiono wraz z dowodami podstawowe twierdze

nia dotyczęce głównie odwracalności elementów algebr Banacha oraz funkcji 
jednej i wielu zmiennych w algebrach Banacha. Sformułowano tam też twier
dzenia o izomorfizmach algebr Banacha i algebr funkcji analitycznych wie
lu zmiennych.

W rozdziale trzecim wprowadzono algebrę splotowę <s£q sygnałów czasowo 
wielowymiarowych przyczynowych oraz algebrę splotowę sygnałów wielookre- 
sowych. Podano kilka twierdzeń dotyczęcych odwracalności elementów w tych 
algebrach. Stosujęc wzory całkov.s dla funkcji wielu zmiennych w algebrach 
Banacha wyprowadzono odpowiednie wyrażenia dla funkcji wielu zmiennych w 
algebrach *<? 1 P jt - Algebry <sSę i znajduję zastosowanie w teorii li
niowych czasowo dyskretnych, czasowo wielowymiarowych układów czasowo nie
zmienniczych, do ich analizy, syntezy i badania stabilności. Algebry te 
zastosowano następnie do zdefiniowania operatorów jednorodnych wielomia
nowych i analitycznych opisujęcych układy nieliniowe. Podano kilka twier
dzeń dotyczęcych stabilności takich układów. Przedstawiono algorytmy ana
lizy, syntezy i identyfikacji analitycznych układów nieliniowych czasowo 
dyskretnych, czasowo niezmienniczych.

Rozdział czwarty poświęcono teorii operatorów układów czasowo zmien
nych. Wprowadzono pojęcia operatorów jednorodnych, wielomianowych i ana
litycznych dla układów nieliniowych czasowo zmiennych, czasowo dyskret
nych. Sformułowano odpowiednie twierdzenia o stabilności i stabilności a- 
symptotycznej takich układów. Podano twierdzenie o stabilności asympto
tycznej nieliniowych układów czasowo dyskretnych z okresowo zmiennymi pa
rametrami.



TEXH H KH  EA H A X O B H X  A J ir E E P  MHOrOMEPHKX CHTHAJIOB 
B  TE O PH H  HEJIHHERHHX A H A JIH TH H EC K H I CH CTEH

P  e  s  s  h  e

B  p a ô o i e  n p H n e H e H u  Ö a a a x o B b i  a j i r e C p u  H B o r o u e p H u z  x H c a p e i a u x  c a r a a x o i  k  

x e o p a a  a e x a H e â H b ix  a a a j x a i a a e o K H X  cacieu.
B ß e x e a a e  b  p a ô o i y  x a e r  o c a o B a a e  o n p e x e x e H a a  a  a o c T a a o B i c y  s a b a n a .

B o  B T o p o f l  r x a B e  c ÿ o p M y a a p o B a H U  o c H O B a u e  ï e o p e M H  0 6  o ß p a T H H O C T H  a x e u e H T O B  

Ô a H a x o B H x  a x r e 6 p  a  (J jy H K iia a x  o x a o ß  a  u h o t h x  n e p e u e H H H x  b  ö a H a x o B n x  a x r e 6 p a x .  

Ä a H a  T o x e  $ o p M y x n p o B K a  ï e o p e M H  0 6  h 30k o p $ h h x  O T o ö p a x e K H H X  Ö a H a x o B u x  a x r e ô p  

a  a x r e ß p  a H a x a i a a e c K a x  $ y H K u a ä  î i H o r a x  n e p e a e H H u x .

B  i p e T b e ß  r x a B e  B B e x & H H  c B e p i o a a a a  a x r e ô p a  < iç  m h o t o u s p b h x  K a y 3a x b B H x  c z -  

r a a j i o B  a C B e p i o a H a a  a j i r e ô p a  Pj^ M H o r o u e p a u x  n e p a o x a a e c K a x  c a r H a j i o B .  C $ o p M y -  

jta p o B a H O  a e o K o x b K O  l e o p e u  0 6  o ö p a T H M O c t a  o x e H e H T O B  s t b x  a x r e ô p .  O p a H e H a a  h h -  

T e r p a x b H a e  $ 0 p M y x H  x x a  $ y a K B a ß  u a o r a x  n e p e u e H H H X  b  ô a H a x o B H x  a x r e ô p a x ,  n o -  

x y a e a H  $ o p M y x u  B H a a c x e H a a  ( J iy a a n ^ g  i i H o r a x  a e p e u e a H H X  b  a x r e ô p a x  a  p ^ , . A x -  

r e 6 p H  a Pj^ m o x h o  n p H M e s a i b  b  l e o p a a  U H o r o u e p H u x  X H C K p e iH H x  H H S a p a a H T -  

h h x  b o  B peM 6H H  a H H e Ë H H x  C H O ie i i  k  a x  a H a j i a 3y ,  O H B i e 3y  a  l e o p a a  y c i o ß a a B O C T a .

C  n o M o ą Ł B  9T a x  a x r e ô p  o n p e x e x e H H  3x e c b  a e x a H e ß a n e  o x H o p o x a u e ,  n o x a H O M H B a x b -  

a a e  a  a H a x a i a a e c K H e  o n e p a r o p a .  C ÿ o p u y x a p o B a H O  a e o K O X b a o  ï e o p e M  0 6  y c T O ß a a -  

B O C T H  T a x H X  C H C i e x .  I I p e A c i a B x e B H  a x r o p a i M H  a a a x B 3a ,  e a a T e 3a  a  a x e H T H $ H K a -  

ÜHH a a a x a i H a e c K a x  X H c a p e iB H X  H H B a p a a a T h h x  b o  B p e u e a a  c a e i e a .

H e t B e p i a a  r x a B a  c o x e p x a x  T e o p H B  n a p a M e T p a q e c K a x  a e x a a e S a a x  a a a x a T a a e o K H x  

o n e p a i o p o B .  3^ e c b  x a H H  o n p e x e x e H a a  o x a o p o x H t t x ,  n o x H H O M a a a x b H a x  a  a a a x H T a -  

a e c K a x  H e x H H e ä H H i H e a a B a p a a B T a u x  b o  B p e u e a a  x a c a p e x a n x  o a o i e u .  C ÿ o p u y x a p o B a -  

h h  x e o p e u u  0 6  y c T o ß a a B o c T H  a  a c a M B X o Z H a e c K o ß  y c T o ß a a B o c x a  3 T a x  c a o i e u .  B  

a x o f l  r x a B e  c ÿ o p u y x a p o B a a a  l e o p e u a  0 6  a o a u n i o T a q e o K O f t  y c x o f l a a B o c x H  H e x a a e ß -  

a i t x  x a c a p e T H U x  c a c t e u  c  n e p a o x a a e c K H  a s u e a a s q B u a c a  n a p a u e T p a u a .



V

THE BANACH ALGEBRA TECHNIQUES OF MULTIDIMENSIONAL SIGNALSI . «
IN THE NONLINEAR ANALYTICAL SYSTEMS THEORY 

S u a ■ a r y

This work refers to Bsnsch elgebres of multidimensional sampled data 
signals application in the nonlinear analytical systems theory.

In the preface basic definitions were given and the problem of the 
work was formulated.

In the second section the general theorems of Banach algebras elements 
invertibility with proofs and the general theorems of single - and multi- 
variable functions in the Banach algebras were given. There were also 
formulated the theorems of the Banach algebras and multivariable analyti
cal functions algebras Isomorphisms.

In the third section the convolution algebras <£p of causal multidimen
sional signals and the convolution algebra of multiperiodical signals 
were introduced. Some theorems of <£p and P jf elements invertibility were 
given. With integral formulas for multivariable functions in the Banach 
algebras, the apprioprlate formulas for multivariable functions in and

algebras were extended. The and algebras apply to the theory of
linear, time invariant, sampled data systems and their analysis, synthe
sis and stability verification. Then these algebras were applied to the 
definition of the homogenous, polynomial and analytical nonlinear opera
tors. Some theorems of these operators stability were given. The algo
rithms of the analysis, the synthesis and the identification of nonlinear 
analytical time invariant, sampled data systems were shown.

In the fourth section the time varying operators were described. The 
concept of the homogenous, polynomial and analytical time varying, sam
pled data operators were introduced. The theorems of bounded input -boun
ded output and asymptotical stability of these operators were formulated 
The asymptotical stability theorems of the nonlinear sampled data of 
the time varying parameters were given.
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