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ZASTOSOWANIE ALGEBRY CZWORNIKOW
W ZAGADNIENIACH MECHANIKI BUDOWLI

Streszczenie. V pracy podano nowy sposob interpretacji klasycz-
nych metod mechaniki budowli. Operacje wykonywane za pomocag grafow
czwoérnikow pozwalaja na kazdym etapie analizy na catosciowe ujecie
zagadnienia. Oméwiony sposOb posiada szczegélnie walory dydaktyczne.

1. Pojecia wstepne
Rozpatrzmy wzglednie odosobniony ukdad statyczno-konstrukcyjny symbo-

lizowany za pomocag prostokata (rys. 1a). Wzgledne odosobnienie tego ukta-
du (wyodrebnienie z otoczenia)

charakteryzuja jego wejscia 1 1
wyjscia O
O r(l) W rozpatrywanej tu klasie za-
a) ~ 1- gadnien wejscia ukdadu stanowi
zbior wielkosci mechanicznych i
Rys” la niemechanicznych  powstatych na

skutek dziakania otoczenia na uktad. Mogg zatem to by¢ wuogélnione sity i
przemieszczenia zwane obcigzeniem (2 .

Wyjscie ukdadu przedstawia dziatanie tego uktadu na otoczenie. Temu
dziataniu przeciwstawia sie otoczenie poprzez wywokanie reakcji (bedacej
co do wielkosci ujemng wartoscig wyjscia), zwanej oddzialywaniem ej

Dalej rozpatruje sie takie ukkady, ktore ag w réwnowadze trwatej pod
wpdywem obcigzen a 1 oddziakywan (rys. 1b).

Kazdy ukdad posiada  zdolnosc
transmitancji T (przeksztakcen)
obciazen w oddziatywania. 0 rodza-

5) i Ju transmitancji ukdadu stanowig
jego wspotuktady (elementy skitado-
Rys. 1b we). Zbior relacji sprzezen i prze-
ksztatcen wspotuktadow  okreslaja
typ transmitancji ukdadu.

~Duzymi literami oznacza¢ bedziemy obcigzenia a odpowiadajace im oddzia-
+ywania literami makymi.



82 R. Koppel

Podstawg analizy transmitancji ukdadu jest jego podziat mysSlowy na
wspotuktady. Sposoby mysSlowego wyodrebnienia wspétukdadéw i analizy ich
transmitancji elementarnych oraz sprzezen wystepujacych miedzy nimi sta-
nowig podstawe 'metod obliczeniowych mechaniki™.

Wyodrebnione wspotuktady mozemy przedstawi¢, podobnie jak ukkady, za
pomoca '‘skrzynki' z obcigzeniem , oddziatywaniem "X oraz transformacja
~ {rys. 2).

n N={N1N4....Ni}
tt-{o, rv... nK\

Rys. 2

Zagadnienie analizy ukfadu sprowadza sie zatem do:

I Wyodrebnienia wspétukdadéw o znanych transmitancjach
11  Wyznaczenia obcigzen wspotukdadow
11l Okreslenia transmitancji ghéwnej ukbadu r i obliczenia oddzia-

+ywan

2. Obcigzenia i oddziatywania

Obcigzeniem O ukdadu nazwijmy zbidér uogélnionych sit R oraz zbidér
uogélnionych przemieszczenn wymuszonych R . Sidy P i przemieszczenia R
przytozone do ukdadu stanowig o tzw. rodzaju obcigzenia.

Odpowiednikiem obcigzenia ukdadu jest zbiodr obcigzen wspot-
uktadéw N . Obciazenia wspotuktadu mogg zatem tworzy¢ zardwno sity jak i
przemieszczenia.

Oddziatywania wspotukkadéw XV stanowig zbior sit 1 przemieszczen, a-
nalogicznie do oddziakywania CJ ukdadu ztozonego ze zbioru sit tj i prze-
mieszczen V | Y-

3. Transmitancja wspoétukdadu

Podziat myslowy ukdadu na wspétukdady uzalezniony jest od tego, czy
mozemy w datwy sposOb okresli¢ transmitancje skkadowe wyodrebnionych
wspotuktadow.

Transmitancja ~ wigze obcigzenia z oddzialywaniami, co mozna wyrazic¢
za pomocg zapisu macierzowego nastepujaco
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Z punktu widzenia mechaniki transmitancja wyraza zaleznosci miedzy si-
+ami 1 przemieszczeniami elementéw. Moga to by¢ np. zaleznoSci teorii pre-
ta liniowo-sprezystego albo inne (teorii drugiego rzedu).

Jezeli obcigzenie reprezentuje wydacznie zbior sit (przemieszczen)
a oddziatywanie zbidr przemieszczen (sit), to transmitancja ~ okre-
Sla podatnos¢ (sztywnosc) wspotuktadow.

Wpdywy niemechaniczne mozna uwzgledni¢ superponujgac oddziatywania. Ma-
my zatem

FX ¥~ <1 tl
ktt=kFf*1K + X @G.2)

gdzie reprezentuje oddziatywania niemechaniczne wspotuktadow.
Dla okreslenia transmitancji ~  wspotukdadoéw mozna postuzyC sie taki-
mi metodami mechaniki jak:

1) Teoria Castigliano

2) Réwnania rozniczkowe odksztakcenia

3) Teoria obciagzenia, jadnostkowego

4) Rozwigzanie rownan nierozdzielnosci lub réwnowagi .

4. Transmitanc.la ukdadu

Zakkada sie, ze dokonano podziatu ukkadu na wspotuktady odpowiednio
sprzezone ze sobg. Dokonany sposob podziatu implikuje rozphyw wewnetrzny
obcigzenia \x uk#adu na strumie-
nie obcigzenia TY wspotukdadow (rys.
3).
Dla okreslenia rozdziatu stru-
mienia Q shuzy¢ moga podstawowe
prawa grafow przepkywu wyrazone w
postaci warunkéw wierzchodkowych i
konturowych albo inne metody me-
Rys. 3 chaniki_bl_J(_JIowli. . o
Przyjmijmy, 2ze wyznaczono juz
macierz przeksztakcenia 33 « pozwalajaca okresli¢ obcigzenia wspotukta-
dow X , tj.

@D

Wydzielajac w macierzy 33 bloki C i odpowiednio do blokéw p iie
acierzy obcigzenia CJ , otrzymamy

X - [C.D] x [P] @2
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5. Oddziatywanie uk¥adu

Oddziatywanie (@ ukdadu stanowi wypadkowg oddziatywan wspotukta-
dow. Mozna wykazac¢ [1], ze na podstawie twierdzenia Clebscha mamy zalez-
nos¢

Cf=f£*tv (5.1)

gdzie JJ Jest macierza transponowang macierzy i7?.

6. Synteza ukkadu metoda czwérnikéw

Rozpatrzmy ukdad (rys. 4) o obciagzeniach P, R 1 oddziatywaniach
zwany czwornikiem.
Analiza czwérnika prowadzi do 6 mozliwych
ukdadow réwnan wyrazajacych zaleznosci miedzy

V. P zbiorami zmiennych niezaleznych 1 zaleznych
t "R @

W dalszym ciggu uwydatnijmy w sposéb gra-

Hy3" ~ ficzny zmienne niezalezne (wejSciowe) za po-

mocg czarnego pétkola (zZréddo), zas zmienne zalezne Jako  biake péhkola
(studnie).

Na rys. 5a,b podano graf przepkywu czwornika, dla ktérego zrédéa sta-
nowig zmienne i R a studnie poszukiwane zmienne zalezne

d @b B o* g

b)

Z grafu przepbywu (rys. 5a,b) otrzymamy wspédczynniki réwnan czwérnika
"typu (@)" (rys. 6), odpowiadajacy ukdadowi réwnan

D all  al2 P

X a2l 822
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gdzie

»1,

m2, -0*i cC
2- TD

11 12
znana jest jako macierz podatnosci ustroju.

S21  a22j
Stosujac w dalszym ciggu reguty przeksztakcen graféw, otrzymamy inne
grafy czwornikow.
I tak np. jesli jako zmienne niezalezne przyjmiemy P i1 U , to po-
szukiwane zmienne zalezne p 1 R mozemy wyznaczy¢, dokonujac kolejnych
przeksztatcen czwdrnika "typu a' w czwérnik "typu h"™ jak na rys. 7.

a) a* b)

d) Jacai | < = 1 xx0)

L@
Rys. 7a,b,c,d

Podobnie znalezé¢ mozna pozostate 4 typy czwérnikéw, ktérych grafy prze-
phkywu przedstawiono na rys. 8.
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7. Grafowa interpretacja metody sit

Zalety stosowania teorii czwornikéw przesledzimy na przykkadzie grafo-
wej interpretacji metody sit.

Rozwazmy ukdad podstawowy obcigzony jedynie zbiorem uogdlnionych sit

.Oddziatywanie tego uktadu stanowi zbidér przemieszczenW zbio-

rze obciazen uogdlnione sity 36 sa wielkosciami hiperstatycznymi, ktére
wyznaczymy z warunkow nierozdzielnosci przemieszczen. W zbiorze oddziaty-
wan mamy poszukiwane przemieszczenia ®=L odpowiadajace obcigazeniu "P oraz
znane wartosci przemieszczen X » odpowiadajgce sidom hiperstatycznym 36.
(Wartosci przemieszczehh X sa czesto réwne zero).

a) b)

Rys. 9a,b
Na rysunku 9a przedstawiono podstawowe zaleznosci miedzy obcigzeniem i
oddziakywaniem ukfadu analizowanego metoda sit. Rys. 9a 1 9b stanowia dwie
reprezentacje tych samych réwhan, tj.

X o D01 P

X 5 D11 36

Rozwigzanie tego ukdadu réwnan po-
lega na odwréceniu kierunkéw przepty-
wu w grafie czwornika tak, aby gate-

PARO Q) zie wychodzity tylko ze zrédet, a do-

T>ox chodzidy do studzien. Zadanie niniej-

sze wymaga zatem przeksztatcenia da-

nego czwérnika "typu a" (rys. 9) w

czwoérnik "typu h". Operacja ta, pole-

Rys. 9c gajaca na kolejnym odwracaniu odpo-

wiednich gatezi, zostala pokazana na

rys. 7. Postepujac tu analogicznie, otrzymamy rozwigzanie w postaci czwon-
nika "typu h" na rys. 9c.

wor
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Z czwérnika przedstawionego na rys. 9c odczytujemy, 2ze macierz podat-
nosci KJ przeksztakcajgca obcigzenie P w oddzialywanie -¥£ jest rowna:

£f= D00 “ DO1 D11D10

elkosci hiperstatyczne 3£ sg dla x = 0 jedynie funkcjami obcigzen

- Wi
P.
8. Zalety metody czwornikéw

Przedstawione powyzej rozwigzania pozwalajg na podkreslenie nastepuja-
cych zalet metody czwérnikéw.

Algebra czwérnikéw jest przede wszystkim wygodng metodg analizy ustro-
Jow statycznych i posiada niezaprzeczalne walory dydaktyczne. Metody al-
gebraiczne zwigzane z liniowym wypisywaniem relacji, réwnan itd. wymagaja
licznych odwokan do uprzednio zapisanych zaleznosci co po kilkakrotnym
powtdérzeniu czyni wywod skomplikowanym i utrudnia przyswojenie tresci. Me-
toda czwoérnikéw w powigzaniu z teorig grafu przepbywu cechuje sie nato-
miast wieksza pogladowoscig algorytmu. Zaleznosci zobrazowane  grafami
przeptywu ukatwiajg kontrole nad catoksztaktem algorytmu i sprzyjaja po-
prawnosci rozumowania. Nalezy zauwazy¢, ze wszelkie operacje wykonywane
na grafach nie zatracajga na zadnym posrednim etapie catosciowego ujecia
analizowanego zagadnienia.

Grafy przepdywu zwiekszajg elastycznos¢ badania ukdadow. Wybor wielko-
sci zaleznych i1 niezaleznych i ich wzajemne oddziakywania zyskuja inter-
pretacje graficzng - zawsze pozgdang ze wzgleddéw dydaktycznych.

Metoda analizy uktaddéw statycznych za pomoca graféw przepdywu pozwala
lepiej uzewnetrzni¢ strukture algorytmu niz metody macierzowe.

Metoda czwérnikéw umozliwia daczy¢ ukdady w superuktady i udatwia ich
analize (daczenie odpowiednich zrodet 1 studni).

Z matematycznego punktu widzenia metoda czwérnikéw  lepiej ilustruje
sposob czesciowego rozwigzania ukdadu réwnan liniowych niz teoria macie-
rzy.

Na niekorzys¢ przedstawionego sposobu analizy przemawia konieczno$S¢ sto-
sowania duzej liczby operacji przeksztakcania graféw przepbywu. Okolicz-
nos¢ ta straci jednak na znaczeniu z chwilg zastosowania dla tych celdw
odpowiednich programéw emc umozliwiajacych automatyczne generowanie ma-
cierzy Sb 1 s, oraz przeksztakcanie grafow przepkywu.



88 R. Koppel

LITERATURA

[1] Asplund S.0.: Zastosowanie algebry macierzy w statyce konstrukcji,
PAN 1964.

DO Pestel E., Leckie P.s Matrix Method in Elastomechanics, New York 1963.

D] Robichaud L., Boisvart M. , Robert J.s. Grafy przepkywu sygnatdw, War-
szawa 1968.

IIFHMEHEHHE AJIrEEPArPAffiOB
B BOnPOCAX MBXAHHKH CTPOHTEUhCTBA

B cilaTbe npeACTaBaeH hobhh cnocofld HHTepnpeTaiiHH KaaccHHeckHx MeioaoB Me-
XaHHKz cipoHTeaBCTBa, OnepauHH, BanojiHHelbie npH rtOMomu Meio.ua rpa$0B aaiol
BO3VO3KHOCTB Ha KOMOM 3Tane aHaaH3a BCeCTOpOHHe paCCMOTpeTB Bonpoc. npea-
CTaBaeHHHH Meioa HMeei ocoSo BaxtHoe fliwaKTimecKoe 3HaHeHne.

AN APPLICATION OP PLOW GRAPHS IN PROBLEMS OP STRUCTURE
MECHANICS

Summary

The paper presents a new application of flow graphs in the mechanics
of structure. The flow graphs operations for analysis of a uniphase sy-
stem has been shown. The presented method is particularly useful in di-
dactics.



