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O WSPÓŁPRACY ŚCIAN ORTOGONALNYCH W KONSTRUKCJI BUDYNKÓW 
NA PODSTAWIE ANALIZY NUMERYCZNEJ PEWNYCH MODELI PRZESTRZENNYCH

Streszczenie. Na przykładzie dwóch monolitycznych ustrojów skrzy
niowych. przedstawiono sposób dyskretyzacji elementów tarczowo-pły- 
towych za pomocy ustrojów prętowych. Uzyskane modele przestrzenne a- 
nalizowano w charakterystycznych przypadkach obciążenia przy użyciu 
EMC. Dla ścian obciążonych głównie tarczowo określono szerokości 
pasm współpracujących z nimi ścian poprzecznych. Dla obciążenia wy
wołującego zginanie i skręcanie podano sposób pozwalający na oddziet 
ne traktowanie tych wpływów.

1. Wstęp

W praktyce projektowej występują często zagadnienia oceny wpływu połą
czenia ze sobą wzajemnie prostopadłych elementów konstrukcyjnych, takich 
jak ramy płaskie, tarcze i płyty, dla Których wymagana jest znajomość u- 
ogólnionych sił wewnętrznych i przemieszczeń. Jako szczególne, szeroko sto
sowane zarówno w budownictwie mieszkaniowym jak i przemysłowym, wyłaniają 
się tutaj skrzyniowe ustroje fundamentowe, które zwłaszcza na terenach gór- 
niczych poddawane są silnie zróżnicowanym oddziaływaniom podłoża grunto
wego. Odkształcalność tych skrzyń ma bardzo istotne znaczenie dla obli
czania i konstrukcji całej nadbudowy.

W zakresie uwzględniania przestrzennej pracy statycznej ustrojów prę
towych czy ąuasi-prętowych (ramy krępe) istnieje szereg metod teoretycz
nych, a także dostępne są programy obliczania statycznego dla elektronicz
nych maszyn cyfrowych, jak np. przedstawione w pracach £2] , [12], 04] • 'Ea"
kich rozwiązań brak dotąd dla ustrojów skrzyniowych.

Istniejące programy obliczania układów przestrzennych w oparciu o me
todę elementów skończonych t5], [13] stanowią dogodny aparat dla prowa
dzenia prac studialno-badawczych i rozwiązywania złożonych konstrukcji, 
są jednak znacznie kosztowniejsze od sposobów obliczeń bazujących na roz
kładzie przestrzennych układów na podukłady płaskie, z odpowiednim uwzglę
dnieniem pewnych warunków nierozdzielności jak to m.in. uczyniono w pra
cach DO, [9], [10], [1 1] . Innym podejściem, zastosowanym w niniejszym ar
tykule, jest dyskretyzacja układów tarczowo-płytowych za pomocą prętów 
tworzących układ ramowy. Sposób takiej zamiany ujmuje tzw. teoria rów
nowartości M ,  CO oparta na poszukiwaniu dla układu obliczeniowego (mo
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delu) pola przemieszczeń minimalizującego całkowitą energię potencjalną 
układu. Sposób ten należy więc do tej samej grupy co metoda elementów skoń
czonych.

Celem przedstawionych poniżej badań numerycznych było przeanalizowanie 
stanu odkształcenia układu skrzyniowego pełnościennego, w dwóch warian
tach, poddanego zginaniu i skręcaniu oraz wyłonienie, w oparciu o tę ana
lizę, wniosków dotyczących wzajemnej współpracy ścian. Dla realizacji te
go celu posłużono się zastępczym modelem prętowym oraz programem BUD-60 
na EMC Odra 1204 [2] do obliczania krępych ram przestrzennych.

Wyprowadzono tu cechy geometryczne prętów zastępczych, uwzględniając 
fakt, że ściany pracują równocześnie pod działaniem sił leżących w ich 
płaszczyźnie jak i do niej prostopadłych.

Tezą stawianą w niniejszym artykule jest uwzględnianie, w obliczeniach 
statycznych ściany pojedynczej, współpracy przyległych do niej ortogonal
nych ścian poprzez odpowiedni dobór szerokości pasm współpracujących.

2. Cechy prętów zastępczych

Dla oceny adekwatności modeli elementarnych tarczowych przeprowadzono 
badania testowe [j3] tarczy kwadratowej dyskretyzowanej za pomocą dwóch 
różnych prostokątnych modeli elementarnych i rozpatrywanej w pięciu przy
padkach obciążenia. Różnicowano przy tym współczynnik Poissona, proporcje 
boków i gęstość siatki podziału analizowanej tarczy.

Na podstawie analizy wyników testów prześledzono zbieżność rozwiązania 
przy zagęszczaniu siatki prętów zastępczych, dochodząc do zależności wy
kładniczej spadku błędu względnego w miarę zwiększania gęstości podziału 
tarczy.

Dla wykorzystanego w niniejszych badaniach modelu obliczeniowego okre
ślono błąd względny jako równy ok. 3%.

Model zastępczy, przyjęty w poniższych rozważaniach, składa się z sze
ściu prętów: czterech rozmieszczonych na obwodzie prostokąta, przenoszą
cych siły osiowe, momenty zginające w dwóch płaszczyznach i momenty skrę
cające oraz dwóch przekątniowych wahaczy.

Stosunek długości boków prostokąta przyjęto równy 1,0. Dla prętów ob
wodowych, które nie leżą na wolnym konturze ściany, zachodzi superpozycja 
odpowiednich wielkości geometrycznych przekroju: pola przekroju poprzecz
nego F.|, momentów bezwładności względem osi leżącej w płaszczyźnie mode
lu 1^, momentów bezwładności względem osi prostopadłej do tej płaszczy
zny I i charakterystyki geometrycznej przekroju przy skręcaniu Ig. Przy 
superpozycji momentów bezwładności uwzględnia się przypadek komplanarno-
ści stykających się ze sobą elementów (np. I. + I. ) oraz przypadek ich 

X IIortogonalności (np. I. + I ).x p
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Cechy geometryczne przekroju poprzecznego prętów obwodowych, odnoszące 
się do pracy tarczowej - tzn. P 1 i 1^, a także pole przekroju P2 prę
tów przekątniowych określa się z przyrównania wariacji całkowitej ener
gii sprężystej odkształcenia obliczonej dla wycinka tarczy o wymiarach ta
kich samych jak model, tzn. a x a  i grubości t (rys. l)do odpowiedniej

wariacji energii .odkształcenia modelu, a więc w szczególności z warunku 
tożsamościowej równości wyrażeń na energię" odkształcenia dla obu układów - 
ciągłego i dyskretnego. Jest to, przy statycznie równoważnym układzie sił 
zewnętrznych działających na tarczę i model, równoznaczne z przyrównywa
niem odpowiadających sobie przemieszczeń punktów narożnych przy odkształ
ceniu objętościowym i postaciowym. W ten sposób otrzymuje się

Rys. 1. Model elementarny dla tarczy

„ at
P 1 “ 2 Ci" V '^7 ; (1 )

(2)

(3)

Tak zbudowany model stosował do analizy tarcz w płaskim stanie naprężenia 
C.W. McCormick oa. Dla dowolnego stosunku długości boków prostokąta uogól
nili go W. Sitko i S. Wyra JY)
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Celem określenia cech geometrycznych odpowiadających pracy płytowej mo
delu prętowego - 1̂  oraz Ig (rys. 2) przyrównano wg W  odpowiednie wy
rażenia na energię sprężystą odkształcenia wycinka płyty (a * a * t) i 
rusztu zastępczego

Jako rezultat porównywania z sobą wyrażeń stojących przed odpowiednimi 
pochodnymi cząstkowymi ugięć w otrzymano wzory:

'p ■ (5)

T , a t3s 12(1 - y y
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3. Opis eksperymentu numerycznego

Do badania numerycznego przyjęto układ płytowo-tarczowy pokazany na 
rys. 3. Układ ten to skrzynia o kształcie sześcianu, nie posiadająca jed
nak płyty dennej - ściany utwierdzono niesprężyście w krawędziach ich sty. 
ku z podłożem. Ściany rzeczywistego ustroju przestrzennego miały wymiary 
obrysu 1 i 1 « 6,0 ■* 6,0 m i grubość t = 0,15 m, zaś tarcza stropowa 
grubość t = 0,20 m.

Eksperyment numeryczny przeprowadzono dla dwóch wariantów ustroju, róż
niących się liczbą ścian pionowych:

- wariant I z trzema ścianami tworzącymi w rzucie poziomym ciąg otwarty na 
kształt litery "C", o jednej osi symetrii (oś x na rys. 3),

- wariant II z czterema ścianami tworzącymi w rzucie ciąg zamknięty o dwóch 
osiach symetrii.

Obciążenie realizowano w 3 przypadkach:

1) cztery poziome siły P = 10 T przyłożone do naroży tarczy stropo
wej o kierunku +x i o wypadkowej Wx = 40 T,

2) cztery siły j.w. lecz o kierunku +y i o wypadkowej Wy = 40 T,
3) cztery siły poziome S = 10 T przyłożone do naroży tarczy stropo

wej, styczne do okręgu opisanego na jej konturze, o wypadkowej zerowej i
o momencie M = 240 Tm. s

Ogólnie przypadek 1 nazwać można zginaniem (ze ścinaniem) w płaszczyź
nie xz, przypadek 2 (pominięty w odniesieniu do wariantu II o dwóch pła
szczyznach symetrii) - zginaniem w płaszczyźnie yz połączonym ze skrę
caniem i ścinaniem, zaś przypadek 3 - skręcaniem. Przypadek 3 nie- jest 
jednak skręcaniem czystym, z uwagi na brak swobody deplanacji wszystkich 
przekrojów poziomych (istniejące więzy podporowe i tarcza stropowa).pPrzyjęto odpowiadający betonowi o R = 200 kG/cm moduł sprężystości£ pW -i
podłużnej materiału E = 2,9 . 10 T/m i współczynnik Poissona ¡v =

Oprócz tego, celem określenia wpływu współpracy ścian, wykonano na EMC 
dla jednej ściany pomocnicze obliczenie siły poziomej stycznej do górnej 
krawędzi, która wywołałaby przesunięcie poziome 1,0 m tej krawędzi, przy 
założeniu braku powiązań danej ściany z sąsiednimi. Wartość tej siły R̂  =
= 8,1725 . 10^ T/m nazwano*zastępczą sztywnością postaciową pojedynczej 
ściany.

4. Przypadek zginaniu

W pierwszym z analizowanych przypadków obciążenia obliczenia ustroju 
wg wariantu I wykazały, że tarcza stropowa doznała w planie translacji 
kierunku +x a zarazem deplanacji. W swojej płaszczyźnie pozioma tarcza 
stropowa odkształciła się nieznacznie w porównaniu z odkształceniami tarcz



1 - numer węzła 

© -  typ pręta

1° - przypadek obciążenia

Uwaga: Układ w wariancie E  posiadał ścianę 7,16,46,37

Rys. 3. Analizowany układ skrzyniowy - wariant I
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pionowych - ścian skrzyni - w ich płaszczyznach, zaś w wariancie II otrzy
mano, w ramach dokładności wydrukowanych przez maszynę cyfrową wyników, 
całkowitą prostoliniowość krawędzi tarczy stropowej.

Na podstawie poziomych składowych u przemieszczeń górnych krawędzi 
ścian skrzyni w kierunku działającego w każdej z tych krawędzi poziomego 
obciążenia W, dla wariantu I i II obliczono odnośne sztywności R' i R" wg 
wzoru

Przyjmując W = 0,5 • Wx * 20,0 T uzyskano Ry» 9,434 • 10^ T/m i R*=
= 11,628 . 10^ T/m, co stanowi odpowiednio 1,15 i 1,42 wartości R1 obli
czonej dla ściany odosobnionej.

Pakt, że sztywności wykazane w analizie układu przestrzennego są wyż
sze od sztywności pojedynczej ściany wynika ze współpracy ścian ortogo
nalnych przy przetioszeniu obciążeń.

Poprzez dobór odpowiedniej szerokości b pasma współpracującego,a więc 
przez określenie wartości obliczeniowego momentu bezwładności danej
zmodyfikowanej ściany, można zapewnić, by jej zastępcza sztywność posta
ciowa R0bi była równa odpowiednio sztywności R* względnie RY

Całkowite przesunięcie poziome spowodowane działaniem siły jednostko
wej stycznej do górnej krawędzi wyodrębnionej ściany wynosi 1 s Robl* Za_
wiera ono wpływ zginania tarczy i jej ścinania:

Tgdzie K jest pewnym współczynnikiem proporcjonalności, zaś u przesu
nięciem wywołanym ścinaniem.

TDla określenia parametrów K i u posłużono się dwoma testami: tes
tem dla tarczy wyodrębnionej - bez pasm współpracujących - o momencie bez
władności przekroju poprzecznego 1^ i sztywności R^ oraz analogicznym 
testem dla tarczy z pasmami współpracującymi o momencie bezwładności I2 i 
sztywności Rg.

Wstawiając do zależności (8) wielkości określone w tych dwóch testach 
otrzymano dwa równania, z których obliczono
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Zatem dla wariantu I:

i’ ,   =______0.1721 . 10~4 _ , 4
obi 1 ..T  ̂ 1 ~ 3>b32 m »

Tf- U 9«4340 " ° ’05862' • 10

skąd otrzymano, przy uwzględnieniu przesunięcia osi obojętnej przekroju

F' = 0,1206 m2. d od

Odpowiadająca temu polu szerokość współpracującego pasma ściany prosto
padłej

i> Pdod 0.1206 „ ...b = -j—  = = 0,80 m.

Dla wariantu II otrzymano l”bl = 6,2857 m4, F*od * 0,1992 m2 i b” 
Pdod 0,1992 . ,, ...
— ------ frrłr 1-33 m-

5. Przypadek skręcania

Analizę przeprowadzono na podstawie dwóch schematów, a mianowicie wa
riantów I i II, w trzecim przypadku obciążenia.

Sztywność skrętna ustroju określona jako

H
Rs = * (9)

gdzie «P - kąt skręcenia tarczy stropowej, wynosiła dla wariantu I 

M
Rś = #  = 0 , ^ -0-1535 “ 1*4593 • 1°6 Tm/rad* 

zaś dla wariantu II

RS - J* - o,b§oo8i7 - 2'9376 • 1°6 Tm/rad-

Tak duży wzrost sztywności skrętnej układu zamkniętego w porównaniu z ot
wartym, w którym brak jest jednej tylko ściany bocznej, wykorzystywany jest 
w zaleceniach konstrukcyjnych [11].

Wyznaczona w oparciu o przemieszczenia tarczy stropowej w wariancie I 
oś skręcania jest oddalone o xQ =■ 1,01 m od płaszczyzny ściany poprzeca-
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nej prostopadłej do osi x, tj. od ściany B w kierunku na zewnątrz 
układu (rys. 4 ).

Kys. 4 . Rzut poziomy tarczy stropowej z pominięciem jej odkształceń - wa
riant X, przypadek 2

6. Zginanie ze skręcaniem

Ustrój skrzyniowy w wariancie I poddany został w drugim przypadku ob
ciążenia działaniu sił równoległych do osi y. Doznał on wówczas, oprócz 
skręcenia - obrotu tarczy stropowej, także jej translacji. Celem wyodręb
nienia tych dwóch składowych przemieszczenia określono z zależności (9) 
kąt skręcenia przy wyznaczonej (p. 5) sztywności skrętnej układu Rr i od
ciętej xQ osi skręcania, a następnie przesunięcia v punktu C (rys.
4) w kierunku osi y. Uzyskano wartość v » 3 3 3 . 10-6 m. Obliczona na 
podstawie (7) wielkość przesunięcia wynosiła

VC = ~v = ---------- 1 = 3 4 4 • 1 0 ” 6 m-0 R 11,628 . 10

Wartość vc różni się od wartości v zaledwie o 3,3%. Wykazano tym 
samym słuszność postawionej we wstępie tezy o możliwości traktowania ścia
ny skrzyni jako oddzielnych, pod warunkiem uwzględnienia odpowiedniej sze
rokości pasm współpracujących z nimi ścian przyległych.
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7. Wnioakl

7.1. Żelbetowe skrzynie fundamentowe utworzone przez ściany i strop 
budynku, będące przestrzennymi ustrojami tarczowo-płytowymi, rozwiązano w 
referowanej pracy (p. 2 i 3) z zastosowaniem odwzorowujących je prze
strzennych modeli prętowych. Taka dyskretyzacja elementów powierzchnio
wych, pracujących równocześnie jako tarcze i jako płyty, okazuje się efek
tywną przy zastosowaniu ETO. Obliczone tym sposobem przemieszczenia sta
nowić mogą podstawę do wyznaczenia towarzyszących im naprężeń.

7.2. Dla weryfikacji stosowanych w praktyce uproszczeń obliczeń sta
tycznych przestrzennego ustroju tarczowo-płytowego, poddanego obciążeniom

poziomymi siłami działający
mi w płaszczyźnie stropu, roz
patrzono (p. 4-6.) pracę po
szczególnych ścian jako tarcz 
z przyległymi i monolitycz
nie z nimi związanymi piono
wymi pasmami ścian prostopa
dłych.

Z warunku jednakowych za
stępczych sztywności posta
ciowych (przesuwu górnych kra
wędzi ścian) w rzeczywistym 
ich układzie skrzyniowym i 
wyodrębnionycn ścian - tarcz 
z przyległymi do nich pasma
mi ścian poprzecznych, wyzna* 
czono szerokości odnośnych 
pasm. W rozpatrywanych wa
riantach A i B ścian (jak 
na rys. 5), każdej o gruboś
ci t = 0,15 m, wysokości i 

szerokości 1 = 6,00 m określono szerokości pasm współpracujących:

b’ » 0,80 m = 0,133 . 1 - 5,33 . t,

b” = 1,33 m = 0,22 . 1 - 8,86 . t.

7.3. W przypadku, gdy obciążenie poziome działające równolegle do roz
patrywanej ściany - tarczy (wariant I. rys. 3 i 4) wywołuje oprócz zgina
nia także jej skręcanie, można każdy z tych wpływów traktować oddzielnie. 
Postuluje się przy tym (p. 6) przyjmowanie osi skręcania w odległości
od danej ściany, określonej dla obciążenia wyłącznie momentem skręcają
cym. Przy takich przyjęciach wykazano odchyłki uzyskanych wyników rzędu

¿cigna A Ściana B

 <o-

W "
0,15 m

b ‘ * 0,80m 
b" = 1.33 m

Rys. 5. Proponowane pasma współpracujące 
dla ścian o wysokości 6,00 m
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y/o w porównaniu z wynikami ściślejszych obliczeń przestrzennego ustroju 
prętowego na EMC.

7.4. Znajomość sztywności rozpatrywanego ustroju przestrzennego - skrzy
ni fundamentowej - jest nieodzowna przy rozwiązywaniu szeregu zadań dyna
miki budowli jak również dla analizy statyczno-wytrzymałościowej budynków 
posadowionych na podłożu o zróżnicowanej podatności a w szczególności na 
terenach górniczych.

Przedłożone opracowanie stanowić ma przyczynek do obliczeniowego uję
cia współpracy poszczególnych elementów w konstrukcji budynków. Postawio
ne zadanie wymaga jeszcze badań doświadczalnych i dalszych rozważań teo
retycznych.
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0 COBMECIHOii PABOIE OPTOFOHAJÎBHHX CTEH 
COOPyKEHffii HA OCHOBE Hyi€EPH4ECK0r0 AHAJM3A 
HEK0T0PHX nPOCTPAHCTBEHHffit MOHEJIEii

P e 3 10 m e

Ha npHMepe AByx m o h o j i h t h h x nepneHAHKyjiapHbix CHdeM npeaciaBjieH Meioa ä h o - 
KpeTZ3aflHH flHCKOB h iiJiHT c noMomB» CTepmeBBix CHCTeM. noJiyneHHBie npOCTpaH-- 
cTBeHHbie MOsejiH paccMaipHBajmcB äjih xapaKTepHBix cjiynaeB Harpy30K c hcüo jib— 
30BaHHeM ajieKipoHHoä BHtiHCJiHTejiBHoS MamHHH. fljiH CTeH, paöoiaiomHx npeSCAe BCe- 
ro xaK flncKH, Öajia onpeAejieHa mapnHa coBMecTHO paSoiammax nojioc nonepe'iHHx 
CTeH,
H jih Harpy3KH, BH3UBaBmeä H3THÓ h KpyneHHe, noxaH flpyrofi cnoco'6 ipaKTOBKH
3THX B03ÄeäCTBHS,

OH THE COOPERATION OP ORTHOGONAL WALLS IN BUILDING 
STRUCTURES ON THE BASIS OP COMPUTER-AIDED ANALYSIS 
OP SOME THREE-DIMENSIONAL MODELS

S u m m a r y

In the paper a method of discretization of shieldsand slabs by a bar 
system has been presented by the example of two monolithic box structu
res. For the three-dimensional bar models under characteristic loads a 
computer-aided analysis has been carried out.

For the walls mainly subjected to load in their plains the widths of 
cooperating strips of orthogonal walls have been determined. For loads 
causing bending and torsion a method of separate treatment of those two 
influences has been presented.


