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S t r e s z c z e n i e . W p r a c y  p r z e d s t a w i o n o  o g ó l n e  r o z w i ą z a n i e  z a g a d n i e -  
n i a  z a k o t w i e n i a  s t r u n y  s p r ę ż a j ą c e j  w b e t o n i e  na z a s a d z i e  p r z y c z e p 
n o ś c i  i  podano k i l k a  f u n k c j i  s p e ł n i a j ą c y c h  z a g a d n i e n i e .  P r z e d y s k u 
towano z a k r e s  z a s t o s o w a ń  t y c h  f u n k c j i  i  podano sp o so b y  o k r e ś l a n i a  
param etrów w o p a r c i u  o dane d o ś w i a d c z a l n e .

1. Wprowadzenie

Badania  d o ś w i a d c z a l n e  s ą  podstawowym sp osob em  o k r e ś l a n i a  param etrów  za
k o t w ie n ia  p r z y c z e p n o ś c i o w e g o  c i ę g n a  s p r ę ż a j ą c e g o  w b e t o n i e .  W i e l k o ś c i a m i  
m ierzonym i s ą  n a j c z ę ś c i e j :  o d k s z t a ł c e n i a  b e to n u  (na p o d s t a w ie  k t ó r y c h  moż
na w nioskow ać  o n a p r ę ż e n i a c h  r o z c i ą g a j ą c y c h  w c i ę g n a c h ) ,  s i ł a  w c i ę g n a c h  
(m ierzona  b e z p o ś r e d n i o ) ,  p o ś l i z g  c z o ło w y  c i ę g n a ,  użytkow a i  graniczna d ł u 
g o ś ć  z a k o t w i e n i a  c i ę g n a .

Z p o z n a w cz eg o  punktu  w i d z e n i a  n a j b a r d z i e j  i s t o t n e  s ą  dane d o t y c z ą c e  
w i e l k o ś c i  n a p r ę ż e ń  r o z c i ą g a j ą c y c h  w c i ę g n i e  na d ł u g o ś c i  j e g o  z a k o t w i e n i a .

W c e l u  o k r e ś l e n i a  param etrów  z a k o t w i e n i a  p r z y c z e p n o ś c i o w e g o ,  o trzym any  
na d r o d ze  e k s p e r y m e n t a l n e j  z b i ó r  w a r t o ś c i  n a p r ę ż e ń ,  p r zyporząd kow an y  o k r e 
ślonym  w s p ó łrz ę d n y m ,  s ta r a m y  s i ę  p r z e d s t a w i ć  za pomocą wzoru e m p ir y c z n e 
g o ,  p o s ł u g u j ą c  s i ę  wybranym typem  f u n k c j i .  F unk cja  taka  m usi  s p e ł n i a ć  wa
ru n k i  b r z eg o w e  z a g a d n i e n i a ,  p o z w o l i ć  w y r a z i ć  z w i ą z k i  pom iędzy  n a p r ę ż e n i a 
mi a o d k s z t a ł c e n i a m i  i  p r z e m i e s z c z e n i a m i  c i ę g n a  o r a z  d o s t a t e c z n i e  d o k ła d 
n i e  o p i s y w a ć  z b i ó r  danych d o ś w i a d c z a l n y c h .

Warunki b rzegow e s ą  n a s t ę p u j ą c e :

1° W p r z e k r o j u  czo ło w y m , po z w o l n i e n i u  n a c i ą g u  6"a o , cięgno wraca do sw ej  
p i e r w o t n e j  ś r e d n i c y  2r ,  n a p r ę ż e n ia  n orm alne  w c i ę g n i e  (T i  s t y c z -  
ne na j e g o  p o w ie r z c h n i  r ó w n a ją  s i ę  z e r o .

2 ° Przy  o p i s i e  z a g a d n i e n i a  za pomocą f u n k c j i  p o s i a d a j ą c y c h  p o z io m ą  asym p-  
t o t ę  w n i e s k o ń c z o n o ś c i ,  z a k ła d a  s i ę ,  ż e  n a p r ę ż e n ia  r o z c i ą g a j ą c e  w c i ę 
g n i e  s t a b i l i z u j ą  s i ę  do w a r t o ś c i  6^1 uwarunkowanej sk r ó te m  doraźnym  
b e to n u  w o d l e g ł o ś c i  od c z o ł a  e le m e n t u  rów nej  n i e s k o ń c z o n o ś c i  (tam  
t e ż  n a p r ę ż e n ia  s t y c z n e  z a n i k a j ą ) .  Dodatkowy warunek s t a n o w i ,  ż e  w skoń
c z o n e j  o d l e g ł o ś c i  od c z o ł a  e le m e n t u  n a p r ę ż e n ia  r o z c i ą g a j ą c e  w c i ę g n i e
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r ó ż n i ć  s i ę  będą  od w a r t o ś c i  u s t a b i l i z o w a n e j  d o w o ln ie  m ało .  O d l e g ł o ś ć  
ta  nazywana j e s t  umowną uży tko w ą  d ł u g o ś c i ą  z a k o t w i e n i a  c i ę g n a  l u>

3 °  Z godn ie  z  r z e c z y w i s t y m  p r z e b ie g i e m  z j a w i s k a ,  z a m ia s t  warunków 2 ° ,  p r z y j 
muje s i ę ,  że  na u ż y tk o w ej  d ł u g o ś c i  z a k o t w i e n i a  1  następuje p e ł n e  p r z e 
k a z a n i e  s i ł y  z c i ę g n a  na b e t o n ,  a poza tym obsza rem  n a p r ę ż e n ia  w c i ę g 
n i e  o s i ą g a j ą  w a r t o ś ć  s t a ł ą ,  uwarunkowaną sk r ó te m  doraźnym b e t o n u .  Do 
o p i s u  ta k  p o s t a w io n e g o  z a g a d n i e n i a ,  w o b s z a r z e  s t r e f y  z a k o t w i e n i a ,  n a 
d a j ą  s i ę  f u n k c j e  p o s i a d a j ą c e  dw ie  s t y c z n e  p o z io m e ,  p r z y  czym punkty  
s t y c z n o ś c i  z n a j d u j ą  s i ę  w s k o ń c z o n e j  o d l e g ł o ś c i  a pom iędzy  n im i j e s t  
j e d e n  punkt p r z e g i ę c i a .  Poza tym -  ja k  w s k a z u ją  dane d o ś w i a d c z a l n e  -  w 
p o b l i ż u  s t y c z n o ś c i  p r z e k r o j u  c z o ło w e g o  k r z y w izn a  powinna być  w ię k sz a  
n i ż  w p o b l i ż u  s t y c z n o ś c i  p r z y  końcu s t r e f y  z a k o t w i e n i a .

W każdym p r z y p a d k u ,  w rozważanym o b s z a r z e  f u n k c j e  powinny być c i ą g ł e  i  
r ó ż n ic z k o w a i n e .

R o z w ią z a n ie  c z y n i ą c e  z a d o ś ć  warunkom 1°  i  2 °  p rzed s ta w io n o ,  w p r a c y  [ 1]  
p r z y jm u ją c  do o p i s u  f u n k c j ę  w y k ła d n i c z ą  o ujemnym kwadratowym w yk ła d n ik u  
potęgowym . J e s t  t o  j e d n a k  t y l k o  jed n a  z w i e l u  t e o r e t y c z n i e  m o ż l iw y c h  do 
p r z y j ę c i a  f u n k c j i  s p e ł n i a j ą c y c h  z a ło ż o n e  w arun ki .

W n i n i e j s z e j  p r a c y  p r z e d s t a w io n o  r o z w i ą z a n i e  d o t y c z ą c e  z a k o t w i e n i a  c i ę 
gna w p o s t a c i  o g ó l n e j  i  p rzed y sk u to w a n o  k i l k a  f u n k c j i  s p e ł n i a j ą c y c h  t o  
r o z w i ą z a n i e .  P rzed y sk u to w a n o  r ó w n ie ż  o g ó ln e  r o z w i ą z a n i e  z a g a d n i e n i a  d la  
warunków brzegow ych  1 °  i  3°  o r a z  zaproponowano do o p i s u  f u n k c j ę  w p o s t a c i  
w ie lo m ia n u  5 s t o p n i a .

Sp osób  p o s tę p o w a n ia  p r z y  o p racow aniu ,  k o n k r e tn e g o  z b i o r u  danych dośw iad
c z a l n y c h  może być  n a s t ę p u j ą c y :

-  w s tęp n a  ocen a  p r z y d a t n o ś c i  o k r e ś l o n e g o  ty p u  f u n k c j i  za pomocą metody  
wyrównania  [ 2 ] ,  c a .

- dobór  param etrów s z c z e g ó ło w y c h  za pomocą m etody n a j m n i e j s z y c h  kwadratów  
[ 2 ]  , C3] , [ 4 ]  ( d o k ł a d n i e j s z a )  lu b  m etody p r z e c i ę t n y c h  [ 2 ] ,  [3] (m niej  
do k ła dna  a l e  i  m nie j  p r a c o c h ło n n a ) ,

-  o b l i c z e n i e  w a r i a n c j i  o sz a c o w a n ia  [ 5]  , £4]  j a k o  m ia ry  dop asow ania  f u n k 
c j i .

2 .  R o z w ią z a n ie  za pomocą fu n k c . i i  p o s i a d a j ą c y c h  a s y m p to te

2 . 1 .  R o z w ią z a n ie  o g ó l n e

Wychodząc z p o s t a c i  o d k s z t a ł c o n e j  c i ę g n a  p r z y j ę t e g o  ja k o  s t r u n a  o p r z e 
k r o j u  kołowym, p r z y  u k ł a d z i e  w s p ó łr z ę d n y c h  i  o z n a c z e n i a c h  ja k  na r y s .  1 , 
warunki b rzegow e 1 °  i  2°  można z a p i s a ć  n a s t ę p u j ą c o :
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a)

c)

R ys .  1
a )  S trun a  n a p i ę t a  p rzed  z w o ln ie n ie m  n a c i ą g u .  Po s p r ę ż e n i u :  o) O d k s z t a ł c e 

n i e  p o p r z e c z n e ,  c )  r o z k ła d  n a p r ę ż e ń  w s t r e f i e  z a k o tw ie n ia . )
6  -  n a p r ę ż e n i e  r o z c i ą g a j ą c e  w s t r u n i e ,  %x -  n a p r ę ż e n i e  s t y c z n e  na po

w i e r z c h n i  s t r u n y

d l a  x

d l a  x  » oo y -

c z y l i

c z y l i 6 =  6 , a x  a 1

( 2 . 1 )

(2.2 )

( 2 . 3 )

( 2 . 4 )

d la  x r 1 + c ż y l i  6_ _  = G  J a x  a 1
a 1
k ( 2 . 5 )

g d z i e  k » 1 .
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O góln ą  p o s t a ć  p o w ie r z c h n i  o d k s z t a ł c o n e j  s t r u n y  w o b s z a r z e  s t r e f y  z a 
k o t w i e n i a  można w y r a z i ć  [T| równaniem

r ( x )  = r  { i  -  -  f ( x ) ] }  ( 2 . 6 )

g d z i e  f u n k c j a  z m ie n n ej  n i e z a l e ż n e j  x  ( p o ł o ż e n i e  p r z e k r o j u )

f ( x )  ( 2 . 7 )

o p i s u j e  z m ie n n o ść  p r o m ie n ia  p r z e k r o j u  s t r u n y .
Eg , Vg o z n a c z a j ą  o d p o w ied n io  moduł o d k s z t a ł c a l n o ś c i  i  w s p ó łc z y n n ik  o d -  
k s z t a ł c a l n o ś c i  p o p r z e c z n e j  s t a l i  s p r ę ż a j ą c e j .

R ozkład  n a p r ę ż e ń  r o z c i ą g a j ą c y c h  w s t r u n i e  j e s t

®ax = 6a 1 [1 " ' ( * ) ]  ( 2 . 8 )

a r o z k ła d  n a p r ę ż e ń  s t y c z n y c h  na p o w ie r z c h n i  z e t k n i ę c i a  s i ę  s t r u n y  z b e t o 
nem

^  ^  (2-3)
ó6

B i o r ą c  pod uwagę m a łą  z m ie n n o ść  p r o m ien ia  w porów naniu  z — możemy 
z a p i s a ć ,  ż e  z d o s t a t e c z n y m  p r z y b l i ż e n i e m

tx - ! - t ?  <2-10>

a zatem

r€T ,
-  - j S l  f ( x )  ( 2 . 1 1 )

P o ł o ż e n i e  m aksym alnej w a r t o ś c i  Tx z n a jd z ie m y  z warunku

dTx 0 ( 2 . 12 )i r

r ó w n o z n a c zn eg o  z

f”(x) = o (2.13)

i  oznaczym y j a k o  x B ę d z i e  t o  r ó w n o c z e ś n i e  punkt p r z e g i ę c i a  f u n k c j i  o -  
z n a c z o n y c h  wzorami ( 2 . 6 , 8 ) .
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P r z y j m u j ą c ,  że  p o ś l i z g  c z o ło w y  c i ę g n a  p r o p a g u j e  s i ę  od c z o ł a  e le m en tu  
do punktu o s i ą g n i ę c i a  n a j w i ę k s z y c h  n a p r ę ż e ń  s t y c z n y c h  [ 1] .  a za tem  w y s t ę 
pu je  na o d c in k u  0 , x ^ , w i e l k o ś ć  p o ś l i z g u  c z o ło w e g o  g Q można o b l i c z y ć  ze  
zw iązku

co  po o d p o w ie d n ic h  p o d s t a w i e n i a c h  i  p r z e k s z t a ł c e n i a c h  W  pro w a d zi  do wzo
ru

Efa, 6"bx s ą  t o  o d p o w ie d n io  moduł o d k s z t a ł c e n i a  b e to n u  i  n a p r ę ż e n i e  n o r 
malne w b e t o n i e  w yw ołane  s p r ę ż e n ie m .

P o w y ższe  wzory w y s t a r c z a j ą  do t e o r e t y c z n e g o  o p i s u  z a k o t w i e n i a  p r z y c z e -  
p n o śc io w e g o  c i ę g n a  s p r ę ż a j ą c e g o  (o p r ó c z  g r a n i c z n e j  d ł u g o ś c i  z a k o t w i e n i a )  
w o p a r c i u  o z b i ó r  da n y ch  d o ś w i a d c z a l n y c h ,  d o t y c z ą c y c h  j e d n e j  z w a r t o ś c i :

W przypadku w a r t o ś c i  l u u z y sk a n y c h  z pom iaru b e z p o ś r e d n i e g o  musimy 
zn a ć  r ó w n ie ż  w a r t o ś ć  k ,  k t ó r a  z a l e ż y  tu  od c z u ł o ś c i  u r z ą d z e ń  p om iaro
wych: np .  d la  w a r t o ś c i  z m ie r z o n y c h  z 5% d o k ł a d n o ś c i ą  przyjm ujem y k = 20 , 
d la  1% d o k ł a d n o ś c i  k = 100 i t d .

Do o b l i c z e n i a  param etrów  f u n k c j i  w y k o r z y s tu je m y  w tym przypadku waru
nek ( 2 . 5 ) .  J e ż e l i  n a t o m i a s t  d o b ieram y f u n k c j ę  za pomocą z b i o r u  in n y c h  war1- 
t o ś c i  n i ż  l u> t o  do w y z n a c z e n ia  umownej w a r t o ś c i  u ż y tk o w e j  d ł u g o ś c i  z a 
k o t w ie n i a  musimy p r z y j ą ć  w a r t o ś ć  k w z a s a d z i e  a r b i t r a l n i e ,  gdyż  c h a r a k 
t e r y z u j e  ona w ted y  t e o r e t y c z n ą  d o k ła d n o ś ć  r o z w i ą z a n i a .

2 . 2 .  R o z w ią z a n ie  za pomocą i n n y c h  param etrów

P rzy  braku da n y ch  d o ś w i a d c z a l n y c h ,  d o t y c z ą c y c h  b e z p o ś r e d n i o  z a k o t w i e 
n i a  p r z y c z e p n o ś c i o w e g o  c i ę g n a ,  w p r a c y  [ i ]  podane z o s t a ł o  r o z w i ą z a n i e  u -  
m o ż l i w i a j ą c e  w y z n a c z e n ie  param etrów z a k o t w i e n i a  w o p a r c iu  o z j a w i s k o  opo
ru p r z e c iw  p o ś l i z g o w i  R^, k t ó r e g o  p r z e b i e g  w o g ó l n o ś c i  pokazany j e s t  na 
r y s .  2 i  o p i s a n y  wzorami ważnymi w o d p o w ie d n ic h  p r z e d z i a ł a c h :

( 2 . 1 4 )

'0
( 2 . 1 5 )

(2 .1 6 )

x <  oo

( 2 . 1 7 )
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We w z o r z e  ( 2 . 1 7 )  u w z g lę d n io n y  m o ż l iw o ś ć  n i e o s i o w e g o  s p r ę ż e n i a  e le m en 
t u  d o ś w i a d c z a l n e g o  i  o p i s a n o  z j a w i s k o  p e ł z a n i a  b e to n u  za pomocą w s p ó łc z y n 
n ik a  <P.

P o z o s t a ł e  sy m b o le  o z n a c z a j ą :

Tn -  o p ó r  p r z y c z e p n o ś c i  n a t u r a l n e j ,
Rj_ -  w y t r z y m a ło ś ć  b e to n u  na d o c i s k  r a d i a l n y  s t r u n y ,

-  w s p ó ł c z y n n ik  o d k s z t a ł c a l n o ś c i  p o p r z e c z n e j  b e t o n u ,
-  n a p r ę ż e n ia  d o c i s k u  pom iędzy  betonem  i  s t r u n ą ,  wywołane s k u r 

czem  b e t o n u ,
-  p rom ień  b e z w ł a d n o ś c i  p r z e k r o j u  p o p r z e c z n e g o  e le m e n tu  b e t o n o 

w ego ,
-  o d l e g ł o ś ć  r o z p a tr y w a n e g o  włókna od środk a  c i ę ż k o ś c i  p r z e k r o j u  

b e t o n u ,
E .

ds

ds

- s t o s u n e k  sumy p o w ie r z c h n i  p r z e k r o jó w  s t r u n  do p o w ie r z c h n i  p r z e -  
^ k r o j u  b e t o n u ,  

f  -  w s p ó ł c z y n n ik  t a r c i a  pom iędzy  arm a tu rą  a be tonem .

Po o z n a c z e n i a c h
2

B

V + n ̂ Vb(1 +____________i_
1 + n u  (1 +

i

( 2 . 1 8 )

°  “ Tn + f  h a  + n ( 1 °+  Vb ) ] ( 2 . 1 9 )

możemy z a p i s a ć  o g ó l n i e

V  = Bt1 ■ f(x)J  + c (2.20)
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Z a n a l i z y  k i n e t y k i  z j a w i s k a  D 3  w y n ik a ,  ż e  m usi  z a c h o d z i e

( 2 ' 2 1 )

o r a z  co  n a j m n ie j  j e d e n  z e s p ó ł  warunków s t y c z n o ś c i  (w p u n k c ie  o r z ę d n e j  x^): 

a l b o  w p r z e d z i a l e  0 <  x^ <

R -  %  ( 2 . 2 2 )pmax max '

o r a z  ( 2 . 1 2 ) ,  w te d y  x^ = x 1 

a l b o  w p r z e d z i a l e  Xg ^  x^ <  l u

Rp ( x 3 ) -  1T(x3 ) ( 2 . 2 3 )

dR ( x . ) dT(x )

- f e r *  a s 2 -  <2 - 2 ł >

R y s .  3 .  R ozkład  n a p r ę ż e ń  s t y c z n y c h  na d ł u g o ś c i  z a k o t w i e n i a

J e s t  p r z y  tym b a r d z o  praw dopodobne ,  ż e  w arun k i  ( 2 . 2 2 )  i  ( 2 . 1 2 )  o r a z  
( 2 . 2 3 )  i  ( 2 . 2 4 )  z a c h o d z ą  ł ą c z n i e  ( r y s .  3 ) .  Jednak  d l a  f u n k c j i  j e d n o p a r a -  
m etrow ej w y s t a r c z y  r o z w i ą z a n i e  warunków z j e d n e g o  t y l k o  p r z e d z i a ł u .  N a j 
c z ę ś c i e j  j e s t  t o  p r z e d z i a ł  x 2 <  x^ <  l u , g d y ż  n i e  j e s t  w ted y  k o n ie c z n a  
zn a jo m o ść  w a r t o ś c i  w y t r z y m a ł o ś c i  b e to n u  na d o c isk -  p o g r ą ż o n e g o  w nim  c i ę 
gna .

2 . 3 -  Uwagi o z a s t o s o w a n i a c h  f u n k c j i

W t a b l i c y  1 z e s t a w i o n o  c z t e r y  t y p y  f u n k c j i ,  k t ó r e  s p e ł n i a j ą  za da ne  wa
r u n k i  b r z eg o w e :  s ą  t o  dw ie  f u n k c j e  w y k ł a d n i c z e , . f u n k c j a  h i p e r b o l i c ż n a  i
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f u n k c j a  wymierna ułamkowa. W s z y s t k ie  t e  f u n k c j e  s ą  j e d n o p a ra m e tro w e ,  co  
z n a c z n i e  u ł a t w i a  o b l i c z e n i a .

Spośród  omawianych, f u n k c j i  w y k ła d n i c z y c h  i  h i p e r b o l i c z n y c h  t y l k o  f u n k 
c j a

o c e n ę  p r z y d a t n o ś c i  f u n k c j i  m etodą  wyrównania lu b  o b l i c z e n i e  param etru  s t a 
ł e g o  m etodą  p r z e c i ę t n y c h .

n i e  s ą  l i n i o w o  z a l e ż n e  od p a r a m e tr u ,  wobec c z e g o  w c e l u  o b l i c z e n i a  w a r to 
ś c i  w s p ó łc z y n n ik a  "a" n a l e ż y  p o s ł u ż y ć  s i ę  o g ó l n ą  p o s t a c i ą  warunku na 
m i n i m a l i z a c j ę  sumy kwadratów o d c h y le ń

g d z i e  f^  j e s t  w a r t o ś c i ą  p o m ie rz o n ą  w toku  badań d la  o k r e ś l o n e g o  x ^ ,  z a ś  
n j e s t  l i c z b ą  o b s e r w a c j i .

Param etr  s t a ł y  we w s z y s t k i c h  f u n k c j a c h  z a w a r ty c h  w t a b l i c y  1 można ł a 
two o b l i c z y ć  za pomocą wzoru ( 2 . 1 5 ) ,  mając w y znaczon e  z pomiarów w a r t o ś c i  
p o ś l i z g u  c z o ło w e g o  g Q. W a r t o ś c i  c a ł e k  l i n i o w o  z a l e ż n e  od "a", podane s ą  
w t a b l i c y  1 -  kolumna 7 -

( 2 . 2 5 )

f 2 
d a j e  ^ i ę  p r z e d s t a w i ć  w p o s t a c i  l i n i o w o  z a l e ż n e j  od w s p ó łc z y n n ik a  a

2 2 1 
a  x  = l n  fT x 7 (2 .2 6 )

2
c o  u m o ż l iw ia  ł a t w e  w y z n a c z e n ie  a za pomocą m etody  n a j m n ie j s z y c h  kwa
d ra tó w  a d z i ę k i  p o d s t a w i e n i u

( 2 . 2 7 )

Y = i n  j - (2.2 8)

F u n k cje

f ( x )  = s e c h ( a x ) ( 2 . 2 9 )

f ( x )  = (a x  + 1 )e  ax (2 .30)

n

( 2 . 3 1 )
i =1



Zestawienie funkcji Tablica 1

LP f(x) f'(*) t"(x)
I . z  wzorów (2,23) i (2,24)

a
parametr stału 
z wzoru (2.5)

f m  dx
0 X, a

1 2 3 z 5 6 7 8 9

1. fo3xl -2 a lx e 'a‘*' (2 a V -  1)2a2e-a*** Xr~ ay r  "
017071

a

« - J E E
LLu

ïifa er f(a x j).

0.6050
a

obliczyć z  równania

c ^ j V x l(B*C)
r 6 a1

„c.-L  . &. 
a  -2x3 r6a1

2 .

sech fax) 

2
e*** e '“

-asech(ax)lhfax)

eax_ e -cu 
’^ ( e ^ e - “*)2

a}sech(ax)[2 th2(ax)-1]

(e°*-e-°*)U 
ia  (e<** e-°*p

0.8814
a

obliczyć z równania
ch(atu) .  k

k - 20 a l f  3,688 
k ' 100 a l f  5,298 
k » 1000 a lf 7,601

^  arcigfshax,)--

. *  - f lWł 
4a~ a

Z równania
chYaxJ[B *c] - 

2ch(ax3)[B+C]*B°0 
obliczyć ch (ax3) 
znaleźć łh (ax3)

2Blhfax,)
rô^rf-ZtWiaxg

3.
(ax * 1)e'w 

dla a >0
fax - Xfm~Q

obliczyć z równania
e ^ k f  1 * a l j
k-20 a l f  W *  
k--W0 a l f  6,638 
k-1ooo a lf  9.234

±

0.8960
a

obliczyć z równania

2exs(B * C)
rGa1

n . l  28
a *s rGa1

ł .

aZn
aZn*xZn

gdzie a* 0
n = 1,2,3...

2nalnxlr'~1 
(a2n » x 2n)2

2na^o-2[
(a2r'*x2r')‘' i 
+2a*nxin-(2n - 1)a*n]

lu
* ^ k - 1 '

dla n*3,4.. .

wg wzoru : 
(2,36)

oblicz z równania
4Bx]*8nrBJB-2C)x3-
*(4n2-1)(r<oJz>0 „!n(2n*f)r6ai * 2Bx, u  

~(2n * 1)r6al -2Bx}

V-
-a2 2ah 2a2[3x,'.2a2x2-a 1'] X' * W ~

= 0,5773a
a -  lli

a arc tg (je)  = 

= 0,5236a

obliczyć z równania 

4&x\* 8r6a1fB-2C)x} * 
*3(r6a1)2=0

a2n 3r6v ♦2Bx3 .
a2*x2 (a2<x2)2 {a l . x 2)* y k - i r6-at- 2 B x } X*

U
a * 4a*x3 4ai,x2[5x6+2a‘lx‘‘-3aeJ

*<‘ aW  =
- a 0,8802

rr- 1-

s l  in x ï± a Æ * a f
kSF xj-axtfî+a*

obliczyć z równania 

4Bx2* 16r6JB-2C)x* 

*fófr6a/ = 0
„4_ 5r6a1*2Bxt 

3r0ai - 2Bx3a***« ( a ^ x ' y (a^x*) ' M Ï 7 \S=. arc tg = 
2 yT  * a - x 2

-  0.7993a

( f ' f f k p h  dXm { ' 2n p n f ( i )  - 2 ( a ) coscc ‘l]coscc  + % £  arc,tg[f&j^ * -  ]  Sm>x )  ^  gdzie x -  ' T
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Funkcja

( 2 . 3 2 )

j e a t  l i n i o w o  z a l e ż n a  od p aram etru  a 2n a wyrównanie  j e j  można p rzep ro w a 
d z i ć  za pomocą p o d s t a w i e n i a  /

2n ( 2 . 3 3 )

( 2 . 3 4 )

N a j l e p s z e  w y n ik i  a p r o k s y m a c j i ,  b ę d ą c e g o  w d y s p o z y c j i  a u t o r a  m a t e r i a ł u  
d o ś w i a d c z a l n e g o ,  u z y sk a n o  za  pomocą f u n k c j i  ( 2 . 2 5 ) .  I l u s t r u j e  t o  r y s .  4} 
p aram etry  s t a ł e  p r z e d s t a w i o n y c h  tam p o s z c z e g ó l n y c h  f u n k c j i  o b l i c z o n o  ja k o  
f u n k c j e  p o m ie r z o n e g o  p o ś l i z g u  c z o ło w e g o  c i ę g n a  a n a s t ę p n i e  d la  t a k  d ob ra
n y c h  f u n k c j i  za pomocą wzoru

o b l i c z o n o  w a r i a n c j ę  o sz a c o w a n ia  do w a r t o ś c i  l i c z b o w y c h  n a p r ę ż e ń  w c i ę g 
n i e ,  u z y s k a n y c h  za pomocą pom iaru o d k s z t a ł c e ń  z e w n ę t r z n y c h  w ł ó k i e n  b e to n u .

3 .  R o z w ią z a n ie  na s k o ń c z o n e j  d ł u g o ś c i  z a k o t w ie n ia

Z f i z y k a l n e g o  punktu w i d z e n i a  d ł u g o ś ć  z a k o t w i e n i a  c i ę g n a  powinna być  
w a r t o ś c i ą  s k o ń c z o n ą .  D l a t e g o  z a m ia s t  s fo r m u ło w a n y ch  w p u n k c ie  1 warunków 
2 powinno s i ę  r a c z e j  przyjmować warunki 3 • Z e s p ó ł  warunków 1°  i  3 °  w 
p o s t a c i  a n a l i t y c z n e j  p r z e d s t a w ia  s i ę  n a s t ę p u j ą c o !

d la  x <  0 y  = r  c z y l i  6" = 0a x

n

e 2 ^ )  -  ± = 1 n -  m ( 2 . 3 5 )

y* » 0

d la  x  >  l u y  = r 1 c z y l i ( 3 . 1 )

y’ 0 ( 3 . 2 )
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A zatem p o s zu k iw a ć  będz iem y  f u n k c j i

f(x), ( 3 . 3 )

która  w o b s z a r z e  0 <  x  <  l u s p e ł n i  p o w y ższe  w arunki  i  z g o d n ie  z r o z p o z 
naniem d o ś w ia d c za ln y m  b ę d z i e  m ieć  j e d e n  punkt p r z e g i ę c i a ,  p o ło ż o n y  w z a 
s a d z i e  d o w o ln ie  p o m ięd zy  punktam i s t y c z n o ś c i .

Do o p i s u  o d k s z t a ł c e n i a  p o p r z e c z n e g o  s t r u n y ,  n a p r ę ż e ń  r o z c i ą g a j ą c y c h  w 
s t r u n i e  i  s t y c z n y c h  na p o w ie r z c h n i  j e j  z e t k n i ę c i a  z betonem  w o b s z a r z e  
s t r e f y  z a k o t w i e n i a ,  a t a k ż e  w i e l k o ś c i  p o ś l i z g u  c z o ło w e g o  s ł u ż ą  w z o ry  ogó l
ne ( 2 . 7 )  do ( 2 . 1 5 )  podane w r o z d z i a l e  2 . 1 .  Również w zory  o k r e ś l a j ą c e  z a 
k o t w ie n i e  p r z y c z e p n o ś c i o w e  za pomocą oporu  p r z e c iw  p o ś l i z g o w i  ( 2 . 1 6 ) do 
( 2 . 2 4 )  p o z o s t a j ą  w mocy.

Ogólną p o s t a ć  f u n k c j i ,  k t ó r a  s p e ł n i a  p o w y ższe  z a g a d n i e n i e  p r z y j ą ć  moż
na w p o s t a c i  w ie lo m ia n u

Warunki brzeg o w e  ( 2 . 1 )  i  ( 2 . 2 ) ,  o d n i e s i o n e  do f u n k c j i  f ( x ) ,  można zap isać

w  , k k - 1f ( x j  = a kx  + ak - 1 x + . . .  + a ^ x + a o ( 3 - 4 )

d la x  = 0 f(x) -  1 

t\x) -  0 ,

( 3 . 5 )

( 3 . 6 )

co  n a t y c h m ia s t  d a j e

a o * 1 ( 3 . 7 )

( 3 . 8 )

a zatem

k k—1 2f ( x )  = s kx + ak_1x •+ . . .  + a 2* + 1 ( 3 . 9 )

P o z o s t a ł e  warunki b r z eg o w e  ( 3 - 1 )  i  ( 3 - 2 )  można p r z e d s t a w i ć  ja k o

f ( l u ) = 0 ( 3 . 1 0 )

f" (iu ) = o ( 3 . 1 1 )

n a t o m ia s t  ż ą d a n ie  pu n k tu  p r z e g i ę c i a  d la  0 ' <  x  = x^ <  1

f * ( X l ) = 0 ( 3 . 1 2 )



Z. S u l im o w e k i

W ielom ian  3 s t o p n i a  (k = 3 )  d a j e  t y l k o  j e d n o  p o ł o ż e n i e

x i -  ■5— (3 * 1 3 )1 2 “

i  w y n ik a j ą c e  s t ą d  w a r t o ś c i  w s p ó łc z y n n ik ó w

a ,  = ~  ( 3 . 1 4 )
3 ^

a~ » -  -^5 ( 3 . 1 5 )

4

W ielo m ia n  4 s t o p n i a  (k = 4 ) d a j e  m o ż l iw o ś ć  s p e ł n i e n i a  warunku f ( x . | )  = 0 
w p r z e d z i a l e

1
^ < X l < l u ( 3 . 1 6 )

a w y ra żo n e  za pomocą x.j o r a z  l y  w s p ó ł c z y n n i k i  s t a ł e  p r z y jm u ją  w a r to 
ś c i :

3 ( l u -  2x.)
a4 =---------------------1-------- ------- 5T ( 3 - 1 7 )

Xu x i :  + 4 )

a 3 " 2(75  -  V u >  <3.18)
U

a 2 = -  ^ 2  + a 4 1u ( 3 ' 19)
u

D o p ie r o  w i e lo m i a n  5 s t o p n i a  (k = 5 )  d a j e  m o ż l iw o ś ć  s p e ł n i e n i a  warunku 
( 3 . 1 2 ) w ca ły m  p r z e d z i a l e ,  a po p r z y j ę c i u

f ” ( l u ) = 0 ( 3 . 2 0 )

w s p ó ł c z y n n i k i  w y ra żo n e  za pomocą o r a z  l u p r z y jm u ją  p o s t a ć :

6 ( 3x  -  1  )
J  H  ( 3 . 2 1 )

l 4 ( l 0x f  -  8x , l ,  + 1  ) u 1 1 u u 7

84 = -  3 ( 7 4  + a 5 1 u ) ( 3 . 2 2 )
U



Przegląd niektórych funke,li. 161

a 3 = 8 + 3a 5 i 2 ( 3 > 2 3 )

U

a2 = -  (7 2  + a 51 u ) ( 3 . 2 4 )
u

W z a l e ż n o ś c i  od r o d z a j u  da n y ch  d o ś w i a d c z a l n y c h ,  k tó r y m i  dyspon ujem y,  
aposób  p o s t ę p o w a n ia  może być  r ó ż n y .

A p ro k sy m a cję  z b i o r u  w a r t o ś c i  n a p r ę ż e ń  r o z c i ą g a j ą c y c h  w c i ę g n i e  p r z y p o 
rządkow anych  o k r e ś lo n y m  w s p ó łrz ę d n y m ,  wzór ( 2 . 8 ) ,  w y g o d n ie j  j e s t  p r z e p r o 
w ad zić  za pomocą f u n k c j i

F ( x )  = 1 -  f ( x )  = -  ( a 5x 5 + a 4x 4 + a y c 3 + a 2x 2 ) d la  0  <  x  <  l u (3 .25)

F ( x )  = 1  d l a  x  >  l u ( 3 . 2 6 )

warunki b r z eg o w e  d l a  x  = 1 u j

F ( x )  = 1 ( 3 . 2 7 )

F !(x ) -  0  ( 3 . 2 8 )

i iy s .  5- U s t a l e n i e  poziom u n a p r ę ż e ń  u s t a b i l i z o w a n y c h  na p o d s t a w i e  z b io r u
dan y ch  d o ś w i a d c z a l n y c h

Mając z b i ó r  w a r t o ś c i  n a p r ę ż e ń  ( r y s .  5 ) ,  p ie rw sz y m  z a g a d n ie n ie m  b ę d z i e  u -  
s t a l e n i e  poziom u 6^-j. J e s t  t o  o c z y w i ś c i e  m o ż l iw e  t y l k o  w t e d y ,  gdy dane  
d o ś w i a d c z a l n e  o b e jm u ją  j u ż  o b s z a r  poza s t r e f ą  z a k o t w i e n i a .  F u n k cję  s t a ł ą  
w p o s t a c i  6"a x  * 6'a1  możemy w y z n a c zy ć  k o l e j n o  d la  z w i ę k s z a j ą c e j  s i ę  o 
j e d e n  g rupy  punktów , p o c z y n a j ą c  od p o ł o ż o n e g o  n a j d a l e j  od c z o ł a  e le m e n t u .
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Za pomocą m etody n a j m n i e j s z y c h  kwadratów otrzymamy

i ffa x i
6_ = S - ----- , ( 3 . 2 9 )a xm m ’

g d z i e  in = 1 ,  2 ,  3 .............. l i c z ą c  od punktu  n a j d a l s z e g o  od c z o ł a .  Można na
s t ę p n i e  w y z n a c zy ć  ś r e d n i e  o d c h y l e n i e  kwadratowe d la  k o l e j n o  o b l i c z o n y c h

<5axm

‘« a x i  -  e-axm) 
a 2 -  —     ( 3 - 3 0 )

i  p r z y j ą ć  t ę  w a r t o ś ć  6  . = (3 , od k t ó r e j  p o c z y n a j ą c ,  k o l e j n e  w a r t o ś c i2 8 x  j  a i
s  tw o r z ą  c i ą g  w z r a s t a j ą c y .  O d c ię ta  o s t a t n i e j  w a r t o ś c i  k t ó r a  wcho-— a x j
d z i  j e s z c z e  do o b l i c z e n i a  0" . w y z n a c zy  w i e l k o ś ć  1 . . .

8 X J  U
W c e l u  a p r o k s y m a c j i  F ( x )  w o b s z a r z e  0  <  x  <  l u o b l i c z a m y  n a s t ę p n i e  

sp row adzone  w a r t o ś c i  r z ę d n y c h

* - 5 * .  ( 3 . 3 1 )
1  ffa 1

p r z y  czym w u k ł a d z i e  w s p ó łr z ę d n y c h  x , §  f u n k c j a  F ( x )  m usi  p r z e c h o d z i ć  
p r z e z  p u nk ty  o w s p ó łr z ę d n y c h  ( 0 , 0 )  o r a z  ( 1 , 1 ) .  P r z e j ś c i e  p r z e z  p o c z ą 
t e k  u k ła d u  i  s t y c z n a  pozioma zagwarantowane s ą  zerowymi w a r t o ś c ia m i  w sp ó ł
c zy n n ik ó w  a Q i  a 1 .

Warunki brzeg o w e  ( 3 - 2 7 )  i  ( 3 . 2 8 )  prow adzą  do n a s t ę p u j ą c y c h  równań

-  ( a , l 5 + a . l 4 + a . l 3 + e „ l 2 ) -  1 ( 3 . 3 2 )
v 5 u 4 u 3 u 2 u

-  ( 5a 5l 4 H- 4a 4l 3 + 3 a . , ! 2 + 2 a 2l u ) = 0 ( 3 - 3 3 )

W y k o r z y s tu ją c  dwa rów nan ia  u ł o ż o n e  w e d łu g  a lg o r y t m u  m etody n a j m n ie j 
s z y c h  kwadratów

( 3 . 3 4 )

-  (a5 2 ^  + + a ^ x j  + a 2 ^ x 3 ) = ^ x 3 ( 3 - 3 5 )
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ł ą c z n i e  z dwoma p o w y ższy m i ,  otrzymamy uk ład  równań ( 3 . 3 2  -  3 5 ) ,  z k t ó r e g o  
wyznaczymy w a r t o ś c i  w s p ó łc z y n n ik ó w  s t a ł y c h ,  c o  pozw ala  j e d n o z n a c z n i e  okre 

ś l i ć  f u n k c j ę  F ( x ) .
Z am iast  metody n a j m n i e j s z y c h  kwadratów możemy p o s ł u ż y ć  s i ę  m etod ą  p r z e 

c i ę t n y c h  D ] ;  z b i ó r  w a r t o ś c i  d o ś w i a d c z a l n y c h  d z i e l i m y  w tym p r z y 
padku na dw ie  g rupy  o z b l i ż o n e j  l i c z e b n o ś c i  » {k+1 , n }  i  u k ł a d a 
my dwa rów nan ia  warunkowe, z a k ł a d a j ą c e  z e r o w a n ie  s i ę  sumy o d c h y l e ń  p i o n o 
wych.

~ («5 2 Xi + a4 Ś Xi + a3 2 Xi + “ 2 ^  = ° (3-36)
i=1 i=1  i=1 i=1  i=1

-  ( a 5 2  4 *  a 4 2 ^ - 3  2  x i  + a2 2  Xi ) '  2  §i =°
i = k +1 i = k +1 i « k +1 i = k +1 i = k +1

( 3 - 3 7 )

W s p ó łc z y n n ik i  s t a ł e  w ie lo m ia n u  o b l i c z a m y  t e r a z  z  u k ła d u  równań ( 3 . 3 2 ,  3.33,  

3 . 3 6 ,  3 - 3 7 ) .
O d c ię t ą  punktu p r z e g i ę c i a  x 1 w y z n a c zy ć  możemy z e  wzoru ( 3 . 2 1 ) ,  k t ó r y  

u p orządk ow an y . wg x 1 d a j e  r ó w n a n ie  kwadratowe

10a 5 l^ x ^  -  2 (4 a ,- l^  + 9 ) x 1 + a 5 l® + 6l y  = 0 ,  ( 3 - 3 8 )

p r z y  czym p o szu k iw a n y  p i e r w i a s t e k  n a l e ż y  do p r z e d z i a ł u  O <  x 1 <  l u -
P o ś l i z g  c z o ło w y  c i ę g n a  wyznaczamy z e  w zoru ( 2 . 1 5 ) .  P o s ł u g u j ą c  s i ę  f u n 

k c j ą  ( 3 *9 ) d la  k = 5 , po s c a ł k o w a n iu  otrzymamy

So ( 3 .  3 9 )
3

D ysponując  z e s p o łe m  in n y c h  d a n y ch ,  np .  w a r t o ś c ia m i  g Q i  l u> ( k t ó r y c h  
pomiar b e z p o ś r e d n i  j e s t  m o ż l iw y  np .  za pomocą badań o p i s a n y c h  w p r a c y  (6 , 
7j  d la  f u n k c j i  w p o s t a c i  w ie lo m ia n u  5 s t o p n i a  można w y z n a c zy ć  w a r t o ś ć  x 1 
z r ó w n a n ia ,  k t ó r e  u z y sk u jem y  p r z e z  p o d s t a w i e n i e  wzorów na w s p ó ł c z y n n i k i  
s t a ł e  ( 3 . 2 1 - 2 4 )  do z w ią zk u  ( 3 . 3 9 ) j
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Wybieramy p i e r w i a s t e k  l e ż ą c y  w p r z e d z i a l e  O <  x 1 <  l u i  za pomocą 

wzorów ( 3 - 2 1 - 2 4 )  wyznaczamy p a r a m e tr y  f u n k c j i  . f ( x ) .
W ielom ian  5 s t o p n i a  n i e  n a d a j e  s i ę  do p o ś r e d n i e g o  o k r e ś l e n i a  parametrów 

z a k o t w ie n ia  ża  pomocą s p o s o b u  pod anego  w r o z d z i a l e  2 . 2 ,  p o n iew a ż  s fo r m u 
łowane tam w arun ki  s t y c z n o ś c i  n i e  s ą  w y s t a r c z a j ą c e  do o b l i c z e n i a  w s z y s t 
k i c h  w s p ó łc z y n n ik ó w  s t a ł y c h  w ie lo m ia n u .
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OB30P HEK0T0PHX ®yHKUH3, 0IIHCHBAKHHX BOIIPOC AHKEPOBKH 
HA OCHOBE CUEnjIEHHH IIPĘHB APHTEJIHHO HAnPHPEHH03 APMATyPU

P e 3 10 M e

B CTaibe npeAOiaBJieHO oómee" pemeHHe Bonpoca aHKepoBKH b  ÓeTOHe npeABapH- 
TejibHO HanpjMceHHoa c i p y m  Ha ocHOBe cnenjieHHH h npuBeaeHO HecKOJitKO $yHK«H0 
y A O B j ie T B o p H io m a x  STOMy Bonpocy .  OdcyxfleHH Macnnadu npHMeneHHH o t h x  $yHKUH0 h  

noflaHH cnocodH onpeaejieHHH napaiieTpoB, nojiyneHHbuc npH 3 K c n e p H M e H T a j i B H H x  h c -  

CJieAOBaHHHX.
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THE REVIEW OP SOME FUNCTIONS DEALING WITH THE PROBLEM 
OP BOND ANCHORAGE OF PRESTRESSING TENDON

S u m m a r y

In  t h e  paper  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  t h e  bond a n c h o r a g e  prob lem  o f  
p r e s t r e s s i n g  te n d o n  h a s  been  p r e s e n t e d  and s e v e r a l  f u n c t i o n s  have  been  
shown w h ic h  s a t i s f y  t h i s  prob lem .  The a p p l i c a t i o n  r a n g e  o f  t h e  f u n c t i o n s  
h a s  b e e n  d i s c u s s e d  and t h e  ways o f  t h e  p a r a m e te r s  e s t i m a t i o n s  have  been  
p r o p o sed  by means o f  e x p e r i m e n t a l  d a t a .


