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ITERACYINA METODA OBLICZANIA TARCZ O CIAGLEJ ZMIANIE
GRUBOSCI WEDLUG FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ

Streszczeniem W pracy przedstawiono iteracyjng metode wyznacza-
nia naprezen i odksztakcen w tarczach_ze zmieniajaca sie gruboscia,
przy czym zatozono, ze zmiana grubosci tarczy jest funkcjg jednej
zmiennej .

Poglajna metoda polega na zastgpieniu rozpatrywanego ukdadu tarczy
z obciazeniem, uktadem zastepczym, a nastepnie na kolejnych obli-

czeniach uktfadu zastepczego przy_zmieniajgcych sie w procesie ite-
racyjnym obcigzeniach i utworzeniu nieskonczonego szeregu wektoroéw,

naprezen i odksztakcen.

1. Wstep

Celem niniejszej pracy jest podanie pewnego iteracyjnego sposobu ob-
liczania tarcz, ktorych grubos¢ jest funkcjg zmiennej y. Obliczaniem tarcz
o grubosci zmieniajacej sie w sposéb ciagly zajmowakt sie V oc k e w
pracy « Wyprowadzit on dla takich tarcz réwnanie rézniczkowe czwartego
rzedu okreslajace funkcje naprezen 0. Przez odpowiedni dobdor tej funkcji
rozwigzuje szereg probleméw tarcz o zmieniajacej sie grubosci.

Przedstawiony w niniejszej pracy sposob obliczania tarcz o ciaglej
zmianie grubosci jest rozszerzeniem sposobu podanego w pracy [2J .

Polega on na utworzeniu szeregu iteracyjnego, wynikajacego z rozwigzy-
wania kolejno tarczy zastepczej o prostszej strukturze geometrycznej, ob-
cigzonej w pierwszym kroku iteracyjnym identycznie jak tarcza przedmioto-
wa. W nastepnych krokach obcigzenia tarczy zastepczej wynikaja z .postepo-
wania Iteratyjnego.

2. Tok rozwigzania zagadnienia

Rozwazania przeprowadzimy na przyktadzie tarczy prostokatnej (rys. D
ktérej grubos¢ t jest funkcja .

Przedmiotowy ukd#ad U (rys. 1) zastepujemy ukdadem UQ (ns.2al, przy-
stajgcym do ukkadu U. Tarcza z ukdadu UQ rézni sie od tarczy ukktadu U
tym, ze ma stala grubos¢ tQ; obcigzenie zas jest takie samo jak w ukda-
dzie U.
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uktad U,
Rys. 2

Wprowadzmy nastepujgce oznaczenia.

W ukdadzie U wystgpia:

6L - wektor naprezen w N/m ,

Ay

wektor sit przekrojowych w N/m,
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przy czyn Nu =t _6U.

pi
« R, - wektor sit przekrojowych na brzegu tarczy N/m (rys. 1),
LRs,nJ
- wektor obcigzen brzegowych tarczy N/m (rys. 1),
?7 mE ]
“y - wektor obcigzen powierzchniowych tarczy w N/m (rys.l),
J - macierz jednostkowa,
ro , on ; ; . i )
~ macierz jednostkowa do redukcji wektordow sit przekro-
Lo o ij Jowych.

Zachodzi przy tym zwiazek

U Jdr *

” - wektor odksztakcen

L8xyj

Dla uktadu U mozna zapisa¢ odpowiednio podobne oznaczenia, mianowi-
cie: f0, RO, r£, mQ,

Dla uktadow U 1 UQ roéwnania fizyczne prawa Hooke’a  przedstawiaja
sie nastepujaco:

»
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gdzie

0, O 2(1+v)

Mozemy okresli¢ nastepujgce relacje, zgodnie z zatozeniami przyjetymi dla
uk¥adu zastepczego UQ

H* - RE oraz mQ = mu Q@)

W dalszym ciggu zakkadamy, ze znane sg wektory 6Q i 6Q, a wiec rowniez
Ng 1 Rqg, co Oznacza, ze rozwigzanie ukdadu UQ jest znane.
Dobierzmy takie obcigzenie tarczy przedmiotowej, by zachodzida roéwnosc
odksztatcern z ukfadem UO; ukkad tak otrzymany oznaczymy przez W (rys.2b).
Mozemy zatem zapisac

gdzie
6w =Du =@®w

W celu znalezienia obciagzenia w ukktadzie W rozpatrzmy elementarne cze-
Ssci duQ i dW ukkadow UQ 1 W (rys. 3). W ukktadach duUQ i dW wzdhuz
linii uwolnionych wiezéw dziatajg obcigzenia w postaci wektoréw odpowied-
nio i wynikajace z uzewnetrznienia sit przekrojowych Ng 1
wzdduz tych linii.

A ’
dy /<, dy tmu
T e t*<n
Uktad dli0 Uktad dH
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Korzystajac z relacji (@) otrzymamy

K =3 @;
Aw =Jr *C »0 ®
=Jr *i ~ Roi* ®)

Zaleznos¢ (3) zapewnia spelnienie réwnan nierozdzielnosci w uktadzie W.
Réwnaniaréwnowagi wukdadzie W beda spednione wéwczas, gdyskorzy-
stamy zréwnosci sidprzekrojowych ukdadéw duQ i dv.Otrzymamy stad

nastepujagce wektorowe réwnania réwnowagis

- + (if + d?) + Swdy = - + (N + d\V) + mody @)
Przeksztatcajac rownanie (7) otrzymamy

*d\F*“dN,f
LTI R VAL

a korzystajac z relacji (), otrzymamy z kolei

“w - So+ Jr 3y < < NO), ®)
gdzie
r-1-tetgl

Rozwigzanie ukfadu U mozna przedstawi¢ jako sume rozwigzan dwoch u-
kdadow

VE W+ AN ©
Ukkad AU jest przy tym ukdadem nierozwigzanym, otakimsamym stopniu
trudnoscirozwigzania co ukkad U. Mozemy znalez¢ jegoobciazenie, korzy-

stajac z réwnania (9), AU m U - W. Otrzymamy zatem obcigzenie ukdadu
A,U w nastepujacy sposobs

Almu - - % “ -~r ly <« 10) (10)
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Bh.r  w.i 0,i* (11)

gdzie

W
Jezeli bedziemy rozwigzywa¢ ukdad ANU w sposéb identyczny jak to zro-
bilismy w przypadku ukdadu U, to jego rozwigzanie przedstawi¢ mozemy po-

dobnie do réownania (9), czyli

AlU = A,W + AgU a2)

Obciagzenie ukkadu A.jW obliczymy ponownie z warunkéw roéwnosci odksztat-
cen i sidprzekrojowych ukdadow A~™ 1 AW, przy czym obcigzenie ukta-
du AjuUg jest wyznaczone rownaniem (0) i (1), bo Adm0 = Aimu  *

AR o = KiFy =
Otrzymamy

-1
AKL,T -Jdr i *V e V<r,i

Rozwigzanie ukdadu .U mozemy wiec przedstawi¢ w postaci nieskoriczone-
go szeregu (13)

0
U= 2 Akw* Sdzie AQV=W, as3)
k=0
przy czym w analogii do (12) mozemy zapisac
V. - V +Ak+iu (13a)

Tub

AKFF= Aku - Ak+1U- (13b)

Dla k-tego kroku iteracyjnego otrzymujemy nastepujgce zaleznosci:

- obcigzenie w ukkadzie A"W

Adw=Jdr A [N 0V Ao )Y (l4a)
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AX , 1 -Jr = Si *AkRo,i>

gdzie
Sl° = tl’t61
- obcigzenie w ukkadzie ANU
AX,i -\ <i = e -i «Ak-lRO,i* ri =1 - si (15B)
Ay * 48 7 = I %K/(r Akt No)' (150)

W ukdadach U, W,UQ, A.,U, === wystepuja odpowiednie naprezenia i od-
ksztakceniaf) . <v. <. A~._.-- Su, 8W, SO, A”™u,...; mozemywiec na-

r.ezenia ¢éu w ukkadzie U obliczy¢ zgodnie z (13) jako

@U“2 ~w 5“2 (16)

eu-2 <\V- (17)

Szereg (18) jest zbiezny przy odpowiednim doborze grubosci t tarczy za-
stepczej -

3. Dobér uktadu zastepczego
Za ukkad zastepczy mozemy przyjaC tarcze geometrycznie przystajaca do
tarczy ukdadu rzeczywistego, jednorodng i izotropowag, obcigzong identycz-

nie jak tarcza ukkadu rzeczywistego.
Obciazenie uktadu rzeczywistego w procesie iteracji wynosi

. (182)
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% :20 Vw* <isb)

Na podstawie (I3b) mozemy zapisac
Vw, i -Vu,i -V I Ru,i as°)

Vow otV ou - H Y (18d)

Podstawiajagc (18c) do (I18a) 1 (18d) do (18b) otrzymamy
5 7 R AR (192

N o=mu - 1im Ak+lmu (19b)
K**-00

Wykorzystujac relacje (15) otrzymamy

K,i- «u,i —-3r er «~ Vo , i 120«)

“u= K +31 figphe (r + *kM - <20b)

Widzimy, ze szeregi (18a) i1 (I8b) sg zbiezne do wartosci obcigzenia tyt
ko WoOwczas, gdy granice wystepujace w rownaniach (20)daza dozera.
Z kolei, abygranice te dazyty do zera, wspétczynnik r musi by¢ mniej-
szy od jednosci} wéwczas kolejne  resztkowe wektory sit przekrojowych

AKRQ ™ i jako zalezne od r”~ beda dazydy do zera.
Otrzymujemy tu warunek jr] <1, czyli
[i - te-1! < 1,

ktory musi by¢ spekniony dla kazdej wartosci y. Stad mamy warunki

tt61> 0.1 ttbl < 2
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Jezeli maksymalna wartosé tax spetniacé b?dzie nieréwnoscé taxt51<2
to takze spelniona bedzie ta nieréwnos¢ dla kazdej wartosci t, réwniez
dla toim - Otrzymujemy

tmaxt81< A | q'ni'ntal < 2

Najlepsza zbiezno$é szeregu (13) otrzymamy dla przypadku = Jmin]>
czyli dla przypadku 1 - Fnaxtc} . tmi'ntg)l - 1.

Stad otrzymamy

*Q -i<*«in + W * (21)

4. Przyktad
Dany jest ukkad U (rys. 4), w ktoérym przyjmujemy
E =const; v=0j
tl - 102 m «2 .10"m t=( +y) .10-2 m
Obliczamy:

N=£1+t2)-1,5 10"2m S-t"l -]|A +yjr-1S-j@ - 2

S1"3; S2“3% r1"™ 3 r2

Rozwigzaniem ukdadu UQ (rys. 5) jest

} Ry =Ry - B

Obcigzenie ukdadu A_|U, stanowigce zarazem obcigzenie ukdadu 2 uO» ob-
liczymy na podstawie wzoréw - (15).
Otrzymamy:

B*(*e» B)-«l
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pI[N/m] n p[N/m]
) 0
-7
pIN/m] pN/m]
Uktad U Uktad U)
Rys. 4 Rys. 5
ro 10 1 1 Y
oo 1 “30
SA, -

Uktad AlUg przedstawiono na rys. 6. Wektor sit przekrojowych w ukda-
dzie AlUq przedstawia sie jako

A,Ng -jd - 2y)pj

(M=SP vy

uktad ¢,U0 Uktad 4,H
Rys. 6 Rys. 7

Obciazenie ukdadu AgU

A LE, 3 el -2) - .21
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Ukkad A2Ug przedstawiono na rys. 7. Wektor sit przekrojowych w uktadzie

Vol
Sl CUL S B U1 IO A

Obcigzenie ukdadu ANU:

Ukkad AjUo przedstawiono na rys. 8. Wektor sit przekrojowych w tym ukda

dzie:

M, m{h l(]. 2y)2(3y}Ulh(1-

Mozna zauwazy¢, ze

Vo -7 - 2y)k-

naprezenia 6U obliczymy wiec na podstawie
wzoru (16)

uktad A,UO0
- *>]* n
Rys. 8 k-0

Otrzymany szereg jest zbiezny, gdyz czynnik —j@ - 2y) jest dla kazdej
wartosci y z przedziatu (,1) mniejszy od jednosci.
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Szereg powyzszy jest szeregiem geometrycznym, zatem suma jego wynosi

0" 0
e - t1 1 102
u & — F < 0. 1ty 0.

Otrzymujemy wiec naprezenia w uktadzie U

p -
y 1ty

Wykres naprezen 6”» atalych na ddugosci tar-,

czy, przedstawiono na rys. 9.
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HTEPAITHOHHHTE CII000E PACHETA AHCKOB
C BECnPEPUBHOa I1EPEVEHHOI+ TOJUItHHOM
no $yHKUHH OJIHOR nEPEMEHHOII

Pesmme

B pa6oie npeACTaBjieH HTepaanoHHH& cnocod onpeAejieHHa HanpaaceHHU nh Ae$op-
MauHil B AHCKajc, B KoiophDc nepeMeHa tojuhhhh cocTaBjiaei (fyHKUHmM oahoo nepe-
ueahoa.

CyaHocibB npeAcCiaBjieHHoro msioas HBjiaeiclJt 3aMeaeHHe paccuaipHBaeM 04 chc-
leMU ahokob ¢ Harpy3Koa saMeHaeiiofi CHCiemi, a noioM ouepeAHoe camarae 3a-
MeaaeMoft CHCTeMH npn n3MeHfliomHxea b HiepahHOHHOM npouecce Harpy3Kax h co3-

AaHHe OecKOHeaHoro paAa bsktopob aanpaateHH® h Ae$opManns.
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ITERATIONAL METHODS OF A CALCULATION OF DISCS WITH THE CHANGE
OF THEIR THICKNESS GIVEN BY A CONTINUOUS FUNCTION OF ONE

VARIABLE

Summary

In the paper an iterational method of calculation stresses and strains
in the discs with a ,changing thickness has been presented. It was assumed
that the change of the discs is a function of a one variable. The method
is based on the replacing of the disc by a substitutional system, then on
the following calculations of the substitutional "system with the changing
load in the iterative procedure and by making on infinite series of vec-
tors of stresses and strains.



