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ITERACYINE ODWRACANIE MACIERZY KWADRATOWYCH
WYSTEPUJACYCH W MECHANICE BUDOWLI

Streszczenie. W pracy przedstawiono pewien iteracyjny sposob od-
wracania macierzy kwadratowych.

Opiera sie on na analogii z iteracyjng metoda rozwigzywania tarcz.
Podano przykfad odwracania macierzy symetrycznej.

1. Wstep

Rozwigzywanie duzych ukdaddéw réwnan a szczegélnie odwracanie macierzy
kwadratowych, nawet na elektronicznych maszynach cyfrowych, jest jeszcze
obecnie pracochtonne i1 bardzo kosztowne. W wielu przypadkach uktadow réw-
nan algebraicznych liniowych,- jakie otrzymuje sie przy zastosowaniu- nume-
rycznych metod rozwigzywania zagadnien mechaniki budowli, dogodne jest sto-
sowanie metod iteracyjnych (metoda iteracji prostej, metoda Seidela [i],
zD.-

Praca niniejsza wskazuje na mozliwo$¢ odwracania macierzy kwadratowych
lub tez rozwigzywania ukdadéw algebraicznych réwnan liniowych za pomoca
pewnego sposobu iteracyjnego opartego na analogii z metoda iteracyjna ob-
liczania tarcz [3] . Otrzymywany w tej -metodzie szereg macierzowy jest
zbiezny przy odpowiednim doborze pewnej macierzy zastepczej. Dobor macie-
rzy zastepczej stanowi gioéwny problem proponowanego sposobu iteracyjnego.

2. Rozwigzanie zagadnienia

Niech dane beda macierze A. 1 B , spekniajgce réwnanie macierzowe

A +X =B (u) (D
Symbole U, UQ, W, ANJ,... sa odpowiednikami oznaczeh uk#adéw wprowa-
dzonych w pracach D] i1 W, przedstawiajgcych iteracyjny sposéb oblicza-

nia tarcz.
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Macierz niewiadoma X mozemy znalezé rozwigzujac réwnanie (1), czyli

X =A~1 .B (1)

Macierz A 1 bedziemy mogli okresli¢ wpostacinastepujacego szeregu
macierzowego:

AT1=A~1(D +r+ 12+ ... +rk+...), (ib)

gdzie 3 jest macierza jednostkowa.
Macierze A q i rwynikaja z przedstawionego w dalszejkolejnosci

rozumowania.

Przyjmujemy pewng macierz nieosobliwg , taka by jej odwrotnos¢ byta
znana lub by jej odwrécenie byto zadaniem mniej pracochtonnym w stosunku
do odwrécenia macierzy A e

Zat6zmy nastepnie, ze istnieje pewne rozwigzanie X Q, spedniajace ro-

wnanie (2)

A>-X0 =B o) @

Z réwnania (2) obliczymy
K 0)

Rozwazmy w dalszym cigagu relacje

A3" 2 BO- W) @.
Jezeli w miejsce X podstawimy relacje (3), to otrzymamy
Bg =A . A”1B (4a)

Wprowadzajac oznaczenie A . A Ql = 3, mozemy zapisac¢, ze

BO=S.8B (©)]
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Rozwigzanie ukdtadu (1) mozemy zapisa¢ w postaci sumy macierzy, czyli
X=Xd +Al1X 1), (6)
gdzie A] X jest na razie pewng nieznang roecierza.
Podobnie zapiszemy macierz B , tzn.
B=B0 +AIB (7)
Podstawiajac zwiagzki (6) i (7) do réwnania (1) otrzymamy
+JA +A,X) -BO +A~,
z czego wynika, ze
A. AX-AB (8)
Macierz A.|B mozemy znalez¢ z réwnania (7)27
AlB=B-B0,=B-SB- (J-S)B
oznaczmy 3 - S =1", woéwczas
AB=r*B (9)

Rozwigzanie réwnania. (8) jest tak samo pracochdonnym problemem jak roz-
wigzanie réwnania (1). W celu otrzymania tego rozwigzania przeprowadzmy
identyczne rozumowanie jak w przypadku wyjsciowego réownania (1). Przyjmij-
my mianowicie ¢ 0 , a nastepnie rozwigzmy rownanie

Ao <AIXo =AIlB (10)

Z réwnania podobnego do (4), przy wykorzystaniu (10) i (9) obliczymy

ABQ=S .r .B (11)

1~0dpowiednik iteracyjnej metody obliczania tarcz [4] przedstawia sie ja-
tko U =W +A,U

27 pracy [VJ, AMU =U - W.
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Rozwigzanie uk#adu réwnan (8) mozemy przedstawi¢ w postaci

AIX=AX0+ A2X (12)
i podobnie
A,B= ABo +AgB.
Podstawiajac do (12) zwiazki (9 1 (11) otrzymamy
A2B=r .B -S . r .B =r 2B.
Macierze X i B , zgodnie z (6) i (7), mozemy przedstawi¢ w postaci
X =Xo0 + AX0 +

B =B0 +AIBQ +A2B.

W kolejnym i-tym kroku iteracyjnym otrzymamy

AL A.X= AJ3, (€))
przy czym

*ai, X

+A i+1B

Macierz AN XQ spednia réwnanie

A cAi*o = AIiB: (¢}

stad obliczamy

A% =Asl . A,B (i4a)

Poniewaz

AiB =r1 _B, (15)



Iteracyjne odwracanie macierzy kwadratowych. 191
wiec
=Abl erl B as)

Ostatecznie, rozwiazanie réwnania (1) otrzymujemy w postaci nieskon-
czonego szeregu macierzowego

+ALN + 7 e+ ALN + eee an

Podstawiajac do szeregu (17) zwigzek (16) otrzymamy

Z=ANI(I+ 1 +r2+ . wvle ) (18)

Poréwnujac zwigzek (la) ze zwigzkiem (18) stwierdzamy, ze

A-1 =A"1JI+ r + .. +T1 + __ ). (18a)

Zeby szeregpotegowy utworzony z macierzy F byd zbiezny, nalezytak do-
braé¢ macierz T , by jej normaby#a mniejsza od jednosci, czyliaby

[ri<i

W takim przypadku sumg tego szeregu bedzie
A"lg-rrl=a;23-7 aA;Tr 1=A"

Przyblizone wartosci elementéw odwréconej macierzy A mozemy wiec ob-
liczy¢ jako

AL =A"N(3+r+r2+ ... +ri). 19

3. Dobér macierzy A.

Macierz AQ musi spedniaé¢ dwa wynikajace z poprzednich rozwazan wa-
runki. Po pierwszemusi by¢ tak dobrana, by jej norma spekniata nieréw-
nos¢ |l <1 a po drugie musi by¢ taka, by nakdad pracy przy jej odwra-
caniu byt mniejszy anizeli w przypadku odwracania macierzy A

Najwygodniej bydoby wiec przyjaé¢ macierz AQ w postaci diagonalnej.

Zat6zmy taka wkasnie p.osta¢ macierzy AQ- Jej odwrdécenie nie przed-
stawia wéwczas zadnych trudnosci rachunkowych.
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Z nierownosci HFH < 1 otrzymamy
@0)
Obliczmy macierz
10 ... al,l al,2 " = al,i & 0 m-.
01 a2,1 a22 0 e
1 ... 3K, 1
wiec
1-all "812 N F2 eee - gLl ki e
tak,1 - *1 " ak,2 “r2 *e* * ak,ioii 1_ak,kQk ee=
Obliczajac norme macierzy r otrzymamy wg CU
i)
lIrl= "ax (2] ak,i = <] + L - ak,k = «I) QL
gdzie
S - oznacza sumowanie dla i1 = 1,2... n z wydgczeniem i=k.
Warunek (20) przyjmie wiec postac
(Jlak,i =<i] + |1-ak,k =<k = 1 (22)

Wprowadzmy oznaczenie
,@ki " “ Nk
i*l

oraz niech ak ~ 1 0 bedg wartosciami wystepujacymi w relacji (22),
odpowiadajacymi normie macierzy I*.
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Mozemy wéwczas zapissé

K + 1n-ak,k «kl < 1 @)

Otrzymamy stad dwie nieréwnosci

akk «k " flk > °*

, @5
akk <k + ~ < 2-

Poniewaz norma || speinia warunki (24), zatem wartosci sumy bezwzgled-
nych wartosci elementéw pozostatych wierszy macierzy - jako mniejsze od
wartosci normy j|r||] -muszg speinia¢ warunki (24)-W przeciwnym bowiem
wypadku, ktorys zwyrazéw 6 + |1 - a® k . cthbytby wiekszy od normy,
co jest sprzeczne z definicja normy macierzy.

Stwierdzamy wiec, ze aby spedniona byta nieréwnoscé ||X*|| < 1, zachodzié¢
muszg dla kazdej wartosci k = 1,2,... n nastepujgce warunki

ak,k «k 76"k 0 ~
)
ak,k “«k +6k< 2°¢

Nieréwnosci (25) nie zmienig swej postaci przy zatozeniu statej warto-
Sci o =ot ; wowczas

ak (26)

c,k + 2 J ak.i] < «
J =

Przy powyzszych zatozeniach macierz przyjmie nastepujaca po-
sta¢ diagonalng

A"l- .3
o}
Wzér (20) przyjmie zatem postac

UL - B. NIl < 1,
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ozyli

I -ot KII 1< 1. @)
Stad stwierdzamy, ze

oC>0 1 < jirMi 9

Widzimy, zenieskonczenie wiele wartosci ot zawartych wprzedziale
O, |%5)> spetnia warunki zadania.

Sprébujmy dobraé¢ taka wartos¢ ot , dla ktérej norma ||I’|| bedzie naj-
mniejsza. W tym celu przyjmujemy, ze

0< < 1
i podstawimy te wartos¢ <« do wzoru (21).
Otrzymamy
Ir¢D1 = R -akjk - jjjL (€Y)
i»l
Relacja (30) przedstawia réwnanie dwu prostych w ukdadzie wspotrzed-

nych  [Ir®Il, X
Réwnania tych prostych przedstawiaja sie nastepujaco:

MiI - 1-ak,k S + (30a)

' = gk o |E iT1#pgj e 2] kil @

Rysunek 1 przedstawia wykresy prostych opisanych réwnaniami (B0a) i

(30b). Wida¢, ze najmniejsza wspolng wartoscig norm ||rjli 1 HMMIg jest
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ich punkt przeciecia. Wynika stad warunek Ir 12 7 *<5-
rego otrzymamy

* o Al
2 ai(,k

Ostatecznie otrzymujemy

« (31)
K,k

Przy czym ak k Jest elementem macierzy A nalezagcym do tego wiersza,
ktéry decyduje o wartosci jej normy.

Przedstawiony sposob przyjecia macierzy A( jest najprostszy lecz
zbiezno$¢ szeregu (18) jest wéwczas  jak wykazaly testy - skaba. W celu
polepszenia zbieznosci mozna rozwazy¢ w podobny sposéb macierz AN dia-
gonalng o zréznicowanych elementach. Aby otrzymaé¢ przy tym norme || naj-
mniejsza, wystarczy - jak stwierdzono - elementy macierzy Agq oblicza¢ jc-
ko

< (€7)

Stwierdzono réwniez, ze mozna przyja¢ za macierz Aq macierz quasi - dia-
gonalng o blokach dowolnego rzedu.
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Rozwazania, podobne do poprzednich, doprowadzajag do nastepujacej ma-
cierzy _a :1-

A
0,1 0...
? ao2

gdzie
fsh A

Macierz A ””~  jest odwroconym blokiem macierzy A , lezacym na jej

gtownej przekatnej. Rzad bloku Aj1 { jest roéwny rzedowi bloku 0.1~

4. Oszacowanie zbieznosci iteracji

Dla dowolnej liczby "i" krokéw iteracyjnych mozemy zapisa¢, ze przy-

blizona wartos¢ reszty normy czyli R “'I‘, wynosi wg [1]
R icd= JWEL(-n)~1-A;10 +r+ _..rD), €D
czyli
i+l
rf G5

Dla przypadku przyjecia macierzy A”’ diagonalnej o réwnych wartos-
ciach € mozna wykaza¢, korzystajac ze wzoru (35), ze

GO

Ze wzoru (36) wynika, ze o zbieznosci iteracji decyduje macierz A, coc
wynika réwniez z nieréwnosci (26).
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5. Przyktad

Dana jest macierz

1
[N
N O
~ R

Obliczamy jej norme I11AJ= 11. Zgodnie ze wzorem (31) otrzym?my

Macierz r przedstawia sie wiec nastepujaco:

0 0o "6 1 -1" '250 -125 125"
r=0 10 .' 18 2 = -125 0 -250
0 0 1L rl 2 7. 125 -250 125.
Norma macierzy I wynosi ||r|| = 0,5.
Szacunkowy biad dla 4 krokéw iteracyjnych wynosi
rijA"1fl< 1 . } = °.0°8
Potegi macierzy r przedstawiajg sie nastepujaco:
r 94 -62 78" ‘41 -31 31
-62 78 -47 . 10%3, . -31 20 -34
178 47 .37 -34 34,
19 -14 17
ré=Ju 1215 103
17 -15 17.
Zgodnie ze wzorem (19) otrzymamy przyblizong macierz A 1

76 -29 321
[29 139 -43  « 10"3

.32 -43  159j

78 -31 A"
-31 140 -44

34 -44 160.

wobec doktadnej macierzy

197
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Obliczanie odwrotnosci macierzy A z pomoca macierzy AQl, przedstawio-
nej wzorem (33)» daje:

'170,2 -21,3 4. ‘0 0 | 142,8'
2 ety 127_7_ . L i0"3, r- o 0 i_-285.,6 -103z
0 0 1142,8. 212,8 -276,7 ] 0

3,3 -4,3 0
6,7 8,7 0

0 0 11,1

Macierz A 1 przedstawia sie wiec jako A“l=- AN~ rl, czyli

[170,2 -21,3 "1,034 -0,044 0,158"
21,3 127,7 . -0,067 1,088 -0,317 . 1073
s 0 142,8. .0,236 -0,308  1,121.

E77,4 -30,7 33,87
30,7 139,9 -43,9 10

.33,8 -43,9 160,0.

LITERATURA

[1] Padiejewa W.N.: Metody numeryczne algebry liniowej, PWN Warszawa 1955.
[Z] Ralston A.: Wstep do analizy numerycznej, PWN, Warszawa 1971.
B

Budzianowski Z., Andermann P., Wranik J.: Pewien iteracyjny sposob wy-

znaczania naprezen w tarczach wielospéjnych, Mechanika Teoretyczna i
Stosowana 2, 12/1974.

W Wranik J.: lteracyjna metoda obliczania tarcz o ciggtej zmianie gru-

bosci jako funkcji jednej zmiennej. Zesz. Nauk. Pol. SI. Budownictwo
z. 41/1976.



Iteracyjne odwracanie macierzy kwadratowych. 199

HTEPAHHOHHOE OBPAITIEHHE KBAEPATHHX MATPHR
BCTPEHAXUHXCF1 B CTPOHTEJIHHOi+ MEJAHHKE

Pe3iom e

B pafioie npefloiaBjreH mepauHOHHHI T cnhocod oSpameHna  KBaflpaiHbix MaTpnu.
OcHOBHBaerofl oh Ha aHajioraa c MeTOFIOM HiepaiiHOHHoro pemeHHH shckob . B pa6o-
ie npHBOFIHTOH npHMep odpanemia chmmstphhhoS MaipHUH.

ITERATIONAL REVORSING OP SQUARE MATRIXES APPEARING
IN THE STRUCTURAL MECHANICS

Summary

In the paper has been presented a method of reversing of square matri-
xes. The method is based on the iterational method of discs solving. An

exemple applied to a symmetric matrix has been given.



