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ZAGADKI31TI2 PIZHACZANIA HAHVIOHOGRAITO REALIZACII PRZEDSIEWZIECIA
Z CTZGLEDIIERIEU DOSTEHJO0CI SRODKCW

Streszczenie.Realizacja ztozonych IElJrzedsungu-;*c wymaga koordynacji
uzycia $rodkéw technicznych,ktorych ilo$¢ jest, ograniczona i zmien-
na, wczasie.™ artykule przedstawmno matematyczny opis zjawisk,,

i zalezno$ci charakteryzujgcych przedsiewzigcie, ktory moze hyc
podstawg do wyznaczania harmonograméw i ich optymalizacji.

1.Zastosowanie grafu do onisu -przedsiewziecia

W przedsiewzieciu nozna wyrézni¢ szereg $cisle okreslonych zadan
indywidualnych,ktére nazwiemy operacjami.Ze wzgledu na uwarunkowania
technologiczne i organizacyjne poszczeg6lne operacje sa porzadkowane
relacjami poprzedzania.Jezeli dany jest zhior operacji.w przedsiewzie-
ciu oraz okreslone sg relacje poprzedzania dla poszczego6lnych operacji,
to przedsiewzigcie nozna przedstawi¢ w Tomie grafu.Kazdy tuk tego
gr8fu reprezentuje operacje, natomiast wierzchotki przedstawiajg zdarze-
nia rozpoczecia i zakonczenia-operacji.Wierzchotki grafu nazywane heda
zdarzeniami w przedsiewzieciu.

Graf G przedstawimy jako tr6jke uporzadkowang

G=(X,I'\P) przy czym

=|x(n); n=1,...,Nj- - zhiér wierzchotkéw grafu /zbiér zdarzen
w przedsiewzieciu/
tI=| ra(k); k=1,.., ,kJ> - zhiér tukéw grafu /zhiér operacjil/

P - relacja okreSlona na iloczynie kartezjanskim X«t;«X,spetniajaca
nastepujace warunki [i] :
a/ dla kazdego tuku m Istnieje taka para wierzchotkéw x,y'e xf
ze (x,m,y)e P
h/ jezeli dla tuku mistniejg (x,m,y"e P i (v,a,z)tP.,
to x=v i y=z.
Tak sformutowane okres$lenie grafu wskazuje,ze do ilustracji przedsie-
wziecia bedziemy uzywali digrafu /grafu skierowanego/ bez petli wiasnych,
gdzie relacja P jest opisana w spos6b nastepujacy:

jezeli x/yA (x,m,y)e P=> (y,m ,x)™ P
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cato jet¢noznac-znego scharakteryzowania relacji poprzedzania dla
poszczeg6lnych operacji /tukow/ i zderzen /wierzchotkow/ przedsiewzie-
cia opiszemy graf G=(z,Eu) binarng macierzg przejs¢

?biG)=[p(MLI*IT * EM
V=1,...,N .- nuner kolumny .

/d=1,... ,H - numer wiersza
p(/,»)€ {0,1}
p(i¢,v) =1, gdy dla uporzadkowanej pary wierzchotkéw (/* // -ty jest

poprzednikiem y-te~Ojco zapiszemy iU=T"" (y). . -
Zbioér poprzednikéw y-tego wierzchotka .przedstawimy; .

rMV)Sjluiiu-r-» 3} Arn(y)rEp(ty) =

Zauwazmy,ze jedynki w/»-tym wierszu macierzy tworzg zbidr nastepnikéw
yu-tego wierzchotka »natomiast jedynki: w -toj kolumnie tworza'zbior
poprzednikéw / -tego wierzchotka. ]

W ierzchotki okres$lajgce poczatek x (1) i koniec x(n) realizacji przed-
siewziecia opiszemy!

x(i)=|v p(fu,v)=0j
/jezeli y-ta kolumna macierzy zawiera same zerej to Vr-ty wierzchotek
jest poczatkowym w grafie G/

xIh)=|/ls A pyUy) =0j
/jezeli /U-ty wiersz zawiera same zerafto/i-ty wierzchotek jest'
koncowym w grafie G/.

Jotosclowo-iloSciowy oris realizacji rrzedsieiyziecia z uwzglednie-
niem dostepnosci $rodkdw;

prowadzimy odwzorowanie zbioru operacji /zbioru tukéw grafu/ HE
w zbior liczb naturalnych JT i utworzymy- zbiér K=jd,.. ." k,... ,Kj,gdzie
k jest numerem m(k)~tej operacji. >
Keada operacja moze by¢ realizowana przy uzyciu okreSlonych typéw $rod-
kéw nalezgacych do zbioru typéw srodkéw technicznych ponumerowanych
zmienng s ,przy tyri 55={I,.,s,...,s] jest zbiorem numeréw typow.
Okreslimy,ktore typy $rodkéw o numerach ze zbioru i? mogg byé wykorzysta-
ne do realizacji operacji m(k) ¢ numerze k.
Przyjmiemy, ze na iloczynie kartezjanskim. E*% zadane jest odwzorowanie
r ,ktore przeprowadza go na zbior |0,13.Gdy parze (k,s) odwzorowanie r
przyporzadkowuje d,czyli r(k,s)=d »oznacza to,ze do realizacji m(k)-tej
operacji moze by¢ uzyty S$rodek s-tego typu,® przypadku gdy r(k,s)=0?
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oznacza to,ze $rodek oznaczony numerem s jest nieprzydatny wrealizacji
m (k)-tej operacji* .
Operacje o numerze k mozemy wiec opisa¢ wektorem

r(k)= (r(k,l),....,r(k,s),....,r(k,s)~> ; r(k,s) £ [o.1j-

Zatozymy, ze-realizac ja m(k)~tej 'operaoji jest mozliwa przy wykorzysta-
niu roéznych,alternatywnych zestawéw typéw S$rodkoéw.Zastawy te ponumeru-
jemy zmienng a ,przy tym A =|l,....e,..-.,al jest zbiorem numeréw zesta-
WOw.

TTprowadzimy wektor

r(k,a)= ~r(k,1,a),.,r(k,s,a),e.., r(k,S,a)™,

w ktorym r(k,s,a)f .

Gdy r(k,s,a) =1,0znacza to,ze w sktad zestawu typow Srodkéw o numerze &f
umozliwiajacego realizacje m(k)-tej operacjijwchodzi $rodek techniczny
o0 numerze s .Natomiast, jesli r(k,s,a)=6,0znacza to,ze a-ty zestaw S$rod-
kow,przy pomocy ktérego m(k)-ta operacja moze zosta¢ zrealizowana;nie
zawiera $rodka o numerze s

Zatozymy,ze Srodki techniczne niezbedne do realizacji przedsiewzigecia
nie sa dostepne » sposdb.nieograniczony tak pod wzgledem ich.ilo$ci,

jak i typow.Przyjmieny wiec,ze dostepno$¢ poszczegdlnych typoéw Srodkéw
zmienia sie w czasie.

Oprowadzimy do rozwazan pojecie obserwowanego okresu czasu.Jest to okres
czasu,w ktérym planujemy zrealizowaé¢ przedsiewziecie a jego diugosé
jest wystarczajgca-do objecia kazdego mozliwego do przyjecia czasu trwa-
nia tej realizacji.

Obserwowany okres czasu podzielimy na przedziaty czasu o jednostkowej
dtugosci i utworzymy zbidr numeréw przedziatow czasu.

= J

gdzie o jest numerem przedziatu czasu o jednostkowej, dtugosci.
Zatozymy,ze na iloczynie kartezjniskim okreslone jest odwzorowanie
z przeprowadzajgce go na zbior 10,1J .Gdy parze (s,®} odwzorowanie przy-
porzadkowuje 1,czyli z(s,ep) =1, oznacza to,ze w jednostkowym przedziale
czasu 0 numerze Srodek o numerze s jest dostepny.Jes$li natomiast
z (sjtpd g oznacza to,ze w -tym przedziale czasu nie dysponujemy $rod-
kiem technicznym o numerze s |,

Dostepnos¢, jakosciowg a wiec okreSlenie,w ktéorych przedziatach czasu
tworzgcych obserwowany okres czasu dysponujemy S$rodkiem o numerze s,
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opiszemy wektorem
zls)= <7z(s,i; ,...,z(s,ep),...,z(s,<?); gdzie z(s,f)e [o0,l]

Poniewaz -jak..wspomniano wyzej- zaktad8Eiy,ze dostepno$¢ Srodkéw zmienia
sie. wczasie tak pod wzgledem jakosci, j3k i ilo$ci, wprowadzimy odwzoro-

wanie -d przeprowadzajgce' iloczyn kartezjanski %xsne. zbidor3l+.
ielkos$¢ dls,(j>) bedziemy interpretowac jako ilo$¢ jednostek $rodka

typu s pozostajacych do dyspozycji realizatoréw przedsiewziecia w jed-
nostkowym przedziale czasu o numerze (¢.Dostepnos$¢ iloSciowg,a wiec
okreslenie jaka iloscig jednostek $rodka typu s dysponujemy ¢(.poszcze-
gbélnych przedziatach czasu tworzgacych obserwowany okres czasu opiszemy
wektorem
d(s) ~ </d(s,I) ,...,d(s,<p) f.e.,d(s,?2"

Zauwazmy przy tym, ze zachodzi oczywists zalezno$¢é: e

d(s,(p)=0="zts,e) =0

d(s,'?)>0="z{s,e) =1
Oprowadzilismy wyzej wektor r(k,a), okreslajgcy,ktory z typéw sSrodkéw
jest uzywany, gdy m(k) -ta operacja jest realizowana za. ponoca zesta-
wu. typow srodkéw o numerze a .
Poniewaz realizacja m(k) -tej operacji odhywa¢ sie moze $cisle okreslo-
nym nie tylko jako$ciowo ale takze iloSciowo zestawem S$rodkéw technicz-
nych wprowadzimy zhiér IU=£I:1=1, ... ,Lj] ,ktérego elementy okres-
laja numer odmiany iloSciowej a-tego zestawu typéw S$rodkéw.Zaktadany
wiec,ze a-ty zestaw typow Srodkéw moze wystepowaé w irielu odmianach
/oznaczonych numerami od 1 do L/,z ktorych kazda zawiera inne ilos$ci
srodkow nalezgacych do tego zestawu.Oczywiscie kazdy typ S$rodka wchodza-
cy wsktad a-tego zestawu wystepuje takze w kazdej odmianie tego zestawu
wilos$ci co najmniej jednej jednostki.
Wprowadzimy odwzorowanie u przeprowadzajgce iloczyn kartezjenski.
E* ?*£* L w zhiériR™* W ielkos$¢ u(k,s,a,l) oznacza¢ hedzie ilo$¢ jed-
nostek Srodka typu s uzytego do realizacji m(k)-tej operacji zgodnie
z t-ta odmiang iloSciowg a-tego zestawu typdw S$rodkéw opisanego
wektorem r(k,a) .".Vektor

uOmé|l)= ~ (k",a,l),.+.,u(k,s,a,l), *>e,u(k,S,a,1”

okresli ilosci poszczegdélnych typow S$rodkéw uzytych do realizacji
n(k)-tej operacji 1-tg odmiang a-tego zestawu typow S$Srodkéw.

Jak (wspomniano wyzej,operacja m(k) moze hy¢ realizowana przy wykorzysta-
niu réznych alternatywnych zestawow typow s$rodkéw ponumerowanych zmienng
atfi ,e ponadto kazdy a-ty zestaw moze wystepowaé¢ w wielu odmienach
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iloSciowych oznaczonych numerem 16 L.
Utworzymy, iloczyn kartezjanski L*§ i za. pomocy, odwzorowania i przepro
wadzimy-go na zbiorjT .Kazda pare (l,a) oznaczajaca 1-ta odmiang ilo§-
ciowg a-tego zestawu typow Srodkéw uzytych do realizacji m(k)-tej opera-
cji ponumerujemy zmienng i. .Nazwiemy ja i-tym wariantem realizacji ope-
racji.Dla kazdej operacji m(k) utworzymy zhior '13Jk) wariantow jej reali-
zacji

i(k)e 3I(K)cjr  (i=t,

._2a pomocag wektora

u(k,i)= <u(k,1,i) ... ,u(k,s,i),.. ,u(k,S,)”>

okreslimy” jakie ilosci poszczegdlnych typéw Srodkéw sa niezbedne do
realizacji m(k)-tej operacji i-tym wariantem.

3. Harmonogram realizacji przedsiewziecia

Aby umozliwi¢ czasowy opis realizacji przedsiewziecia oraz poszcze-
gbélnych operacji oznaczymy:
i# (k,i) - numer przedziatu,w ktorym rozpoczyna sie_realizac¢ ja
m (k)-tej operacji i-tym wariantem,
(™ (kji) - numer przedziatu,w ktéorym konczy sie realizacja m(k)-tej
moperacji i-tym wariantem.
Przyporzadkowujgc kazdemu przedziatowi czasu $ jednostkowg diugosc
otrzymamy:
i - moment rozpoczecia realizacji m(k)-tej operacji i-tym wariantem

- moment zakonczenia realizacji m(k)-tej operacji i-tym wariantem

t” (k,i)=y ,(k,i)-{

Powiemy,ze znany jest harmonogram realizacji m(k)-tej operacji, jesli

znane sg wielkos$ci t’(k,i) i u(k,i).
Podobnie jsk w [2] harmonogram realizacji przedsiewziecia okres$limy jako
uporzadkowang pare (fct'IL>) i oznaczymy H= przy czym:

tt’=j t "(k,i) :kfK; i£f 3(k)j- - jest zbiorem momentéw rozpoczecia
realizacji poszczeg6lnych operacji
odpowiednimi wariantami

U =Ju(k,i) : kEK ; if 3KK)] - jest zbiorem wektoréw okreslajgcych

ilosci poszczegdlnych typow Srodkéw
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niezbednych do realizacji poszczegdlnych
operacji odpowiednimi.wariantami. e

Przyjeta definicje harmonogramu realizacji przedsiewziecia jak rowniez
przedsta mienie przedsiewziecia jako uporzadkowanego zbioru operacji
zobrazowanego grafem wskazuje na fakt,.ze wielko$ci opisane zbiorami tfc'
i nie moga przyjmowa¢ warto$ci.dowolnych.
- pracy [2] przedstawiono trzy ograniczenia warunkujace istnienie harmo-
nogramu dopuszczalnego.Ograniczenia te mozna scharakteryzowaé nastepu-
jaco: m
.1/ dla kazdej operacji m(k) mozna Okresli¢ takie operacje m(l),ktére
nalezy. vykonaé¢ przed rozpoczeciem realizacji operacji n(k).Rozpocze-
cie m(k)-tej operacji .moze wiec nastgpi¢ nie wcze$niej niz w momen-
cie zakonczenia realizacji ostatniej z'poprzedzajacych ja operacji
mil); .
2/ zaden z egzemplarzy $rodka' o numerze st$ nie .moze hy¢ uzyty jedno-
cze$nie do realizacji dwoéch'/kilku/ réznych operacji}
5/ wszystkie operacje wchodzace w sktad przedsiewziecia musza zostaé
zrealizowane.
VIe wspomnianej pracy sformutowano i udowodniono'twierdzenie,ze warunkiem
koniecznym i wystarczajagcym istnienia harmonogramu realizacji przedsie-
wziecia jest jednoczesne spetnienie warunkéw; zasygnalizowanych wyzej;
Poniewaz jednak w rozpatrywanym przez nas zagadnieniu zaktadany,ze
dostepnos$¢ Srodkow w czasie realizacji przedsiewziecia ulega zmianom,
do przedstawionych trzech.warunkéw'ograniczajacych musimy doda¢ warunek
czwarty,ze dohor wariantéw realizacji poszczegélnych 'operacji.w konkret-,
nym jednostkowym przedziale czasu musi uwzgledniaé¢ ilo$¢ S$rodkéw dostep-
nych w tym przedziale czasu.lnaczej moéwiac, ilo§¢é srodkoéw s-tego typu
uzyw.anych w jednostkowym przedziale czasu o numerze 9 /przy realizacji
réznych, operacji/ nie moze przekraczaé¢ ilosci, jaka jest wtym przedziale
czasu do dyspozycji.

4. Wyznaczanie harmonogramu realizacji przedsiewziecia

Podejmujac decyzje wyboru harmonogramu nalezy uwzgledni¢ przedstawio-
ne wyzej ograniczenia podstawowe- jak rdiwniez szereg ograniczen dodatko-
wych charakterystycznych dla konkretnego rodzaju przedsiewzigecia.Zwykle
przy danych warunkach ogranicza jgcych istnie je wiele-decyzji dopuszczal-
nych i zachodzi konieczno$¢ wyboru decyzji najlepszej - Optymalnej,
niezbedno staje sie wprowadzenie kryterium rozstrzyga jacegOj ktéra z de-
cyzji dopuszczalnych jest decyzjg optymalna.ila zbiorze decyzji dopusz-
czalnych nalezy w.iec okres$li¢ funkcje celu,ktéra bedzie minimalizow.-ana
lub maksymalizowana.
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Zatozymy, ze na iloczynie kartezjansklm K* 3tk)*$ zadane jest odwzoro-
wanie xktore przeprowadza go na zbiér £0,1} .Wprzypadku .gdy tréjce
(k,i,(p) odwaoroegnie”przyporzadkuje 1,tzn. gdy x(k,i,e)=0]|to v <p-tyn
przedziale ozssu n(k)-ta operacja realizowana jest-'i-tya nariahtea.

W przypadku gdy st(k,i,tj>) =0, to w <j>tym przedziale czasu m{k)-ta operacja
nie jest realizowana i-tym wariantem.

Wi ielkos$¢ x(k,i,q>) nazwiemy zmienng decyzyjng.

Odwzorowujac wszystkie elementy iloczynu kartezjanskiego K-+ TB(c)* $

w zbior £o»1} zgodnie z istniejgcymi warunkami ograniczajgcymi otrzyma-
my zbidr przyporzadkowan dopuszczalnych, ktére po optymalizacji pozwolg
okresli¢ najlepszy z punktu widzenia przyjetego kryterium harmonogram
realizacji przedsiewziecia.
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DPOEILLEM  OUPEDDEIEHLIH KAHEHIAPHOrO MARA  PEAUHRAUHM  KOMUIIEKCA
oiepauhH ¢ yuirfOM bpemeuuoH gocryimociH TEXHPECKHX cpkuctb

P6 3DUG®G

RegjursaiyLs jicshuz guaMlipefiye T KQpBHHEH yroTe&eHEH Yod-Ho-
KHX Ope™OTB , EO0'i'Opux KOJMeOTBO OrpakKHReaO BD BpBMeHE. B OtaTtB ZAVD
reafialBa8e anteH-+ aaBHOMVaa-eE xgeClgassyiarHX KOvirekO anepanedi.
Onkcafiue sto woser 6btt N(SXOKUOli TORECRi »ja onpe,nejiekKHS KajsditeapiaDt taa-
koB HHz oniHtiH3at[HH.

THE HOBLEM OF SCH2DULBS CALCULATIOH OF ENTERPRISES REALILATION WITO
ALLOWING FOR EQUIPOEMT3 ACCESSIBILITY

Summary

In this paper a problem of the schedule calculation is described when
the accessibility of necessary equipments is variable in time. This situ-
ation occurs for example when basing on the finite set of equipments a few
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entarprloes at the same time are realized.

; It is assumed that the onterprice consists of finite number of exatly
specified tasks cslled the operations. The set of operations with the
ordering relations of preceedence enables description of the enterprise
.by means of the digraph without the loops. This paper,contains a mathema-
tical description of the dependences which are characteristic for enterpri-
ce and a definition of the occurence time period in.which accessibility
of the respective equipments type is altered discretely. Here the variant
methods of operation realization are proposed and a mathematical defini-
tion of the schedule of enterprioes-realization in limited equipments
accessibility circumstances.



