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r 'RÓWNANIA NAPRĘŻENIOWE W ASYMPTOTYCZNYCH TEORIACH

POWŁOK SIATKOWYCH

Streszczenie. W pracy wyprowadzono równania naprężeniowe teorii 
niepolamej oraz teorii skrępowanych obrotów powłok siatkowych.Wska
zano także na istnienie analogii pomiędzy równaniami naprężeniowymi 
i przemieszczeniowymi obu teorii asymptotycznych.

Równania naprężeniowe dla ogólnej teorii powłok siatkowych, których mo
delem jest dwuwymiarowy włóknisty ośrodek Cosseratów, przedstawiono w pra- 
oy [2 3, gdzie funkcje naprężeń wprowadzono dzięki wykorzystaniu analogii 
statyozno-geometrycznej.
W niniejszej praoy omówiono równania naprężeniowe w teorii niepolamej o- 
raz teorii skrępowanych obrotów.

Równania przemieszczeniowe dla rozważanych teorii asymptotycznych wy
prowadzono w pracy [13 , a równania dla asymptotycznej teorii powłok mało 
wyniosłych w pracy [3] .

1. Równania naprężeniowe w teorii niepolamej

V pracy będziemy stosować dwa układy współrzędnyoh:
1) Współrzędne z w przestrzeni odniesienia.

Przyjmujemy, że przestrzeń ta jest przestrzenią euklidesową, 00 pozwą- 
la na traktowanie współrzędnych przestrzennych z Jako prostokątnych 
współrzędnych kartezjańskich.

2) Współrzędne krzywoliniowe parametry żujące powierzchnię podstawową
X powłoki, będącą dwuwymiarową przestrzenią Riemanna.

Jednorodne równania równowagi w teorii niepolamej mają postać [l3 .

Wstęp
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KN N K + e „ p = 0
(1.1 )

KL KL
°KL P + KL m = °'

KN K KN Kgdzie wielkości p , p , m , m są składowymi stanu naprężenia. b„, sąJ\L
składowymi drugiego tensora podstawowego powierzchni TT , wielkości eyT są 
składowymi dwuwektora Ricciego powierzchni X  , pionowa kreska oznacza róż- 
niozkowanie kowariantne w metryoe układu x . Wprowadzając następujące o- 
biekty naprężenia:

LM k M k
eLK ¥ ' M + eMK P V -

„k o LM k 
K “ LK ^ >M'

(1 .2 )

równania (l.l) przedstawimy w postaci

q CK.L] = °' (1.3)
Sk ck m l+ 6 1 m <ł_ ^ 9 T-. = 0.[K,LI- c 1 “ 11 * L]

V równaniach (1.2) 1 (1.3) wielkości ^ IV są kolejno składowymi, 
Iłw układzie z , wektora wodząoego punktów powierzchni X oraz wektora jed

nostkowego normalnego do X , 6 ^  m Jest symbolem Ricciego, przeoinek o-
znaoza różniczkowanie cząstkowe, a ujęcie wskaźników w nawias prostokątny 
ioh alternację.

Ze wzorów (1.2) wynika, że tensory o składowych i są tzw. wiel
kościami rozdwojonymi, któryoh składowe przekształcają się niezależnie w 
przestrzeniaoh Euklidesa i Riemamna tak jak składowe wektorów w tych prze
strzeniach. Nie są to jednak tensory naprężenia i naprężenia momentowego 
Pioli-Kirchhoffa.

Ił Ił Ił IłWyrażając wielkośoi i Sg przez sześć funkcji t i r  w następują
cy sposób:

k .k 
qK = 'K'

(1.4)

łatwo sprawdzić, że równania (1 .3) będą spełnione tożsamościowo.Jc JrJednak w tym przypadku funkoje t i r nie są niezależne.
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k 1Istotnie, mnożąc sR przez *V oraz dokonująo kontrakcji względem wskaź

ników k i l ,  otrzymamy

Skl “K ^ 1 = °LK ̂  Vl = °* (1*5)

gdzie:
ókl jest symbolem Kroneckera.
Stąd funkcje te muszą spełniać dwa równania

Skl rk’N vl * Ckmn = °* (l’6)

Wyrażająo funkcje tk i rk przez sześć funkcji w następują
cy sposób:

tk =JdK (fk,K + JOVk,

rk = A K 9k:K + A V k.

a następnie uwzględniając (l.4) i (l,2) oraz spełniając równania (l.6),o- 
trzymamy

KL KN LM/- , ,  R\i KN .  Lp = e » ^ ‘ b ^ A  )|s - 8 ły. ,

K KN | D I  U .  . ł  *R\ (.
p =  ® LN |M + MR }> 1 1 , 7 ;

KL KN/,L| m = e (A |jj - bN A + e jji"-

Wzory (1.7) związkami między dziesięcioma składowymi stanu napręże
nia, a czterema funkojami naprężeń.

W pracy M  na nieco innej drodze wyprowadzono podobne związki, leoz 
dla trzech funkoji naprężeń.

Warunki nierozdzielnoóoi dla rozpatrywanyoh powłok zostały wyprowadzo
ne w pracy [23. Warunki te można przekształcić do następującej postaci:
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gdzie:
*¡0^’ są składowymi stanu odkształcenia.
Związki między składowymi stanu naprężenia i odkształcenia przyjmiemy 

w postaci [11
K L KLMN 
P = A rm ,

(1.9)
mK L = c KLMN ^

pk - ‘ " V

Vzory dla składowych tensorów sztywności sprężystej podano w [1]. 
Związki odwrotne do (l.9) mają postać

„  n „MN 
“KL, “  KLMN p  *

-3tKL “ EKLMH“ * (1.10)

L
^K * DKLP *

przy ozym wielkości dklmh' EKLMN A DKL nrasz9 spełniać równania

_ »KLPR ti c R 
MNKL A =  M ® N*

EMNKL cKLPR - ¿>1 ¿N*

DMK aKL = ¿M*

Podstawiając do (l.io) prawe strony (1 .7 )* a otrzymane wyrażenia do (1.8} 
uzyskamy następujące równania:

^ KLM (Am |L * bM L ^ + °ML^ } K " bK * K = °*

[jP' [^l ♦ b« (eM NA|N + eM N Ap )]}|K ♦

+ 0KL -  bNMA+ +

b,m^  = 0 ł
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gdzie:
fJCPRT LK NP MR ST n D = e a o a D,LNMS ’ 

ELNMS’
gKPRT _ 0LK aNP qMR &ST

JSKS = eIJC 0MS
LM

Tu wielkości a ^  aą składowymi pierwszego tensora podstawowego po- 
wierzctani TT .

V sześciu równaniach (l.ll) występuje sześć niewiadomych funkcji A.Aję, 
7̂, X K. Z równań ( 1 . 1 1 algebraicznych względem *  K można łatwo wyznaczyć 

te wielkości i podstawić do pozostałych równań.
Otrzymamy wtedy układ oztereoh równań dla ozterech niezależnych funkoji
naprężeń A : będzie to pkład równań różniczkowych cząstkowych lOrzęÂKDo równań tych należy dołąozyć warunki brzegowe, które w tym przypadku 
mają postać

m intensywnością momentów akręcająoyoh, 
ii intensywnością momentów zginających,
njj i tK aą kolejno składowymi wektora jednostkowego normalnego oraz 

stycznego do brzegu powłoki.

[e®1 (AL| n - bjj A+ eL *L = >*»

gdzie:
P jest intensywnością sil normalnych do brzegu, 
p intensywnością sil stycmyoh do brzegu, 
p intensywnością sil poprzecznych,
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2. Równania naprężeniowe w teorii skrępowanych obrotów

Ponieważ w teorii skrępowanyoh obrotów równania równowagi są takie sa
me Jak w ogólnej teorii powłok siatkowych, należy więc przyjąć

4  = ®LK ■“  » k’M + eMK raMyk-

A zatem w tym przypadku nie muszą być spełnione równania (1.6). Stąd związ
ki pomiędzy składowymi stanu naprężenia i funkcjami naprężeń mają postać

H .  *

K KN p = e
(2.. 1)

KL KN, m = o ( A ^  - bjjA+ eL „*>),

= e101 (A | N  + bj^A1' + *}rL<fih ).
K KN m “

( 2 . 2 )

W teorii skrępowanych obrotów zaohodzą równośoi

tg = 0.

Zatem warunki nierozdzielnoóci mają postać

“ CM NI | iq  -  b  [ k  |n| 38 l ]  -  ° *

|ia+ b a  = °*

T [L|N| |k ]  +  e  ° ’

^  N Nb y  + e Tt = 0.
Dc l ] n  Dc l] n

Ostatnie równanie jest równaniem algebraicznym.
Związki między składowymi stanu naprężenia i odkształcenia wyrażają się 

wzorami
K L  . KLMN „

P  =  A T MN'

mK L =  c K L M N ^ ^ ,

mK  =  c ^ ^ l  *
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•V Ti3 KI. - kjlmn p *
oe P „mn KL “ ^CLMN ’

*K = »KL "L-

(2.3)

¥ związkach tyoh nie występuje pK, a zatem z (2.1 )2 nie będziemy ko
rzystać.

Podstawiając (2.1 ). „ u do (2.3) a następnie do (2 .2 ), otrzymamy 
1 1 Ji’

j-jgKNLM ( ^  Mj L  -  b j ^ A  + ° ml  & ^ | K -  

- b£ E^CaIl t b" A„ t ey,/) = O,

[iP' (a|l t b»AM * w m )]|k t 

+ bKI ^ aMtI (Ajj|m - bjjjAł °NM ̂  ) = °* 2.Ił

( ^ j ,  -  t

+ eNK E^Ij( A j L ♦ bĵ Aj, ♦ BjjASP ) = O,

®KL  ̂̂ n( H “ bN M ^ + ®NM^^ +

♦ »KL5*“ 01 {^ h !m - bNM^ = °*

Z ostatniego algebraicznego równania względem JS można łatwo wyznaczyć 
tę funkoję i podstawić do pozostałych równań; otrzymamy wtedy pięć równań 
dla pięciu funkcji naprężeń A, A K, będzie to również układ równań róż
niczkowych cząstkowyoh 10 rzędu.

V równaniach (2.4) wielkości EKS określone są wzorem

H*S = eMS Ejjj.

Warunki brzegowe w tym przypadku mają postać

C®” 1 (^ L |lf " bS "K nL ■ p' 

0 “  ( ^ | k  -  “ K * L  =  P«
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[e™ (5(>|k  ♦ b^J^)] ^  +

+ [•“  ( ̂ -L |ll ~ bN A + *L )nK “J  |m *" * P«

[eKN (AL|n - bJjA + oL tL = m,

[oKN (A|n + bLNAL + eNLS°L)] “K ■ *•

gdzie m jest momentem polarnym obciążającym brzeg powłoki.

3. Analogia pomiędzy równaniami w teoriach asymptotyoznyoh

Pomiędzy równaniami teorii niepolarnej i teorii skrępowanyob 
zachodzi pełna analogia. Można Ją sformułować następująco:

Jeżeli w równaniach naprężeniowych (1.11 ) teorii niepolarnej 
następująoej zamiany symboli:

aKLMN ^ ~KLMN

CKLMN __ ^ gKLMN

u— » A , “k - ^ k

V'—

to otrzymamy równania przemieszczeniowe ale dla teorii skrępowanyob obro
tów. Podobnie, jeżeli w równaniach naprężeniowych (2.4) teorii skrępowa
nych obrotów dokonamy następującej zamiany symboli:

aKLMN a

CKLMN D ™ ,
A ^ — ^ i P t

u — »A, “k  >AK

to otrzymamy równania przemieszczeniowe leoz teraz dla teorii niepolarnej.
Analogia ta wykazuje pełne podobieństwo do omówionej w pracy [5] ana

logii tarczowo-płytowej w teorii dźwigarów siatkowych.

obrotów

dokonamy
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Zaohodzi więc możliwość zamiany rozwiązań naprężeniowych jednej teorii 
na rozwiązania przemieszczeniowe drugiej teorii. Przy zamianie takiej na
leży odpowiednio zmodyfikować tensory sztywności sprężystej oraz warunki 
brzegowe podobnie jak to ma miejsce w znanej analogii Wieghardta.
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P  e  3 10 m e

B p a ć o i e  BUBe^eHO ypaBHeHHS b HanpsaeHHHX H en oaap H oii TeopHH h T e o p n a  c b h -  

saH H ux ofiopoTOB c e m a i m c  o f io jio q e K . yKa3aH0 x a icx e  cymeciBOBaime aHajiomn M ea- 

Ay ypaBHeHHHMH b HanpaaeHHHX u ypaBHeHHHUH b nepeM eneH H ax o 6 e a x  acH M nioT H - 

necKH X T e o p n e B .

STRESS EQUATIONS IN ASYMPTOTIC THEORIES OF LATTICE SHELLS 

S u m m a r y
In the paper stress equations of the non - polar theory and of the pi

nioned turns theory of lattice shells are led out. Hie subsistence of an 
analogy between the stress equations and the displacement equations of hoth 
the asymptotic theories is also indicated.


